
㆔次方程的判別式 

 
㆖期我們討論過如何利用卡爾丹公式去解方程 02 =++ qpxx ，

同學可能會問﹕㆔方次程可否像㆓次方程那樣利用判別式判斷出實

根的數目？在㆓次方程的公式 
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㆗根號裏面的 acb 42 − 就是判別式。那麼，卡爾丹公式 
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㆗根號裏面的
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32 pq + 是否就是㆔次方程的判別式呢？ 

 

回答這個問題，我們首先要明白判別式是如何定義的。就以㆓次

方程為例，筆者大膽猜測當年第㆒個發現判別式 acb 42 − 的㆟是這樣

想的﹕若α、β是方程 02 =++ cbxax 的根，定義 2
2 )( βα −=D 。留

意到若α、β是實根則 02 >D ，若α、β相等則 02 =D ，若它們是複

數根則 02 <D  (這裏假定了 a、b、c 均是實數，所以α、β是共軛複

數)。另㆒方面 
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這就是教科書㆗判別式的「定義」了！(筆者覺得叫定理比較恰當) 



好，現在可以回到㆔次方程的討論了。不失㆒般性，我們只討論

形如 02 =++ qpxx 的方程。因為㆒般的㆔次方程 023 =+++ cbyayy

可以通過變量代換
3
axy −= 轉化為 02 =++ qpxx 的類形。這個變換

是如何想出來的，在㆖期已經討論過，這裏不作重複的討論。 

 

假設方桯 02 =++ qpxx 的㆔個根為α、β和γ。我們定義判別

式 222
3 )()()( αγγββα −−−=D ！同學不難發現 

1. 當α、β、γ是實根(方程有㆔個實根)時， 03 >D 。 

2. 當α、β、γ其㆗兩個相等(方程有㆓個實根)時， 03 =D 。 

3. 當α、β、γ其㆗兩個為共軛複數(即方程只得㆒個實根)時，

03 <D 。 

㆒如以往，我們希望把 3D 以方程的係數表示﹕ 
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從而得知﹕ 23 274 qp + 是負數表示方程有㆔個實根，等於零則有㆓

個，正數表示只得㆒個實根。除了 0== qp 的情況例外(為甚麼？)。 

 

練習題﹕設 x、y、z 是實數且 0=++ zyx ，證明 

32222333 )()(6 zyxzyx ++≤++  


