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" Sur Porigine de la résistance de rayonnement

Par M. Léon BRILLOUIN

Ingénteur-consetl @ la Société indépendante de Télégraphie sans fil.

I. — Exposé élémentaire.

Dans tous les cours de télégraphie sans fil, on in-
troduit la notion de résistance de rayonnement
d’une antenne par la simple remarque suivante :

L’antenne rayonne, a grande distance, une éner-
gie £, proportionnelle au carré de I'intensité / du
courant

E,=RI*

Cette énergie F,, étant empruntée & la source
locale qui entretient le courant /, on doit admettre
qu'il existe dans I'antenne une force électromotrice
de la forme — R/ qui consomme de I'énergie. Le
coeflicient & est appelé résistance de rayonnement.

Il semble intéressant d’étudier de plus prés le
mécanisme du phénoméne et de rechercher d’ol
provient la force électromotrice R/ ; c’est ce que je
me propose d’exposer dans cet article.

Dans la théorie élémentaire, nous sommes habi-
tués 4 considérer, pour un circuit, deux qualités
essentielles, la seli-inductance L et la capacité C,
qui représentent la réaction du champ électroma-
gnétique extérieur. Lorsque le courant / varie, il

d7
se produit une force électromotrice L ap s O est la
charge, la capacité introduit une force électromo-
trice E‘Q Mais les raisonnements qui servent de base

a ces définitions supposent implicitement que les

ds,

ds,

Fig. 1.

champs électrique et magnélique créés, dans tout
I'espace occupé par le circuit, sont, a chaque instant,
proportionnels aux valeurs / (du courant)et ¢ (de la
charge) au méme moment. C’est supposer la propa-
gation instantanée des champs électrique et magné-

tique. Une telle approximation n’est valable que
pour des courants & variation infiniment lente.
En réalité, lorsqu’une variation de courant (ou de

E
d/
dt

P~

o
A
<

Fig. 2.

charge) se produit au temps ¢ dans un élément ds,
du circuit, son effet ne se fait sentir, sur un second

élément d s,, qu’au temps ¢ 4 ;t:(ri distance de ds, a
d s5; ¢ vitesse de la lumidre) (fig. 1).
Si I'on tient compte de la durée 01 de la propa-

gation, toutes les forces électromotrices (tant électro-
statiques qu’électromagnétiques) sont en réalité en
retard par rapport a ce que suppose la théorie 61é-
mentaire.

Si le courant est sinusoidal, ceci setraduira ainsi:
la force électromotrice £ totale sur 'ensemble du
circuit sera déphasée d'un petit angle ¢, en retard

L4z
par rapport a a7 (fig. 2); le terme en phase £ cos o

représente l'effet de la self-inductance et de la capa-
cité du circuit; et le terme déphasé — £ sin ¢ donne
la force électromotrice de résistance de rayonnement ;
ce second terme présente bien l'aspect d’une force
contre-électromotrice, qui absorbe de I’énergie.

II. — Solution exacte par les potentiels retardés.

Le calcul complet ne peut se faire par les procédés
élémentaires ; ce sont les potentiels retardés de Lo-
rentz (') qui donnent la solution. Soit un milieu de

(*) Cf. H.-A. Lomextz. The theory of electrons, chapitre I.
B. G. Teubner, Leipzig.
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pouvoir diélectrique %, et de perméabilité magné-
tique v uniformes; — j’appelle » ladensité de charge
électrique et;;(ux, u,, 1), la densité de courant en
chaque point; on définit les deux potentiels retardés
par les équations suivantes :

ce el P
\S ¢ drdyds,
o r

S

v r

1
Potentiel scalaire V— i

v

(1)

N

1
Ju

.

”
¢

drdyds

>
Potentiel vecteur /'=—p., SS

—
Pour calculer les valeurs des potentiels Vet #
en un point M, au temps ¢, on effectue I'intégration

doe, dy,dz

Fig. 3.

pour tous les volumes dz dy dz il)e tout l'espace, en
prenant chaque fois, pour o et u, les valeurs qu’ils
ont au lemps t — cz ; » ¢tant la distance M; M, du
volume dx dy dz au point N{i(fig. 3).

—_—
Les champs électrique /£ et magnétique /# au
point M, sont alors donnés par les relations sui-

vanfes ou le champ 7 est le champ électrique
total, c'est-a-dire le champ élecirostatique aug-
menté du champ électromagnétique :

—>

I F ~—> -
(@) F=—grad V3, ; s H=rot I,

relations qui s’explicitent ainsi:

/ 3V el / ¢ ;’: c Fu
])_L-:_‘_'— ! UnH’r:T_—_ ~

ca ot ! Y oz

, 3V aF, \ 3F,  aF
(2bis) ¢ /= — 2y ot ) :J“'H-”:‘S: Y
Vel / SF, 31,

B Y ¥
h — T 7z it ‘hL"HJZS”c’—_ YT

- 3 \ 3y

Nous avons écrit les formules (1) sous la forme
classique, en supposant que les charges et les cou-
rants sont répartis dans I'espace d'une maniére quel-
conque. En réalité, dans la plupart des applications,

les charges électriques et les courants n’existent que -

sur les conducteurs ; supposons que 1'on puisse ré-
duire ceux-ci & des fils de diamétre négligeable:
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nous effectuerons l'intégration relative a la surface
de la section droite du [il et nous obtiendrons

PR

1 S
b S,

3 L
Vi =, o dsY

ou s est la charge électrique par unit¢ de longueur

du conducteur; 7,) le courant dans le conducteur,
courant compté comme un vecteur tangent au fil; ds,
I'élément de longueur du fil.

Ces formules donnent la solution compléte du
probléme que nous posons au premier paragraphe.
Nous allons indiquer sur quelques exemples la ma-
niére dont s’effectue le calcul.

Les coefficients %, et 4y Treprésentent respective-
ment le pouvoir inducteur spécifique el la perméabi-
lit¢ du vide; leurs valeurs dans les dilf¢rents sys-
témes d’unité sont :

1
/fo:;g wo==1 unités électromagnétiques c. g. s.

1 .
ky—=1 to==73 unités électrostatiques c. g. s.
II. — Cadre plan de forme quelconque.

Considérons un cadre plan, de forme quelconque,
placé dans un espace illimité:; la présence d'autres
corps conducteurs ou de la terre, au voisinage du
cadre, compliquerait les résultats.

Nous allons supposer un courant variable, sui-
vantuneloi quelconque, en fonction du temps (fig. 4);

Fig. 4.

A est la source (alternateur, poste ‘wettenr) qui
entretient Ie courant dans le cadre. Nous admettons
que le courant a, & un inslant donnd, la méme
valeur en tout point du cadre, c'est-a-dire que le [il
est supposé assez fin pour qu'aucun eflet de capa-
cité ne se produise d'une maniére appriciable. Les
charges s réparties sur le fil sont done négligeables ;
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il n’y a pas de terme V de potentiel électrostatique.
— La présence d'une capacité électrostatique € cou-
pant le circuit ne crée non plus aucun potentiel de
ce genre, les deux charges opposées des deux ¢lec-
trodes voisines n’ayant ancun effet sur un point
extérieur.

l.e vectear courant en un point M, est dirigé sui-

—>
vant ds,; le potentiel vecteur d /7 engendré en M,
par I¢lément de circuit ds; est un vecteur pa-
ralléle a ds, et de grandeur :
rd Lo o~
d = Yo R d 8y
r ,

ceci donne, pour le champ électrique en M,, une
contribution :
— 1di,ﬁ_ —

(4) Ah= 3~ “Ldsk.
(¢

Ce qui nous intéresse, c'est la composante de ce
champ électrique suivant la tangente au circuiten M,.

Appelons 6, 'angle des deux directions et nous
avons

) iy de r
(3) dh,="=_ ¢ cosf,ds,.
ode

Le champ électrique total #; au point M, s’obtien-
dra en intégrant par rapport a ds; le long de tout le
circuit.

Laforce ¢lectromotrice totale Z'le long du circuit
se trouvera alors par une seconde intégration

f/z,,dsg

prise aussi sur tout le circuit; nous aboutissons ainsi
a la formule finale

1 dil r
(6) = I.L“/d S-g/j < coslp,ds.
Tode

Il nous faut mainlenant évaluer le courantz au
1‘ . .
temps ¢ — - qui figure dans notre formule ; un

développement en série de Taylor donne

di, gy op@i | 2 & P dY

Y T T e dr T 2@ AT 68 AR

Et notre intégrale (6) se présente alors comme une
suite de termes de la forme suivante :

d7 d?7 37 d4
(%) 3—lﬂz+bdf+hdﬁ+hdr”

Les coefficients L, &, 4, /, représentent les in-
tégrales:
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o
L:u,,\\P 2

d\i ds, dgy
: cosf,ds ds,;

s poe
o \\msﬁi,r ds dsy; — 14-"—4\\0 50,72 ds, ds,.

Nous reconnaissons immdédiatement le premier
terme, qui n’est autre que l'expression bien connue
de la self-induaclance /. du eirenit; c¢’estle seal impor-
tant en cas de variation lente du courant.

Les autres termes nous donneront les corrections &
apporter pour les courants & rapide variation’; nous
allons y trouver une variation de la self~inductance
avec la fréguence et une résistance de rayonnement,

Prenons, en effet, un courant sinusoidal

i =Jcoswt

et nous voyons que notre développement (8) prend
I'aspect suivant :
, di i
(10) E'—:(L——[:;Lo)a—t~(/>m — L) 1.
Nous voyons donc apparaitre un terme en phase
avec 7, c'est-d-dire équivalent & la force électromo-
trice d’une résislance fictive R.

(11) = — Le® + L'

Cette résistance A est la résistance de rayonne-
ment. Nous allons justifier cette affirmation en effec-
tuant le calcul complet de R et en vérifiant quel'éner-
gie consommée par cette résistance fictive repré-
sente exactement I'énergie rayonnée a grande dis-
tance par notre circuit.

IV. — Calcul des divers coefficients.
Energie dissipée.

Les coefficients / ont, dans le cas du cadre plan,
des expressions simples ; on a, en effet,

(12) fcosbipds, =0,

car cette intégrale représente la projection, sur la
tangente au point M,, du circuit complet. Le cadre
étant fermé, la projection totale est nulle; le coeffi-
cient /, s’annule donec.

Quant a /, il est facile d’en trouver la valeur;
développons le cosinus qui figure dans la formule :
cos 0;,=1c0s a; o8 %, — sin a; sin ay; 0, = o, - a,

les intégrales se séparent alors :

6 3
(13) ——Uf—l,x:frcosaidslfrcosagd.vz——

o

-frsinaldsjfrsinxgd32:—489.

Chacune des deux derniéres intégrales vaut, en
effet, deux fois la surface totale S embrassée par le
circuit; et chacune des deux premiéres intégrales est
nulle, prise sur le contour fermé :

B e
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‘/Qi'cosadS:/-rdr::().

Si le courant est sinusoidal, de fréquence w, nous
trouvons donc une résistance de rayonnement

9D i
(14) Re= fo' = p, 5 S*

Quant a l'intégrale / qui donne le terme de cor-
rection sur la self-inductance, son expression dépend
de la forme du cadre.

Quelle est D’énergie W consommée par ces
diverses forces électromotrices supplémentaires?

Sa valeur est :

- de .
(13 w= [ Eidt:de{de
a2 i ~dii
+lgfd—t—zldt—+-/3fd—t§ld[+/4/ a?ldl...

Y

L’intégrale est & prendre depuis linstant ini-
tial 4, ou le courant 7 et ses dérivées sont nulles,
jusqu’a linstant final ¢, ot la méme condition est
supposée remplie. Des intégrations par parties
donnent alors :

l (AN
('6)/ dz?d"fto ddt [:dt] f\az““
d T
.d* didzin lt/d (AN
[ a?“a‘:aflﬁ \df) dz.

Les expressions entre parenthéses s’annulent aux

limites. Les deux intégrales sont les seules intéres-

santes; la premiére intégrale, en Z, et la troisiéme,
en /;, donnent un résultat nul; on s’en convainc
aisément en effectuant les intégrations par parties
correspondantes (').

Il reste donc finalement :

B LA <1Zz
Ay W=—t f, (dt/ de14 f, \)dt

Telle est I'expression générale, pour un courant
de forme quelconque; si nous revenons au courant
sinusoidal de fréquence », nous obtenons :

(18) W:: 1{11, R:——l_; (A)z +~ 14 (J)i.

Le terme /, est d’ailleurs nul pour le cadre. Quant

a la valeur de R pour courant sinusoidal

2wt

(14) jzzg—fa uy S,

c’est exactement celle & laquelle conduit le calcul
de 'énergie rayonnée a grande distance. L énergie

. 37 Codir | LdR s cdd did
*) v/‘laT‘d[_,/.'daz—i_—[71[1-".][9»_‘// t!_/d(T—[~
CTran tzaingge
- {Vldt'thZ ?ft)Jz

Ceci est nul si et a sont nuls en ¢, et ¢,

Q.

consommeée par les forces électromotrices auxiliaires
que crée le champ extérieur se retrouve donc dans
I'onde de rayonnement. La puissance, empruntée a
la source qui alimente le courant, est absorbée par
le champ électromagnétique.

La surface .S qui figure dans la formule (14; est
la surface totale embrassée par le circuit; un cadre
a n spires de surface s a une surface totale S =nx.

V. — Circuit ouvert.

Le cas d’un circuit ouvert, tel que le doublet de
Hertz ou l'antenne, se présente sous un aspect assez
analogue; nous trouverons, la encore, que la réac-
tion du champ extérieur sur le circuit se met sous
la forme d’'un développement :

O ,dz a7 a?
A hal
C_’" t'l“/ ]d

d/™
. Q
Nous y voyons seulement apparaitre un terme T

7.

(M) E= i

(2
sl

et le coefficient 4 ne sera plus nul. Les calculs géné-
raux sont en tous points semblables a4 ceux du para-
graphe précédent; nous trouverons, pour un cou-
rant de fréquence v, une self-inductance apparente

Lw=L—uw’l,
et une résistance de rayonnement
(12) R—=— o+ o'

Les expressions des divers coefficients / se trou-

vent considérablement modifiées et ¢’est 1a le point
qu’il faut examiner de plus prés.

Nous supposerons, pour simplifier, un oscillateur
du type de Hertz, comprenant deux sphéres A
(rayon a) et B (rayon &) réunies par un fil conduc-
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teur de forme quelconque (fig. 3). Le fil est supposé
assez fin pour n'avoir qu'une capacité négligeable.
Toute la capacité électrostatique est concentrée sur
les deux sphéres terminales.

e potentic]l sealaire V' était nul pour le cas du
cadre; il nen est plus de méme ici; pour simplifier,
Hous sipposerons les rayons @ et b des deux sphéres
petits devant la distance 4. En électrostatique, nous
trouverions alors, pour potentiel au point M, la

valeur
S CUE Y
’I':D \7‘,\ "y ,'/ ’
les distances r, et », sont comptées a partir des
centres des sphéres A, B, qui portent des charges
+ et — 0.
Pour les courants 4 variation rapide, nous devons
introduire les valeurs des charges aux temps

t— :‘—fet tﬁ:—'*; notre potentiel retardé s’écrit alors

| (Y Y
(13] V: 7% \ TA o rli

Ce que nous cherchons, c'est la différence de
potentiel entre les deux sphéres A et B, qui s’obtient
en intégrant le long du circuit, de « en §

2oV

44 o —_ . —
(14) « 73 ds._V_irj V =

x

0 @ Q b
1] = = 2 .
/TU[’_"* ; “HO’J]

C

Jappelle d la distance des deux sphéres; a vrai
dire je devrais introduire séparément les distances
aB et P A; mais ces deux longueurs sont sensible-
ment égales & . Pour obtenir la valeur 0 & un

instant antérieur £ — > mous utiliserons un dévelop-

pement en série de Taylor
- d. d*d7, & A7 4t die
13) 0 o= —l— st rs e — A
(15) ‘)"A% 0+ ('l 2(:2dt+6(;3dt2 24 ¢ttt
Le courant ¢ dirigé de A vers Best en effet égal a

- E%avec les conventions faites plus haut. Pour

Q{ « et (J,_»mous aurions des expressions ana-
, -3

logues. Portons ces valeurs dans la formule (14) et
nous trouvons
. 0 2d—a—0bdi
A . VA -
2l — =B ' | 2d° — @’ — b0 A%
T T 6k e 4R + = kot AP
C désigne la capacité électrostatique relative des

deux sphéres
1 /1 (AN

\ t_
() =R\t Ta)

Ces termes (16) représentent au signe prés la contri-
bution du potentiel électrostatique retardé & notre dé-
veloppement général (11). Pour compléter, il nous
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faut maintenant évaluer le role du potentiel vecteur
retardé /?.

Ces calculs se présentent exactement sous le
méme aspect qu'au paragraphe Il et donnent pour
résultat final la formule (8), dont les coefficients
sont les intégrales (9). Nous écrirons ces coefficients
avec indice /[ pour les distinguer des termes glo-
baux ¢ qui figurent dans notre formule d'ensemble
{11). Nous y retrouvons la self-inductance L, et un
terme /n qui, pour le circuit ouvert, prend une
valeur différente de zéro. Utilisons la décomposition

€08 85 == €08 o, €OS o, — Sin oy sina,, O, = a; + a,,
ou «, est I'angle d'un élément de circuit avec la
droite A C; notre intégrale se décompose ainsi :

(18) pclm:pofcos 1ldslfcoszzdsg——

— ;M,fsinaidslfsinm?ds.zzgodz;

chacune des premiéres intégrales est égale a d et les
deux derniéres sont nulles. Les coefficients /3,
d’ordre supérieur & 2 ont des expressions qui
dépendent de la forme particuliere de circuit
envisagé.

Groupons ces différents termes et nous obtenons
les valeurs suivantes pour les coefficients de notre

développement (11).

d
d® d? 2 &
(19) b=gpa—wmy="3m7
d3
h=—1qggatin

Pour mettre d’accord les approximations faites
dans les diverses parties du calcul, nous négligeons
ici @ et & devant 4 (*).

Dans le groupement des deux termes de /4, nous
tenons compte de la relation 4, v, ¢*=1.

Nous trouvons donc (formule 12), pour le cas
d'un courant sinusoidal, une résistance de rayon-
nement

2

20) R= — L w*+ Aw"::z—uu g— o Lot
37 ¢

Le premier terme, en «? a bien exactement la
valeur que 1'on calcule d’aprés I'énergie rayonnée a
grande distance par le doublet. Le second terme
en o' correspond & un effet de cadre, sensible si le
fil du circuit n’est pas rectiligne.

VI. — Aspect général.
Applications de ce mode de calcul.

Nous avons insisté sur les deux exemples clas-
siques du cadre et du vibrateur simple; on pourrait
multiplier les applications et retrouver, dans tous
les cas, des résultats semblables. Le procédé de

(1) 11 était indispensable de préciser les valeurs de « et b,
dans la premiére partie du calcul, pour ne pas avoir une
capacité nulle et éviter des termes infinis dans le dévelop-

pement de V.
«xx

“
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calcul par potentiels retardés est tout a fait général;
familier aux théoriciens, il a servi & Lorenlz pour
établir toutes les lois du champ électromagnétique
engendré par les électrons en mouvements. On
retrouve ainsi, par des calculs maintenant clas-
siques, la masse électromagnétique de I'électron et
les ondes émises chaque fois qu'il y a une accélé-
ration. J'ai lenu & montrer la fécondité de cette
méthode générale, qui s’adapte aisément aux pro-
blémes de la télégraphie sans fil. On pourra calculer
la résistance de rayonnement d’'un systéme quel-
conque, si I'on a la répartition exacte des courants
et des charges statiques sur les conducteurs. Celle
remarque est essentielle, puisque cette répartition
sert de point de départ au calcul. Mais dans beau-
coup de cas on connait, au moins avec une grande
approximalion, la maniére dont se distribue le cou-
rant et sa loi de variation dans les conducteurs. Ce
qui rendra les calculs pratiques trés délicats, cest
le manque de renseignements sur la répartition des
courants et charges dans /a ferre. On sait raisonner
simplement, lorsque la terre est assimilable & un
conducteur parfait, ce qui se réalise approxima-
tivement sur mer. Mais pour une terre notablement
imparfaite, il devient trés difficile de faire un calcul
exact. Les raisonnements trés complets établis par
Sommerfeld et ses collaborateurs sont d’un aspect
un peu rébarbatif pour I'ingénicur!

Voyons quel est le réle d'un conducteur parfait,
formant un plan indéfini. Il doit s’établir, a la sur-
face de ce plan, une répartition de charges et cou-
rants superficiels tels, que le champ éleclrique total
se trouve partout normal a la surface. On arrive
aisément a trouver ce champ par la méthode des
images électrigues. Prenons I'image, par rapport a
la surface plane du conducteur, de notre systéme
électrique; le champ résultant total admettra ce
plan comme plan de symétrie, ce qui satisfait a la
condition indiquée plus haut. Le champ réel se
lrouvera coincider avec ce champ résultant, pour
tout l'espace situé au-dessus du plan. Dans le
conducteur, le champ est nul; & la surface du
conducteur circulent les courants nécessaires pour
maintenir le champ. Si notre émetteur était un
cadre, la surface totale du cadre el de son image serait
double, ce qui nous multiplierait par quatre la
résistance de rayonnement (proportionnelle a §%);
mais nous n’avons & prendre la force électro-
motrice / que sur le cadre initial et non sur les

.. . . !
deux cadres; ceci introduit un facteur 3, au total, la

résistance de rayonnement est doublée. On refrouve
aisément cette valeur. en considérant onde Gfipi-e
a grande distance : le cadre ost doublé par son
image; le champ dans l'onde esl doublé; 'éncrgie
de Ponde est quadruplée, mais 'onde n'occupe que
la moitié de l'espace située au-dessus du plan con-
ducteur ; au total, I'énergie rayonnée est seulement
doublée.
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On verrait, de méme, qu’une anteune avee
prise de lerre a une résistance de ravonnement
double de celle d'une antenne libre de méme lon-
gueur; je suppose ici l'antenne grossiére repré-
sentée par une sphére et un fil, ¢'est-a-dire la moitic
de l'oscillateur du paragraphe précédent.

On étendrait sans peine les calculs & l'antenne
rectiligne unifilaire, avec courant et charge répartis
suivant les lois classiques. On pourrait aussi cal-
culer la résistance de I'antenne en nappe, en utili-
sant des formules approchées pour la répartition du
courant. La grosse dilfliculté reste toujours P'évalua-
tion du role de la terre.

VII. — Conclusions.

Je ne veux pas aborder, dans cet article, ces pro-
blémes pratiques. Mon but était simplement de
montrer comment on doit comprendre l'origine de
la résistance de rayonnement. Cette notion apparait,
en général, comme un deus ex machina assez mys-
térieux. Il est bien évident que 1'énergie rayonnée a
grande distance est empruntée a la source locale qui
entretient les oscillations; mais cette explication ne
fait pas du fout saisir d'ot peut provenir, dans le
circuit émetteur, la force électromotrice R 7 qui con-
somme cette énergie. Il est impossible de le com-
prendre, sil'on s’en tient aux raisonnements usuels;
on voit le champ électromagnétique réagir sur le
circuit, et 'on calcule ainsi les forces électromo-
trices de self-induction et de capacité. Pour trou-
ver la résistance de rayonnement, il faut, comme je
l'ai montré, tenir compte de la durée de propagation
du champ, d’un point du circuit & un autre.

En négligeant cette durée de propagation, la
force électromotrice causée par la réaction du chamyp
extérieur a la forme ordinaire

0 d?

F=t+Llar
Si l'on tient compte de la vitesse finie de propa-
gation, on constate que l'expression ci-dessus n’est
valable que pour des courants & variation infiniment
lente; la formule compléte s écrit
0 dq d*7 d*i dy
- — B e e ASE o S Sy
R VA Vsl vil sl b
Ceci nous donne, pour un courant de pulsation w,

une self-inductance apparente :

(22) L, =L— 4o l—. ..
et une résistance de rayonnement :
'23) Ro—=— bty — 0 [+ ...

(O]

Les  raisonnements élémentaires permettaient
d*évaluer la vdsistance de rayonuement, mais ils ne i
donnaient pas la variation apparente de self-indue-
tance représentée par la formule (22, Or, ces deux
phénoménes sont inséparables et du méme ordre de .
grandeur. Notre théorie est donc a la fnis plus
claire et plus compléte.

21 K= + ..

L. Brirouvis.
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