Zur Elektronentheorie.

I Allgemeine Untersuchung des Feldes eines beliebig
bewegten Elektrons. -

Von
A. Sommerfeld in Aachen.

Vorgelegt in der Sitzung vom 5. Mirz 1904 durch W. Voigt.

§ 1. Einleitung. Die Differentialgleichung des skalaren Potentials.

Von den Bewegungen eines Elektrons beherrschen wir bisher
nur die gleichférmig-geradlinige Bewegung und ihre Nachbarbe-
wegungen oder, wie man sagt, die stationire und quasistationire
Bewegung. Ueber die wirklich beschleunigten Bewegungen ken-
nen wir die Potentialgesetze von Liénard und Wiechert,
welche das Feld eines Elektrons in hinreichender Entfernung von
demselben beschreiben, fiir die Umgebung des Elektrons aber und
fir das Innere desselben nicht zureichen., Dementsprechend kon-
nen diese Gesetze zur Beantwortung dynamischer Fragen, bei
denen es auf das Feld im Innern des Elektrons ankommt, nicht
herangezogen werden.

Im Folgenden gebe ich explicite, iiberraschend einfache For-
meln fiir das Feld eines in beliebiger Weise bewegten Elektrons,
welche innerhalb und auBerhalb desselben strenge Giiltigkeit ha-
ben. Aus ihnen lassen sich alle bisher bekannten und viele neue
Ergebnisse der Elektronentheorie, soweit sie sich auf ein einzelnes
Elektron bezieht, auf direktestem Wege herleiten, wie ich in
einigen folgenden Noten zu zeigen gedenke. Ich teile hier den
Weg mit, auf dem ich meine Formeln urspriinglich gefunden habe,
da mir derselbe nicht ohne Interesse und Verallgemeinern ngs-
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fihigkeit zn sein scheint. Ein einfacherer Weg, der zu d
Ziel fiihrt, wird in § 7 angedeutet werden.

Die Differentialgleichung des skalaren Potentiales ¢ lautet
bekanntlich fiir ein im Raume festes Coordinatensystem bei Be-
nutzung der sog. rationellen (Heaviside'schen) Einheiten'):

mselben

1) (P— cdp = 029}

wo ¢ die Dichte, ¢ die Lichtgeschwindigkeit und ein Punkt die
Differentiation nach # in einem festen Raumpunkte bedeutet. Ob
das Elektron in Rotation befindlich ist, macht fiir die Aufstellung
des skalaren Potentials nichts aus, wenn nur, was wir voraus-
setzen wollen, die elektrische Dichte symmetrisch um die Rota-
tionsaxe wleteilt ist, so daB immer Stellen gleicher Dichte durch
die Rotation in einander iibergefiihrt werden. Benutzen wir dagegen
ein Coordinatensystem, welches die Translationsbewegung v des
Elektrons mitmacht, an der ev. vorhandenen Rotationsbewegung
aber nicht teilnimmt, und bezeichnen wir mit 8/6¢ die Differen-
tiation nach der Zeit in einem mit diesem Coordinatensystem fest
verbundenen Punkte, so gilt:
_%_,% 0% %
= 5t Uegr Uy e
oder kiirzer geschrieben, wenn grad ¢ den Anstieg des Poten-
tiales, d.h. den Vektor mit den Componenten d¢/0z, 9¢[dy, Op[dz
und () das skalare Produkt der eingeklammerten Grofien bedeutet :
. ¢}
P = %—(b grad ) ;
daraus folgt:
- O (dv
Q= 75— (% grad q)) —2{v grad + (v grad (v grad ¢)).

Die Differentialgleichung des Potentials lautet daher, bezogen auf
ein derart mitbewegtes Coordinatensystem:

2) %g - (ill ; grad q)) 2 (n grad )—(—(n grad(v grad p))—c’dp = co.

Den Anfangspunkt des Coordinatensystems werden wir im
Falle ecines kugelférmigen Elektrons naturgemifi in den Mittel-

1) Naheres hieriber s. Enc. d. Math. Wiss. Bd.V Art. 12 (H. A. Lorentz:
Maxwell’sche Theorie) Nr.7. Bei Benutzung der gewthnlichen Einheiten ware
¢ durch 4mo zu ersetzen.
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P“nkt der Kugel legen; er soll daher schon jetzt der ,Mittelpunkt
 des Elektrons“ heifien.

" Die Dichte ¢ ist nach Einfiihrung unseres mitbewegten Coor-
atensystems fir jeden mit diesem Coordinatensystem fest ver-
undenen Punkt zy 2 zeitlich unverénderlich und zwar aufierhalb
es Elektrons gleich Null. Wegen dieses Umstandes ist die
cheinbar complicirtere GI. (2) fiir das bewegte Coordinatensystem
in Wirklichkeit einfacher, wie die Gl (1), in welcher ¢ zeitlich
yerdnderlich ist, so bald das Elektron iiber den betrachteten
Raumpunkt hinweggeht.

8§ 2. Auflisung der unstetigen Dichte ¢ in stetzg-harmomscke

1

Verteilungen @'

Es ist fiir alles Folgende sehr bequem, die einigermafien ge-
setzlose und an der Grenze des Elektrons unstetig wechselnde
wirkliche Dichtigkeitsverteilung ¢ durch eine Summe von durch-
aus stetigen Verteilungen o’ zu ersetzen. Das Mittel hierzu bie-
tet die Theorie des Fourier’schen Integrals. Nach dieser gilt
(unter bekannten fiir das Folgende belanglosen Einschrénkungen)
fiir eine beliebige Im ganzen Raum definirte Funktion f(zys)
die Formel:

8 +a
foys) = (.217;) f e Al dns doe A2 A (3 ) 6P o-briotsmo

Die simtlichen Integrationen nach %klm und #Ap sind dabei
von —00 bis -4-c0 zu erstrecken und zwar sind die Integrationen
nach xAp vor denen nach*k!m auszufithren, Wir wenden diese
* Formel auf unsere Funktion ¢ an und fithren die Abkiirzungen ein:

3) Q, —_ ei(kz+ly+mn)
4) P = ) f dudddug(xiy) e‘“"”’”“"‘”’

Es gilt dann nach der vorausgeschickten Formel die folgende
Darstellung fiir ¢:

+o0
5) 0 =f dkdldmPyg'.

Die Dichteverteilung ¢’ ist eine im ganzen Raum stetige und, wie

wir sagen konnen, harmonisch variable, da sie durch eine Expo-

nentialfunktion mit imaginirem Exponenten dargestellt wird. Die

HiilfsgréBe P ist von z y # unabhingig und als Funktion von %1 m

aufzufassen. Gl. (B) zeigt nun, daB die wirkliche Dichteverteilung
8*
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"o gewissermaflen durch Ueberlagerung der harmonischen Vertei-
lungen @' erhalten wird, nachdem wir jede dieser Verteilungen
mit dem Faktor dkdldmP multiplicirt haben.

‘Wir fithren nun ein Hiilfspotential ¢’ ein, Welches{ in dersel-
ben Beziehung zu o' steht, wie ¢ zu ¢. Wir definirén nimlich
¢' durch die zu 2) analoge Gleichung:

) %—;,;—@3 gradqo> 2<bgrad >+(vgrad (0 gradgp))-—c’dq)’: o’
Aus ¢’ berechnet sich ¢ durch ganz dieselbe Ueberlagerung wie
¢ aus ¢ nédmlich durch die zu (5) analoge Gleichung:

+ o
5) 9 = f Il PP,

In der That geniigt das so berechnete ¢ der GI.(2), wie man
erkennt, wenn man auf jedes Glied der GI.(2') die Operation
f dk dl de anwendet.

Gl (2") ist aber wegen des gesetzmifigen Charakters der
rechten Seite sehr viel einfacher als Gl.(2). Es ergiebt sich gleich-
zeitig der weitere Vorteil, dafl man sich um die Stetigkeitsbedin-
gungen, die @ an der Oberfliche des Elektrons erfiillen muf}, nicht
zu kiimmern braucht. Diese werden nidmlich von selbst erfiillt,
sofern man urspriinglich mit den stetigen Dichtigkeitsverteilungen
¢ und den zu ihnen gehirigen Potentialen ¢’ rechnet,

§ 3. Bestimmung des Hiilfspotentialearp'.

Nach der Bedeutung von @' liegt es nahe ¢' in der folgenden
Form versuchsweise anzusetzen:
6) (pl — ei(kt—f—ly-*—ml)F(t).\
Tragen wir in (2') ein, so folgt nach Forthebung des allen Glie-
dern gemeinsamen Exponentialfaktors, wenn man mit 8 den aus

den Componenten %lm gebildeten Vektor und mit s seine Linge
bezeichnet, fiir F' die Diﬁ'erentialgleichung:

I _2in) o { ¢o—ifs d) (vé)’}F—— o
Wir vereinfachen diese Gleichung, indem wir
F = of
setzen und & so bestimmen, daB das Glied mit dfjd¢ fortfillt,
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Zunichst kommt
d
T 12(%iene) L+

7), {d; —24 (Qb)dt +sfa—(80) e —z( Z?) }f = ¢’

Wir wihlen also « so, dafl

d .
8) : Zi%‘ = i(3h) e« .

wird; dies liefert fiir « den Wert:
8') | o = ¢ wobei B, = ft bdt.

Da uns mit jedem partikuliren Integral von 8) gedient ist, kon-
pen wir die untere Grenze in dem Ausdruck fiir B, welche die
Integrationsconstante vertritt, ganz beliebig wihlen. Die Bedeu-
tung des hier eingefiihrten Vektors B (f) ist die des Fahrstrahls
von einer beliebig zu wihlenden Anfangslage nach dem Orte des
Mittelpunktes des Elektrons zur Zeit ¢. Aus 8) und 8') folgt noch:

S de
Der Wert der | | in GL (7) wird daraufhin einfach ¢’s’«, indem
sich alle iibrigen Glieder zerstoren. Man erhilt also die folgende
vereinfachte Differentialgleichung fiir f:

2 ¢
9) %—i—c”s’f: cte

d’o [ do . dot dv do .
d'a _ z<§m>a+z(§b) 2 = <§—)a+2a(§b)m—+(§t)) .

— i(8%B,)

Wir schreiben ein partikuldres Integral dieser Differential-
gleichung in der folgenden Form an:

t
10) f= g f ¢~ "% gin ¢s (t—u) du.

In der That geniigt es, diesen Ausdruck in die GI. (9) einzutragen
um einzusehen, dafi dieselbe befriedigt wird. Dabei ist zu beach-
ten, daB in (10) £ sowohl in der oberen Grenze des Integrals wie
unter dem Integralzeichen vorkommdt.

Aus unserem partikuldren wiirde das allgemeine Integral der
Differentialgleichung (9) durch Hinzufiigung von Gliedern der Form
Acoscst+ Bsincst entstehen. Man erkennt aber aus der Be-
trachtung der stationiren Bewegung, daf in diesem speciellen Falle
4 = B = ( zu nehmen ist, vorausgesetzt, dafl man die untere
Grenze ® in (10) dazu bestimmt, in's Unendliche zu wachsen.
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Allerdings ist in dem Ausdrucke (10) der Grenziibergang 0 = oo
unerlaubt, weil dabei das Integral divergent werden wiirde. Er
soll daher erst nach Ausfiihrung der in dem Ausdruck von @ vor-
gesehenen Integrationen vorgenommen werden.

Indem wir diesen einfachsten Ansatz von dem speciellen Falle
der stationiiren Bewegung auf den allgemeinen Fall iibertragen,
was natiirlich nur durch den Erfolg gerechtfertigt werden kann,
wollen wir allgemein

A=B=O, g = ©O

setzen, letzteres aber erst in dem integrirten Ausdrucke ¢, wo-
bei die Zuldssigkeit des Grenziiberganges @ = co erst spiller ge-
priift werden kann. -
Den mutmaflichen Wert unserer Funktion ' = «f schreiben
wir daher mit Benutzung der Integrationsvariabeln 7 — #—y
"und der Abkiirzung @ = @+ ¢:

c L, . .
F = S f ¢ @B =GB i esrdr.
0

Wir fiihren noch die Abkiirzungen ein

¢ ¢ t

11) L =B—Bt— & =f v, dt, g =f b, dt, § = f v, dt;

t—t t—r t—t
dabei sind £4¢ die Componenten des Fahrstrahls € vom Orte des
Elektronen-Mittelpunktes zur Zeit {—r nach seinem Orte zur Zeit ,
welch letzterer jeweils mit dem Anfangspunkte unseres beweglichen
Coordinatensystems zusammenfillt. Die Exponentialfgnktion in
dem Ausdrucke von I kann danach auch geschrieben werden :

GkE+m+ml)
Aus F ergiebt sich nach (6) der Wert von ¢ durch Multi-
plikation mit
ei(kx+ly+mz)'
Dementsprechend tritt in dem Ausdrucke von @' die Exponential-
funktion auf

AHEHD R w40} _ iem)

wobei die Componenten

11’ e+&, y+u, e+¢

zu dem Vektor R zusammengefalt sind. Dieser neue Vektor %
bedeutet alsdann den Fahrstrahl vom Orte des Elektronenmittel-
punktes zur Zeit {—z nach dem Orte des Aufpunktes zur Zeit ¢,
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~ Der Ausdruck unseres Hiilfspotentiales ¢' lautet nun einfach
folgendermafen:

5524 4
12) ¢ = -z— ‘/0‘ R gin est dr.

§ 4. Berechnung der Grifle P.

Unsere Hiilfsgrofie P ist durch 4) definirt. Um sie zu be-
rechnen, miissen wir specielle Annahmen iiber Gestalt und TLa-
dung des Elektrons machen. Am nichsten liegt es, das Elektron

‘als Kugel (Radius a) vorauszusetzen und es. mit gleichférmiger
. Volum- oder Oberflichenladung (Gesamtbetrag &) auszustatten.

Bezeichnen wir den Abstand des Integrationspunktes (x, 4, ‘u?
vom Anfangspunkte der Coordinaten xig mit e, so wird bei
gleichformiger Volumladung

3¢

ire<<a...... = const = —
fir 6 <a 0 onst I

y O <<6 ..., ¢ = 0.

Andrerseits gelangen wir zu einer gleichférmigen Oberfld-
chenladung, indem wir von einer gleichformig geladenen Kugel-
schale von der Dicke 0 ausgehen und im Endresultat 6 = 0 ma-
chen. In diesem Falle haben wir

fire<<a—0  ...... e = 0,

&
w A—0 <6 <<a...... Q=m,
»” @& <<6 ...... o = 0.

Um nun im einen und anderen Falle die Grofle P auszu-
werten, fithren wir statt der ,rechtwinkligen Integrationsvariabeln“
% 4w Polarcoordinaten ein. Die eine derselben sei der Abstand o;
zwei zugehorige Winkel & und ¢ definiren wir folgendermafBen :
Wir denken uns im Raume der x iy den Punkt P = (& Im) mar-
kirt, der vom Anfangspunkt O den Abstand s hat. Seine Yer-
bindungslinie mit O sei die ausgezeichnete Axe des Polarcoordina-
tensystems, von welcher aus bez. um welche herum wir die Win-
kel & und ¥ messen. Nennen wir also den variabeln Integrations-
punkt @ = (x4 p), so bedeutet & den Winkel PO ¢ und es wird:

i + 12 + mp
56 ’

Der Exponent in dem Ausdrucke von P, Gl (4), kann daher ge-

cos & =
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schrieben werden —is& cos & und es wird, je nachdem es sich um

Volum- oder Oberflichenladung handelt

_ 31\ pa, T, 27 —i6s cos &
P = zﬁ(%)/{; 6d6j(; sma‘)dﬂo die

% .
P = 418;1:- (21%) %/a ngﬁfn sinﬂdﬁ/% dy ¢~ 19508 &
a—0J 0 0

bez.

Hier lassen sich die Integrationen nach & und ¢ unmittelbar aus-
fiihren. Die Integration nach ¢ liefert den Faktor 2%, die nach

& fithrt auf -

——, k14 .
[e ’s"cos'ﬂ] __ 2sinse
. .

S6

56
Man erhilt daher bei gleichformiger Volumladung
3¢ prasinse
P = W f Tﬁd(‘f
0

und bei gleichférmiger Oberflichenladung :

& a rasings
P = nga—d——s ade.

Im zweiten Fall ist der Grenzwert des Integrales fiir & = 0 un-
mittelbar hinzuschreiben, er lautet :

& sinas
1) =@ @ )
Auch im ersten Fall hat die Ausfihrung der Integration keine
Schwierigkeit, sie ergiebt :

, _ 3¢ sinas—ascosas
) F=eo ™ @

Die beiden Werte (13) und (18') haben das Gemeinsame,
dafl sie Funktionen von s = it 72yp sind, die"fiir s = 0 den
endlichen Wert ¢/(27)° haben, bei wachsendem s mit abnehmender
Amplitude oscilliren und fiir s = oo verschwinden. Wir diirfen
hiernach wohl annehmen, daB ein #hnliches Verhalten von P auch
bei einer ganz beliebigen Dichtigkeitsverteilung im Elektron gel-
ten wird.
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§ B. Allgemeiner Ausdruck des skalaren Potentials .

Um zu ¢ iiberzugehen haben wir nach 5') das Produkt P.qp’
pach kIm von —oo bis +oo zu integriren, wobel wir der Ell:l-
* jachheit wegen zunichst Oberflichenladung vorfmssetzen, also dlej
bequemere Formel (13) anwenden wollen. Wir erhalten so Bei
. Vertauschung der Integrationsfolgen nach v und % Im:

g = é;—)sfgdrfm dkdldm &R S22 sinese.
0 o0
Um nun die Integrationen nach %7 m auszufiihren, deﬁnire'n wir
Aabermals statt der rechtwinkligen Integrationsvariabeln geeignete
Polarcoordinaten. Als solche wihlen wir erstens den Abstand s
des Integrationspunktes @ = (k7m) vom Anfangspunkte O; ferner
denken wir uns im Raume der %! den Vektor R von O aus ge-
zogen, dessen Linge betrigt

14) B = V@+E'+y+n)'+ =+

Von R aus zihlen wir den Winkel @, der den Winkel zwischen
R und dem Strahle 0@ bedeuten soll; ferner zdhlen wir um R
herum den Winkel #. Es wird dann (3R) = sEcos @ und

. 2 sRcos®
16) ¢ = 5 th ® ds sin as sin ¢St i sin @d® A" e0s”,
¥ = @rya Al A | .

Die Integrationen nach % und ® lassen sich ebenso wie im vori-
gen § diejenigen nach ¢ und & ausfithren.
Demnach erhalten wir fiir ¢:

_ e ol
16) »=om| =
0
® . . ds
16") S = f sin as sin ¢sr sin Rs -
(1]

Auch das Integral S 1idBt sich ausfithren u. zw. liefert dasselbe
(vgl. §8 unter (a)) den Wert /4 oder O, je nachdem sich die drei
Lingen a, ¢z und R zu einem Dreieck zusammensetzen lassen oder
nicht. Schreiben wir

z
4
80 bedeutet 4 die Zahl 1 oder O, je nachdem ein Dreieck aus den
Seiten a, ¢z und R moglich oder unmoglich ist. Der Wert unse-

5§ =22
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res Potentials wird alsdann einfach: .
9 = Bxa ! R

Die Grofie 4 ist dabei unter das Integralzeichen gesetzt, weil
vorauszusehen ist, daB 4 in verschiedenen Intervallen des Inte-
grationsgebietes verschiedene Werte haben wird. Insbesondere
ist klar, daB i bei sehr grofen Werten der Variabeln z gleich
Null wird, weil alsdann die Strecke ¢z die beiden anderen Stre-
cken a und R so sehr iiberwiegt, dafi die Bildung eines Dreiecks
(a, cr, R) unmoglich wird"). Hieraus geht unmittelbar henggpr, daf
die obere Grenze unseres Integrals ohne Weiteres durch oo er-
setzt werden darf oder (vgl. pag. 6) daB der Grenziibergang o = o0,
an dem integrirten Ausdruck ¢ vorgemommen, zulasmg ist, Wofur
wir den Nachweis frither schuldig blieben.

Wir haben daher den folgenden allgemeinen Ausdruck
von ¢ bei gleichfSrmiger Oberflichenladung gewonnen:

& [ Adr
17) Q = gg‘z'a A W’ (l = 0 Oder 1)-

Einen entsprechenden Ausdruck wollen wir fiir dén Fall gleich-
formiger Volumladung herleiten. Wir haben dabei statt mit (13)
mit dem Werte (13') von P zu rechnen. Es kommt dies darauf
hinaus, daB wir in (15) ersetzen:

sin as — as cos as
sin as durch 3 =

(as)z ’ J
so daf
& R Sdr
18) =) &
18" S=3 f sin as— as;‘ 08 % Sin es sin Rs ng
(as) s

Das Integral S wird im § 8 unter (b) berechnet werden; dasselbe

1) Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt, daB die Bewegung mit ,Unter-
lichtgeschwindigkeit“ vor sich geht. Findet die Bewegung mit ,Ueberlichtge-
schwindigkeit“ statt, so wirde umgekehrt die Strecke R fir v = oo die beiden
anderen Strecken a¢ und ¢r iberwiegen und ein Dreieck ebenfalls unméglich sein.
Nur wenn die Geschwindigkeit der Bewegung zur Zeit ¢ —z im Limes z = oo
gleich der Lichtgeschwindigkeit war, kann eine Ausnahme eintreten und, indem
A fir wachsende Werte von z nicht verschwindet, unser Integral (17) seinen Sinn
verlieren.
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ist, wenn sich die drei Lingen @, ¢r und R zu einem Dreieck zu-
gammensetzen lassen, gleich

3z cr— R\*
8 (1”( a ))’
dagegen, wenn dies nicht moglich ist, gleich

3w C'UR
2

je nachdem a die grofite der drei Léngen o, c, R ist oder nicht.
Wir wollen allgemein schreiben

oder 0,

S =%n
wobei
= 2(1— (“QR)?) . .. Dreiecksbildung mbglich
19) x = 6“;123 ........... » » unmdglichy a>crunda> R
x=0 ... ... » » y » , @<<crodera<R.

Alsdann ergiebt sich aus (18) die einfache Formel als allgemei-
ner Ausdruck von ¢ bei gleichférmiger Volumladung:

: & [ ude

Auch hier ist es nimlich offenbar crlaubt, die obere Grenze des
Integrals gleich oo zu setzen, weil bei sehr grofilem z ein Dreieck
aus den Seiten a,cr und R sicherlich nicht gebildet werden kann
und iiberdies ¢r = a ist, so daB dann fiir % der letzte der Werte
(19), néimlich » = 0 gilt.

8§ 6. Allgemeiner Ausdruclk des Vektorpotentials N.

Bei der Bestimmung des Vektorpotentials ist zu unterschei-
den, ob das Elektron lediglich die bisher betrachtete Translations-
geschwindigkeit hat, oder ob es auferdem noch Rotationen aus-
fiihrt, deren Vorhandensein bei der Bestimmung des skalaren Po-
tentials belanglos war:

1. Sehen wir zuniichst von der Rotation ab und nennen wir
%, den allein von der Translation herriihrenden Bestandteil von ¥,
80 werden die Formeln fiir das Vektorpotential A, fast genau mit
denen fiir das skalare Potential ¢ identisch.
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Beim Uebergange von ¢ zu A, haben wir in GL (1) und dah&r
auch in (2), (2') ete. ¢ zu ersetzen durch vg/c. Ferner haben wir
wegen des Vektorcharakters von %, den Term (v grad ¢) zu er-
setzen durch

(v grad) ¥,,
wobei also der Vektor v mit der Vektoroperation grad skalar zu
multipliciren und die so entstehende Operation auf den Vektor %,
anzuwenden ist. Die weiteren Rechnungen bleiben durch diese
Abénderung unberithrt.

Darauf definiren wir ein Vektor-Hiilfspotential %], welches
der Gl (2') geniigt mit der Modifikation, daf darin o' enggzt ist
durch

be’

c’ 2
Dieses Hilfspotential bestimmt sich wieder genau durch die For-
meln des § 3, wenn man nur in (10) unter dem Integralzeichen
den Faktor v,/c und dementsprechend in (12) unter dem Integral-
zeichen den Faktor v, /¢ hinzufiigt wobei # und {—7 den Zeit-
punkt angeben, fiir welchen der Wert der Geschwindigkeit v zu
bilden ist. Die weiteren Rechnungen verlaufen genau so wie frii-
her. Infolge dessen erhilt man statt der Endformeln 17) und 20)
die folgende allgemeine Darstellung des Translations-
bestandteils des Vektorpotentials bei gleichfdrmi-
ger Oberfldchenladung

& [P _dr
21) A = %fo 20
bei gleichférmiger Volumladung
g [Puy, . dr
22) = = %fo -

mit der im vorigen § angegebenen Bedeutung von 4
und =.

2. Das Elektron fiihre auBler der Translation v eine Ro t a-
tion t um einen beliebigen Durchmesser aus, wobei die Winkel-
geschwindigkeit W nach Griofe und Axe als gegebene Funktion
der Zeit anzusehen ist. Da sich die von der Translation und der
Rotation herriihrenden Bestandteile glatt iiberlagern, soll jetzt
lediglich der Rotationsbestandteil des Vektorpotentials betrachtet
und mit A, bezeichnet werden. Mit ihm ist der Translations-
bestandteil nachtréglich durch vektorielle Addition zu vereinigen.
Wegen der Ortsverdnderung des Elektrons ist aber %, auch jetzt
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auf das bewegliche Coordinatensystem zu beziehen und durch die
Differentialgleichung (2) zu bestimmen, in welcher ¢ zu ersetzen
ist, durch
for
o

es giebt niimlich das Vektorprodukt [twr] nach Richtung und Grife
die im Abstande r vom Mittelpunkte wegen der Drehgeschwindig-
keit w vorhandene Lineargeschwindigkeit an.

Wir definiren jetzt statt der fritheren skalaren Grifie P einen
Vektor P mit den drei Componenten

P, P P,;

die letzteren sollen sich aus der fritheren Gl (4) ergeben, wenn
wir darin unter dem Integralzeichen bez. die Faktoren

wdAu
hinzufiigen.

Ferner definiren wir statt ¢’ ein Vektorhilfspotential %,
welches, ebenso wie frither ¢', durch Gl (2') definirt sein soll,
nachdem darin ¢’ durch ¢'w/c ersetzt ist.

Man iibersieht dann leicht, daf zur Bestimmung von %, an
Stelle von §') die Gleichung dient:

+00
93) 9%, = f dk dl dm [ P).
—Q0

Um 9%, zu finden haben wir uns also zundichst mit der Bestim-
mung von %, und P zu befassen.

Die Bestimmung von %, geschieht ebenso wie die von ¢’ durch
Gl (12), nachdem darin unter dem Integralzeichen der Faktor
w;_,/¢ hinzugefiigt ist, wo ¢—r das Argument von w angiebt:

Sz .
24) A = —1— f ¢ ) W, sinestdr.
s Jo —T

Dagegen erfordert die Berechnung des Vektors P einige Vor-
bereitungen. In §4 benutzten wir statt der x 2 g Polarcoordinaten

. 691, die uns auch jetzt dienen werden. Es ist aber jetzt iiber-
i sichtlicher, den Uebergang von den x4 p zu den Polarcoordinaten
& 69 ¢ in zwei Schritte zu zerlegen, indem man noch ein rechtwink-
f  liges Coordinatensystem K4 M dazwischenschaltet, dessen erste
i Axe ebenso wie die ausgezeichnete Polaraxe (8 = 0) durch den
¢ Punkt mit den Coordinaten %Im hindurchgehen, d.h. mit dem
¥ Vektor 8 zusammenfallen soll. Die Richtungscosinus dieser Axe
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gegen die Axen x4y sind dann ersichtlich %/s, s, mfs und die
Transformationsformeln von den x4 zu den K 4 M werden:

k k
x——S-K+--- = Eacos«‘)-i----

l l
A= ;K-f-.-- = gﬁcosﬂ-l---

m m
w = *;K-’-"’ —;6003’3'—'-'

Die nicht hingeschriebenen mit 4 oder M proportionalegy Glieder
enthalten beim Uebergang zu den Polarcoordinaten simtlich einen
der beiden Faktoren sin ¢ oder cos ». Denken wir uns nun in
dem Ausdruck 4) von P verabredetermafen die Faktoren, x bez. Au
hinzugefiigt, so fallen diese Glieder bei der Integration nach
fort, wihrend dieselbe Integration in den hingeschriebenen er-
sten Gliedern den Faktor 2= ergiebt. Bei der Integration nach
& ferner haben wir es in allen drei Componenten von P mit dem
Ausdrucke

25) T g isscosd cos & sin #d9 = —92; 58 sdﬁ_——si 008 50

0 (so)
zu thun. Infolgedessen ergiebt sich, wenn wir alle drei Compo-
nenten vektoriell zusammenfassen, fiir P der Wert

— 13

P = @rasy

a .
3f (sin s6 —s6 cos s6) 6de -
1]

im Falle gleichfsrmiger Volumladung und

= 88 (O se 6 cos $6) 6 do
= (2nas)36_Ld(51ns —86 cos
im Falle gleichfsrmiger Oberflichenladung.
Beide Integrale lassen sich leicht ausfithren; insbesondere
findet man im letzteren Falle unmittelbar:

—&i8 sin as— as cos as
26) P = (2”)3 as® !
im ersteren Falle dagegen
) __ — &8, 3sinas—3as cos as— (as)’sin as
26") P = (27:)”3 e .
Wir setzen jetzt dic Werte von %] und P in die G1.(23) ein,

um % zu finden. Dabei fiihren wir statt der Integrationsvaria-
beln %2!m die friiheren Polarcoordinaten s ® ¥ ein unter Zwischen-
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_gchaltung eines rechtwinkligen Systems K L M, dessen erste Axe
mit der Polaraxe @ = O zusammenfallen, also wie frither mit
_dem Vektor R (s. GL (11')) tibereistimmen soll. Ihre Richtungs-
- gosinus gegen die Axen klm sind bez.

z+E y+n e4+¢
R’ R' R

| Die Transformationsformeln zwischen den %Im und den KL M
. lanten daher:

k:x——ng+ =£}—;—§scos@+---
l=y—%ﬂK+ =y—;€—nscos@+---
— &+¢ = 218 e

m_TM-|- = 7 s cos @

_ Da sich der Wert von P proportional mit 3 ergab, so ist jeder
der Terme, aus denen sich [UA,P] zusammensetzt, mit einem der
. Faktoren klm behaftet. Fiithren wir nun die vorgeschriebenen
Integrationen in Polarcoordinaten aus, so fallen wieder die nicht
hingeschriebenen Glieder der %%kl bei der Integration nach %
fort. Bei der Integration nach @ tritt abermals der Ausdruck
(26) auf, wenn wir darin —¢ mit ¢ und ¢ mit R vertauschen.
Fiir %, erhilt man so

& (2 Sdv
=5z fo v, R 3

dabei hat S bei gleichférmiger Oberflichen- bez. Volumladung die
Bedeutung:

© gin as— i — Rs cos Rs . ds
M S = sin as —as cos as sin Rs R
A as Rs s

bezw.

97 §=3 ® 3 sinas—as cos af—(as)2 sinas sin Bs—Rs cos Rs sin ost ‘E
: A (as) Rs 8

. Wir setzen noch im ersten oder zweiten Falle

T ,R _ = I'Z_Z.
‘I}'E oderS—In o

 ferner bemerken wir, daf auf Grund der sogleich anzugebenden

S =
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Werte von 4" und %' diese fiir sehr grofie Werte von ¢ verschwin-
den, so daf wir die obere Grenze unseres Integrals Q = co setzen
diirfen.

Die definitiven Werte des Rotationsbestand.-
teiles des Vektorpotentials lauten daraufhin bei Ober-
flichenladung

I Adr
28) QI, == 8—9[6[ [wt_fm]—R— }
und bei Volumladung

g [* %' dv y
29) " = o I [w,_, 35"

Was die Bedeutung von 4' und #' angeht, so wird in § 8 gezeigt
werden, daf
@+ R —c't

L—
30) p= T

bez. = 0

ist, je nachdem aus den drei Strecken a, R und ¢z ein
Dreieck gebildet werden kann oder nicht. FEbenda
wird gezeigt, dafl unsere Griofle ' den Wert hat

3 u2+2R’—2(cr)2_(R—cz)"(.‘:’uR—!—cr))
§( Yy 40 R?

31) ® =

wenn sich die Strecken a, R,¢r zu einem Dreieck
vereinigen lassen; dafl dagegen wenn dies nicht der
Fallist, gilt:

RBer

a?

bez. 0

31") # =6

jenachdem a die gro8te der drei Seiten a, B, cv ist
oder nicht.

Beildufig berechnet man leicht, daf div.%, = 0, daf also
der Rotationsbestandteil des Vektorpotentials
quellenfrei verteilt ist; ferner verificirt man an unseren
Formeln einen allgemeingiiltigen Zusammenhang zwischen %, und
@, nidmlich

. 1. 1fop
div %, = — 9= —7{—%— (bgradcp)}.
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§ 7. Deutung der gefundenen Ausdriicke und Vergleich mit den bisher
bekannten Darstellunyen.

E Wir stellen uns die Lage des Elektrons zur Zeit ¢ vor
3 (Fig. 1) und ziehen von seinem Mittelpunkte O aus den Vektor X,
E  dessen Componenten z, y, z die
- Qoordinaten des Aufpunktes A
gind. Ferner markiren wir die
Bahn, die der Mittelpunkt des
Elektrons in der vorangehenden
. Zeit beschrieben hat, sowie seine
; Lage P in dem um das Zeitinter-
vall ¢ zuriickliegenden Zeitpunkte
t—z. Um P herum beschreiben
wir die Kugel vom Radius a, die
der Oberfliche des Elektrons zur Zeit ¢ — entspricht. Verbinden
wir P mit O, so erhalten wir den Vektor € mit den Componenten
g m ¢ (GL11) und es ist T+ v unser fritherer Vektor % (Gl 11°).
Die Bedingung nun, da8 sich aus den Strecken R,ct und a
ein Dreieck bilden lassen solle, kommt darauf hinaus, da8 es auf
der Oberfliche des Elektrons in seiner dem Zeitpunkt ¢— 7z ent-
sprechenden Lage solche Punkte @ gebe, von denen ein mit Licht-
geschwindigkeit auslaufender Potentialwert den Aufpunkt gerade
zur Zeit ¢ erreicht. Das in diesem Falle vorhandene Dreieck mit
den Seiten @ 4 = ¢z, QP = o und PA = R ist aus der Figur
zu ersehen. Zumal im Falle von Oberfliche nladung gestatten
die Ausdriicke ¢ und 9 eine einfache Deutung. Sie besagen
- gleichméBig, daB sich der Potentialwert zur Zeit ¢ aus allen frither
ausgesandten Potentialwerten (algebraisch oder vektoriell) zu-
sammensetzt, wobei aber nur diejenigen Zeitpunkte in Betracht
kommen und als ,wirksame Zeitpunkte“ bezeichnet werden sollen,
fiir welche die in der Fig. verdeutlichte Bedingung der Dreiecks-
miglichkeit erfiillt ist. Der Beitrag jedes wirksamen Zeitelementes
- dr zu dem Werte des skalaren Potentials, des Translations- oder
Rotationsbestandteiles des Vektorpotentials beliuft sich nun nach
© GL (17), (21) oder (28) auf:

Fig. 1.

&e &Y

W] a’+ R — 7
8raR dr, 8w aR bez

" 8xaR B
Dabei sind fiir v, w, R und R diejenigen Werte zu nehmen,

~ die jene GroBen in dem wirksamen Zeitpunkte hatten. Beispiels-
Kgl. Ges. d. Wiss, Nachrichten. Math.-phys. Klasse 1904, Heft 2. 9

dr

dr.
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weise besagt die letzte der drei angeschriebenen Formeln u. A,
daf der Beitrag zum Rotationsbestandteil des Vektorpotentialg
senkrecht steht auf der Richtung von i und der Drehaxe deg
Elektrons zur Zeit {—1z.

Auch im Falle gleichférmiger Volumladung gestaltet sich
unsere Deutung fiir §uflere Aufpunkte, d. h. fiir solche, die
in dem wirksamen Zeitpunkte auflerhalb des Elektrons lagen,
ebenso. Der Beitrag, den jedes wirksame Zeitelement dr zu den
fraglichen drei Potentialwerten leistet, ist hier

Bec ct— R\* 3ep ct— R\*

6naki (1_( a ))d” Brall (1“( a ))d’ bez.

Be[wR| (& +2R -2¢° (B—cr))(BR+cr) i

16nak ( iR o 4a* B? ) v
Handelt es sich dagegen um einen inneren Aufpunkt, d. h
einen Punkt, der zur Zeit { —7 im Inneren des Elektrons lag, so
daf R < a, und ist auch ¢r << a, so ist die Definition der wirk-
samen Zeitpunkte dahin abzuéndern, daB auch Zeitpunkte, fiir die
ein Dreieck aus den Seiten I, cv und ¢ unmdglich ist, bei den
Potentialwerten mitwirken, und zwar mit den Beitrdgen:
3ec ¢z 3ev ¢t Be[wNR]ce P

W@ ™ Gma@ ™ Tdma @

Die besondere Leistung unserer Formeln besteht darin, da8
sie die Zusammenwirkung der verschiedenen Potentialwerte, die
im Aufpunkte von den verschiedenen Lagen des Elektrons her
zusammentreffen, durch ein einfaches Integral nach der Zeit
iiber die vom Mittelpunkte des Elektrons gerechnete Ent-
fernung R darstellen.

Wohlbekannt als sog. ,verzigerte Potentialwerte* sind
andere Formeln?!), in denen ¢ und % (je nach der Art der La-
dung) durch ein Integral iber die Oberfldche oder éiber
das Volumen des Elektrons dargestellt werden. Abgesehen
davon aber, daB sie im Gegensatz zu unsern Formeln noch die
Auswertung eines doppelten oder dreifachen Integrals er-
fordern, enthalten sie die Entfernung des Aufpunktes
von den Oberflidchen- oder Volumelementen des Elek-
trons, und zwar die Entfernung von derjenigen Lage dieser Ele-
mente, die sie in dem wirksamen Augenblicke { —7 einnahmen.
Man kann dieses so ausdriicken, daf in den Formeln jener ver-

1) Vgl z. B. Encykl. d. Math. Wiss. V Art. 18 (H. A. Lorentz: Elektronen-
theorie) Nr. 5.
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gogerten Potentiale nicht tiber die wirkliche Gestalt des Elek-
trons, sondern iiber eine nach MaafBgabe der vorangehenden Be-
wegung deformirte Gestalt zu integriren ist. Jede besondere Be-
L wegung wiirde von diesem Standpunkt aus die Betrachtung einer
E pesonderen und complicirten Deformation des Elektrons notig
b machen, wihrend bei der Aufstellung unserer Formeln von einer
¢ golchen Deformation nirgends die Rede war.

2 Meinem Freunde von Mangoldt verdanke ich indessen eine
s Interpretation meiner Formeln, durch die die hier betonte (Gegen-
¢ giatzlichkeit beider Methoden gehoben wird. Man kann nimlich
t meine Formeln direkt aus der Vorstellung des deformirten Elek-
trons ableiten, wenn man um den Aufpunkt Kugeln von dem ver-
inderlichen Radius ¢z beschreibt, durch diese das deformirte Elek-
- tron in Schichten von der Dicke ¢dr zerlegt und den Beitrag
- jeder Schicht zum Potentialwerte auf elementarem Wege bestimmt.
- Am einfachsten gelingt dieses bei gleichfsrmiger Volumladung ;
der Fall gleichférmiger Oberflichenladung 1ift sich darauf zu-
riickfithren, indem man die Oberfliche durch eine diinne Kugel-
schale ersetzt. Die Bestimmung des Rotationsbestandteiles %, macht
auch bei dieser Betrachtung etwas mehr Umstinde als die von
e und A, und erfordert Coordinatentransformationen wie sie in
§ 6 unter 2) angegeben wurden.

Ersichtlich ordnet man bei dem zuletzt angegebenen Verfahren
die Integration iiber das Volumen des Elektrons nach der zeit-
lichen Reihenfolge der Wirksamkeit seiner einzelnen Schichten an
und verwandelt so das dreifache (oder zweifache) riumliche in
ein einfaches nach der Zeit genommenes Integral.

Gegeniiber diesem sehr viel kiirzeren Verfahren hat unser
urspriinglicher Weg den Vorteil, daf er uns nicht nur mit den aus-
gerechneten Werten der «, 4, %/, ' sondern auch mit den zugehdrigen,
durch ein einheitliches analytisches Gesetz definirten Integralen
8 ausstattet, welche fiir die dynamischen Betrachtungen der
folgenden Note bequemer sind, wie die in den verschiedenen Inte-
grationsintervallen durch verschiedene Ausdriicke gegebenen Werte
der x4 selbst.

§ 8. Nachirdglicher Beweis einiger Integralformeln.
a) Wir gehen aus von der bekannten Formel:

® . dz 7 .
fo sinzy —~ = i‘—z—--- je nach dem y = 0;
9*
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auf diese fiihren wir das folgende Integral (a) zuriick, das mit
der ersten der in § 5 betrachteten Grifen S bis auf die Bezeich-
nung iibereinstimmt :

Die drei Groflen y,2, ¢ setzen wir als positiv voraus; auBer-
dem diirfen wir, da keine derselben in unserer Formdgwvor der
anderen ausgezeichnet ist, ohne Beeintrichtigung der Allgemein-

heit annehmen, daf
y=>z>t v

Wir benutzen darauf die bekannten Formeln:

sin 2z sin 2t = % (cos z (2 — f) — cos z (2 + 1))

sinzy cos z (¢ — 1) = %(sinx(y+z—t)+ sinz(y —2z+1))
ete. ﬁnd erhalten statt (a):
(@) = %‘/o‘w{sinx(y+z-—t)+sinx(y—z+t)
—sinx(y+z+t)—-sinw(y—z-—t)}%g.

Nun sind die drei Grifien
y+e—t, y—e+4t, y+241
wegen unserer Ungleichung y > # > ¢ sicher positiv; dagegen ist
Yy—2—1
positiv oder negativ, je nachdem ein Dreieck mit den drei Seiten
¥, 2,t unmoglich oder moglich ist. Nach der vorangeschickten In-
tegralformel wird daher

1/ = =n =x
@=5(3+5-5-%) =0

wenn die drei Lidngen y,2,¢ sich nicht zu einem Drei-
eck vereinigen lassen, dagegen
1/ = = =
@=4(F+5-5+3) =%
wenn ein Dreieck mit den Seiten y,2,t m6glich ist.

b) Auf das Integral (a) filhren wir das folgende Integral (0)
zuriick, welches bis auf die Bezeichnung und den Faktor 3 mit

Y . . tdx
(@) = | sinay sin @z sinat 2= yd
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der zweiten der in § 5 betrachteten GriBen § itbereinsti mmt ;

* sin 2y — xy cos xy . . d.
) = /(; @)’ Y sin e sin at —xi .

Ersichtlich darf darin # > ¢ und y, 2, ¢ als positiv vorausgesetzt
werden. Indem man y unter dem Integralzeichen von (@) durch
eine neue Integrationsvariable % ersetzt, iiberzeugt man sich, daff
zwischen (b) und (a) der Zusammenhang besteht

®) = %fo”(a)ndn.

Ist nun das Dreieck (y,2¢) moglich, so ist am oberen
Ende des Integrationsintervalles () = =/4, am unteren Ende je-
denfalls (@) = 0. Die Grenze zwischen beiden Teilen des Inte-
grationsvalles bildet der Wert

o= g—t

der Integrationsvariabeln, fiir den die Dreiecksbildung aus 7, 2
und ¢ eben moglich zu werden beginnt. Es ist also

1 v — 1)
o= Z1 — ﬁ( (=1
O =Ty [ nn=51-E1)

Ist die Dreiecksbildung(y, ¢, ¢) unmiglichund zwar
fleshalb, weil y zu groB (nimlich griBer als £+1t) ist, so
ist am oberen und unteren Ende des Integrationsintervalles (@) = 0,
dagegen fiir einen gewissen mittleren Teil desselben (a) = =/4,
nimlich fiir das Gebiet ¢ —¢ <% < 2-+¢£ Man hat dann

1 s ¢ )? — — )2
==L iy = T EED—(—t =t
() 4?/2—[777} 8 7/2 _2y2'

Ist die Dreiecksbildung (y, 2, ¢) unmbglichundzwar
deshalb, weil einer der beiden anderen Werte (¢ oder
t) zu g'roB ist, so ist sie um so mehr unmiglich, wenn man y
durch einen kleineren Wert 7 ersetzt. Es ist deshalb fiir das ganze

p Integrationsintervall (4) = 0 und daher auch

6y = 0.
¢) Wir gehen zu dem Integral
© = ® sin 2y — zy cos zy sin xz — xz cos xz |, dz
0 = p : sin xf —
A 7] 2z z

i tiber, welches bis auf die Bezeichnung mit dem ersten der in § 6

betrachteten Integrale S iibereinstimmt. Dabei darf ersichtlich
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ohne Beeintrichtigung der Allgemeinheit vorausgesetzt werden,
daf y > z; es sind dann noch zwei Fille zu unterscheiden, nimlich
y<?¢und y >¢ Indem man ¢ unter dem Integralzeichen von (&)
durch eine Integrationsvariable { ersetzt und nach dieser von 0

-

bis 2z integrirt, erkennt man, daf —_

- ? pr f (0) £ dL. v
Das Dreieck (yz¢#) ist moglich und es ist y <t
Dann ist auch das Dreieck (y, ¢, #) moglich, solange £ >¢,, &, = t—y.
Ist dagegen §<§,, so wird das Dreieck (y, ¢ ¢) unmdglich, wobei
gleichzeitig ¥y wegen y << ¢ nicht die groBte der drei fraglichen
Zahlen y, ¢, ¢ bedeutet. Infolgedessen ist

fir e>¢>8 (B) = %(1—¥)

» &=>¢=>0 (b>=

Daraus folgt
wea =1 [ (1-CY
Josae=F [ (-85 ea

und durch Differentiation nach ¢

5 [ Oeae = 3 [T C00a,
i [ 0edt = Folv—y— [ rag) = L=

Somit endlich
© = _’é ytea—t

yz .
Das Dreieck (y?) ist moglich und es ist y>¢ Wir
haben jetzt {, = y —¢ zu definiren und zu unterscheiden ob ¢=>¢

oder { << §,. Da jetzt y die grofite der drei Zahlen g, ¢, ¢ ist, so
haben wir fiir 0 < ¢ < ¢, die Formel

_zt
6 =5

anzuwenden. Infolge dessen wird jetzt

_f(b)édé = g—ﬁ—t%dﬁg—fj_t( @;,t)z)gdc.
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Durch zweimalige Differentiation nach ¢ ergiebt sich von hier-

2 aus gerade derselbe Wert wie vorher; es wird daher auch jetzt:

. E y2+22—t2
(0 = 8 yz )

Das Dreieck (y2¢) ist unmdglich, und es ist y<*¢.
Dann ist es um so mehr unmiglich, wenn wir # durch den kleineren
Wert § ersetzen. Es wird daher im ganzen Integrationsintervall
@ =0 und daher auch

(0) =
Istaberdie Dreiecksbildung (y2¢#)unméglich, und
y =1, so ergiebt sich

[0 =3 ["Sa

Dieser Ausdruck verschwindet bei zweimaler Differentiation nach
t. Es ergiebt sich also auch jetzt:

() =
d) Wir betrachten schlieflich das Integral
D) = * 3sinay — 3 xy cos xy — (xy)* sin zy sin 22 — 22 cos 2z sin tdx
( ) - (wy)a xz .

welches bis auf die Bezeichnung und bis auf den Faktor 3 mit
dem zweiten der Integrale S des § 6 iibereinstimmt. Indem man
in (¢) y unter dem Integralzeichen durch eine Integrationsvariable
n ersetzt und %’(c) von O bis y integrirt, erkennt man leicht, daf

@ =5 [©ia

Ist das Dreieck (y,2,¢) m6glich, so ist auch das Drei-
eck (9, z,t) moglich fiir alle Werte von %, die der Bedingung ge-
niigen y > n>[z—1t|, dagegen unmoglich fiir alle Werte von g,
fiir die |# —¢] > =>0. Man hat daher

@ (Y g
@) = 8y° Is—tlT—ﬂdn.

- Die Ausrechnung ergiebt:

@ = ool L @0~ -1

. { Y+ 25 24 (z—t)s(34+t)}
16 2y2 2y 2
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Das Dreieck (y2¢) ist unméglich, weil y zu grofB,
ndmlich > 2+ ¢ ist. Dann ist das Dreieck (y2¢) moglich fiir alle
Werte 2+i>n=>|z—t|, dagegen unméglich fiir alle Werte
n>=>z+1%tund 9 <<|2—1t|. Daher ergiebt sich in diesem Falle

PREVIE 2 __ /
@ = o [ I v

£ —1| 4

= 3_2’;7 {(z + = (=0 2@ =) (2 + 1) — (o— t)"‘)}

= -35’;_2 {(z—l— £ —(z — t)’}{(z+t)’ +e -+ 20— t’)}

Das Dreieck (y2f) ist unméglich, weil y zu klein,
némlich <|¢—1| ist. Dann ist auch das Dreieck (y 2 ¢) fiir alle
Werte <<y unmoglich und man erhilt unmittelbar

@ = 0.

§ 9. Niherungsformeln fiir das Feld. Die Potentialgesetze von Liénard
und Wiechert.

Indem wir alle speciellen Anwendungen fiir eine spitere Note
zuriickstellen, wollen wir hier nur die allgemeinen Niherungs-
werte der Potentiale ¢ und U ableiten, die sich bei hinreichender
Entfernung des Aufpunktes vom Elektron von selbst darbieten.
Die Bedingung ihrer néherungsweisen Giiltigkeit besteht im Wesent-
lichen darin, daf der Abstand R des Aufpunktes vom
Elektron (genauer gesagt von der in Betracht kommenden
friheren Lage des Elektrons) grof sein muB gegen-
fiber dem Radius a. Die Formeln versagen daher fiir das
Innere oder fiir die unmittelbare Ndhe des Elektrons. Die Rech-
nung ist fiir Oberfldchen- und Volumladung gesondert zu
fithren.

1. Oberflichenladung. a) Die Potentiale ¢ und %,.
In Gl (17) sei die Grofle A fiir das Intervall zwischen 7, und 7,
gleich 1, auBerhalb desselben gleich Null. Nach der Bedingung
der Dreiecksmoglichkeit bestimmen sich 7, und 7z, aus den Gleich-
ungen:

32) B, =cr,—a, B, = c¢r,+a;
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R,, B, sind dabei die den Zeitpunkten t—z,, f—1, zugehdrigen
Lingen des Vektors R. Ferner sei

7,+ 7,

2 ?
R, die zugehirige Linge von R, v, = b;_,, die zugehirige
Geschwindigkeit. Fiir den Fall nun, daB sich R im Integrations-
- intervalle 7, ...z, relativ nur wenig dndert, d. h, fiir den Fall,

‘50=

‘RR—'RI
R

eine kleine Zahl ist, konnen wir die Integration in (17) ersetzen
darch die Mittelwertbildung :

0

& |r,—1,]

33) p =

0

A . oR . .
Wenn sich ferner auch oy m Integrationsintervalle nur wenig

: #indert, wenn also
oR, OR,

or ot

eine z. B gegen ¢ kleine Geschwindigkeit ist, so konnen wir nach
dem Mittelwertsatze der Differentialrechnung schreiben

oR
(ox 1
oR,
Ot

R,=RO+(‘52——‘L‘0) b= Ro+(72_770)@1(}10)

34
- o= Ro +(r, — 1"0) (mét)()) .

R

= B+ (v, —z,)

Hieraus folgt mit Riicksicht auf (32):

34') R, —~R = (r,—1,) @1‘}%) = ¢(z,—17,)—2a,
d b 0
2a 2a
) —r == —
) g tl' _ (mo Do) ¢ — 7, CO8 (Ro’ 1)0) .

c Ro

Nach (33) ergiebt sich daher
33:) & 1

Q@ = .
8o 1 o5 (R,, )
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Betrachtet man nur Bewegungen mit Unterlichtgeschwindig-
keit, so kann das Zeichen | | des absoluten Betrages,auch fort-
bleiben, weil alsdann ¢, >, ist.

In genau derselben Weise berechnet sich der Translations-
bestandteil U, des Vektorpotentials, dessen Ausdruck (21vsich ja”
nur um den Faktor v, __./c von dem Ausdrucke von ¢ unterscheidet.

Man findet nach derselben Methode :
1

1-—- % cos(R,,v,)

& D,

38") L=%mre

Wir haben noch die Giiltigkeitsgrenzen unseres Verfahrens
anzugeben. Wir bilden zu dem Zweck nach zwei obigen Bemer-
kung mit Riicksicht auf (34) und (35):

‘Rz — R, —_ ( _ )vo cos (Ro’ vo) —_ _22 v, Cos (Ro’ ’00)
I N R, ~ R,c—uv,cos (R, v,)’
1(0R, OR,\ _rt,—rt, 0K, _ 2a 19
?( ot - oz ) — [ or* ¢— v, CO8 (Ro”o) —C— g{vOCOS(Ro,UO)}

Der erste dieser Ausdriicke ist der Gré8enordnung nach gleich
a/R,, auBer wenn v der Lichtgeschwindigkeit zu nahe kommt; der
zweite Ausdruck ist allemal dann klein, wenn wihrend der Zeit-
dauer, in welcher ein Lichtstrahl das bewegte Elektron in der
Richtung nach dem Aufpunkte hin iiberstreichen wiirde, die Ge-
schwindigkeitséinderung klein gegen die Lichtgeschwindigkeit ist,
was nur bei ganz auBerordentlichen, stofartigen Beschleunigungen
nicht der Fall sein wird. Unser Verfahren erweist sich
also als berechtigt in allen Fédllen, wo der Abstand
R grofB gegen den Radius des Elektrons ist, vorausge-
setzt, daB die Geschwindigkeit der Lichtgeschwindigkeit nicht zu
nahe kommt und die Beschleunigung nicht einen stoBartigen Cha-
rakter annimmt. Dieselbe Bemerkung iibertrdgt sich ohne Weiteres
auf die folgenden Félle.

b) Das Potential %, Der Rotationsbestandteil des Vektor-
potentials ist nach (28) und (30) gegeben durch:

e T, A+ R -
Uq = %L [w, Rl —=zm—

wobei 7,, 7, dieselbe Bedeutung wie oben haben und die Stellung
von 7, und 7, zu vertauschen ist, falls 7, > 7, (Ueberlichtge-
schwindigkeit). Ferner benutzen wir die Zeichen z,, R,, ,, &, in

. 5
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derselben oder in entsprechender Bedeutung wie unter a). Man
erkennt nun unmittelbar, daf man hier, um den vollstidndigen
asymptotischen Ausdruck von 9, zu erhalten, nicht einfach im In-
tegranden 7 = v, setzen darf, wie vorher, daf man vielmehr diesen
entwickeln muff bis zu den Gliedern (z — 7,)* incl. Die Entwickelung
lautet, wenn J abkiirzend den Integranden bezeichnet :

(1:‘ - 10)2 62‘7;)
2 or? °

o
36) ot (7)) +
Bei der Ir%’cegration nach ¢ verschwindet das Glied mit ¢ —r,,
weil 7, .das arithmetische Mittel der Integrationsgrenzen bedeutet.
Das Glied mit (z —z,)* wird gleichzeitig
r (t - ":o)? (72 -7 ! .
86") def=T)[fz—T:|

und es zeigt sich, daB von derselben GriBenordnung auch d
Glied nullter Ordnung g auch das

1
J, = [w, mo]ﬁ(a’-l- R;— 1)

wtird. Nach den Gl (32) und (34) haben wir nimlich, wenn wir
die letzteren durch die Glieder zweiter Ordnung vervollstindigen :

T+t _ R + R, 1 6’R0 7,—1,) +(r,—1,)°
0—2 = ¢, = _‘2_ - Ro"’? = ( 0) 2(71 ‘Eo)'

Wegen der Definition von 7, als arithmetischen Mittels zwischen
T, T, wird aber

(tl - 70)2 = (v, — 7,)! = %‘ ('52 —r,),

also
1 R
¢t, = B+ 555t (5 — 1)
. 1 o?
B — ey = — 7 ROT?} (ra—17,)

1
47 97

36") f Jydr = [w, R,] ?iz’g(“z ~1p @R, (v, — zl)’) I, — 7/,

B was in der That wegen der Bedeutun -
g von 7,—17, (GL 35) von
£ derselben GroBenordnung wie (36') ist. 2 ( )
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Tragen wir nun die Entwickelung (36) mit dem Werte (35)
von 7,—7, in die Definitionsgleichung von ¥, ein, so ergiebt sich

e a 1

38) 2[9 = 47‘5R0E16—00 cos (Rolvo)I$ ‘ /
mit der Abkiirzung:
1 &R, 1
B = 9 [0, R} (1 - B, ot (¢ — v, cos (R,, ”o))’)
L1, 1

6 7 9" ((c —w, cos (R,, v,))*"

Beschrinkt man sich consequenter Weise bei der Ausrechnung
von 0% J /07 auf die Glieder nullter Ordnung in @, so findet man
leicht

&, _ [m,R] ( 1 8*(RY) _62)_2 R 9_{[1'29_%} (¢ — v, cos (B, v,))

o R \2 o ‘or | K
und daber
1_,88R, 18 (R) ¢
- Ri o + S of __
1 2 7 9 12 of 6
B8 = [w,R, <—+ i >
38’) [ ] 2 (C — ¥, CO8 (Rw vo))
1 pd (%) L
3 oz Ri}, ¢— v,C08 (Ro: vo) )

Wie man sieht verschwindet %, mit wachsendem R von hi-
herer Ordnung als %, oder ¢, da es gegeniiber jenen mit dem
Faktor (a/R)* behaftet ist. Der Einflu der Rotationsbewegung
auf das Feld reicht also, was verstiindlich ist, nicht so weit wie
der der Translationsbewegung.

2. Volumladung. a) Die Potentiale ¢ und A,. Be-
deuten wieder 7,, 7, die Grenzen, innerhalb deren ein Dreieck aus
den Strecken a, R, ct gebildet werden kann, so ist auflerhalb des
Intervalles (, 7,) nach (19) » = 0, da sicherlich a nicht die grofite
der drei Strecken a, R, ¢t ist, vielmehr R > a vorausgesetzt wird.
Innerhalb dieses Intervalles ist

3 cr — RV’
2 (1-(*37))

Wir schreiben daher nach (20) und (22), indem wir die nur
wenig verinderlichen Faktoren durch ihre zum Werte 7 = 7, ge-

p A——
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horigen Mittelwerte ersetzen:

. & 3 ct— R\?
¥~ Bwak, ?f(l‘( a‘)>0d”

_ s b, 3 cr — R\*
*A = 8raR, ¢ 2 ( ( a _))Cdf.

In dem hier noch auszuwertenden Integral fiihren wir die Inte-
grationsvariable

39)

ct—R

a

ein; dieselbe wird fiir z = 7, oder v+ = 7, nach (32) gleich *1
and es ist )

a ot

du = —1—< ——ﬁ)dr = —‘1{(6— @%_l))dz.

Indem wir abermals einen Mittelwert einfithren, konnen wir
gchreiben

a
cdr = du
v, !
1— -, cos (B,,v,)
wobei nach Hinzuftigung des Zeichens | |, auch wenn 7, > 7, Sein

sollte, die Integration nach u in der Richtung von —1 bis +1 zu
erstrecken ist. Es ist aber

8 [+!
5‘/;1 1—v)du = 2.

Mit Riicksicht hierauf und den angegebenen Wert von cdz
gehen die Gleichungen (39) unmittelbar in die fritheren Ausdriicke
(33") und (33") iiber. Fiir die Fernwirkung macht es also bei
dem skalaren Potential und dem Translationsterm des Vektor-
potentials mnichts aus, in welcher Weise die Ladung im Elektron
verteilt ist.

b) Das Potential %,. Bei Volumladung ergeben die Gl.
(29) und (31) fiir den Rotationsbestandteil des Vektorpotentials

E. mit der friiheren Bedeutung der Grenzen 7,, 7, (vorbehaltlich einer

ev. Vertauschung derselben):

__ & T3 3 . —cT)?
3 ﬁ,-mA [m:-ﬂﬂgﬁ{“ +2R’—2c“z’—@—#(312+u)}dz.

. Be.z_eicl}nen wir den Integranden mit J und entwickeln den-
- selben &hnlich wie in (36), so miissen wir jetzt bis zum Gliede
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mit (r —z,)* gehn, um sicher zu sein, alle der Griéfenordnung nach
maaﬁgebeﬁden Terme beizubehalten. Wir schreiben also:

oJ, , (x—r) 0J, (z—1) 0, (v-1) 6‘Jo.
o T el b

+

J = Jo+(1"_1"0)

Bei der Integration nach = fallen die Glieder mit z—ro.und
(t—1,)° fort, weil 7, das arithmetische Mittel der Integrations-
[+ 0

grenzen ist. Wegen (36') und der Formel

_— 4 tz_z14
f(teu%) ar = 245z) 7=

erhilt man dann:

aﬁJo »— 7)) 64J'o (12 - '51)4 .
f"d’ = (J°+ 3 (r ] ! t o g )lm

t?

Vernachlissigt man alles, was in a von hoherer als der

zweiten Ordnung ist, so ergiebt sich

3 (, 1 . OR,, _ )
Jo = [momo]m(a —?'Ro—étT(fa 171)

und es wird

& a 1 3
40) * = 4n R, B [c—v,cos (R ,v,)|
3 0’ R, 1 __,_)
B = 8 [10, 3R] (1 — 25, d7* (¢ — v, cos (B,, v,))*
? 1
.

6 " ° 0t (c— v, cos (R,,v,))

@ o 9*J, 1 .
T 180 ™ o (¢ —v, cos (R, v,))*

Es ist aber mit der hier erforderlichen Genauigkeit:

aF, 3 [w,R,] [0 (R G’RO}
Il N £ 20+ 6R, 5,

or?

0 |[w,R,
—33"_67{[ i ]}(c—vocos (R,y2,)

31 o T T o
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= —54MR

'R,
or* R

0 dt2

(¢ =, cos (B, 0,))

el (00, cos (R, vy

o]
+3GROE{

oR
+L 65 +0) ooy con 7, vy

Trigt man diese Werte in den Ausdruck von B ein, so zieht
sich derselbe zusammen zu:

+1w@_e>

9 p O°R,
. 3 T2 "er TR am T
0) B =[wR\g+—2 07 B o 4

(¢ —v, cos (R,, v,))*
LN [mo ERo] 3 oR,
——Ro'é;{ R: }+E[WOQRO](3E—+G)

5
¢—v,cos (B, v,)

-4~

Ueber die Grifenordnung von %A, im Verhiltnis zu der von
o und ¥, ist dasselbe zu sagen wie oben unter 1 b). Wollen wir
uns mit derselben Niherung wie bei der Berechnung von ¢ und
¥, begniigen und GroBen von der Ordnung a*/R?® schlechtweg ver-
nachlissigen, so konnten wir einfach den fiir Volum- und Ober-
flichenladung gemeinsamen Wert

A, = 0

angeben. Unter Beibehaltung der GréBen von der Ordnung o*/R?
dagegen unterscheiden sich Oberflichen- und Volumladung, sowohl
in dem Ausdrucke von U, wie in denen von ¢ und A, wofern
wir die letzteren durch Glieder hiherer Ordnung erginzen wollten.

Die Potentialgesetze (33") und (83") sind von Liénard’) und
Wiechert?) gefunden worden ; der Faktor 4z, durch den sich
‘“wnsere Ausdriicke von denen jener Forscher unterscheiden, riihrt
b von der Wahl der Einheiten her. Diese Potentialgesetze gestatten
i die folgende Deutung: Das Potential @ in hinreichend
b entfernten Aufpunkten zur Zeittkann so berechnet
 Werden, wie wenn sich das Elektron dauernd an der-
k- jenigen Stelle befinde, die es zur Zeit f—r, inne
s ——
L 1) A Licnard, L’Eclairage électrique 1898, p. 5, 53, 106.

g 2) E. Wiechert, Archives néerlandaises 5 (1900) p. 549, (Lorentz-
£ Jubslband),
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hatte, wobei jedoch seine Ladung ¢im Verhidltnig
1:[1—% cos (R,,v,) zureduciren ist. Ferner: Das Vektor-

potential % kann berechnet werden wie 8asjenige
eines Stromelementes, welches nachLage und Ric

tung ibereinstimmt mitdem Orteundder Bewegungs-
richtung des Elektrons zur Zeit ¢—1z,; die im Ele-
mente flieflende (elektrostatisch gemessene) Strom-
stirke ist dabei jedoch nicht gleich svjc zu setzen,

sondern abermals im Verh#ltnis 1:|1—%cos (R,,v,) zu

reduciren.

Das Vektorpotential %, endlich und das ihm entsprechende
Magnetfeld kénnen wir vergleichen mit dem Felde eines Ele-
mentarmagneten, der sich am Orte des Elektrons
zur Zeit t—7, befindet; und zwar ist die magnetische
Axedieses dquivalentenElementarmagneten durch den
oben eingefiihrten Vektor B bestimmt; sein magnetisches Moment héingt
dabei noch von der Lage des Aufpunktes ab und wird im Uebrigen
gegeben durchLadung, Radius und Winkelgeschwindig-
keit des Elektrons, wobei die Ladung abermals im Verh#ltnis

1:|1—1]i cos (R,,v,)| zu reduciren ist.
¢

In allen drei Féllen bedeutet die genannte Aeduktion eine
scheinbare VergroB8erung von Ladung, Stromstirke und
magnetischem Moment, wenn der Winkel zwischen $i, und v, ein
spitzer ist, d. h. wenn die Bewegung des Elektrons nach dem
Aufpunkte hin gerichtet ist (allgemeiner gesagt, eine nach
dem Aufpunkte hin gerichtete Componente besitzt), dagegen eine
scheinbare Verkleinerung von Ladung etc, wenn der
Winkel zwischen 3, und v, stumpf ist die Bewegung also von
dem Aufpunkte fort gerichtet ist (eine vom Aufpunkte ab-
gewandte Componente besitzt). Diese Reduktion entspricht also
vollig dem sog. Doppler’schen Prinzip.





