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Zur Theorie des Spins.
Von W. Wessel in Jena.
(Eingegangen am 8. August 1938.)

Die klassische Elektronentheorie erlaubt, die Riickwirkung der Strahlung auf
ein bewegtes Elektron durch eine Reaktionskraft zu beschreiben, die die Be-
wegungsvariablen nur in universeller Form (unabhingig von den Potentialen
auBerer Krifte) enthiilt. Da sie von der Anderung der Beschleunigung abhingt,
bedingt diese Kraft eine Abdnderung der Kinematik im Sinne des Auftretens
von neuen Variablen. Es wird versucht, diese Reaktionskraft in die Quanten-
mechanik zu iibertragen und dazu eine kanonische Zuordnung und Quantelung
der neuen Variablen durchgefithrt. Die gefundene quantentheoretische Kine-
matik ist gerade die des Diracschen Spinelektrons; man kann so ohne andere
hypothetische Elemente als Vertauschungsrelationen den Elektronenspin aus
der klassischen Theorie herleiten.

Die vorliegende Arbeit geht, wie schon eine fritherel), von dem Versuch
aus, die aus der Elektronentheorie bekannte Reaktionskraft der Strahlung
fir die Quantenmechanik nutzbar zu machen. Man versteht darunter
eine fingierte Kraft, die einem ungleichformig bewegten Elektron zwischen
zwei Zeitpunkten soviel Energie entzieht, wie es wihrend der inzwischen
ausgefithrten Bewegung durch Ausstrahlung verlieren wiirde. Der Vorteil
ihrer Einfithrung liegt darin, dafl man aller feldméfBigen Betrachtungen
enthoben wird, weil sie, iihnlich wie eine Coriolis- oder Zentrifugalkraft,
in universeller Form durch die Bewegungsvariablen gegeben ist und die
Potentiale dullerer Krifte nicht enthilt.

Eine Erwartung, die sich mit diesem Versuch verkniipft, ist, wie auch
schon auscinandergesetzt wurde, die folgende. Die gewdhnlichen mechani-
schen Bewegungsgleichungen enthalten hochstens Besehleunigungen, d. h.
zweite zeitliche Ableitungen. Bringt man sie auf die kanonische Form,
was man tun muf}, um konjugierte Variable und Vertauschungsrelationen
einzufithren, so bekommt man pro Freiheitsgrad soviel Variable, wie die
Zahl der zeitlichen Ableitungen betrigt, also zwei, Koordinaten und Inu-
pulse. Die Strahlungskraft enthilt aber Ableitungen bis zur dritten. Wenn
es gelingt, sie zu ,kanonisieren’‘, mufl man auller Koordinaten und Im-
pulsen noch Variable dritter Art bekommen, und es wurde versucht, zwischen
diesen und den in Paulis oder Diracs Theorie des Elektronensping neu

auftretenden Variablen einen Zusammenhang herzustellen.

1) W. Wessel, ZS. f. Phys. 92, 407, 1934.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. 110. . 49



626 W. Wessel,

In der vorangehenden Arbeit wurden die klassischen Bewegungs.
gleichungen mit Reaktionskraft zerlegt in ein System von Gleichungen
erster Ordnung mit Nebenbedingungen. Dabei wurde die kanonische Fory,
noch nicht erreicht, sondern nur durch eine Ahnlichkeit zwischen den Be-
wegungsgleichungen plausibel gemacht, daf ein aus den Geschwindigkeitey,
und Beschleunigungen gebildeter Tensor einem gewissen Diracschey
Tensor entspriche. Was die mégliche Existenz einer Hamiltonschey
Funktion betraf, warde nur betont, daB zwar nicht die Energie, wohl aber
die Ruhmasse zeitunabhingig sei und daher stets ein zeitfreies Inteeral
der Bewegungsgleichungen existiere. Wir kénnen nun zeigen, daf} sich
im Falle der Abwesenheit duBlerer Krifte tatsiichlich eine Lagrangesche
und Hamiltonsche Funktion zu den transformierten Bewegungsgleichungen
angeben laBt. Das Nullsetzen der duBeren Krifte macht das Problem
keineswegs absurd oder trivial. Allerdings kann die Reaktionskraft dep
Strahlung erst in Wirksamkeit treten, d.h. dic Energie verindern, wenn
der bewegten Ladung durch duBere Kriifte eine Bewegungsinderung auf-
gezwungen wird; aber der analytische Ausdruck fiir die Reaktionskraft
bleibt vollstindig in den Gleichungen stehen, auch wenn die Potentiale
verschwinden, weil er eben universell von den Bewegungsvariablen abhingt.
Man wird dadurch in die Lage versetzt, noch vor Inangriffnahme des
schwierigen, nichtkonservativen Problems alle Folgerungen kinematischer
Art zu ziehen, die sich aus dem Auftreten neuer Variablen ergeben, niimlich
Einfahrung von kanonischen Impulsen und Vertauschungsrelationen.

Das ist aber gerade, was man braucht, um den Zusammenhang mit
der Diracschen Theorie herzustellen. Die physikalische Bedeutung der
Diracschen Variablen, soweit sie iiberhaupt bekannt ist, geht bei den
Variablen mechanischer Natur — Geschwindigkeit und Spin — bereits
aus der kriftefreien Hamilton-Funktion hervor. Der Tensor des wagneti-
schen bzw. elektrischen Moments kann naturgemaB erst bei Hinzunahime
aulerer Felder gedeutet werden, baut sich aber aus den mechanischen
Variablen auf. Ihre Vertauschungsrelationen sind ganz von den Feldstiirken
unabhingig. Wenn wir also nachweisen konnen, dafl unsere Hamilton-
funktion im kriftefreien Falle mit der Diraeschen iibereinstimmt, und dab
die eingehenden neuen Variablen die richtige Bedeutung haben und die
richtigen Vertauschungsrelationen erfilllen, so ist damit die [Therein-
stimmung in kinematischer Hinsicht vollstindig dargetan.

Dieser Nachweis lafit sich wirklich fihren und bildet den Inhalt der
nachstehenden Ausfithrungen. Ein wesentlicher Zug dieser Analyse, der
sie ziemlich erschwert, aber physikalisch besonders befriedigend macht,
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ist der, dall der Zusammenhang zwischen Spin und Strahlungskraft nicht

- umkehrbar eindeutig ausfillt. Die Variablen, die man zur Beschreibung
E der Strahlungskraft braucht und die dann den Spin ergeben, haben einen

uber den Zweck ihrer Finfithrung hinausgehenden Grad von Selbstindig-

b keit und unterliegen einem gewissen universellen System von Bewegungs-

gleichungen auch noch, wenn die Strahlungskraft verschwindet. Dies
muBl erwartet werden, weil der Spin eine allgemeinere Ifigenschaft der

f Flementarteilchen ist, als das Strahlungsvermdgen, das im wesentlichen

von der Ladung abhiingt. Wir erhalten auch auBer der Diracschen Gleichung
3 5 7
22 27 2
pur die Bedeutung von Zwischenzustinden zu haben scheinen.

noch weitere Gleichungen fiir Partikel mit dem Spin usw., die aber

1. Einfilwung von Iw@uléen, die 2w den Lagenkoordinaten konjugiert

t sind. Wir gehen aus von der Form der Bewegungsgleichungen, die wir

ihnen a. a. O.in (8), (12), (15) und (17) gegeben haben. Zur Vermeidung von
lastigen Faktoren ¢ wollen wir jedoch alle Geschwindigkeiten hinfort in
Einheiten der Lichtgeschwindigkeit rechnen, also u;/¢c durch u; ersetzen.

Nach Definition der Vierergeschwindigkeit ist u? == — 1. Die Ausgangs-
gleichungen lauten dann
d z;
t o ; ]
dz " )
duy; e
T = T metnt @
ds; 1
S = = (s — Gy, ®3)
dr €
mit den Abkiirzungen
262 .
e = 3—”1‘—63 — 0628102 sec, )
Gix = wy (u; Fioy — up Fyy) (5)
und den Nebenbedingungen
SikSky Uy — Uy (S up)? = 0. (6)

Die F,;, sind dullere elektromagnetische Feldstirken, die s,, die mechani-
schen Variablen dritter Art; beide Tensoren sind antisymmetrisch. Bei
der gewihlten Normierung haben auch die s,, die Dimension von Feld-
starken.

Bevor wir darangehen, diese Gleichungen in die kanonische Form
zu setzen, erinnern wir daran, dal sie nur ableitbar sind unter Voraus-
setzungen uber die Anderungsgeschwindigkeit des Bewegungszustandos.

42+



628 W. Wessel,

Bei kleinen Geschwindigkeiten konnen wir kurz sagen, daB die Beschleuni-
gungen klein bleiben miissen gegen diejenige, die ein Elektron im Feldem?2¢t/¢3
erfihrt; das ist das Feld, das bei Coulombschem Kraftgesetz ,,an der
Oberfliche* eines Elektrons herrschen wiirde. Die zugehdrige Beschleunigung
ist der GroBenordnung nach gegeben durch

by = —- @)

Man mul} die Moglichkeit im Auge behalten, dafl sich bei Vorhandensein
dullerer Krafte die Gleichungen nur dann kanonisieren lassen, wenn man
bei sehr groBen Beschleunigungen Ab#nderungen zuldBt, beispielsweise
der Art, daB & durch .91/1 + b2/b; ersetzt wird (b2 = 4 ¢). Wir_brauchen
in dieser Arbeit keine solche Annahme zu machen, aber auch nicht voraus-
zusetzen, dafl & konstant sei.

Der erste Schritt zu einer Kanonisierung wird darin bestehen, daf man
zu den Lagenkoordinaten (Weltkoordinaten) z, ... z, konjugierte Impulse

Pq - - - g aufsucht. Die Hamiltonsche Funktion kann von den z; nur
abhiingen durch die Potentiale duBerer Felder. Wir miissen also

dp, 0H

== =0 8

erwarten, wenn wir duflere Felder, d. h. die F;; und damit die G, gleich
Null setzen. Dann ergibt sich aber aus (2), daB die u; nicht, wie in der
gewohnlichen Theorie, Impulse sein kénnen, weil eben i, nicht verschwindet.

. . . . 1 .
Allerdings reduziert sich dann (3) auf §,, = — s;;, und man wird erwarten
&

missen, daf mit den I;; auch die s;, gegen Null gehen, womit dann aus (2)
u; = const folgen wiirde. Das wird sich auch spéter als Folge der kanoni-
schen Gleichungen ergeben. Aber zur Aufstellung eines Variationsprinzips
niiissen wir von den Lifferentialgleichungen oder ihren allgemeinen Losungen
ausgehen, nicht von einem partikuliren Integral. Dieser Sachverhalt war
in der Finleitung gemeint, als gesagt wurde, dall das Nullsetzen Zullerer
Felder den Ausdruck fur die Strahlungskraft nicht beeinflulite.

Bei verschwindenden F;, bzw. (G, ;, lassen sich die Bewegungsgleichungen
vollstindig integrieren. [Gleichung (2) wird, wenn man die s, einsetzt,
ein lineares Systen) mit einfachen Koeffizienten. Vgl. auch Abschnitt 6,
a.a.0.] Wir wollen aber die Maglichkeit von Abdnderungen in (8) offen
lassen und uns tberhaupt nicht von vornherein auf F,;, = 0 festlegen:
ibrigens ist anch dann die systematische Integration umstindlich wegen
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der Nebenbedingungen und wenig geeignet zur Auffindung von Integralen
in Form eines Vierervektors. Dagegen kommt man zum Ziele, wenn man
von den Nebenbedingungen (6) ausgeht. Diese bestimmen, vier an der Zahl,
die u; offenbar sehr weitgehend und sind selbst schon partikulidre Integrale
der Bewegungsgleichungen, auch fir nichtverschwindende Fi 7

Der Beweis hierfiir liegt in ihrer Ableitung, kann aber unschwer auch
direkt gefithrt werden. Bezeichnet man die in (6) gleich Null gesetzten
Groflen einmal mit ¢;, so folgt bei Beriicksichtigung der Antisymmetrie von
Sik (W S5y Sy Sy U, = 0) nach einiger Rechnung. fiir F;, == 0,

¢, = 2 0 — & 8;1C
T P me ik Yk (9)

was mit ¢, = ( offenbar vertriglich ist. Um dieselbe Formel fiir F,,#+ 0 zu
b'ek(.)mmen, muﬁ. man s;, in der Form b, u;, — by, u, ansetzen, wobei b, ein be-
liebiger Vektor ist. Die $;r geniigen dann der Beziehung
%
Sik 8ik =0 (10)
(s7% dualer Tensor). Diese Bedingung ist fiir das Spétere im Auge zu behalten,
Wir versuchen nun einmal, die Nebenbedingungen nach der Vierer-

geschwindigkeit aufzulosen. s ist zweckmiBig, dazu von der Tensor-
zur Vektorform tberzugehen. Es sei

(S22: 8315 $10) = M, (8415 Sygs 842) = (LR
/e ) 11
(it 1y, ) = L
v V1 — o?/e? K \/1 — v?/c?
Dann liBt sich aus (6) schliefen
’ D 0
[‘B +om, w2 ‘Bﬂ -0 (12)

Um diese Gleichung zn lsen, machen wir den Ansatz

2 APt M+ [P (18)
wobel wir annehinen, dafl die Vektoren B und M nicht parallel sind. Setzen
wir (18) in (12) ein und setzen wir die Koeffizienten von P, M und [P M)
gleich Null, so erhalten wir eine quadratische Gleichung fur » und zwei
homogene, lineare fir 4 und 11, deren Determinante verschwindet, wenn die
Gleichung fiir v erfiillt ist. Es bleibt also ein Faktor (1) unbestimmt, und
zwar ergibt sich

v [PM] A u

¢ T 3P4 MY

' P+ Wy I

I/V
R UCET o
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Dabei bedeutet

Wy =V bW — L (M — PY), W, = VLW 1 (M — P (15)

W2 = V(M2 — P?)? - 4 (P M)> (16)

Die Ausdriicke (15) und (16) sind Invarianten; man kann die beiden In-
varianten des Tensors s;, durch sie ausdricken in der Form

1 )
Zs_u y S‘:r = EBEIR - W1 Wg, (17)
%s‘u rSuv = M — P = W:? - le (18)

Hiernach erhalten wir, fur F';, = 0, sofort vier Integrale, die einen Vierer-
vektor bilden, aus der Transformationseigenschaft der u,. Der Vektor v/¢
st aus kovarianten Gleichungen hervorgegangen; die damit nach (11)
zu berechnenden u, ... u, miissen also diese Gleichungen auch dann er-
tillen, wenn wir die P, I einer Lorentz-Transformation entsprechend
einer Geschwindigkeit ¢U; unterwerfen. Nun haben die wu, ...u,, so,
wie sie sich nach (11) und (14) durch die P, MM ausdriicken, noch nicht die
Form eines Vierervektors. Wenn man also eine Lorentz-Transformation
darauf ausiibt, fallen die U, nicht heraus. Die Uy .. . Uy nehmen aber dann
die Form eines Vierervektors an und driicken sich als solcher kovariant
durch die U; und s;, aus. Ihre urspriinglichen Ausdriicke bezogen sich
also auf ein System mit U, = Uy = Uy =0, U, = 4. — Die linearen
Gleichungen lassen sich nach den U; auflosen. Damit hat man die ge-
wunschten vier Integrale der kriftefrelen Bewegungsgleichungen erhalten.
Da sie gleichformigen Translationen des Systems entsprechen, haben die
durch Multiplikation der ¢U, mit der Ruhmasse m gebildeten Grofen

pi = mecl, (19)

die Natur von Impulsen. Wir werden demgemifl das System mit U, = U,
= Uz =0 als das Schwerpunkissystem bezeichnen. Die Bezeichnung
,,Buhsystem** ist nicht angebracht, weil die durch (1) definierte Vierer-
geschwindigkeit darin nicht verschwindet.

2. Rechenregeln und Durchfithrung der Auflésung. Mit einer Lorentz-
Transformation gleichbedeutend ist es, wenn wir einen kovarianten, in
den U, linearen Ausdruck aufsuchen, der fir U, = U, = Uy =0 in die
eben berechneten u; iibergeht. Fr muB jedenfalls bis auf einen Faktor @
lauten:

Qu; = W3 U, +u(W; s —iWysh) Up + s s Uy, (20)
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denn das Verhiltnis 1u;/u,, 7 == 1,2, 8, liefert far U; = Uy= U, =0
gerade die Komponenten von v/c in (14). Wir haben nun U, aufzufassen
als dX;/dT, wobei d.X; eine Verriickung des Schwerpunktssystems und d T

das zugehorige Element seiner Eigenzeit bedeutet. Dies ist gegeben durch

CqedT = Vde und im allgemeinen von iedr = ‘/d@f verschieden. In

jedend Falle gilt aber U2 =« = — 1, und diese Bedingung legt den
Faktor @ in (20} fest. Es ist bequemer, ihn erst spiter auszurechnen und
zuvor die Auflésung von (20) nach den U; vorzubereiten. Wir bilden dazu
die Ausdriicke s;;, Uy, Sipau, und s, s, 4,. Dabei entstehen Produkte
mit mehr als zwei Faktoren s;,. Solche Bildungen lassen sich immer auf
Produkte mit einem oder zwel Faktoren und invarianten Koeffizienten
zuriickfithren nach folgenden beiden Identitditen fiir antisymimetrische Ten-
soren (siche die mathematischen Erginzungen in Abschnitt 12):

57:1' Spj = i’ ij (SZ‘,‘ S/.t y), (21)
Sk Skj + S/Ti s;\kz - % 6ij (s,u vSu r)~ (22)

7. B. reduziert man nach (22)

. 1 * %
SikSkiSim = — 3 Sim (s‘uv S,uv) — Sk SkiSim
und nach (21) weiter
SikSk1Sim = — % 8im BuySur) + Lok, (55, 8.40)
Tkokl=lm — 2 %im \Puyur 1 °%im \Cur®uv
— 3 __ 2 — 2 *
=(W3—W2)s, — 1 W W,s¥ ,

das Letzte nach (17) und (18).

Mit diesen Regeln und weiterer Heranziehung von (17) und (18) be-
rechnen wir folgendes Schema:

a P *
Wi U; Wisix U —iWasit Ur  sikskt Us

Qu,; 1 u U 1

Qs up/W,y % 1 1 u (-8)
Q sfiur/i W, u 1 1 %
Qs sk u /Wi 1 % % 1

Die erste Zeile bedeutet Gleichung (20); die iibrigen sind entsprechend
zu lesen. Aus der Ubereinstimmung der ersten und vierten Zeile folgt
Sip Sty = W2, (24)

oder wegen (6)
(sg, up)? = W {25)
Diese Folgerung kann auch direkt aus den Nebenbedingungen abgeleitet

werden. Ebenso folgt aus der Gleichheit der zweiten und dritten Zeile:

Wy sty + 1 W, st = 0. (26)
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Dies ist, im Verein mit (25), eine andere Form der Nebenbedingungen.
Der Rang des Gleichungssystems (23) ist 2; man kann etwa das zur linken,
oberen, zweireihigen Determinante gehorige Gleichungssystem heraus-
greifen und auflosen. Es zeigt sich dann, dall auch die U;, wenn man sie
auf — 1 normiert, den Gleichungen (25) und (26) gentigen. Indem wir das
gleich prisumieren, kénnen wir die beiden ersten Zeilen von (23) auch
so schreiben:

Qu;, = W} + W2 (U; 4+ wsip U/ Wy, } )
Qs ux/Wy = W2+ W) @U; + si U /Wy
Nunmehr ist es leicht, @ so za bestimmen, daB U == — 1 wird. Man findet

durch Quadrieren einer der beiden Gleichungen und Anwendung von (25)
auf U, mit Beachtung von U, s;, Up=0:

Q=2+ W Y1—w (28)
Wir setzen noch
u = Tang & (29)
und haben dann an Stelle von (27)
w; = U; @of & + 845 Up/W, - Cin 4, } 50)
sikuk/wll — U’L 6in '19' + Sik Uk/I/I/]_ ‘ 60" 0-
Hieraus folgt durch Umkehrung
U, = u,Cof O — s, u/W, - Sin & 1)
S0 U/, = — 1, Gin 9 4 555 3/ W - Cof 9.

Man sieht leicht, daB, wie vorausgenommen, die U, allen Bedingungs-
gleichungen der u; geniigen. :

Wir haben hiermit die Vierergeschwindigkeit w; bis auf die noch un-
bekannte GroBe @ allein aus den Nebenbedingungen berechnet. Diese
GroBe ist nun so zu bestimmen, daB die u; ihre Ditferentialgleichung (2)
erfilllen. Bei verschwindenden F,, muB das bei konstanten U, der Fall
sein; bei nichtverschwindenden F;;, sind die U, zu variieren, d. h. ist das
Schwerpunktssystem so nachzufithren, dal} besténdig die Gleichungen (30)
bzw. (31) bestehen bleiben. Von nun an beschriinken wir uns auf krifte-
freie Bewegung, setzen also Fy; = 0, G; = 0. Nach (8) und der Be-
deutung (15) von W, sind dann die s;;, U/ als homogene Funktionen
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v
nullten Grades der s;; konstant (auch wenn ¢ nicht konstant ist!). Wir
haben also einfach

ity = (U, Sin 9 + s, Up/W, - Cof 9} & }

. (82
= S “’k/IJ/l . 19. )
Dies ist in Uhereinstimmung mit Gleichung (2), wenn wir setzen
. e
= — — W,
’ & me * (83)

Hiermit ist der erste Teil unserer Aufgabe erledigt: Wir haben in me¢U;
einen Vierervektor gefunden, der bei verschwindenden duBeren Kriften
zeitlich konstant ist und dessen Komponenten daher als kanonische Kon-
jugierte zu den vier Weltkoordinaten x, ... x, eingefithrt werden kénnen.
Wie in der Diracschen Theorie haben wir zwei Geschwindigkeiten U,
und w,; ganz verschiedener Bedeutung nebeneinander.

3. Aufstellung der Lagrangeschen Funktion. Die Impulse sollen aus
einer Lagrangeschen Funktion ableithar sein:

_ 2L (84)
P = aa',k )
Fithren wir p, = mcU, und #;, = cu, ein, so bedeutet das
1 9L 85
T me? 0wy, (85)
Wir machen den Ansatz
me®
L= - Cojd (86)
und finden
1 09
— Jo— 2 3 —_—
U,‘ == ui@:Diﬁ + B) U 6[“0 Oul (37)
Soll das mit der ersten Gleichung (81) iibereinstimmen, so mull
09 285 %
99 _ R (38)
0u; ui W,
sein. Es ist nicht einfach, eine Funktion & zu finden, aus der diese Gleichung
hervorgeht — auch wenn wman die zu erfullende Bewegungsgleichung (33)
vorldufig ganz auBer acht lilt — weil s, antisymmetrisch ist und daher

s, ; u;, verschwindet. Ks gelingt erst, wenn man an Stelle von s,; einen
neuen Tensor r;, einfithrt, durch den sich s,, quadrotisch aunsdrickt. Um
die Antisymmetrie zu wahren, machen wir den Ansatz

ik = P (Tiu TorUr Up — Ty Tor Us u[)- (39)
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Die r; sollen, um die Variablenzahl nicht zu erhéhen, wieder antisymmetrigch
sein; p ist ein Skalar, dessen Wahl wir uns noch vorbehalten. Der Klammer-

ausdruck in (39) ist, wie nachher hervortreten wird — vgl. die mathem.
Erginzungen zu (89) — der einzige seiner Art, der sich nicht auf Linear-

form bringen 1Bt und nicht aut u, senkrecht steht [was mit (38) unvereinbar

wiire].

Dieser Tensor s;; kann als b; u; — b, u, anfgefalt werden und erfillt
daher auch die Gleichung (10) als eine Identitit. Dem geometrischen
Sinne des dualen Tensors entsprechend stehen die Vektoren 6; und w;, die
s als FlichengroBe aufspannen, auf sy, senkrecht, also ist insbesondere
87U = 0. Laut (26) verschwindet damit W, Soll W, in (15) von Null
verschieden und reell sein, so mub3

P2 - e (40)

sein und das obere Vorzeichen gewihlt werden. Das Verschwinden von
s:.",‘.ulC bedeutet in Vektoren

M+ [*B%] =0 1)
M steht also auf P und auf der Geschwindigkeit v senkrecht. — Der An-
satz (39) ist der wichtigste Schritt auf dem Wege zur kanonischen Form.
Die Variablen r;, werden nachher fir den ,,Spin* bestimmend sein. Wir
heben im Hinblick auf das am SchluB der Tinleitung Gesagte hervor, dal
zwar der Tensor s;, durch die r;;, aber nicht umgekehrt der Tensor r;,
durch die s, ansdriickbar ist; denn in (89) gehen nur die vierkomponentigen

TioTyr Uy €10

io'uT

Um zu zeigen, dafl mit dem Ansatze (89) die Gleichung (38) integrabel

wird, fithren wir einige Abkiirzungen ein. Es sei

i}’ryvruv = A; l
; 49
%r:v/r,uv: Brl ( )
ferner
2
wo= } (43)
TioTic Uy U = Y.
Wir haben dann
Six Uy — p (Trf(i Toz U & + % Z/) (44)

W = VI =P = Vs s = 9197 — 24 oy — B2,
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das Letste nach Umformungen unter Anwendung der Identititen (21)
cund (22) auf die r,;, und Gleichung (88) wird

é: 029 2 TioTor U +uiy (4-)
& e 1)
i 0 u; T V2 —24zy — B2a?
“  Nun kann ¢ von u; nur abhéngen durch z und y; es gilt also
09 0 g4

- 2*—”’2(' ozt Yz,
| ul PRLY 7y Tig Tor U (46)
Der Vergleich von (45) und (46) licfert
vy 99 1 (47
: Oz Vy* — 242y — B2a2 Oy V?/Z—QAxy~}2x2 )

Die Integrabilititsbedingungen sind hier tatsichlich erfillt. Man erhilt

Y
p —

(P9 Integrationskonstante). Mit der weiteren Abkirzung

2=V —24zy— By (49)
wird schiiefilich nach (86)
LMy~ A9 &0, + 2 Sin,

2 14+ B w

Mit der Gewinnung von (50) ist unser Programm, soweit es sich wm den
Zusammenhang der p, ... p, und 7, ... x4 handelt, im wesentlichen zum
Abschlul gebracht. s handelt sich jetzt noch um die Frage, ob die

Lagrange-Funktion (50) auch fiir die r;, die richtigen Bewegungsgleichungen

liefert und ob damit (83) erfillt ist. Dazu missen wir die noch unbekannten
Bewegungsgleichungen der r;, zunichst berechnen, d. h. die r;;, so be-
- stimmen, daB die Bewegungsgleichungen (8) der 8;5, erfillt sind.

4. Die Bewegungsgleichungen der r,,. Zur Auffindung der #;, machen
- wir, weil es ja nicht moglich ist, die Gleichung (39) nach den r,,, aufzulosen,
einen in den r;, linearen Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten o, By, 01

dr,
T-:— = arip+ By (v w — wp v w) 4 8 (w; v — werfuy).  (51)
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Es folgt daraus fiir die Invarianten (42):

A-:roA—QiﬁB—Vy—i—iﬁBm, } 59
B=20uB+2ipd—yBa+id(y—24a).
Fiar die Grofen (48) gilt
i =0,
(53)

- o . g 9 f_ 9 f
vy =2(uy— 1B —yyz+1id B1?) ZmeZ.J

Das Erste folgt allgemein aus (2), das Letzte mit Benutzung dieser Formel
fir ; und Einfihrung von s;, u; gemil (44).

Wir verlangen zunichst die Erfillung von (83), d. h. wegen W, = pz
— vgl. (44), zweite Formel, und (49) —

) = — — 54
é mcp G4)
Differentiation von (48) liefert mit Benutzung von (52) und (58) nach einiger

Rechnung
,  [yv4d—1idB ep} 55
9= | 4% 4 B? nme +ﬁ (65)
Die Glieder mit « und 8 verschwinden bei der Bildung von #. Durch Ver-
gleich von (54) und (55) finden wir, da ¥, nur noch von 4 und B, aber

nicht mehr von z und y, daher auch nicht von z abhingen kann,

Py =0, &, = const. (56)
und als erste Bedingung fir die Koeffizienten o, f, y, 6, p:
_me yd — de 57)
T e A*+ B

Hierdurch ist, mit Ricksicht auf (82), die Bewegungsgleichung (2) der u,
befriedigt. Zweitens missen wir das Erfilltsein der Gleichung (3) fir die s,
verlangen. Wir differentiieren dazu (39), substituieren (51) fur r;z, (2) mit
Verwendung von (44) fir u, und setzen das Ganze gleich s;./e. Fs ergibt
sich nach einer etwas lingeren Rechnung, bei der wieder Mehrfachprodukte
der r;;, nach den Formeln (21) und (22) reduziert und auf 4, I3 umgerechnet
werden missen, als :weite Bedingung

=Lt @u—yop+2-—(da—yp =0 (58)

mece

R
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Die erste Bedingung entsprach der Bewegungsgleichung (2), die zweite der
Gleichung (8); von den Nebenbedingungen sind wir @berhaupt ausgegangen.
Es ist also allen Bewegungsgleichungen Geniige getan, wenn nur zwischen
den «, §§, ¥, 0 und p die Beziehung (57) und die Riccatische Differential-
gleichung (58) bestchen. A bleibt dabei tiberhaupt willkiirlich; p kann
irgendein Integral von (58) sein, da es nicht auf die Erfillung von Anfangs-
bedingungen, sondern von Differentialgleichungen ankommt. Es geniigte
unter Umstéinden schon, wenn p diese Gleichung integrierte fiir Beschleuni-
gungen, die klein gegen b, in (7) sind, weil fiir hohere eine Abéinderung von ¢
in Frage kime. Wir haben nirgendwo Gebrauch davon gemacht, daB ¢
eine Konstante wire. s besteht also noch viel Freiheit, auch die Bewegungs-
gleichung (51) der r;; an die Lagrange-Funktion (50) anzuschlieBen.

Dies 18t nicht so zu verstehen, als ob man (51) als Euler-Lagrangesche
Gleichung zu (50) auffassen miBte!). Die Variationsgleichung und als ihre
Folge die kanonischen Gleichungen in der Hamiltonschen Form gelten
in der Quantenmechanik nur dann, wenn zwischen den konjugierten
Variablen, sagen wir &, 7., die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen
bestehen:

%
nifk—fkm :76%- (59)

Hiermit folgt aus der Definition (!) der zeitlichen AbLleitung

b =+ (HE— &),
: (60)
M = 7 (H n — i H)
(H = Hamiltonsche Funktion) allerdings
: 0H
Ek = 67 ) ‘l
g g

Wir werden insbesondere fiir die Koordinaten z; und Impulse p; Ver-

tau%chun"srelationen der Form (59) ansetzen und haben deshalb auch eine

1) Der Versuch wiire nicht ganz absurd. obwohl sie erster Ordnung ist.
Wi egen des linearen Ansatzes (51) kann man nimlich die o ... § so bestimmen,

: daB ;= 0Lj9r;;, wird. Benutzt man dies, um 7, und damit I, als Funktion von

73 darzustellen, so gilt wegen der Homogeneitit von I.: v, = —- 41./07,, und
folglich d (BL/OIZ,C)/dr + dL/or,, = 0, was sich von emer Euler Lagrange-
schen Gleichung nur in einem Vorzel( ‘hen unterscheidet.
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Lagrangesche Funktion dafir aufgesucht. Aber far die r;; konnen Ver-
tauschungsrelationen der Form (59) aus Tensortransformationsgriinden
nicht in allen Koordinatensystemen gelten; daher werden auch die kanoni-
schen Gleichungen nicht die Form (61) haben, und es ist ganz unangebracht,
bei der Kanonisierung der v;, von der Lagrange-Funktion auszugehen.
Der naturgemiBe Weg ist offenbar der, die SchluBweise jetzt umzukehren
und zundechst die Vertauschungsrelationen der r;;, aufzustellen, sodann
durch (60) ihre zeitlichen Ableitungen einzufithren und schlieflich dureh
den Vergleich mit (51) die «, 8, y, 0 zu bestimmen. Das Verfahren darf
als schliissig, d. h. die r,;, dirfen als kanonisch betrachtet werden, wenn
damit im klassischen Grenztall i =- 0 die beiden Bedingungsgleichungen (57)
und (58) erfiillt sind.

Die Hamiltonsche Funktion mull so bestimmt werden, da} fiir die
P> T auf Grund ihrer Vertauschungsrelationen die kanonischen Gleichungen
in ihrer gewohnlichen Form gelten, d. h. sie ist in der gewohnlichen Weise
durch eine Legendresche Transformation zu gewinnen, bei der nur die
1., #; beriicksichtigt werden. Da die hier aufgestellten kanonischen Glei-
chungen sich auf den Bewegungsablauf in der Figenzeit beziehen, stellt
jedoch H eine Invariante, nicht die Energie dar, und ist unter den in (60)
durch einen Punkt angedeuteten Differentiationen die Ableitung nach der
Bigenzeit zu verstehen. Diese in die Bewegungsgleichungen eingehende
Tigenzeit ist die der Verinderung der Lagenkoordinaten z; nach (1) ent-
sprechende Zeit 7, nicht die Zeit T des Schwerpunktsystems.

Die Hamiltonsche Funktion ist also gegeben durch
oL .
H= _a—L. (62)
N
L ist zufolge (49) und (50) homogen vom ersten Grade in « und y und demmnach
zufolge (48) homogen vom zweiten Grade in den u, d.h. den 44 Nach

dem Kulerschen Satze fir homogene Funktionen ist also einfach
H = L. (63)

5. Vertauschungsrelationen. Die Vertauschungsrelationen (VR.) sind das
einzige neue Element, das wir der bisher rein klassischen Theorie hinzufagen.

Fur die gy, 2 nehmen wir, wie schon begriindet wurde, die Beziehungen

h
PiTy — TPy = 7 O,
(64)
— PP = XX — L T = 0,
k=123 4

pi Pr
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an, Im Einklang mit der Operatorenzuordnung in allen relativistischen
Theorien. Die Ausdehnung auf die vierte Koordinate fithrt bekanntlich
zu formalen Widerspriichen, sobald die Energic diskrete Werte hat. Das
ist aber in unserem Problem nicht der Fall; wir kénnen uns daher in diesem
fir das Folgende unwichtigen Punkte mit dieser Formulierung begniigen.

Wesentlich neu aufzustellen sind die VR. der r;. Sie miissen jedenfalls
der Forderung der Lorentz-Invarianz geniigen. Fir das in Abschnitt 1
eingefithrte Schwerpunktssystem mit U, = U, = U, = 0 reduziert sich
diese auf Invarianz gegen reelle Drehungen. Wir wollen nun dem anti-
symmetrischen Tensor zwei Vektoren

(rag> 731, 719) = T, ("1 T4 Tag) = 18 (65)
zuordnen und verlangen, daf} zwischen ihnen im Schwerpunkissystem die
Heisenbergschen Vertauschungsrelationen gelten sollen:

h
foge — gufi = 7551;, l

fefe — fefi = 90k — 9 9: = 0, (66)
i k=128

Die Dimension von f und g ist dabei willkiirlich gleich der von ‘/ﬁ gesetzt
worden. Diese Freiheit haben wir, weil fiir den Anschlul an die dimen-
sionierte Grofle s;, in (89) noch der Parameter p zur Verfagung steht. Man
kénnte auch % durch die Finheit ersetzen, doch sehen wir davon ab, weil
zur Verifikation der klassischen Gleichungen noch ein Grenzitbergang
nach % = 0 zu vollzichen ist. '

Bewegt sich ein System gleichformig mit der Geschwindigkeit B

gegen das Schwerpunktssystem, so findet man durch eine Lorentz-
transformation fiir die auf dieses System bezogenen f, q:
h vy + V3
f} G — % fl = 7 (1 -+ 2 *02"'_"V2'>
usw,,
h 2V, V,
Lige — g h = T sy = 10, — 9,1, (67)
usw,,
h 2¢V,
fols — 1 h=— I 62‘_"{72 = 59— 9%
Usw,

Die dureh ,,usw. angedeuteten Formeln sind durch zyklische Vertauschung
der Indizes 1, 2, 3 zu finden. Wir konnen nun anch unter — B die auf das
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beliebig (gleichformig) bewegte System bezogene Schwerpunktsgeschwindig-
kest verstehen und alle GroBlen rechterhand durch U, ... U, ausdriicken.
Die VR. enthalten dann nur noch auf dieses beliebig bewegte System be-
zigliche Grofen und sind damit invariant. Sie lassen sich in Tensorform
zusammenfassen unter:

7;1'7'90 - /rgo rﬁr = h {6.‘1? 61/(1 + 2 6;49 Uv U(I -+ 25”: U,u []g
- aya 61’9 —2 (Sy(l U1' U{) —2 670 Uy, Uﬂ}’ (68)

wo 7': , wieder den zu r,, dualen Tensor bedeutet. Man erhilt nimlich, wenn
alle vier Indizes yvpo verschieden sind, rechts und links Null; dasselbe
tritt ein, wenn ;= » oder g = ¢ ist. Stimmen zwei Indizes sonst tiberein,
so ergeben sich die zweiten und dritten Formeln (67) (nit — B statt B),
und wenn auch die beiden andern tibereinstimmen, die ersten drei. Mit
den x;, und p,, bzw. Uy sollen die r,, als unabhéngige Variable dritter Art
unbeschrénkt vertauschbar sein. Dagegen sind sie mit den u, nicht ver-
tauschbar, weil diese die r,, enthalten. Die Regeln (21) und (22) bletben
bet diesen V R. bestehen.

v

6. Iiie Hamiltonsche Funktion und Vertauschungsrelattonen der In-
vartanten. Um mit den so gewonnenen VR. in der am Schlusse von Ab-
schnitt 4 ausgefilhrten Weise die Bewegungsgleichungen der r,;, zu ver-
vollsténdigen, miissen wir zunéchst in H die Geschwindigkeiten durch die
Impulse ausdriicken. Die Durchfihrung dieser und der folgenden Rech-
nungen wirde sehr umstindlich werden, wollte man den Wert von 9,
in (50) ganz beliebig lassen. Wir wollen uns daher beschriinken, den Fall

By =0 (69)

durchzurechnen. Es scheint uns iibrigens, daff man in der Wahl dieser Kon-
stanten wirklich vollkommene Freiheit hat, d.h. dall die physikalischen
Ergebnisse von ihrem Werte unabhingig sind; denn es handelte sich bei der
Einfithrung von & durch (38) nur um die Erfillung der Gleichung (2) als
Differentialgleichung ohne Riicksicht auf Anfangsbedingungen. Diese
sind in unserem kriftefreien Falle durch die Konstanz der U, erfullt, und
bei Einfithrung #ulerer Krifte kann man die U, variieren und thre Anfangs-
werte als Integrationskonstanten einfithren.

Die Lagrange-Funktion (50) wird nun einfach

¢ y— Az

L = — = ol
2y B

; (70)
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mit der Bedeutung (42) und (48) der Invarianten. Nach (85) berechnet
man daraus
Aug 415070y Uy

U, — — % Tie Ty
VAz 1+ B

(T

Die Umkehrung [man braucht nur it dem Ansatze w, = a U, br, 7 U,

in (71} einzugehen und nach den Regeln (21), (22) zu reduzieren] liefert

4 L‘Yi + ri,u Tuv Ur

U; = ——— (72)
yA4? - B?
Setzen wir entsprechend (43)
Ut‘z = Xa
TioTic UU U’t = Y, , (73)
so gilt
X=2z Y=uy. (74)
Daher gilt schlieBlich aunch, mit Hinblick auf (68),
. .
H="C y-4x, (75)
V4® + B

Die Hamiltonsche Funktion lautet also in den Impulsen bzw. in den U,
genau wie die Lagrangesche Funktion in den Geschwindigkeiten: das
gilt nicht, wie (63). fir jedes quadratische L.

In diesem Ausdrucke sollen nun die Veriinderlichen den VR. (64)
und (68) unterworfen werden. Dazu ist zundchst fir Symmetrisierung
zu sorgen. Die in den r,, bilinearen Invarianten Y. 4 und B sind bereits
durch die Tensorschreibweise symmetrisch, weil neben jeder Index-
kombination anch die inverse vorkommt. [Auf die Stellung der U, kommt
es nicht an. In (72) z. B. ist aber & (r,, r,, + 1., 7;,) U, statt r, r, U, zu
lesen.] Wir untersuchen die Vertauschbarkeit dieser GréBen untereinander
und beginnen dazu mit den VR. der r,, und der Invarianten. Fir ihre
Definition vgl. (42) und (73). Man findet fiir 4 und Y leicht, fiur B unter

irelial 1 143 * kK " —— ¥ K ko
Beriicksichtigung der Identitét (rg v, —~ r,,75,) Too= (g olur— Ty, o) oo

reed —Ard, = hir, —2(0,r,,U,— U,r,, U}, ]

e B—Bri, = ihirg, — 20U, Us— Ui, U, } (76)

Y — Yok, = —24@QX + 1) (Uyr,, U, — Uyra, Uy
Die hierzu dualen Formeln findet man nnter den Hrginzungen des Ab-
schnittes 12. X = U/} hat der Bedeutung von U, als Vierergeschwindigkeit
entsprechend den Wert — 1. In den folgenden Formeln ist dieser Wert
immer gleich eingesetzt, da nicht mehr nach U, differentiiert wird.

Zeitschrift fiir Physik, Bd. 110 43
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Hiernach konnen wir die VR. der Invarianten untereinander bilden.
Zunichst ist

B 17 - Y B - _/l {7':,‘ (ryr IY - -Y T‘u I’) + (rl’fl Iy - YT:v) Tpt‘l(

4
= —2{hY. ()
Die Ubricen nehmen eine sehr symmetrische Form an, wenn man noch
(=Y—-4X=Y+ 4 (79
einfithrt. Sie lauten dann
AB— B4 = —-24ih(, l
BC—-CB = 2ihd, (79)
Cd—A4AC = ZHZB.]

Diese Relationen werden uns in ihrem Zusammenhange mit denen der
Diracschen Matrizen noch beschéaftigen. Aus den beiden letzten ist, ganz
dhnlich wie bei Drehimpulskomponenten, zu schliefen, daf

(" und 42 + I3% vertauschbar (80)
sind. Die GroBe C, Formel (78), ist der Zahler von H, Formel (75), imnmer
unter der Voraussetzung, dall U — X = — 1 gesetzt werden kann, also H

nicht gerade als Funktion der U, betrachtet werden soll. Aus (80) folgt
nicht unbedingt, daB ¢ auch mit (42 + I2)"2 und (42 - 152~ 2 vertausch-
bar wire (es kiime z. B. auch Anttkommutativitit in Frage); wir kommen
aber nicht auf Widerspriiche; wenn wir diese Annahme machen und ohne

weitere Symmetrisierung

mc? C

ne__ S 81,
2 142 4+ B2

setzen.

Der physikalischen Bedeutung nach ist unser H nicht, wie in der
Theorie ohne Strahlungskraft, die Ruhenergie. (Man ergiinzt dort gewohnlich
mc2/2, so daB H = 0 wird. Die Konstanz von H bedeutet jedenfalls die
Konstanz der Rubenergie.) Wir hatten urspriinglich mit der Konstanz
der Ruhenergie das Vorhandensein einer Hamiltonschen Funktion wahr-
scheinlich gemacht. Durch das Auftreten zweier Geschwindigkeiten ist

2
. me
der Sachverhalt etwas anders geworden: weder ist H = Tu?, noch

2
me? . . :
o /2, sondern, nach dem Eulerschen Satze fiir quadratische Funktionen,

angewandt auf L, wegen H = L:
1 0L mé

—_ .- — . 7. N
H = 9 utaui - ) usz (82/
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2
. . . me?
das ist z. B. im Schwerpunktssystem, U,;... U3=0, U,=1, H= 5 as
-l

die halbe, negative Gesamtenergie. Ubrigens wirde H in den beiden anderen
Formen, wegen U? = u? = — 1, garkein Kigenwertproblem definieren
und die Bildung der zeitlichen Ableitung nach (60) sinnlos sein.

7. Die Bewegungsgleichungen der 1y, Fortsetzung. Nach diesen Vor-
bereitungen konnen wir die Berechnung der 7, zu Ende fihren. Nach dem
in Abschnitt 4 Gesagten sollten sie gegeben sein durch

drig 0

dv &

Man benétigt zur Berechnung dieses Ausdruckes noch die VR. von r,, und

(H 1y, — vy H). (83)

(A2 + %)~ Y2, was eigentlich eine besondere Definition erforderte, etwa

die Extrapolation der VR. von r_  mit einer ganzen, positiven Potenz von

«r
A? 4 BE? auf die Potenz — 1/, “Aber wir brauchen hier nur die klassische
Ndiherung zu berechnen, weil es sich ja um eine Koeftizientenbestimmung
in der klassischen Gleichung (51) handeln soll, und kénnen einfach so
schliefen: Im Schwerpunktssystem haben die VR. die Heisenbergsche
Form, daher gilt dort
] l
— A¢ >’
ot (84)

_ 0H l

f - a’é—
Hier ist eigentlich quantenmechanische Differentiation gemeint. Aber in
klassischer Niherung geht diese in gewohnliche Differentiation iiber, und
wir haben
me? iy

g = 5 (4P BY)~ ao/af—g(AuB?H/x 0(4°+B%)0F) (85

usw. Kehren wir nun bei der Bildung der Ableitungen zur Form der VIR,

zuriick:
C ) .
00 _ L0y —g0) = L1Cq),
of h h
ac i i 86)
T Z(Cf —f0) = ﬁ[cfl

so kénnen wir leichtr ,, fur ein beliebiges Bexugssystem angeben:

. 1 me? NI
b = o o (A% + BY='2[Cryy]

R BT N | )
43*
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wobel wir nach Ausfithrung der Klammeroperationen auf die Faktorenfolge
nicht mehr zu achten brauchen. Mit den Formeln (76) bzw. ihren Kr-
ginzungen ergibt sich leicht
2
b = 3’325 (—i(42+ BY 'l

+ BCO(A* + BY)= e (i — 2(Uimo Ug — Uy, U,)

— 1AC (42 + Byl (rly — 2(Usrt, Ug — Uy, 7s Uy))- (88)
Dies 1st die gesuchie Bewegungsgleichung in kanonischen Variablen.

Um den Vergleich mit (51} vorzunehmen, mufl man noch die U, durch

die u, ansdriicken. Beim Einsetzen von (71) behilt man nach der Reduktion

* L
w, and v/, %, 7,7, 4, diesich aber nach

noch Ghieder mit ». w7 o

to o ‘k,u T,u »
Formel (152) der ,Ergdnzungen” weiter vereinfachen lassen. Nach einer

lingeren Rechnung wird

Lyi Tho U(T - Uk Tio U(r - (’U/, Teg Uy — Uy Tirru(f)
LA B A, —iBOr,
LS 1 e
Uit Uy — Vst Uy — — (1 180tte — 11, )
LiBOn - (£ B 4O
4B

Durch Eintragen dieser beiden Terme in (88) wird schlieBlich

2
Fip = o (A7 BY) = (= BCry 4 i (0P — A° — B 4 CY) 1,
+ 2 B C (ui Tho Ug — Ui Vi '1,6,,) —2 7'A C (ui ngu Uy — Uy T?ﬂ ’LL,,) } . (90>
Diese Formel bestimmt die Koeffizienten o . .. § in (51). Es geniigt, fest-
zustellen, daf}
me?
V=t
—ime? o)
0 = (4% + B2)3/£ AC;}
1st. Dies ergibt in (57)
p=0, (92)

und dainit ist auch (58) erfullt. Unsere Hamiltonsche Funktion ist danach
mit allen klassischen Bewegungsgleichungen im Einklang.

Allerdings erhdlt man an Stelle der letzten, Gleichung (8), zufolge
von (89) mit p = 0 lediglich ihre triviale Losung: s, = 0. Aber gerade das
1st sehr befriedigend; denn aus (2) folgt nun

du;

o =0 93)
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und damit beschleunigungsfreie Bewegung, wie man es in der Abwesenheit
duBerer Krifte erwarten mull. Die schwer zu deutenden, iibrigens bel
konstantem ¢ unendlich werdenden, nichttrivialen Losungen, die (8) in
diesem Falle auferdem noch hat, werden hiermit in der klassischen Niherung
erwiinschterweise von selber ausgeschlossen, und zwar ohne daff den 1,
irgendwelche trivialen oder iberhaupt partikuldren Werte auferlegt werden.
Die Variablen dritter Art behalten vielmehr ihre selbstandigen, nur von den
universellen Konstanten abhiangigen Bewegungsgleichungen, in klassischer
Néherung eben die Gleichungen (88). Dieser Sachverhalt erscheint uns,
wie schon am Schlusse der Linleitung angedeutet wurde, besonders wichtig
im Hinblick auf den Spin, dessen Auftreten wir nun erértern wollen. Das
Zustandekommen der richtigen Spinmechanik moge die vorliufig etwas
kithne Hoffnung rechtfertigen, dafl die r,; die richtigen Variablen sind,
um bel nichtverschwindenden F;; auch die Gleichung (8) selbst zu ge-

winnen.

8. Zusammenhang mit den Diracschen Variablen. Die Diracsche
Gleichung schreibt sich bekanntlich fir freie Elektronen

ap -+ oypy+ pgme =0 (94)
oder mit (19), wenn man (U,, Uy, Ug) = U setzt
all + o, Uy + 03 =0. (95)
Dabei st o die auf ¢ ‘bezogene, gewdhnliche Geschwindigkeit:

a = — (96)
und
oy = 1. (97)

Die VR. der o untereinander und mit g5 werden gewdhnlich

o o+ ooy = 20,5, '
%03+ 030 = 0, of =1, J (98)
i, hk=1273

geschrieben. Man kann aber auch die «, wie schon Dirac es urspriinglich
getan hat1), in der Form
a=0,0 (99)

1) P. A.M. Dirac, Die Prinzipien der Quantenmechanik, § 74; Leipzig
1930.
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einfithren. Die gy, 0y, 03 und g;, g5 ZuSAMMen mit einem sechsten Operator g,
bilden dann eine Darstellung vierten Grades der Lorentz-Transformation.
Die VR. fiir eine beliebige Darstellung lauten?)

0,0y — 0307 = 2103, USW. (100)
0102 — 0301 = 2103, USW. (101)

Jedes ¢ ist mit jedem p vertauschbar. Man findet die hieraus folgenden
Matrizen allgemein ansgerechnet bel van der Waerden. Unter ihnen sind
die vierzeiligen dadurch ausgezeichnet, daB die o unter sich und die g unter
sich antikommutativ und die Quadrate aller sechs GroBen gleich der
Einheitsmatrix sind. Dies fithrt dazu, dafl sie in der Verbindung (99) die
Diracschen VR. erfillen, und zwar kann man zeigen?), daf} sie bis auf
Ahnlichkeitstransformationen (¢’ == S~ ¢S, mit unitdrem S) und triviale
Erweiterungen die einzigen dieser Eigenschaft sind. Es lassen sich aus
ihnen zwei Invarianten, zwei Vierervektoren und ein antisymmetrischer
Tensor zweiter Stufe bilden, nimlich®) die Invarianten g, und g4 (d. h.
y* p, v ist invariant; Entsprechendes gilt fur das Ubrige), die Vektoren
Oys %oy 0, 4+ 1 und 0y, 0y, 03, 10, und der antisymmetrische Tensor a; 03 o).
mit 1,k =1,2,8.

Wir wollen nun in zunichst mehr orientierender Weise die Verhiltnisse
im Schwerpunktssystem betrachten und zeigen, daB ein Teil unserer Variablen
dritter Art bzw. der daraus zusammengesetzten GroBen ohne weiteres
den Diracschen Variablen zugeordnet werden kann, und dafi dabei
physikalische GroBen gleicher Bedeutung einander zugeordnet werden.
Um auf geliufige Beziehungen zu kommen, gehen wir nach (65) zu Raum-
vektoren iiber. Es ist dann allgemein

—1(f g2
B =} (af + o).
Im Schwerpunktssystem wird ferner [vgl. (78)]
Y — ¢, (103)
daher [nach (78)]
C—Y4d=1F+g (104

1y B.L.van der Waerden, Die gruppentheoretische Methode in der
Quantenmechanik, § 20, Berlin 1932. Man setze dort 4, + 4, = oy, A,— A,
= igy 24, = 0oy und B, + B, = ¢, usw. — 2} W. Pauli, Handb. d. Phys.,
2. Aufl., Bd. XXIV/1, Kap. 2/B, Ziff. 2. Berlin 1933. — ®) J.v. Neumann,
78. f. Phys. 48, 868, 1928. Vgl auch die Arbeit des Verfassers ebenda 96.
520, 1935.
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und, wenn wir kurz (u,, #,, u5) = U setzen, nach (72):

142 2
R | 2P+ (105)
V4 + B V4% + B
Wir betrachten nun die Groéfen
s = [gf]
) (106)

s, = 5 (P + ).

Die f,g verhalten sich im Schwerpunktssystem gemaf (66) wie Impuls-
und Ortsvektor, also s wie ein Drehimpuls; es gilt also

$1 89— Sg 8y = 1hsg, usw., (107)
und ebenso, wie der Drehimpuls mit drehinvarianten Grdéfen vertauschbar
ist, ist 5 vertauschbar mit 4, B, ¢ und s,. Wir wollen auch — nicht ganz
ohne Willkiir, wie bei (81) — Vertauschbarkeit mit ]/AZ + B?% annehmen.
Die Gleichungen (107) entsprechen, da es sich um Vektorkomponenten
handelt, den Gleichungen (100), und zwar gehen sie in diese iiber, wenn man

§ = =0 (108)

getzt. Nun bilden, wie bemerkt, ¢ und ig, einen Vierervektor; das gleiche

tun s und s,, da sie im Schwerpunktssystem aus — Vﬁimui hervor-

gehen; und da f2 + ¢® mit [gf] ebenso kommutiert, wie o, mit o, kann

man s. s, vollstindig durch Diraesche Operatoren darstellen in der Form
h h

S = EO’, §, = 51@1 (109)

Aus dieser Gleichsetzung folgt die Ubereinstimmung unserer Theorie mit
der Diracschen in einer wichtigen Gleichung. Fs ergibt sich n#mlich,
indem die mit allen #brigen — auch mit s;, wegen s, = ¢ (' — vertausch-
baren VAZ -+ B2 sich heben,

v 1 ) G
L_wm__ 9, (110)
U, 4 1
In Diracs Theorie war laut (96) und (99)
D
~ =a=yg09 (111)

und das ist genau dasselbe, denn g, hat, wie alle Diracschen Matrizen,
das Quadrat 1, folglich ist g; = o !, und die reziproke Schreibweise ist
offenbar die sinnvolle. Wihrend in (109) nur zwer Darstellangen auf-
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einander bezogen wurden, wobei ihre Elemente noch ganz verschiedene
Bedeutung haben konnten, hat man es hier wirklich mit der gleichen
physikalischen Grifie zu tun.

Diese Zuordnung ist trotzdem nur orientierend insofern, als sie sich bei
den s nur auf die allgemeinen, den VR. (100) entsprechenden Relationen (107)
stitzt, wihrend die ¢ den schérferen VR. Diracs unterliegen. Wir werden
die Verhéltnisse sogleich genauer untersuchen und finden, daB in der Tat
die halbzahlige Quantelung allgemein und ihre den schiarferen Relationen
geniigende, niedrigste Stufe im besonderen durch einfache Nebenbedingungen
ausgezeichnet sind. Wenn einer dieser Fille vorliegt, hat wie bei den ge-
wohnlichen Drehimpulsen nur das Produkt [qf] quantentheoretische Be-
deutung, withrend es fiir seine Faktoren keine Darstellung gibt.

9. Darstellungen fir A, B und C durch endliche Matrizen. Unsere
Theorie enthélt noch die Invarianten 4 und B. Es liegt nahe, zu erwarten,
daB sie sich durch die Diracschen Invarianten g, und o, darstellen lassen;
denn g4, 0y, 03 bilden ja zufolge (101) einen sehr &hnlichen Zykel wie

. e h
4, B, C i (79), und (' ist im Schwerpunktssystem gleich 3 o Ein solcher

Zusammenhang besteht auch; er ist aber nicht so einfach, wie es den Anschein
hat, und wir wollen zuniichst die VR. (79) systematisch und ohne Hinblick
darauf untersuchen. Man findet leicht, dafl

D? = (O% — (42 +- B®) (112)
mit 4, I und ¢ vertauschbar ist. Zwischen 4, B, C und s2 besteht nun eine
Identititsbezichung. Bel kommutativen Variablen wire
C*— (L2 BY) =L (P+ ¢~ (P — ¢ — (of)2=[afP =% (113)

2
was darauf hinausliuft, daf im Schwerpunktssystem H — %iu‘l ist.
Wegen der Nichtkommutativitit bleiben bei der Differenzbildung noch
Glieder mit A2 stehen, und zwar ergibt sich
D2= (% (42 BY) = 52 — 3 2, (114)

Die Eigenwerte von s sind bekanntlich durch (107) vollstandig bestimmt,
wenn man noch hinzunimmé, daB s reell ist. Diese Voraussetzung wollen
wir machen; danach ist

s = S (S+ 1) A2, (115)
wobel § ganzzahlig oder halbzahlig sein kann. Der kleinste Wert ist § = 1;

also st jedenfalls
Drz=0. (116)
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Wihlt man €' diagonal, so ergibt sich aus (79) nach der gewéhnlichen Schluf-
weise durch Einfithrung von A4 + B und 4 — i3, dafl die Ligenwerte
von C die Abstinde 2 % haben. Der mangelnden Definitheit in (112) halber
braucht es aber bei gegebenern 1) keinen grofiten und kleinsten zu geben. Be-
trachten wir dennoch, um zu einer Ubersicht zu kommen, einmal die Dar-
stellungen von 4, B und O durch endliche Matrizen. Man schlieBt dann wie
iiblich aus der Betrachtung von (444 DI)(d — i) baw. (4 —ibL){d — i)

in C-Darstellung, dafl, wenn man
D2—=1(+ 2)h? (117)
setzt, der niedrigste EKigenwert von C unter (I + 2)% und — I 7, der

hochste unter I und — (I 4 2) & zu suchen ist. Fir I folgt aus (114),
(115) und (117) die Gleichung

II+2)=E—-HES+H (118)

mit den Wurzeln ] = S — % und I = — S — }. Also sind
— 119
c={ s b ()

der hochste und niedrigste Bigenwert. Kin Abstand gleich einem ganzen
Vielfachen von 2% ergibt sich hieraus nur, wenn S halbeahlig ist. Wir
haben also die Eigenwerte

3 c2n s | cin ‘ s ‘ cien
i
i D

Yo |0 t,
usw.

Bei endlichen C-Matrizen sind also nur halbzahlige S zugelassen. 4/21,
B/24, C/2 und sy, $,, 3 konnen nach den Formeln (20, 18) bei van der
Waerden (mit J =28,J" =S —1, s, =7h/2 -0, =02 (A, .1,) usw,,
A/21=Nh/2- (B, + B,) usw.) als hermitesche Matrizen dargestellt werden.
Nachdem das fiir s vorausgesetzt wurde, werden also A4 und B schief-
hermitesch oder retnimagindr. Die Hamiltonsche Funktion (81) wird
damit auch reinimaginidr. Man hat das wohl so aufzufassen, dal
Partikel mit S = 2, 2, % usw. instabil sind mit Lebensdauern der Grofen-

FREELEE
ordnung 7i/mc* =~ 3187 g ~ 10~20sec.  Lline Ausnahme bildet der Fall

S=1%1  C?= A%+ B? (121)

vgl. (114). Hierzu gehdrt nach der Aufstellung (120) ¢ = 0; die Hamilton-
sche Funktion erscheint hier unter der Form 0/0. Die Bedingung (121)
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ist aber nach einer Operatortransformation auch nosh mit eadlichem ¢
zu erfilllen und wird uns gerade das Diracsche Elektron liefern. Mit den
hypothetischen, kurzlebigen Gebilden wollen wir uns in dieser Arbeit nicht
weiter befassen.

Auflerdem kann es immer ganzzahlige S mil unendlichen C-Matrizen
geben. Fiur die aus den f, g, die den VR. (66) geniigen, zusammengesetzten
GréBen sind ja alle abrigen VR.. sowie die Bedingungsgleichung (114)
soviel wie Identititen, insofern als sie auf Grund von (66) aufgestellt wurden.
DaB die als Vektorprodukte konjugierter f, g, die den Heisenbergschen
Vertauschungsrelationen geniigen, darstellbaren s immer ganzzahlige Viel-
fache von 4 zu Eigenwerten haben, ist ein wohlbekannter Satz der Quanten-
mechanik?).  Far die mit dieser Arbeit verfolgten elektrodynamischen
Ziele wird man wohl die §,q selber brauchen und demgemil ganzzahlige
Werte von S zulassen missen, doch 16t sich daritber beim gegenwirtigen
Stande der Betrachtung nichts Genaueres sagen. Die Ewristenz weiterer
Zusténde, sei es mit ganzen, sei es mit halbganzen S ist jedenfalls aus
den am Schlusse von Abschnitt 6 erwihnten Griinden fir die Theorie
notwendig, weil sie erst das Eigenwertspektrum von H bestimmen.

10. Deliebiges, gleichformig bewegtes System. Um zu einer Einsicht
in die mathematisch etwas verwickelteren Verhiltnisse des Falles (121)
zu gelangen, miissen wir den Ubergang zu einem gegen das Schwerpunkts-
system bewegten Systeme genauer erdrtern. Fir die Hamiltonsche
Funktion galt nach (81) und (32)

2H C

met iﬁ (122)

I Schwerpunktssystem geniigten die ‘/Az =4 L2 1, den besonders einfachen
VR. des Drehimpulses. Wir wollen daher auch hier

U, =

— ]//22 4 B2u; = s, (128)
einfithren und an Stelle von (122) die Gleichung
;Ui +C=0 (124)

betrachten. Die s; gehen aus den im Schwerpunktssystem benutzten durch
eine Lorentz-Transformation hervor. In Gleichung (20) wurden sie bzw.
die v; ja auf diese Weise erzengt. Wir konnen aber auch die VR. der $;
aus (68) berechnen und mit ihrer Hilfe die s; bestimmen. Der grolleren

Y M.Born u. P. Jordan, Elementare Quantenmechanik, § 32. Berlin 1930,
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Deutlichkeit halber und weil die allgemeinen VR. der s; an und fiir sich
Interesse haben, sel auch dieser Weg angedeutet: man findet

8189 — Sp81 = K (s3 Uy — 8, Uy), l

(125)
§183— $481 = N (s3 Uz — 83 Uy) J
usw.
Die GroBle
n=sU+s U, (126)

ist mit allen s, vertauschbar. Mit ihrer Hilfe kann man s, aus der ersten
Hilfte der VR. vertreiben; danach gelingt es durch eine Lineartransformation
der ¢ unschwer, die Gleichungen auf die Form (100) zu bringen und damit
s auf o zuriickzufiihren. Es ergibt sich so

h U (Uo)
“ 3Ty

)
. h T
34:15(116)—7,77V1+u,

(1 — 1ﬁ@)} — 4,
(127)

und das bedeutet in der Tat eine Lorentz-Transformation mit der Ge-

schwindigkeit ¢l/ ]/1 -+ U2, wenn man

N = g io, (128)

setzt.

Wie man sieht, kann die GroBe »; anf zweierlei Weise aufgefalt werden:
nach (128) ist sie die vierte Komponente eines Vierervektors, nach (126)
eine Invariante und gemal (124) gleich — C zu setzen. Diese Kigenschaft
hat die vierte Komponente einer Lorentz-Transformation a:; = D>y,

J
vmmer, weil die ie,; gerade die Komponenten der als Vierervektor U,
aufgefaliten Transformationsgeschwindigkeit, bexogen auf das System
mit z;, bildenl); es ist also iz, = >} U;2;, wie eben in (128) und (126)
j

zum Ausdruck kommt. Die Vierte-Kmnponente eines Vierervektors in
einem bestimmten System driiekt sich also durch seine Komponenten in
bezug auf andere Systeme und die Relativgeschwindigkeit des hervor-
gehobenen gegen diese nicht nur stets in gleicher Weise aus, sondern noch
in der Form einer Invarianten. Dieser fur gewoOhnlich nicht besonders
bemerkenswerte Sachverhalt spielt nachher eine Rolle, wenn wir Dar-

1) Man betrachte ein vollstindiges Schema der Lorentz—Transformutiop,
etwa bel E. Madelung, Die mathematischen Hilfsmittel des Physikers. Berlin
1936.
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stellungen der betreftenden GroBe aufsuchen; wir erhalten dann mehrere
Darstellungen mit verschiedenem Transformationscharakter.

Wir wenden uns nun wieder Gleichung (124) zu. Sie soll natirlich
als Invariante aufgefaBt werden, d.h. als eine in jedemn System giltige
Beziehung zwischen den dynamischen Variablen mit ihren Vertauschungs-
relationen. Es kommt uns darauf an, zu zeigen, dall sie die Diraecsche
Gleichung ist, und wir haben dazu bereits die s, durch die ¢, ausgedriickt.
Wiirden wir die s; aber in der Form (127) substituieren, so kiimen wir nur

b, ) ’
auf das Schwerpunktssystem (€ = — = — o 1 6,) zuriick, gemifl (128).
Fine invariante Darstellung im eigentlichen Sinne erhalten wir aber, wenn
es gelingt, die Transformation (127) in die Form
h
$; = o Yoy (129)
2
zu setzen (die Bedeutung von y s. w. u.) und durch die gleiche Trans-
formation € in sich selbst iiberzufithren:
C=9yCy. (130)
Die vorgelegte Gleichung veriindert dadurch zunichst nicht ihren Sinn.
Wir fithren aber jetzt die Impulse nach (19) ein und wenden die Gleichung
auf eine -Funktion (y,) an:
ho_ .
TV 0iPiy Yot meyCyp, = 0. (131)
Danach konnen wir, statt wie bisher die auf das beliebig bewegte System
beziiglichen s; durch die auf das Schwerpunktssystem bezuglichen aus-
zudriicken, umgekehrt die Funktion s, des Schwerpunktssystems durch
die des beliebig bewegten (1) ersetzen vermoge

Y Yo =¥ (132)
LR .
Die Gleichung lautet dann, wenn wir noch von links mit <~2— y> multi-

plizieren:
2me
aipiW“l"‘h—'CW:O' (138)

In dieser Form laBt sie sich nun in jedem System reproduzieren, denn die o,
und € sind reine Zahlenmatrizen und enthalten, obwohl sie im Schwer-
punktssystem aufgestellt wurden, keine darauf beziiglichen Paranm.,ter. —
Die Bezugnahme auf die y-Funktion geschah hier nur, um den Sinn der
Sache besser hervortreten zu lassen, und wir konnten auch das yJ-SymbOl
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in (188) wieder streichen. Dann kann p irgendeine Matrix sein. Ein-
schrinkend kann man verlangen, dafl eine zu (188) konjugierte Gleichung
fir eine Funktion 4* besteht. Dann ist ¥ die p adjungierte Matrix.

Im allgemeinen und besonders wenn man derartige Zusatzforderungen
erhebt, bedarf die Existenz solcher Matrizen eines besonderen Beweises.
Wir wollen uns in dieser Arbeit, wie gesagt, auf den Fall S = { beschriinken
und haben dann wohlbekannte Verhéltnisse. Die o-Matrizen sind in diesem
Falle die , Paulischen*:

T At T A

Sie bilden mit
/10
o, =1 (0 1> (185)

eine bei eigentlichen Lorentz-Transformationen invariante Wellengleichung.
Um auch Spiegelungen des Koordinatensystems zu umfassenl), miissen

sle auf
o0 . 01
o=(7)) oi=ien ea=(;,) - 30

erweitert werden, wo die Teilmatrizen ¢ und 1 die zweizeiligen Paulischen
Matrizen bzw. die Einheitsmatrix bedeuten. Dies sind die Diraeschen
o-Matrizen; sie transformieren sich mit dem von Dirac angegebenen y,
das in diesem Falle hermitesch ist. Setzen wir sie in (188) ein, so kénnen
wir nach dem bisher Entwickelten nur ' = 0 setzen; wir haben dann eine
Diracsche Gleichung fir eine Partikel mit verschwindender Ruhmasse.
Es 1aBt sich aber zeigen, dall es zu S = } auch ein ¢ == 0 gibt. Dies diirfte
die sinnvolle Hebung der auftretenden Unbestimmtheit H = 0/0 sein.

11. Diracsche Gleichung mit endlicher Ruhmasse. Der Zustand S = }
war nach der allgemeinen Bedingungsgleichung (114) gekennzeichnet
durch C? = 4% + B2 Die 4, B, C unterliegen den VR. (79). Beim Anblick
der Bedingungsgleichung ist es naheliegend, eine Hilfsvariable ¢ einzufithren,
derart, dal

4 = Ccos ¢,
18
B = Csing (137)
wird. Schreiben wir nun fiur ¢ und ¢ die VR.
Ceér =ev(C+2h), Ceiv=¢ 0 (C—2h) (188)

1) W. Pauli, a.a.0.; B.L. vander Waerden, a.a.O.
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vyor, so sind gerade die simtlichen VR. (79) erfallt. Wir haben namlich

2h .
Ceosp —cospC = —Tsm @,
(189;

2%

Csin ¢ — sin @ C = " o3 1,

also z. B.
2k . . L. 2 )

AB—BA = C<Ccos<p +7i— 51n¢>51n¢—0<651n¢—7—cos @ )cos g

= — 2R, (140)
und sehr dhnlich erfiillen sich die tibrigen Gleichungen (79) sowie auch die
Bedingung 2 = 42 4+ B2 selbst. Man kann auch zur Matrizenschreibweise
ithergehen, denn ¢ wirkt wie — 2 Rji - 8/0C; daher ist ¢'? auf eine Funktion
von C angewandt,

¢y (C) = y (€ — 27, (141)

und die 4, I3 transformieren die g (C), y (C - 2 &), . . . hinear untereinander.
Die Matrix far C ist diagonal und hat die unendlich vielen Elemente
O — 4R, C— 2R, O, T4 2R, .
werte des Operators (' sind also nur bis auf eine additive Konstante fest-

..., wo (' eine c-Zahl ist. Die Eigen-

gelegt.

Wir kommen nun auf unsere Frage von Abschnitt 9 zuriick, ob sich
nicht die Invarianten 4 und I3 durch die Diracschen Invarianten g,
und g4 darstellen lassen. Wiire €' = figy zu setzen, so wiren die VR. (79)
erfitllt dureh A = i g, B = i g3 Aber dies ergibe C2 — (42 4 DB?)
— 8 A2 und entspriche S = 2, nicht S = §; aullerdem ist im Schwer-
punktssystem (' = s,/i = } /i gy, nicht % o Man kann also nicht die A
und B direkt g, und g, proportional setzen; dagegen ist es auf einfache
Weise moglich, sie als Funktionen davon aufzufassen, und zwar durch Ver-
mittlung der Hilfsvariablen ¢ in ,,Parameterdarstellung™ ohne Einfihrung
von Irrationalititen. Den Wey dazu weist die Bemerkung, daB

2

0, = 7;0’ ]
200 cos 8 (142)

Py = —ﬁ‘ €03 -2“- N
21 . @

0 = 3 C sin o

die VR. (101) ertilllen, wenn man (138) auffalit als Folge von
X 0 _? —
Co2=d2(C+h), Ce 2=c (C—H) (143)
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Man erkennt daraus bereits den Sinn dieser Zuordnung: Fs gibt zwet Dar-
stellungen fiir €, eine durch y,, das sich wie eine Vierervektorkomponente
transformiert, und eine durch g, und g, die sich wie Invarianten ver-
halten. Dies entspricht genau der Doppelbedeutung, die » (= — C) in
(126) und (128) hat. '

Aber wir haben jetzt eine andere Nebenbedingung. Wihrend zu (79)
verlangt war C2 = A2 + B2, was fur ¢' Null oder eine unendliche Matrix
ergab, wird jetzt nicht, wie entsprechend aus (142) folgen wiirde,
o7 = — (02 + p2) verlangt, sondern gemili (186) soll p? = 1 sein und
folglich €' die Eigenwerte —- /;2 haben. Unter dieser Bedingung erhilt
man aus den VR. (101) nach einer kleinen Rechnung, die wir unter die
»Erginzungen* im SchiuBabschnitt verweisen:

0 = %C:

0q = %717} C cos (% + 6) — sin (g + 6> , (144)

=20 (5 3) (5 +3)

Wir haben also nicht nur verschiedene Darstellungen von C je nach dem
Transformationscharakter, sondern auch verschiedene Figenwerte je nach
den Nebenbedingungen. Durch die ,,Parameterdarstellungen® (187) und
(144) wird eben nur eine funktionale Abhingigkeit der Operatoren gestiftet,
nicht eine Gemeinschaft der Eigenwerte. Die so berechneten gy, pg, 03
haben alle Eigenschaften der betreffenden Diracschen Operatoren; ins-
besondere ist auch g) = 92 = 1, oy 05 = 105 usw.

Hiermit ist also ein einfacher Zusammenhang zwischen den Dirac-
schen ¢ und unseren als konjugiert zu betrachtenden Variablen ¢/ und ¢/2
gefunden. Zur Deutung der CGleichungen (144) erinnern wir an die
folgenden bekannten Verhiltnisse. Wir haben bisher, wenn wir eine Glei-
chung als Operatorengleichung auffaliten, die o, ¢ als Zahlenmatrizen
und die y-Funktion als von den Weltkoordinaten, insbesondere auch von
der Zeit () abhiéngig gedacht. Man kann aber auch, wie Schrodinger
gerade am Beispiel der Diracschen Operatoren besonders klar auseinander-
gesetzt hatl), die -Funktion mit einem Anfangswerte der Zeit festhalten
und den Operator variieren lassen. Seine Abhiingigkeit von der Zeit folgt

1 Il. Schrodinger, Berl. Akad. Ber. (Phys.-math. Kl.) 1930, Nr. 24,
S.418. Vgl. auch H. A. Kramers, Hand- und Jahrb. der chem. Phys., Bd. 1,
§ 43; Leipzig 1938 und andere moderne Darstellungen der Quantenmechantk.
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dann allgemein einer Differentialgleichung der Form (60) mit der Energie
als Hamilton-Funktion. In diesem Sinne hat fiir die kriftefreie Bewegung
des Diracschen Elektrons Fock?l) die ,,Bewegungsgleichungen' der g
und ¢ aufgestellt und integriert. In dem von uns so genannten Schwer-
punkissystem [e = 0 bei Fock; die g;, 04, 05 sind dann die g:, Q:’ g:,
Gleichung (29) a.a. 0.] lauten die Losungen, wenn man noch wie in Ab-
schnitt 2 die auf das Schwerpunktssystem beziigliche Zeit mit T bezeichnet:

01 = 0,008 205 T — 0, sin 24 T,

05 = 0fsin 20, T + o5 cos 2, T, (145)
O3 = QQ
mit
2
w, = mﬁi (146)

Die ¢ sind hier zeitunabhiingige Matrizen mit der Bedeutung von Anfangs-
werten, eben die Zahlenmatrizen Diracs. Diese Gleichungen gehen in
unsere Formeln (144) iber, wenn man

_2(}2 = 9 W, T 4 const. (147)

setzt und die o4, 09, 05 zyklisch permutiert. Eine solche Umstellung kann
durch eine unitire Transformation aufgehoben werden und ist daher un-
wesentlich. Wir werden so dazu gefithrt, ¢/4 o als die Eigenzeit des Schwer-
punktssystems zu betrachten und die g,, 0y, 05 in (144) als die zeitveréin.der-
liche Form dieser Operatoren aufzufassen. In (133) ist, wie gesagt, mit ¢
die zeitabhingige Eigenfunkiion gemeint; dementsprechend driickt sich C

durch die Anfangswerte p® der p aus.

Die Gleichungen (144) sind zunéchst ¢-Zahlrelationen. In Matrixform

miissen sie offenbar lauten?)

0 = %C”’
IR
Sl )l )|

mit @ und § als ¢-Zahlen. Wir haben hier unterschieden zwischen Cj, das
ist C in seiner Bedeutung als Invariante, und C,, das ist (' als Vierervektor-

1) V. Fock, %S. f. Phys. 68, 522, 1931. — 2) Dieser Ubergang bedarf
noch der systematischen Begriindung.
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komponente in der Doppelbedeutung, die § (f2 + ¢?) in (104) und (106) hat.
Thre Matrixdarstellungen sind also, wenn man ctwa 6 = 0 setzt:

h

Ov: _Qfa
2
(148)
co= " o
P g o

Die Matrix p, ist durch die Vertauschungsrelationen bestimmt. In (188)
st ¢ als Invariante gemeint; wir haben demnach in (148) den Ausdruck
mit p,' zu wihlen, das ist die Diracsche Zahlenmatrix g,. Daf hierfiir (130)
gilt, liegt in der Natur von g, als Invarianten. Die Gleichung (133) nimmt
damit die Form

O;Piy —imc gy =0 (149)

an, und daraus entspringt durch Linksmultiplikation mit g,, wegen
010; = o; [vgl. (99): die Formel gilt auch fiir ¢ = 4], g; 0, = 1 04:

(% p; +megg) y =0 (150)
in genauer Ubereinstimmung mit (94). Wir haben damit auch die Diracsche
Gleichung mit endlicher Ruhmasse gewonnen. Die Bedeutung von 5

als zusitzlicher Drehimpuls ergibt sich schlieflich daraus, daff — auch
ohne duBere Krifte, mit Bezug auf ein beliebiges Zentram — nicht [rp],

: h
sondern [rp] + 5 zeitlich konstant ist.

Hiermit diirfte bewiesen sein, daB der ,,Spin‘ ebensogut wie die ,,Bahn-
bewegung*‘ in der klassischen Theorie enthalten ist, ohne daf diese eine
Erginzung durch irgendein Elektronenmodell erfihrt, und daf elektro-
magnetische Wechselwirkungen aufs engste damit verbunden sind. Man
darf sich danach nicht wundern, wenn man auf Widerspriiche stoft bei dem
Versuch, elektromagnetische Wellenfelder an eine Hamiltonsche Funktion
anzuschlieBen, die den Elektronenspin schon enthilt. Die Einfithrung der
Strahlungsreaktion auf der hier versuchten Grundlage scheint freilich
noch ein schwieriges Problem zu sein, nicht nur wegen der mathematischen
Schwierigkeiten in der Ausdehnung dieser Behandlungsweise auf den Fall
nicht verschwindender Felder, sondern vor allem, weil noch gar nicht fest-
steht, welche physikalischen Fragestellungen sich damit beantworten
lassen. Das rein mechanische Problem diirfte ziemlich klar sein: Es handelt
sich um die Auffindung einer GrioBe, die ,,diagonal* bleibt oder wird, wenn
man die Strahlungsreaktion eingeschaltet denkt, und die als Hamiltonsche
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Funktion die Verdnderlichkeit der Energie zu berechnen gestattet. In einer
solchen Darstellung diriten auch die am Ende von Abschnitt 9 erwéhnten
ganzzahligen S eine Rolle spielen.

12. Mathematische Erginzungen. Zu Formeln (21) und (22): Man beweist
diese Formeln unschwer durch direktes Ausrechnen, wenn man s,, und s},
mit Minkowskil) als Matrizen s, s* schreibt und die Bildung z. B. von

SkiSp; = — > Sty Sz; als Matrizenmultiplikation auffaBt. Formel (21)
[
entspricht dann der von Minkowski bemerkten Tatsache, dall s* s Diagonal-

matrix ist und in der Diagonalen lauter gleiche Elemente, namlich %s: .
hat. s}, s.; bedeutet nach der Summationsvorsehrift Spurbildung und
liefert viermal das Diagonalelement. Ganz dhnlich ist ¢* + s*2 Diagonal-
matrix mit invarianter Spur. — Bel Nichtkommutativitit der Matrix-
elemente st s* s 4 s s¥ noch allgemein diagonal; mit den Vertauschungs-
relationen (68) auch s% + s*2.

Zu (76): Die dualen Formeln erhédlt man entweder, indem man 4 und Y
mit Hilfe von (22) geeignet verwandelt, oder mit Hilfe der Identitat

(Uy Yo Uo - Ur'r,u U UU)* = — (U.u T:‘u U(J - Ur T;:u Ua) - U/2. T,: e (151)

Zu (89): Es handelt sich bei dieser Umformung um die Vereinfachung

des Tensors 7w, vy, Ty, U, — Thy W, Ty Ty, %, und der entsprechenden
*

Bildung mit r;,, v, im ersten Faktor. Man mache zunichst die Annahme,
dal} sich diese Tensoren linear durch dieselben vier Tensoren ausdracken
lassen, wie r;, in (51). Verjiingt man dann nacheinander mit allen diesen,

so erhilt man vier Gleichungen far die vier Koeffizienten, und z. B.

e J ¥* . ¥
o UaThuTur Uy — Thothy TiuTuviby = 1 Bar,, +Qdx—y)ri

1 B(wre,w, — up Ty u,) + 2.4 (u vF, we — wp v, w,). (152)

Die andere Gleichung ergibt sich hieraus, wenn man alle r,, durch r;;

: ., usw. nach (22) verwandelt (4 geht in 4, 15 in B und y

in2 4 x — y uber). Die Richtigkeit dieser Formeln und damit der gemachten

/ *
ersetzt und Tew!

Annahme kann man schlieBlich bestatigen — ein kiirzerer Beweis gelang
mir leider nicht — indem man sie in Raumvektoren schreibt. —— Es sind

hiernach, wie man leicht iberlegt, alle mit », und %, zu bildenden, anti-

wr

symmetrischen Tensoren auf die Form (51) zu bringen, mit Ausnahme
. %
des quadratischen r, 7 w, u, und des dazu dualenr,  u, r, u,

AL Uy uk —Tko r

oT

. *
- ?k” U, ri'z u,.

) H. Minkowski, Mathem. Annalen 68, 472, 1910.
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2
Zu (144): Man fasse g, und gz neben g; = " (" als Operatoren auf,

die im Sinne von (141) eine Funktion w () transformieren. Macht man den
allgemeinen Ansatz

z'gf_‘_ Aiff l
Qy = Uyl " T Tye :
o v j (158)
05 = Uge 24 vy0 2,
so erhiilt man aus den VR. (101), die links p,; enthalten, nach (148) leicht
Uy = — LUy, Ty = 10y, (154)

Nun ist z. B. 0, 9 (C) = uy (C) 9 (C — h) + v, (C) 9 (C + k). Soll ¢
nur die Eigenwerte -~ %/2 haben, so miissen g, und g4 die’Eigenfunktionen
w (2/2) und (- A/2) unter sich transformieren. Das ist nur der Fall,
wenn g (-— Aj2) = 0 und vy (+ 2/2) = 0 1st. Da C3=172%4-C ist,
kommen nur lineare u,, vy in Frage. Also ist bis auf Faktoren (2, 1'"):

h ' h
— 4 N T (A e
w=r(ctg), =1 2) (155)
Die dritte VR. verlangt dann A’ 2" = — 142, was durch
LA _’L_ ) (£ g— l_ —id
=7 (AR A= 7 € (156)

erfillt werden kann. Die Phase 0 bleibt unbestimmt. Die Gleichungen (158)
mit (154), (155) und (156) ergeben die Gleichungen (144) des Textes.
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