1 Okreslenie liczb zespolonych

Réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkow rzeczywistych gdy A < 0, bo wzory ogdlne
wymagaja wtedy obliczenia pierwiastka z liczby ujemnej. Wdrod liczb rzeczywistych
taki pierwiastek nie istnieje. Gdy jednak wprowadzimy dodatkows “liczbe” i = /—1,
to mozna rachowa¢ na liczbach postaci a + bi, a,b € R, dodajac do zwyktych regut
arytmetyki réwnosé i2 = —1. Tak postepowano od XVI wieku, nazywajac liczby bi
liczbami urojonymi, bo trudno byto uzasadnié¢ ich byt. Liczby a + bz nazywano liczbami
zespolonymi. Stosowano do nich zwykle prawa algebry. Np. v/—4 = V4:2 = 2i.
Sciste okreslenie liczb zespolonych pochodzi od Hamiltona, ktory okreslit liczby zespo-
lone jako pary liczb rzeczywistych. Przedstawimy te konstrukcje.
Tworzymy iloczyn kartezjanski R x R. Jego elementami sg pary liczb rzeczywistych. W
zbiorze par wprowadzamy dziatania dodawania:
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)

1 mnozenia

(a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + be).
Pare z = (a, b) bedziemy nazywacé liczbg zespolong, a caly zbiér R x R — zbiorem liczb
zespolonych. Bedziemy go oznaczacé literg C.
Zbiér C z wprowadzonymi wyzej dziataniami ma wtasnosci podobne do zbioru liczb rze-
czywistych — chodzi tu o wtasnosci dziatan: tacznosé, przemiennosé, istnienie elementu
neutralnego, przeciwnego i odwrotnego, oraz rozdzielnosé. Latwo zauwazy¢, ze para (0, 0)
jest elementem zerowym dodawania, a para (1,0) jest elementem jednostkowym mnoze-
nia. Rowniez tatwo jest sprawdzi¢ tacznos¢ dodawania i mnozenia, i przemienno$¢ tych
dziatan. Elementem przeciwnym do (a, b) jest taka para (x,y), ze (a + z,b+ y) = (0,0);
stad (z,y) = (—a, —b). Nieco trudniej jest wyliczy¢ element odwrotny. Zatézmy wiec, ze
z = (a,b) jest niezerowg liczbg zespolona, tj. a* + b*> > 0 oraz ze

(a,b) - (z,y) = (1,0).
Wtedy, zgodnie z definicja mnozenia, musi by¢:
ar —by =1, ay + bx = 0.

Rozwiazaniem tego uktadu jest para liczb
a —b
xr = = —
YT e

a? + b2’
a —b
a? + b2’ a2 + b2
jest odwrotnoscia liczby z.

Sprawdzimy jeszcze rozdzielno$é mnozenia wzgledem dodawania. Niech z; = (a,b), 20 =

(¢,d), z3 = (e, f). Wtedy

(Zl + 22) + 23

a wiec liczba zespolona

(a+c,b+d)e, f)=
((a+c)e—D+d)f,(b+de+ (a+c)f) =
(ae +ce —bf —df,be +de+af +ef) =
(ae — bf,be + af) + (ce — df,de + cf) =

= Z1-%23+ 29" 23.



W pewnym sensie zbior C zawiera zbiér R. Formalnie C jest zbiorem par, ale jesli
rozwazymy zbiér par postaci (a,0), to poniewaz zachodza réwnosci:

(a,0) + (b,0) = (a+b,0)
(a,0)-(b,0) = (ab,0),

wiec pary takie mozna utozsamic¢ z liczbami rzeczywistymi. Inaczej méwigc mamy wza-
jemnie jednoznaczne odwzorowanie

(a,0) < a

zbioru liczb zespolonych postaci (a,0) na zbiér liczb rzeczywistych.
W tym przyporzadkowaniu liczbom 1 i —1 odpowiadaja pary (1,0) i (—1,0). Jesli wpro-
wadzimy oznaczenie

i =(0,1),

to liczba zespolona (a, b) daje sie przedstawi¢ za pomoca liczby i oraz liczb rzeczywistych
(a,0) 1 (b,0). Mamy bowiem

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi,

gdzie zamiast (a,0), (b,0) napisaliémy krotko a, b.
Zauwazmy, ze
i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1.

W dalszym ciggu liczby zespolone bedziemy zapisywaé w postaci a+bi. Zapis ten pozwala
przy dziataniach arytmetycznych operowaé liczbami a + bi jak wielomianami, przy czym
nalezy zastepowaé i? przez —1. Na przyklad:

14+2)(2-3i)=1-2—1-3i4+2-2—-2i-3i =2 —3i+4i — 6i> =8 +1i.
(

2 Wtlasnosci liczb zespolonych

W prostokatnym uktadzie wspotrzednych liczbe zespolong z = a + bi mozna interpre-
towa¢ jako punkt o odcietej a i rzednej b. Takie podejscie prowadzi do geometryzacji
wielu poje¢ oraz twierdzen i ma wielky tre$¢ intuicyjna.

Punkty rzeczywiste, tj. takie punkty z = a+ bi, dla ktérych b = 0, wypekiaja os uktadu
zwana o0siq rzeczywistq, zas punkty, dla ktorych a = 0 wypetniaja druga os, zwana osig
UT0JONQ.

Czasem wygodniej jest traktowaé liczbe z = a + bi jako wektor zaczepiony w poczatku
uktadu wspéhrzednych i koncu (a,b). Mozna zauwazy¢, ze dodawanie liczb zespolonych
jest (geometrycznie) dodawaniem wektoréw. Interpretacja mnozenia nie jest tak prosta.
Ale jesli z jest wektorem, to ma dilugosé, kierunek i zwrot. Dlugosé wynosi va? + b2.
Nazywamy ja modulem badZ wartoscig bezwzgledng liczby zespolonej z 1 oznaczamy |z|.
Przyktadowo:

1+2i|=vVI+4=V5 = |3-4i|=V9+16="5.

Zauwazmy, ze rownosé |z| = 1 jest spelniona przez te punkty plaszczyzny, ktére leza na
okregu o srodku w poczatku uktadu i promieniu 1. Nieréwnos¢ |z| < 1 charakteryzuje
punkty wewnatrz tego okregu.



Przyktad Narysowac zbiory

1) |z =il =2

2)2<|z+1-—2i <4

3) |z + 3| = |z — 2i].

Niech z = a + bi. Przyjmiemy oznaczenie

a—bi=7Z.

Liczbe Z nazywamy sprzezong z liczba z. Liczby sprzezone leza symetrycznie wzgledem
osi rzeczywistej. Latwo jest sprawdzi¢ wzory:

z1+ 29 = Z1 + 2o, 21— 29 = 21 — 2o,
. Z1 Z1
RZ1R2 = Z1%2, — )= —_
Z9 29

Mamy takze dla z = a + bi:
2z = (a+bi)(a—bi) =a® — b** = a® + b* = |2~

Ostatnig wlasnos¢ wykorzystujemy przy dzieleniu liczb zespolonych. Wykonanie dziele-
nia polega na przedstawieniu ilorazu w postaci a + bi. Osiagniemy to, mnozac licznik i
mianownik przez liczbe sprzezong do mianownika. Przyktadowo:

14+2  (1+2)(3+4i) 3+4i+6i—8 —5+10i 1 2

35-4 (3-4)3+4) 9416 25 5 5"
Twierdzenie 1 Dla dowolnych liczb zespolonych z1 i 2o
|2122] = [21][22].
Jesli dodatkowo zo # 0, to
al_ lal
2l |zl

Dowod. Pierwszy wzor wynika z réwnosci:
‘212'2|2 = (2122)(Z1%22) = z120%122 = (2171)(2222) = |Z1‘2|Z2|27

a drugi — z pierwszego, bo

Zgé = |Zl|.-
22

Twierdzenie 2 Dla dowolnych liczb zespolonych z i zo zachodzg nieréwnosci
21+ 22| < 21| + | 2],
||21] = [22]] < f21 = 22|

Dowod analityczny pominiemy. Zauwazmy jednak, ze wektor odpowiadajacy liczbie z; +
25 jest bokiem trojkata, ktérego pozostatymi bokami sg wektory odpowiadajace liczbom
211 29. W tréjkacie dtugosc kazdego boku jest nie wieksza niz suma dtugosci pozostatych
bokow. Stad mamy pierwsza nieréwnosé, ktéra nazywamy nieréwnoscig trojkgta.

Niech z = a + bi. Wprowadzamy oznaczenia

Rez = a, Imz =0b.

Liczby Rez i Im z nazywamy odpowiednio czeScig rzeczywistq i czesciqg urojong liczby
z.



3 Postaé trygonometryczna liczby zespolonej

Kierunek i zwrot wektora z = a+ bi mozna okresli¢, podajac miare ¢ kata skierowanego,
ktorego pierwszym ramieniem jest potos rzeczywista dodatnia, a drugim ramieniem —
wektor z. Te miare nazwiemy argumentem liczby z. Jak wiadomo jest ona wieloznaczna
1 wyraza sie wzorem:

© = o + 2km, gdzie: 0 < ¢y < 2m, LeZ.
wo nazywamy argumentem gtownym. Oznaczamy:
Yo = arg z, p=Argz.

Argumentem liczby 0 nazywamy dowolng liczbe .

Przyktadowo: argi = %W, Argi = %7? + 2km, argl = 0, Arg1 = 2km.

Odnotujmy, ze liczby rzeczywiste dodatnie maja argument gtowny réowny 0, a ujemne
— 1éWNny .

Po rozpatrzeniu odpowiedniego trojkata prostokatnego otrzymamy:

a . b
COSY = —F———, Sinp = ——=—.
v a? + b? RV

W takim razie

i~b

z=a+bi = |z <|z| +Z|z|> = |z](cos ¢ +isin ).

Stad otrzymujemy ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 3 Kazda liczba zespolona daje sie przedstawié w postaci
z = |z|(cos ¢ + isin @),

zwanej postaciqg trygonometryczng liczby z.

Na przyktad

1=1-(cos0+isin0), izl-(cosg—l—z'sing),

1+i:\/§~(cosg+isin£).

Wiemy juz, ze mnozeniu (dzieleniu) liczb zespolonych odpowiada mnozenie (dzielenie)
modutow tych liczb. Nastepujace twierdzenie wyjasnia, co dzieje si¢ z argumentami tych
liczb.

Twierdzenie 4 Dla dowolnych liczb zespolonych zy @ z:

Argziz9 = Argzy + Arg zo. (1)



Uwaga. Poniewaz Argz nie jest okreslony jednoznacznie, wiec powyzszy wzor nalezy
rozumie¢ nastepujaco: do kazdych dwoch wartodci argumentoéw wystepujacych we wzorze
mozna dobraé¢ trzecig warto$¢ argumentu, tak aby zachodzita rownosé.

Dowo6d. Niech

21 = |z1](cos 1 +isinpy), 22 = |22|(cos pa + i sin ¢y).
Wowcezas
2129 = |z1|(cospy 4+ isingy) - |22](cos g +isingy) =
= |z1||z2|(cos 1 cos gy — sin @y sin @y +
+ i sin 1 €oS g + 7 CoS Y1 Sin py) =
= |z1]|22[(cos(p1 + ¢2) + isin(p1 + ¢2)). W
Podobnie udowadnia si¢ nast¢pne dwa twierdzenia.

Twierdzenie 5 Dla dowolnych liczb zespolonych zy i zo, (22 #0):

Argz = Argz — Arg z. (2)

Twierdzenie 6 Dia kazdej liczby zespolonej z 1 kazdego catkowitego n:
Argz" =n- Argz. (3)

W szczegdlnosci zachodzi tzw. wzor de Moivrea:

(cos @ +isin )" = cosny + isin nep. (4)

Dow6d. Dla n naturalnego wzér (3) otrzymamy po wielokrotnym zastosowaniu wzoru
(1). Gdy n = 0, to prawdziwos$¢ wzoru wynika z réwnosci Arg 1 = 2kw. Natomiast, gdy
n = —k, gdzie k € N, to

1
Arg 2" = Arg 2z = Arg — = Argl — Arg 2" = —kArgz = nArg 2.l
z
Przyktady

<\/§ ﬁ>26 267

(Cos—i—zsm ) —cos —|—z’sin—:

4
2
= COS(67T—|— ) zsm(67r+ I)
T
2

= cos§+131

o Ty

7

-3
—1 3 2 2m\ 2
( + 2\/_> = <cos ?ﬂ + isin ;) = cos (—2m) +isin (—27) =

= cos0+2sin0=1.

Jak wida¢ potegowanie jest tatwe, gdy znamy postaé¢ trygonometryczng liczby. Jesli jej
nie znamy, pozostaje wzor dwumianowy Newtona:

2" =(a+bi)" =) (Z) at R,

k=0



4 Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

Okreslamy: '
€'Y = cosp + isinp.

W ten sposob zostal zdefiniowany pewien symbol. Uzasadnieniem celowo$ci jego wprowa-
dzenia sa nastepujace wlasnosci, pokazujace, ze mozna go traktowaé jako potege liczby
e.

Wilasnoéci symbolu e.

1. eilertes) — givr | ipa.

I

i(p1—p2) — €L,
2. e = S5

3. (e")k = ethe;

4. (ei(g0+2k7r)) _ eigo;
5. €% #£0;
6. |e] =1;

7. €1 = %2 & ) = @y + 2kT;

2w Lt

Przyktady Obliczyé €'z, 2™, ¢'.

iT 7T .. T .
€2 = CoS— + 18N — =1,
2 2

e*™ = cos 21 + isin 2w = 1,

e' =cosl+isinl.

Symbol e zostat zdefiniowany przy pomocy funkcji trygonometrycznych. Mozna wy-
prowadzi¢ teraz nastepujace tozsamodci, nazywane wzorami Fulera:

e 4 e~ elP — e7i®

cos = 5 ; singp = 5
1

5 Pierwiastki z liczb zespolonych

Dla liczby rzeczywistej dodatniej a liczbe rzeczywista dodatnig b taka, ze 0" =
= a nazywamy pierwiastkiem arytmetycznym z liczby a i oznaczamy <{/a. Taka licz-
ba jest tylko jedna.

W przypadku zespolonym, pierwiastkiem stopnia n z liczby z nazywamy taka liczbe w,
ze w" = z. Jak zobaczymy, takich liczb jest dokladnie n (wyjatkiem jest 0, ktére ma
jeden pierwiastek).

Rozwazymy najpierw pierwiastki kwadratowe. Zacznijmy od przyktadu. Znajdziemy
pierwiastki kwadratowe liczby z = 3 — 4.

Szukamy takiej liczby w = x + iy, ze (z + iy)* = 3 — 41, tzn.

2 + 2ixy — y* = 3 — 44,



czyli

22 —y? =3, 2ry = 4.
Po podstawieniu np. z drugiego réwnania y = —2/x do pierwszego otrzymamy (po
pomnozeniu przez z2) réwnanie

zt =322 —4=0,

ktore ma dwa pierwiastki rzeczywiste 1 = 2, 2o = —2. Stad y; = —1, y» = 1, wiec
pierwiastkami z 3 — 47 sg liczby

w1:2—i, w2:—2+z‘.

Rachunek powyzszy mozna przeprowadzi¢ w przypadku ogdlnym, cho¢ wymaga to roz-
réznienia kilku przypadkéw. Wprowadzamy dla liczb rzeczywistych funkcje sgn x (czytaj:
signum) wzorem:
1 dla z >0,
sgnx = 0 dla x=0,
—1 dla z<0.

Twierdzenie 7 Kazda liczba zespolona z = a + bi # 0 ma dwa rézne pierwiastki dru-
giego stopnia, okreslone wzorami:

+a dla b=0,a >0,
Vz +/—at dla b=0,a <0,

i@ﬂﬂ”+mgwwﬂjm)cmbb¢0

Na przyktad

. 3+5 . —3+5 .
\/3—4z:j:( T+Z<_1) 5 )::i:(Q—z).
Obliczanie pierwiastkow stopnia wyzszego niz 2 wymaga postaci trygonometrycznej licz-
by z.

Twierdzenie 8 Liczba z = |z|(cos p+isin) # 0 ma dokladnie n réznych pierwiastkéw
n-tego stopnia. Okreslone sqg one wzorem:

o+2kr . @+ 2km
— + 51N —

), k=0,1,....n—1.
n

wr = \/|z] <cos

Szczegdly dowodu pominiemy, ograniczajac sie do zauwazenia, ze dla kazdego wj; mamy
na mocy wzoru Moivre’a:

n . o +2kn . o+2kn\]"
wp = |z COST+ZSIHT =

= |z|(cos (¢ + 2km) +isin (p + 2k7)) = z.

Obliczymy /i (tu uwaga: ten symbol oznacza trzy liczby). Mamy:

. ™ .. T
z:cos§+251n—,

2



zatem

wozcosg+ising:\f+;i7
T 27 oL (T 2w V3 1.
w1=COS(6+3)+zsm<6+3>:_2_1_2@,
T A4m . (T Arw )
w2:COS<6+3>+zsm(6+3>:z,

6 Roéwnania algebraiczne
Roéwnanie algebraiczne drugiego stopnia:
az’ + bz +c=0,

o wspotezynnikach zespolonych rozwiazujemy w zwykty sposéb, tzn. obliczamy wyrdznik
A = b? — 4ac i stosujemy wzory:

b+ VA

21,2 =
’ 2a

Zauwazmy, ze w tym przypadku (w przeciwienstwie do przypadku liczb rzeczywistych)
zawsze istnieje vVA — w istocie sq dwa pierwiastki rézniace sie znakiem. Do powyzszych
wzoréw wystarczy podstawia¢ dowolny z nich (ten drugi da te same wartosci 21 2).

Przyktady
1. Rozwiaza¢ roéwnanie
22 —4z+5=0.

Obliczamy A = —4, VA = £2i, 2 = HE =2+, 2 =2 =2 — .

To rownanie miato wspotezynniki rzeczywiste i jego pierwiastki sg liczbami sprzezonymi.

2. Rozwiaza¢ réwnanie
2+ (=1+1i)z+(2+14) = 0.
Obliczamy A = —8 — 6, VA = +(1 — 3i), wiec
l1—14+1-—3¢ , l—i—1—-3
7=—"—""""=1—2, Zg = —————— = 1.
2 2
W ogélnym przypadku pierwiastki nie sg sprzezone.
Tak wiec réwnanie algebraiczne drugiego stopnia ma doktadnie dwa pierwiastki (jesli
przyjmiemy, ze pierwiastek podwéjny — wystepujacy, gdy A = 0 — liczymy dwa razy).
Rozwazmy teraz rownanie postaci:

2" 4+ ap12" Pt arz+ag =0,

gdzie ap € Cdla k =0,1,...,n i a, # 0. Takie rownanie nazywamy réwnaniem alge-
braicznym stopnia n.

Twierdzenie 9 (zasadnicze twierdzenie algebry) Rdéwnanie algebraiczne stopnian
o wspotczynnikach zespolonych ma w ciele liczb zespolonych dokladnie n pierwiastkow
(kazdy pierwiastek liczymy tyle razy, ile wynosi jego krotnoé).

8



Trudny dowdd tego twierdzenia pominiemy. Zauwazymy dla przyktadu, ze rozwigzania-
mi réwnania
Z'—1=0

sg pierwiastki stopnia n z liczby 1. Tradycyjnie uzywa si¢ oznaczenia:

2k 2k
sk:cosi%—isin—w, k=0,1,...,n—1.
n n

Dla k£ = 0 otrzymujemy oczywisty pierwiastek 1. Jesli n jest nieparzyste, to nie ma
innych pierwiastkow rzeczywistych. Gdy n jest parzyste, to drugi pierwiastek rzeczywisty
—1 otrzymujemy dla k = n/2. Geometrycznie, pierwiastki leza na okregu o promieniu
1, 7w réwnych odstepach”. faczac je odcinkami otrzymamy n-kat foremny wpisany w
okrag jednostkowy.

Do rozwigzywania rownan wyzszych rzedow mozna stosowaé znane metody. Np. rozwia-
zywanie rOwnania:

23— 42+ 142 —20 =0

mozna rozpoczaé od szukania pierwiastkow catkowitych wsrod dzielnikéw 20. Znajdzie-
my 2 i stad
23— 42% 4+ 142 — 20 = (2 — 2)(2* — 22 + 10).

Wystarczy teraz rozwigzaé réwnanie 22 — 2z + 10 = 0.
W przypadku réownania dwukwadratowego, np.

2 —2224+4=0
podstawiamy ¢ = z? i znajdujemy
th=1+V3i, tr=1—3i.

Dla kazdej ze znalezionych wartosci nalezy teraz obliczy¢ pierwiastki kwadratowe. Otrzy-
mamy

1 ( 1 1 ) 1 (

21 =— —-—— — i), 24 = —=

) V2 V2 T2

Rozwiagzywanie rownan stopni wyzszych wymaga na ogdét pewnej pomystowosci. Jesli si¢
da, warto korzysta¢ z postaci trygonometrycznej. Przyktadowo rozwazmy réwnanie:

V3410), 2= (V3+1), 23 = —=(V3 — —V/3 +1).

(x+3i)" +i(x—30)" =0

gdzie x € R.
Zauwazmy, ze 3¢ na pewno nie jest pierwiastkiem. Zatem mozemy rownanie podzieli¢

przez (r — 3i)". Otrzymamy
(l‘ + 3i>n .
= —1.
x — 31
3

. . . . . . . 3 . . .
Standardowo obliczamy pierwiastki stopnia n liczby —i = cos 57 + i sin 57

3 3
o+ 2km s+ 2k
wy = cos 2—— +isin2——, k=0,1,...n— 1L

n n



Zatem

x+ 3
=w
x—3i b
skad wyliczamy x:
.1 + Wi
r=—-3
1— Wi

Podstawimy teraz wartosci wy. Przy tym bedziemy korzystaé¢ ze wzordw:

1+cosp+ising = 2cos§(cos§ + isinf),

1—cosp—ising =1+cos(p+7)+isin(p+m) = 2cos g0+7r(cos o Visin 2 +7T).
§7T e
Rachunek przebiega tak (dla uproszczenia zapisu piszemy na razie ¢ zamiast #)
3 1+ wg . 2cos$(cosZ +isin¥)
r= = -3
1 — wg 2 cos £ (cos £5T + isin £57)
Uwzgledniajac, ze cos ‘PT” = —sin £ i wykonujac dzielenie postaci trygonometrycznych
otrzymamy
r = 3i ctgg (cos(—;r) + isin(—§)> =3i ctgg - (—i) = 3ctg g

Podstawiamy teraz ¢ = LQ]W czyli £ = 32357 Otrzymujemy:

3+ 4k

r = 3ctg m, k=0,1,2,...n—1.
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