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Λογική σύνδεση των προτάσεων 1-26 των 
«Στοιχείων» του Ευκλείδη  
(µε αναφορές σε κρυφές κοινές έννοιες κι αξιώµατα) 
 

 
 
Λογική συνάρτηση των προτάσεων 1-26  

 
Ουδέτερη Γεωµετρία 

Με τον όρο αυτό , δηλ. ουδέτετερη ή απόλυτη Γεωµετρία, εννοούµε τις προτάσεις 
1-28 του πρώτου βιβλίου του ευκλείδη, οι οποίες, είναι ανεξάρτητες από το 
περίφηµο πέµπτο αίτηµα των στοιχείων. Πιο συγκεκριµένα, οι προτάσεις 1-26, 
αποτελούν την λεγοµένη γεωµετρία των σηµείων, γραµµών γωνιών και 
τριγώνων. 
Παραθέτουµε παρακάτω τους 23 ορισµούς (όρους ) , τα 5 αξιώµατα (Αιτήµατα) 
και τις 26 προτάσεις από το πρωτότυπο κείµενο θέτοντας µόνο τις επικεφαλίδες. 
Ανάµεσα στις κοινές έννοιες  4 και 5 παρεµβάλονται εντός αγκυλών και  τρεις 
άλλες που υπάρχουν στην έκδοση Βαρλαάµ -∆ασυποδίου , αλλάξαµε όµως την 
αρίθµηση.  Η κοινή έννοια 9 εµφανίζεται στην Ι.4. και παρατίθεται επίσης. 
 

Όροι (Ορισµοί) 
1. Shme‹Ò n ™stin, oá mšroj oÙ qšn.  
 2.    Gr amm¾ d� mÁkoj ¢platšj.  
     3.  Gr ammÁj  d� pšrata shme‹a.  
     4. EÙ qe‹a gramm» ™stin, ¼ tij ™x ‡sou to‹j ™f' ˜autÁj  
shme…oij ke‹tai.  
     5. 'Epif£neia dš ™stin, Ö  mÁkoj kaˆ pl£toj mÒ non œcei.  
     6.'Epi f ane…aj  d� pšrata gramma….  
     7. 'Ep…pedoj ™pif£nei£ ™stin, ¼ tij ™x ‡sou ta‹j ™f'  
˜autÁj eÙ qe…aij ke‹tai.  
     8. 'Ep…pedoj  d� gwn…a ™stˆn ¹ ™n ™pipšdJ dÚ o grammîn  
¡ptomšnwn ¢ll»lwn kaˆ m¾  ™p' eÙ qe…aj keimšnwn prÕ j  
¢ll»laj tîn grammîn kl…sij.  
    9. “Ot an d� aƒ perišcousai t¾ n gwn…an grammaˆ eÙ qe‹ai  
ðsin, eÙ qÚ grammoj kale‹tai ¹ gwn…a.   
     10.“Ot an d� eÙ qe‹a ™p' eÙ qe‹an staqe‹sa t¦j ™fexÁ j  
gwn…aj ‡saj ¢ll»laij poiÍ, Ñ rq¾  ˜katšra tîn ‡swn gw- 
niîn ™sti, kaˆ ¹ ™festhku‹a eÙ qe‹a k£qetoj kale‹tai,  
™f' ¿n ™fšsthken.  
    11. 'Amble‹a gwn…a ™stˆn ¹ me…zwn Ñ rqÁj.  
12.Oxe‹a d� ¹ ™l£sswn Ñ rqÁj.  
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     13.“Oroj ™st…n, Ó  tinÒ j ™sti pšraj.  
     14. ScÁm£ ™sti tÕ  Ø pÒ  tinoj ½  tinwn Ó rwn periecÒ menon.  
     15. KÚ kloj ™stˆ scÁma ™p…pedon Ø pÕ  mi©j grammÁj  
periecÒ menon [¿ kale‹tai perifšreia], prÕ j ¿n ¢f' ˜nÕ j  
shme…ou tîn ™ntÕ j toà sc»matoj keimšnwn p©sai aƒ  
prosp…ptousai eÙ qe‹ai [prÕ j t¾ n toà kÚ klou peri- 
fšreian] ‡sai ¢ll»laij e„s…n.  
    16.  Kšnt r on d� toà kÚ klou tÕ  shme‹on kale‹tai.   
    17.  Di£met r oj  d� toà kÚ klou ™stˆn eÙ qe‹£ tij di¦ toà  
kšntrou ºgmšnh kaˆ peratoumšnh ™f' ˜k£tera t¦ mšrh  
Ø pÕ  tÁ j toà kÚ klou perifere…aj, ¼ tij kaˆ d…ca tšmnei tÕ n  
kÚ klon.  
     18.`HmikÚ klion dš ™sti tÕ  periecÒ menon scÁma Ø pÒ  te  
tÁ j diamštrou kaˆ tÁ j ¢polambanomšnhj Ø p' aÙ tÁ j peri- 
fere…aj. kšnt r on d� toà ¹mikukl…ou tÕ  aÙ tÒ , Ö  kaˆ toà  
kÚ klou ™st…n.  
    19.Sc»mata eÙ qÚ gramm£ ™sti t¦ Ø pÕ  eÙ qeiîn periecÒ - 
mena, t r …pl eur a m�n t¦ Ø pÕ  triîn, t et r £pl eur a d� t¦  
Ø pÕ  tess£rwn, pol Úpl eur a d� t¦ Ø pÕ  pleiÒ nwn À  tess£- 
rwn eÙ qeiîn periecÒ mena.  
    20. Tîn d� tripleÚ rwn schm£twn „sÒ pleuron m�n tr…- 
gwnÒ n ™sti tÕ  t¦j tre‹j ‡saj œcon pleur£j, „soskel �j d�  
tÕ  t¦j dÚ o mÒ naj ‡saj œcon pleur£j, skal hnÕn d� tÕ  t¦j  
tre‹j ¢n…souj œcon pleur£j.  
     21.”Et i  d� tîn tripleÚ rwn schm£twn Ñ rqogènion m�n  
tr…gwnÒ n ™sti tÕ  œcon Ñ rq¾ n gwn…an, ¢mbl ugènion d� tÕ    
œcon ¢mble‹an gwn…an, Ñxugènion d� tÕ  t¦j tre‹j Ñ xe…aj  
œcon gwn…aj.  
    22. Tîn d� tetrapleÚ rwn schm£twn tetr£gwnon mšn  
™stin, Ö  „sÒ pleurÒ n tš ™sti kaˆ Ñ rqogènion, ˜terÒ mhkej  
dš, Ö  Ñ rqogènion mšn, oÙ k „sÒ pleuron dš, ·Ò mboj dš, Ö   
„sÒ pleuron mšn, oÙ k Ñ rqogènion dš, ∙omboeid�j d� tÕ  t¦j  
¢penant…on pleur£j te kaˆ gwn…aj ‡saj ¢ll»laij œcon,  
Ö  oÜ te „sÒ pleurÒ n ™stin oÜ te Ñ rqogènion· t ¦  d� par¦  
taàta tetr£pleura trapšzia kale…sqw.  
23.Par£llhlo… e„sin eÙ qe‹ai, a†tinej ™n tù aÙ tù ™pi- 
pšdJ oâsai kaˆ ™kballÒ menai e„j ¥peiron ™f' ˜k£tera t¦  
mšrh ™pˆ mhdštera sump…ptousin ¢ll»laij.  
      

•••••••• 
1.'Αit»sqw ¢pÕ  pantÕ j shme…ou ™pˆ p©n shme‹on  
eÙ qe‹an gramm¾ n ¢gage‹n.  
2.Kaˆ peper asmšnhn eÙqe‹an kat ¦  t Õ sunec�j ™p' eÙ - 
qe…aj ™kbale‹n.   
3. Kaˆ pantˆ kšntrJ kaˆ diast»mati kÚ klon gr£- 
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fesqai.  
 4.Kaˆ p£saj  t ¦ j  Ñr q¦ j  gwn…aj  ‡saj  ¢l l »l ai j  e�nai.  
5. Kaˆ ™¦n e„j dÚ o eÙ qe…aj eÙ qe‹a ™mp…ptousa t¦j  
™ntÕ j kaˆ ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh gwn…aj dÚ o Ñ rqîn ™l£ssonaj  
poiÍ, ™kballomšnaj t¦j dÚ o eÙ qe…aj ™p' ¥peiron sump…- 
ptein, ™f' § mšrh e„sˆn aƒ tîn dÚ o Ñ rqîn ™l£ssonej.  

 
ΚΟΙΝΕΣ ΕΝΝΟΙΕΣ 

 
     1.T¦ tù aÙ tù ‡sa kaˆ ¢ll»loij ™stˆn ‡sa.  
     2.Kaˆ ™¦n ‡soij ‡sa prosteqÍ, t¦ Ó la ™stˆn ‡sa.  
     3.Kaˆ ™¦n ¢pÕ  ‡swn ‡sa ¢faireqÍ, t¦ kataleipÒ men£  
™stin ‡sa.  
4.Kaˆ t¦ ™farmÒ zonta ™p' ¥llhla ‡sa ¢ll»loij ™st…n.  
(6*).[Kaˆ ™¦n ¢n…soij ‡sa prosteqÍ, t¦ Ó la ™stˆn ¥nisa.   
   ( 7*.) Kaˆ t¦ toà aÙ toà dipl£sia ‡sa ¢ll»loij ™st…n.  
     (8*.)Kaˆ t¦ toà aÙ toà ¹m…sh ‡sa ¢ll»loij ™st…n.] 
     5.Kaˆ tÕ  Ó lon toà mšrouj me‹zon [™stin]. 
  
    ( 9*)Kaˆ dÚ o eÙ qe‹ai cwr…on oÙ  perišcousin.  

 
••••••••• 

Κατωτέρω , παρατίθεται το αρχαίο κείµενο και οι αποδείξεις των προτάσεων 1-26 του 
βιβλίου Ι των Στοιχείων. Εντός των εγχρώµων παρενθέσεων γίνεται µνεία των όρων, 
αιτηµάτων και κοινών εννοιών που χρησιµοποιεί ο Ευκλείδης. 
====================================== 
Ι.1 
 'Epˆ tÁ j doqe…shj eÙ qe…aj peperasmšnhj tr…gwnon „sÒ - 
pleuron sust»sasqai.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw ¹ doqe‹sa eÙ qe‹a peperasmšnh ¹ AB.  
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     De‹ d¾  ™pˆ tÁ j AB eÙ qe…aj tr…gwnon „sÒ pleuron((ορ.20) sust»- 
sasqai.  
     Kšnt r J  m�n tù A diast»mati d� tù AB kÚ kloj gegr£- 
fqw Ð  BGD, (Αιτ.3)  kaˆ p£l in kšnt r J  m�n tù B diast»mati d�  
tù BA kÚ kloj gegr£fqw Ð  AGE, kaˆ ¢pÕ  toà G sh- 
me…ou, kaq' Ö  tšmnousin ¢ll»louj(ΑΞΙΩΜΑ ΣΥΝΕΧΕΙΑΣ) oƒ kÚ kloi, ™pˆ t¦ A, B  
shme‹a ™pezeÚ cqwsan eÙ qe‹ai  
aƒ GA, GB. (Αξ.1) 
     Kaˆ ™peˆ tÕ  A shme‹on kšn- 
tron ™stˆ toà GDB kÚ klou, ·(Ορ.15)   
‡sh ™stˆn ¹ AG tÍ ABp£lin,  
™peˆ tÕ  B shme‹on kšntron   
™stˆ toà GAE kÚ klou, (Ορ.15)  ‡sh ™stˆn ¹ BG tÍ BA. ™de…cqh d�  
kaˆ ¹ GA tÍ AB ‡sh· ˜katšra ¥ra tîn GA, GB tÍ AB  
™stˆn ‡sh. t ¦  d� tù aÙ tù ‡sa kaˆ ¢ll»loij ™stˆn ‡sa· (Κ.Ε.1)kaˆ ¹  
GA ¥ra tÍ GB ™stˆn ‡sh· aƒ tre‹j ¥ra aƒ GA, AB, BG  
‡sai ¢ll»laij e„s…n.  
     'IsÒ pleuron ¥ra ™stˆ tÕ  ABG tr…gwnon, kaˆ sunšstatai  
™pˆ tÁ j doqe…shj eÙ qe…aj peperasmšnhj tÁ j AB.  
     ['Epˆ tÁ j doqe…shj ¥ra eÙ qe…aj peperasmšnhj tr…gwnon  
„sÒ pleuron sunšstatai]· Ó per œdei poiÁsai.  
 =====================================     
Ι2. 
PrÕ j tù doqšnti shme…J tÍ doqe…sV eÙ qe…v ‡shn eÙ qe‹an  
qšsqai.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      
 ”Est w t Õ m�n doq�n shme‹on tÕ  A, ¹ d� doqe‹sa eÙ qe‹a  
¹ BG· de‹ d¾  prÕ j tù A shme…J tÍ doqe…sV eÙ qe…v tÍ BG  
‡shn eÙ qe‹an qšsqai.  
     'EpezeÚ cqw g¦r ¢pÕ  toà A shme…ou ™pˆ tÕ  B shme‹on  
eÙ qe‹a ¹ AB(Αξ.1), kaˆ sunest£tw ™p' aÙ tÁ j tr…gwnon „sÒ pleu- 

κ1

∆

Α

Β

Γ

Η

Θ



Γιάννης Π. Πλατάρος                                                                                      
25/4/2004 

 5 

ron tÕ  DAB,(Ι.1) kaˆ ™kbebl»sqwsan ™p' eÙ qe…aj ta‹j DA,  
DB eÙ qe‹ai aƒ AE, BZ,(Αξ.2) kaˆ kšnt r J  m�n tù B diast»mati  
d� tù BG kÚ kloj gegr£fqw Ð  GHQ,(Αξ.3) kaˆ p£lin kšntrJ  
tù D kaˆ diast»mati tù DH kÚ kloj gegr£fqw Ð  HKL.(αξ.3)   
     'Epeˆ oân tÕ  B shme‹on kšn-  
tron ™stˆ toà GHQ kÚ klou, ·(Ορ.15)  ‡sh  
™stˆn ¹ BG tÍ BH. p£lin, ™peˆ  
tÕ  D shme‹on kšntron ™stˆ  
toà KLH kÚ klou, ‡sh ™stˆn  
¹ DL tÍ DH, ïn ¹ DA tÍ  
DB ‡sh ™st…n. loip¾  ¥ra ¹  
AL loipÍ tÍ BH ™stˆn ‡sh. (Κ.Ε.3) 
™de…cqh d� kaˆ ¹ BG tÍ BH  
‡sh· ˜katšra ¥ra tîn AL,  
BG tÍ BH ™stˆn ‡sh. t ¦  d� tù aÙ tù ‡sa kaˆ ¢ll»loij  
™stˆn ‡sa·(Κ.Ε.1) kaˆ ¹ AL ¥ra tÍ BG ™stˆn ‡sh.  
     PrÕ j ¥ra tù doqšnti shme…J tù A tÍ doqe…sV eÙ qe…v  
tÍ BG ‡sh eÙ qe‹a ke‹tai ¹ AL· Ó per œdei poiÁsai.  
      
=============================================== 
 
Ι3. 
DÚ o doqeisîn eÙ qeiîn ¢n…swn ¢pÕ  tÁ j me…zonoj tÍ  
™l£ssoni ‡shn eÙ qe‹an ¢fele‹n.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      
”Estwsan aƒ doqe‹sai dÚ o eÙ qe‹ai  
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¥nisoi aƒ AB, G, ïn me…zwn œstw ¹  
AB· de‹ d¾  ¢pÕ  tÁ j me…zonoj tÁ j AB  
tÍ ™l£ssoni tÍ G ‡shn eÙ qe‹an ¢fele‹n.  
     Ke…sqw prÕ j tù A shme…J tÍ  
G eÙ qe…v ‡sh ¹ AD· (Ι.2)kaˆ kšntrJ   
m�n tù A diast»mati d� tù AD kÚ kloj gegr£fqw  
Ð  DEZ.(Αξ.3)  
     Kaˆ ™peˆ tÕ  A shme‹on kšntron ™stˆ toà DEZ kÚ klou,  
‡sh ™stˆn ¹ AE tÍ AD·(Ορ.15) ¢ll¦ kaˆ ¹ G tÍ AD ™stin ‡sh.  
˜katšra ¥ra tîn AE, G tÍ AD ™stin ‡sh· (Κ.Ε.1)éste kaˆ ¹  
AE tÍ G ™stin ‡sh.  
     DÚ o ¥ra doqeisîn eÙ qeiîn ¢n…swn tîn AB, G ¢pÕ  tÁ j  
me…zonoj tÁ j AB tÍ ™l£ssoni tÍ G ‡sh ¢fÇ rhtai ¹ AE·  
Ó per œdei poiÁsai.  
   =============================================== 
 Ι.4 'E¦n dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j [ta‹j] dusˆ pleura‹j  
‡saj œcV ˜katšran ˜katšrv kaˆ t¾ n gwn…an tÍ gwn…v ‡shn  
œcV t¾ n Ø pÕ  tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn, kaˆ t¾ n b£sin  
tÍ b£sei ‡shn ›xei, kaˆ tÕ  tr…gwnon tù trigènJ ‡son  
œstai, kaˆ aƒ loipaˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œson- 
tai ˜katšra ˜katšrv, Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø pote…nousin.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estw dÚ o tr…gwna t¦ ABG, DEZ  
t¦j dÚ o pleur¦j t¦j AB, AG ta‹j dusˆ  
pleura‹j ta‹j DE, DZ ‡saj œconta  
˜kat šr an ˜kat šr v t ¾n m�n AB tÍ DE  
t ¾n d� AG tÍ DZ kaˆ gwn…an t¾ n Ø pÕ   
BAG gwn…v tÍ Ø pÕ  EDZ ‡shn. lšgw,  
Ó ti kaˆ b£sij ¹ BG b£sei tÍ EZ ‡sh  
™st…n, kaˆ tÕ  ABG tr…gwnon tù DEZ  
 
Ó ti kaˆ b£sij ¹ BG b£sei tÍ EZ ‡sh  
™st…n, kaˆ tÕ  ABG tr…gwnon tù DEZ  
trigènJ ‡son œstai, kaˆ aƒ loipaˆ  
gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œson-  
tai ˜katšra ˜katšrv, Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø pote…nou- 
sin, ¹ m�n Ø pÕ  ABG tÍ Ø pÕ  DEZ, ¹ d� Ø pÕ  AGB tÍ  
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Ø pÕ  DZE.  
     'Efarmozomšnou g¦r toà ABG trigènou ™pˆ tÕ  DEZ  
t r …gwnon kaˆ t iqemšnou t oà m�n A shme…ou ™pˆ tÕ  D sh- 
me‹on t Áj  d� AB eÙ qe…aj ™pˆ t¾ n DE, ™farmÒ sei kaˆ tÕ   
B shme‹on ™pˆ t Õ E di ¦  t Õ ‡shn e�nai t¾ n AB tÍ DE· ™far- 
mos£shj d¾  tÁ j AB ™pˆ t¾ n DE ™farmÒ sei kaˆ ¹ AG  
eÙqe‹a ™pˆ t ¾n DZ di ¦  t Õ ‡shn e�nai t¾ n Ø pÕ  BAG gw- 
n…an tÍ Ø pÕ  EDZ· éste kaˆ tÕ  G shme‹on ™pˆ tÕ  Z sh- 
me‹on ™f ar mÒsei  di ¦  t Õ ‡shn p£l in e�nai t¾ n AG tÍ DZ.  
¢ll¦ m¾ n kaˆ tÕ  B ™pˆ tÕ  E ™fhrmÒ kei· éste b£sij ¹ BG  
™pˆ b£sin t¾ n EZ ™farmÒ sei. e„ g¦ r  t oà m�n B ™pˆ tÕ  E  
™f ar mÒsant oj  t oà d� G ™pˆ tÕ  Z ¹ BG b£sij ™pˆ t¾ n EZ  
oÙ k ™farmÒ sei, dÚ o eÙ qe‹ai cwr…on perišxousin· Ó per  
 
oÙ k ™farmÒ sei, dÚ o eÙ qe‹ai cwr…on perišxousinÓ per  
™stˆn ¢dÚ naton. ··(Κ.Ε.9*)    ™farmÒ sei ¥ra ¹ BG b£sij ™pˆ t¾ n EZ  
kaˆ ‡sh aÙ tÍ œstai·(Κ.Ε.4) éste kaˆ Ó lon tÕ  ABG tr…gwnon ™pˆ  
Ó lon tÕ  DEZ tr…gwnon ™farmÒ sei kaˆ ‡son aÙ tù œstai, ·(Κ.Ε.4)   
kaˆ aƒ loipaˆ gwn…ai ™pˆ t¦j loip¦j gwn…aj ™farmÒ sousi  
kaˆ ‡sai aÙ ta‹j œsontai, ¹ m�n Ø pÕ  ABG tÍ Ø pÕ  DEZ ¹  
d� Ø pÕ  AGB tÍ Ø pÕ  DZE.  
     'E¦n ¥ra dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j [ta‹j] dÚ o pleu- 
ra‹j ‡saj œcV ˜katšran ˜katšrv kaˆ t¾ n gwn…an tÍ gwn…v  
‡shn œcV t¾ n Ø pÕ  tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn, kaˆ t¾ n  
b£sin tÍ b£sei ‡shn ›xei, kaˆ tÕ  tr…gwnon tù trigènJ   
‡son œstai, kaˆ aƒ loipaˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai  
œsontai ˜katšra ˜katšrv, Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø pote…- 
nousin· Ó per œdei de‹xai.  
 ================================================   
 Ι5 Tîn „soskelîn trigènwn aƒ prÕ j tÍ b£sei gwn…ai ‡sai  
¢ll»laij e„s…n, kaˆ prosekblhqeisîn tîn ‡swn eÙ qeiîn  
aƒ Ø pÕ  t¾ n b£sin gwn…ai ‡sai ¢ll»laij œsontai.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      
”Est w t r …gwnon „soskel �j tÕ  ABG ‡shn œcon t¾ n AB  
pleur¦n tÍ AG pleur ,́·(Ορ.20)  kaˆ prosekbebl»sqwsan ™p'  
eÙ qe…aj ta‹j AB, AG eÙ qe‹ai aƒ BD,  
GE· (Αξ.2)lšgw, Ót i  ¹ m�n Ø pÕ  ABG gwn…a  
tÍ Ø pÕ  AGB ‡sh ™st…n, ¹ d� Ø pÕ  GBD  
tÍ Ø pÕ  BGE.  
     E„l»fqw g¦r ™pˆ tÁ j BD tucÕ n sh- 
me‹on tÕ  Z, kaˆ ¢fVr»sqw ¢pÕ  tÁ j me…- 
zonoj tÁ j AE tÍ ™l£ssoni tÍ AZ ‡sh  
¹ AH, (Ι.3)kaˆ ™pezeÚ cqwsan aƒ ZG, HB  
eÙ qe‹ai. (Αξ.1) 
     'Epê  oân ‡sh ™st ˆn ¹ m�n AZ tÍ AH ¹ d� AB tÍ AG,  
dÚ o d¾  aƒ ZA, AG dusˆ ta‹j HA, AB ‡sai e„sˆn ˜katšra  
˜katšrv· kaˆ gwn…an koin¾ n perišcousi t¾ n Ø pÕ  ZAH·  
b£sij ¥ra ¹ ZG b£sei tÍ HB ‡sh ™st…n, kaˆ tÕ  AZG  
tr…gwnon tù AHB trigènJ ‡son œstai, kaˆ aƒ loipaˆ gw- 
n…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œsontai ˜katšra ˜katšrv,   
Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø pote…nousin, ¹ m�n Ø pÕ  AGZ  
tÍ Ø pÕ  ABH, ¹ d� Ø pÕ  AZG tÍ Ø pÕ  AHB. (Ι.4)kaˆ ™peˆ  
Ó lh ¹ AZ Ó lV tÍ AH ™stin ‡sh, ïn ¹ AB tÍ AG ™stin  
‡sh, loip¾  ¥ra ¹ BZ loipÍ tÍ GH ™stin ‡sh. ·(Κ.Ε.3)  ™de…cqh  
d� kaˆ ¹ ZG tÍ HB ‡sh· dÚ o d¾  aƒ BZ, ZG dusˆ ta‹j  
GH, HB ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv· kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ   
BZG gwn…v tÍ Ø pÕ  GHB ‡sh, kaˆ b£sij aÙ tîn koin¾  ¹  
BG· kaˆ tÕ  BZG ¥ra tr…gwnon tù GHB trigènJ ‡son  
œstai, ·(Ι.4) kaˆ aƒ loipaˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œson- 
tai ˜katšra ˜katšrv, Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø pote…nousin·  
‡sh ¥r a ™st ˆn ¹ m�n Ø pÕ  ZBG tÍ Ø pÕ  HGB ¹ d� Ø pÕ   
BGZ tÍ Ø pÕ  GBH. ™peˆ oân Ó lh ¹ Ø pÕ  ABH gwn…a  
Ó lV tÍ Ø pÕ  AGZ gwn…v ™de…cqh ‡sh, ïn ¹ Ø pÕ  GBH tÍ  
Ø pÕ  BGZ ‡sh, loip¾  ¥ra ¹ Ø pÕ  ABG loipÍ tÍ Ø pÕ  AGB  
™stin ‡sh··(Κ.Ε.3)  ka… e„si prÕ j tÍ b£sei toà ABG trigènou.  
™de…cqh d� kaˆ ¹ Ø pÕ  ZBG tÍ Ø pÕ  HGB ‡sh· ka… e„sin  
Ø pÕ  t¾ n b£sin.  
     Tîn ¥ra „soskelîn trigènwn aƒ prÕ j tÍ b£sei gwn…ai  
‡sai ¢ll»laij e„s…n, kaˆ prosekblhqeisîn tîn ‡swn  
eÙ qeiîn aƒ Ø pÕ  t¾ n b£sin gwn…ai ‡sai ¢ll»laij œsontai·  
Ó per œdei de‹xai.  
  ================================================    
Ι.6'E¦n trigènou aƒ dÚ o gwn…ai ‡sai ¢ll»laij ðsin, kaˆ aƒ  
Ø pÕ  t¦j ‡saj gwn…aij Ø pote…nousai pleuraˆ ‡sai ¢ll»laij  
œsontai.   
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw tr…gwnon tÕ  ABG ‡shn œcon t¾ n Ø pÕ  ABG gw- 
n…an tÍ Ø pÕ  AGB gwn…v· lšgw, Ó ti kaˆ pleur¦ ¹ AB  
pleur  ́tÍ AG ™stin ‡sh.  
     E„ g¦r ¥nisÒ j ™stin ¹ AB tÍ AG, ¹ ˜tšra  
aÙ tîn me…zwn ™st…n. ·(κρυφό αξ.1)   œstw me…zwn ¹ AB,  
kaˆ ¢fVr»sqw ¢pÕ  tÁ j me…zonoj tÁ j AB  
tÍ ™l£ttoni tÍ AG ‡sh ¹ DB, ·(Ι.3)  kaˆ ™pezeÚ - 
cqw ¹ DG.  
     'Epeˆ oân ‡sh ™stˆn ¹ DB tÍ AG koin¾   
d� ¹ BG, dÚ o d¾  aƒ DB, BG dÚ o ta‹j AG,  
GB ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv, kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  DBG  
gwn…v tÍ Ø pÕ  AGB ™stin ‡sh· b£sij ¥ra ¹ DG b£sei tÍ  
AB ‡sh ™st…n, (Ι.4)kaˆ tÕ  DBG tr…gwnon tù AGB trigènJ  
‡son œstai, tÕ  œlasson tù me…zoni· Ó per ¥topon··(κρυφό αξ.2) oÙ k ¥ra  
¥nisÒ j ™stin ¹ AB tÍ AG· ‡sh ¥ra. ·(κρυφό αξ.3) 
'E¦n ¥ra trigènou aƒ dÚ o gwn…ai ‡sai ¢ll»laij ðsin,  
kaˆ aƒ Ø pÕ  t¦j ‡saj gwn…aj Ø pote…nousai pleuraˆ ‡sai  
¢ll»laij œsontai· Ó per œdei de‹xai.  
 =================================================    
Ι.7 'Epˆ tÁ j aÙ tÁ j eÙ qe…aj dÚ o ta‹j aÙ ta‹j eÙ qe…aij ¥llai  
dÚ o eÙ qe‹ai ‡sai ˜katšra ˜katšrv oÙ  sustaq»sontai prÕ j  
¥llJ kaˆ ¥llJ shme…J ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh t¦ aÙ t¦ pšrata  
œcousai ta‹j ™x ¢rcÁ j eÙ qe…aij.   
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      E„ g¦r dunatÒ n, ™pˆ tÁ j aÙ tÁj eÙ qe…aj tÁ j AB dÚ o  
ta‹j aÙ ta‹j eÙ qe…aij ta‹j AG, GB ¥llai dÚ o eÙ qe‹ai aƒ  
AD, DB ‡sai ˜katšra ˜katšrv sunest£twsan prÕ j ¥llJ  
kaˆ ¥llJ shme…J tù te G kaˆ D ™pˆ  
t¦ aÙ t¦ mšrh t¦ aÙ t¦ pšrata œcou- 
sai, ést e ‡shn e�nai t¾ n m�n GA tÍ  
DA tÕ  aÙ tÕ  pšraj œcousan aÙ tÍ tÕ  A,  
t ¾n d� GB tÍ DB tÕ  aÙ tÕ  pšraj  
œcousan aÙ tÍ tÕ  B, kaˆ ™pezeÚ cqw  
¹ GD.  
     'Epeˆ oân ‡sh ™stˆn ¹ AG tÍ AD, ‡sh ™stˆ kaˆ gwn…a  
¹ Ø pÕ  AGD tÍ Ø pÕ  ADG· (Ι.5)me…zwn ¥ra ¹ Ø pÕ  ADG tÁ j  
Ø pÕ  DGB··(κρυφό αξ.4) pollù ¥ra ¹ Ø pÕ  GDB me…zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ   
DGB. ··(κρυφό αξ.5) p£lin ™peˆ ‡sh ™stˆn ¹ GB tÍ DB, ‡sh ™stˆ kaˆ  
gwn…a ¹ Ø pÕ  GDB gwn…v tÍ Ø pÕ  DGB.(ι.5) ™de…cqh d� aÙ - 
tÁ j kaˆ pollù me…zwn· Ó per ™stˆn ¢dÚ naton.  
     OÙ k ¥ra ™pˆ tÁ j aÙ tÁ j eÙ qe…aj dÚ o ta‹j aÙ ta‹j eÙ - 
qe…aij ¥llai dÚ o eÙ qe‹ai ‡sai ˜katšra ˜katšrv susta- 
q»sontai prÕ j ¥llJ kaˆ ¥llJ shme…J ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh  
t¦ aÙ t¦ pšrata œcousai ta‹j ™x ¢rcÁj eÙ qe…aij· Ó per  
œdei de‹xai.  
 =================================     
Ι8.'E¦n dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j [ta‹j] dÚ o pleura‹j  
‡saj œcV ˜katšran ˜katšra, œcV d� kaˆ t¾ n b£sin tÍ   
b£sei ‡shn, kaˆ t¾ n gwn…an tÍ gwn…v ‡shn ›xei t¾ n Ø pÕ   
tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw dÚ o tr…gwna t¦ ABG, DEZ t¦j dÚ o pleur¦j  
t¦j AB, AG ta‹j dÚ o pleura‹j ta‹j DE, DZ ‡saj œcon- 
ta ˜katšran ˜katšrv, t ¾n m�n  
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AB t Í DE t ¾n d� AG tÍ DZ·  
™cšt w d� kaˆ b£sin t¾ n BG b£sei  
tÍ EZ ‡shn· lšgw, Ó ti kaˆ gwn…a  
¹ Ø pÕ  BAG gwn…v tÍ Ø pÕ  EDZ  
™stin ‡sh.  
     'Efarmozomšnou g¦r toà ABG  
trigènou ™pˆ tÕ  DEZ tr…gwnon  
kaˆ t iqemšnou t oà m�n B shme…ou ™pˆ tÕ  E shme‹on  
t Áj  d� BG eÙ qe…aj ™pˆ t¾ n EZ ™farmÒ sei kaˆ tÕ  G  
shme‹on ™pˆ t Õ Z di ¦  t Õ ‡shn e�nai t¾ n BG tÍ EZ·  
™farmos£shj d¾  tÁ j BG ™pˆ t¾ n EZ ™farmÒ sousi kaˆ  
aƒ BA, GA ™pˆ t¦j ED, DZ. e„ g¦ r  b£si j  m�n ¹ BG  
™pˆ b£sin t¾ n EZ ™farmÒ sei, aƒ d� BA, AG pleuraˆ  
™pˆ t¦j ED, DZ oÙ k ™farmÒ sousin ¢ll¦ parall£xou- 
sin æ j aƒ EH, HZ, sustaq»sontai ™pˆ tÁ j aÙ tÁ j  
eÙ qe…aj dÚ o ta‹j aÙ ta‹j eÙ qe…aij ¥llai dÚ o eÙ qe‹ai  
‡sai ˜katšra ˜katšrv prÕ j ¥llJ kaˆ ¥llJ shme…J ™pˆ  
t¦ aÙ t¦ mšrh t¦ aÙ t¦ pšrata œcousai. oÙ  sun…stantai  
dš·(Ι.7)oÙ k ¥ra ™farmozomšnhj tÁ j BG b£sewj ™pˆ t¾ n EZ  
b£sin oÙ k ™farmÒ sousi kaˆ aƒ BA, AG pleuraˆ ™pˆ  
t¦j ED, DZ. ™farmÒ sousin ¥ra· éste kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ   
BAG ™pˆ gwn…an t¾ n Ø pÕ  EDZ ™farmÒ sei kaˆ ‡sh aÙ tÍ  
œstai. ·(Κ.Ε.4)    
     'E¦n ¥ra dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j [ta‹j] dÚ o pleu- 
ra‹j ‡saj œcV ˜katšran ˜katšrv kaˆ t¾ n b£sin tÍ b£sei  
‡shn œcV, kaˆ t¾ n gwn…an tÍ gwn…v ‡shn ›xei t¾ n Ø pÕ   
tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn· Ó per œdei de‹xai.  
  =========================================  
 Ι9.  T¾ n doqe‹san gwn…an eÙ qÚ grammon d…ca teme‹n.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estw ¹ doqe‹sa gwn…a eÙ qÚ grammoj ¹ Ø pÕ  BAG. de‹  
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d¾  aÙ t¾ n d…ca teme‹n.  
     E„l»fqw ™pˆ tÁ j AB tucÕ n shme‹on tÕ  D, kaˆ ¢fVr»- 
sqw ¢pÕ  tÁ j AG tÍ AD ‡sh ¹ AE,(Ι.3) kaˆ ™pezeÚ cqw  
¹ DE, ·(Αιτ.1)  kaˆ sunest£tw ™pˆ tÁ j DE tr…gwnon „sÒ pleuron  
tÕ  DEZ, (Ι.1)kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ AZ· lšgw, Ó ti ¹ Ø pÕ  BAG  
gwn…a d…ca tštmhtai Ø pÕ  tÁ j AZ eÙ qe…aj.  
     'Epeˆ g¦r ‡sh ™stˆn ¹ AD tÍ AE, koin¾ d� ¹ AZ,  
dÚ o d¾  aƒ DA, AZ dusˆ ta‹j EA, AZ  
‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv. kaˆ b£sij ¹  
DZ b£sei tÍ EZ ‡sh ™st…n· gwn…a ¥ra  
¹ Ø pÕ  DAZ gwn…v tÍ Ø pÕ  EAZ ‡sh  
™st…n. (Ι.8) 
     `H ¥ra doqe‹sa gwn…a eÙ qÚ grammoj ¹  
Ø pÕ  BAG d…ca tštmhtai Ø pÕ  tÁ j AZ  
eÙ qe…aj· Ó per œdei poiÁsai.   
   =========================================== 
 Ι10. T¾ n doqe‹san eÙ qe‹an peperasmšnhn d…ca teme‹n.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw ¹ doqe‹sa eÙ qe‹a peperasmšnh ¹ AB· de‹ d¾   
t¾ n AB eÙ qe‹an peperasmšnhn d…ca teme‹n.  
     Sunest£tw ™p' aÙ tÁ j tr…gwnon „sÒ - 
pleuron tÕ  ABG(I.1), kaˆ tetm»sqw ¹ Ø pÕ   
AGB gwn…a d…ca tÍ GD eÙ qe…v(Ι.9)· lšgw,  
Ó ti ¹ AB eÙ qe‹a d…ca tštmhtai kat¦  
tÕ  D shme‹on.  
     'Epeˆ g¦r ‡sh ™stˆn ¹ AG tÍ GB,  
koin¾ d� ¹ GD, dÚ o d¾  aƒ AG, GD dÚ o  
ta‹j BG, GD ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv· kaˆ gwn…a ¹  
Ø pÕ  AGD gwn…v tÍ Ø pÕ  BGD ‡sh ™st…n· b£sij ¥ra ¹  
AD b£sei tÍ BD ‡sh ™st…n.(Ι.4)  
     `H ¥ra doqe‹sa eÙ qe‹a peperasmšnh ¹ AB d…ca tš- 
tmhtai kat¦ tÕ  D· Ó per œdei poiÁsai.  
=============================================     
 Ι11.TÍ doqe…sV eÙ qe…v ¢pÕ  toà prÕ j aÙ tÍ doqšntoj sh- 
me…ou prÕ j Ñ rq¦j gwn…aj eÙ qe‹an gramm¾ n ¢gage‹n.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Est w ¹ m�n doqe‹sa eÙ qe‹a ¹ AB tÕ  d� doq�n shme‹on  
™p' aÙ tÁ j tÕ  G· de‹ d¾  ¢pÕ  toà G shme…ou tÍ AB eÙ - 
qe…v prÕ j Ñ rq¦j gwn…aj eÙ qe‹an gramm¾ n ¢gage‹n.   
     E„l»fqw ™pˆ tÁ j AG tucÕ n shme‹on tÕ  D, kaˆ ke…sqw  
tÍ GD ‡sh ¹ GE,(I.3) kaˆ sunest£tw ™pˆ tÁ j DE tr…gwnon  
„sÒ pleuron tÕ  ZDE,(I.1) kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ ZG·(Αιτ.1) · lšgw, Ó ti tÍ  
doqe…sV eÙ qe…v tÍ AB ¢pÕ   
toà prÕ j aÙ tÍ doqšntoj sh- 
me…ou toà G prÕ j Ñ rq¦j gw- 
n…aj eÙ qe‹a gramm¾  Ãktai ¹  
ZG.  
     'Epeˆ g¦r ‡sh ™stˆn ¹ DG  
tÍ GE, koin¾ d� ¹ GZ, dÚ o  
d¾  aƒ DG, GZ dusˆ ta‹j EG, GZ ‡sai e„sˆn ˜katšra  
˜katšrv· kaˆ b£sij ¹ DZ b£sei tÍ ZE ‡sh ™st…n· gwn…a  
¥ra ¹ Ø pÕ  DGZ gwn…v tÍ Ø pÕ  EGZ ‡sh ™st…n·(I.8) ka…  
e„sin ™fexÁj. Ót an d� eÙ qe‹a ™p' eÙ qe‹an staqe‹sa t¦j  
™fexÁ j gwn…aj ‡saj ¢ll»laij poiÍ, Ñ rq¾  ˜katšra tîn  
‡swn gwniîn ™stin·(Oρ.10) Ñ rq¾  ¥ra ™stˆn ˜katšra tîn Ø pÕ   
DGZ, ZGE.  
     TÍ ¥ra doqe…sV eÙ qe…v tÍ AB ¢pÕ  toà prÕ j aÙ tÍ do- 
qšntoj shme…ou toà G prÕ j Ñ rq¦j gwn…aj eÙ qe‹a gramm¾   
Ãktai ¹ GZ· Ó per œdei poiÁsai.  
 ==================================    
Ι.12 'Epˆ t¾ n doqe‹san eÙ qe‹an ¥peiron ¢pÕ  toà doqšntoj  
shme…ou, Ö  m» ™stin ™p' aÙ tÁ j, k£qeton eÙ qe‹an gram- 
m¾ n ¢gage‹n.   
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Est w ¹ m�n doqe‹sa eÙ qe‹a ¥peiroj ¹ AB tÕ  d� do- 
q�n shme‹on, Ö  m» ™stin ™p' aÙ tÁ j, tÕ  G· de‹ d¾  ™pˆ t¾ n  
doqe‹san eÙ qe‹an ¥peiron t¾ n AB ¢pÕ  toà doqšntoj  
 
shme…ou toà G, Ö  m» ™stin ™p' aÙ tÁ j, k£qeton eÙ qe‹an  
gramm¾ n ¢gage‹n.  
     E„l»fqw g¦r ™pˆ t¦ ›tera mšrh tÁ j AB eÙ qe…aj tu- 
cÕ n shme‹on tÕ  D, kaˆ kšnt r J  m�n t ù G diast »mat i  d�  
tù GD kÚ kloj gegr£fqw Ð  EZH, (Αιτ.3)kaˆ tetm»sqw ¹ EH  
eÙ qe‹a d…ca kat¦ tÕ  Q,(Ι.10) kaˆ  
™pezeÚ cqwsan aƒ GH, GQ,  
GE eÙ qe‹ai· (Αιτ.1)lšgw, Ó ti ™pˆ  
t¾ n doqe‹san eÙ qe‹an ¥peiron  
t¾ n AB ¢pÕ  toà doqšntoj  
shme…ou toà G, Ö  m» ™stin  
™p' aÙ tÁ j, k£qetoj Ãktai ¹  
GQ.  
     'Epeˆ g¦r ‡sh ™stˆn ¹ HQ tÍ QE, koin¾ d� ¹ QG,  
dÚ o d¾  aƒ HQ, QG dÚ o ta‹j EQ, QG ‡sai e„sˆn ˜ka- 
tšra ˜katšrv· kaˆ b£sij ¹ GH b£sei tÍ GE ™stin ‡sh·  
gwn…a ¥ra ¹ Ø pÕ  GQH gwn…v tÍ Ø pÕ  EQG ™stin ‡sh. (Ι.8) 
ka… e„sin ™fexÁj. Ót an d� eÙ qe‹a ™p' eÙ qe‹an staqe‹sa  
t¦j ™fexÁ j gwn…aj ‡saj ¢ll»laij poiÍ, Ñ rq¾  ˜katšra  
tîn ‡swn gwniîn ™stin, kaˆ ¹ ™festhku‹a eÙ qe‹a k£q- 
etoj kale‹tai ™f' ¿n ™fšsthken.  
     'Epˆ t¾ n doqe‹san ¥ra eÙ qe‹an ¥peiron t¾ n AB ¢pÕ   
toà doqšntoj shme…ou toà G, Ö  m» ™stin ™p' aÙ tÁ j,  
k£qetoj Ãktai ¹ GQ· Ó per œdei poiÁsai.   
==========================================     
 Ι13 
E¦n eÙ qe‹a ™p' eÙ qe‹an staqe‹sa gwn…aj poiÍ, ½ toi  
dÚ o Ñ rq¦j À  dusˆn Ñ rqa‹j ‡saj poi»sei.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     EÙ qe‹a g£r tij ¹ AB ™p' eÙ qe‹an t¾ n GD staqe‹sa  
gwn…aj poie…tw t¦j Ø pÕ  GBA, ABD· lšgw, Ó ti aƒ Ø pÕ   
GBA, ABD gwn…ai ½ toi dÚ o Ñ rqa…  
e„sin À  dusˆn Ñ rqa‹j ‡sai. (ορ.10) 
     E„ m�n oân ‡sh ™stˆn ¹ Ø pÕ  GBA  
tÍ Ø pÕ  ABD, dÚ o Ñ rqa… e„sin. e„ d�  
oÜ , ½ cqw ¢pÕ  toà B shme…ou tÍ GD  
[eÙ qe…v] prÕ j Ñ rq¦j ¹ BE·(Ι.11) aƒ ¥ra Ø pÕ   
GBE, EBD dÚ o Ñ rqa… e„sin· kaˆ ™peˆ  
¹ Ø pÕ  GBE dusˆ ta‹j Ø pÕ  GBA,  
ABE ‡sh ™st…n, koin¾  proske…sqw ¹ Ø pÕ  EBD· aƒ ¥ra  
Ø pÕ  GBE, EBD trisˆ ta‹j Ø pÕ  GBA, ABE, EBD  
‡sai e„s…n. (κ.Ε.2)p£lin, ™peˆ ¹ Ø pÕ  DBA dusˆ ta‹j Ø pÕ  DBE,  
EBA ‡sh ™st…n, koin¾  proske…sqw ¹ Ø pÕ  ABG· aƒ ¥ra  
Ø pÕ  DBA, ABG trisˆ ta‹j Ø pÕ  DBE, EBA, ABG ‡sai (κ.Ε.2 
e„s…n. ™de…cqhsan d� kaˆ aƒ Ø pÕ  GBE, EBD trisˆ ta‹j  
aÙ ta‹j ‡sai· t ¦  d� tù aÙ tù ‡sa kaˆ ¢ll»loij ™stˆn ‡sa· (κ.Ε.1) 
kaˆ aƒ Ø pÕ  GBE, EBD ¥ra ta‹j Ø pÕ  DBA, ABG ‡sai   
e„s…n· ¢ll¦ aƒ Ø pÕ  GBE, EBD dÚ o Ñ rqa… e„sin· kaˆ aƒ  
Ø pÕ  DBA, ABG ¥ra dusˆn Ñ rqa‹j ‡sai e„s…n.  
     'E¦n ¥ra eÙ qe‹a ™p' eÙ qe‹an staqe‹sa gwn…aj poiÍ,  
½ toi dÚ o Ñ rq¦j À  dusˆn Ñ rqa‹j ‡saj poi»sei· Ó per œdei  
de‹xai.  
  ==========================================  
 Ι14 'E¦n prÒ j tini eÙ qe…v kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ shme…J dÚ o  
eÙ qe‹ai m¾  ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh ke…menai t¦j ™fexÁj gwn…aj  
dusˆn Ñ rqa‹j ‡saj poiîsin, ™p' eÙ qe…aj œsontai ¢ll»laij  
aƒ eÙ qe‹ai.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      PrÕ j g£r tini eÙ qe…v tÍ AB kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ sh- 
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me…J tù B dÚ o eÙ qe‹ai aƒ BG, BD m¾  ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh  
ke…menai t¦j ™fexÁj gwn…aj t¦j Ø pÕ   
ABG, ABD dÚ o Ñ rqa‹j ‡saj poie…tw- 
san· lšgw, Ó ti ™p' eÙ qe…aj ™stˆ tÍ  
GB ¹ BD.  
     E„ g¦r m» ™sti tÍ BG ™p' eÙ qe…aj ¹  
BD, œstw tÍ GB ™p' eÙ qe…aj ¹ BE. (Αιτ.2) 
     'Epeˆ oân eÙ qe‹a ¹ AB ™p' eÙ qe‹an t¾ n GBE ™fšsth- 
ken, aƒ ¥ra Ø pÕ  ABG, ABE gwn…ai dÚ o Ñ rqa‹j ‡sai  
e„s…n· (Ι.13)e„sˆ d� kaˆ aƒ Ø pÕ  ABG, ABD dÚ o Ñ rqa‹j ‡sai·  
aƒ ¥ra Ø pÕ  GBA, ABE ta‹j Ø pÕ  GBA, ABD ‡sai (Αιτ.2 και Κ.Ε4)  
e„s…n. koin¾  ¢fVr»sqw ¹ Ø pÕ  GBA· loip¾  ¥ra ¹ Ø pÕ   
ABE loipÍ tÍ Ø pÕ  ABD ™stin ‡sh, ¹ ™l£sswn tÍ me…- 
zoni· ( Κ.Ε.3)  
Ó per ™stˆn ¢dÚ naton. oÙ k ¥ra ™p' eÙ qe…aj ™stˆn ¹  
BE tÍ GB. Ð mo…wj d¾  de…xomen, Ót i  oÙd� ¥llh tij pl¾ n  
tÁ j BD· ™p' eÙ qe…aj ¥ra ™stˆn ¹ GB tÍ BD.  
     'E¦n ¥ra prÒ j tini eÙ qe…v kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ shme…J  
dÚ o eÙ qe‹ai m¾  ™pˆ t¦ aÙ t¦ mšrh ke…menai t¦j ™fexÁj  
gwn…aj dusˆn Ñ rqa‹j ‡saj poiîsin, ™p' eÙ qe…aj œsontai  
 
gwn…aj dusˆn Ñ rqa‹j ‡saj poiîsin, ™p' eÙ qe…aj œsontai  
¢ll»laij aƒ eÙ qe‹ai· Ó per œdei de‹xai.  
  ===============================================   
Ι.15. 'E¦n dÚ o eÙ qe‹ai tšmnwsin ¢ll»laj, t¦j kat¦ koruf¾ n  
gwn…aj ‡saj ¢ll»laij poioàsin.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:       DÚ o g¦r eÙ qe‹ai aƒ AB, GD temnštwsan ¢ll»laj kat¦  
tÕ  E shme‹on· lšgw, Ó ti ‡sh ™st ˆn ¹ m�n Ø pÕ  AEG gw- 
n…a tÍ Ø pÕ  DEB, ¹ d� Ø pÕ  GEB tÍ Ø pÕ  AED.  
     'Epeˆ g¦r eÙ qe‹a ¹ AE ™p' eÙ qe‹an  
t¾ n GD ™fšsthke gwn…aj poioàsa  
t¦j Ø pÕ  GEA, AED, aƒ ¥ra Ø pÕ   
GEA, AED gwn…ai dusˆn Ñ rqa‹j  
‡sai e„s…n. (Ι.13)p£lin, ™peˆ eÙ qe‹a ¹ DE  
™p' eÙ qe‹an t¾ n AB ™fšsthke gw-  
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n…aj poioàsa t¦j Ø pÕ  AED, DEB, aƒ ¥ra Ø pÕ  AED,  
DEB gwn…ai dusˆn Ñ rqa‹j ‡sai e„s…n. (Ι.13)™de…cqhsan d� kaˆ aƒ  
Ø pÕ  GEA, AED dusˆn Ñ rqa‹j ‡sai· aƒ ¥ra Ø pÕ  GEA,  
AED ta‹j Ø pÕ  AED, DEB ‡sai e„s…n. (Αιτ.4 και Κ.Ε1)  
 koin¾  ¢fVr»sqw ¹  
Ø pÕ  AED· loip¾  ¥ra ¹ Ø pÕ  GEA loipÍ tÍ Ø pÕ  BED ‡sh  
™st…n· (Κ.Ε.3)  
 Ð mo…wj d¾  deicq»setai, Ó ti kaˆ aƒ Ø pÕ  GEB,  
DEA ‡sai e„s…n.  
     'E¦n ¥ra dÚ o eÙ qe‹ai tšmnwsin ¢ll»laj, t¦j kat¦ ko- 
ruf¾ n gwn…aj ‡saj ¢ll»laij poioàsin· Ó per œdei de‹xai.  
 ================================================    
 [PÒ risma  
     'Ek d¾  toÚ tou fanerÕ n Ó ti, ™¦n dÚ o eÙ qe‹ai tšmnwsin  
¢ll»laj, t¦j prÕ j tÍ tomÍ gwn…aj tštrasin Ñ rqa‹j ‡saj  
poi»sousin.]  
 ================================================     
Ι.16.PantÕ j trigènou mi©j tîn pleurîn prosekblhqe…shj  
¹ ™ktÕ j gwn…a ˜katšraj tîn ™ntÕ j kaˆ ¢penant…on gw- 
niîn me…zwn ™st…n.   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw tr…gwnon tÕ  ABG, kaˆ prosekbebl»sqw aÙ toà  
m…a pleur¦ ¹ BG ™pˆ tÕ  D· lšgw, Ó ti ¹ ™ktÕ j gwn…a  
¹ Ø pÕ  AGD me…zwn ™stˆn ˜katšraj tîn  
™ntÕ j kaˆ ¢penant…on tîn Ø pÕ  GBA,  
BAG gwniîn.  
     Tetm»sqw ¹ AG d…ca kat¦ tÕ  E, (ι.10)kaˆ  
™pizeucqe‹sa ¹ BE ™kbebl»sqw ™p' eÙ - 
qe…aj ™pˆ tÕ  Z, kaˆ ke…sqw tÍ BE ‡sh ¹  
EZ, (Ι.3)  
kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ ZG,(Αιτ.1) kaˆ di»cqw ¹  
AG ™pˆ tÕ  H. (Αιτ.2) 
     'Epê  oân ‡sh ™st ˆn ¹ m�n AE tÍ EG, ¹ d� BE tÍ EZ,  
dÚ o d¾  aƒ AE, EB dusˆ ta‹j GE, EZ ‡sai e„sˆn ˜katšra  
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˜katšrv· kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  AEB gwn…v tÍ Ø pÕ  ZEG ‡sh  
™st…n· kat¦ koruf¾ n g£r·(Ι.15) b£sij ¥ra ¹ AB b£sei tÍ ZG  
‡sh ™st…n, kaˆ tÕ  ABE tr…gwnon tù ZEG trigènJ  
™stˆn ‡son, kaˆ aƒ loipaˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij  
‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv, Ø f' §j aƒ ‡sai pleuraˆ Ø po- 
te…nousin·(Ι.4) ‡sh ¥ra ™stˆn ¹ Ø pÕ  BAE tÍ Ø pÕ  EGZ. me…- 
zwn dš ™stin ¹ Ø pÕ  EGD tÁ j Ø pÕ  EGZ· me…zwn ¥ra ¹  
Ø pÕ  AGD tÁ j Ø pÕ  BAE. ·(κρυφό αξ.6) Ð mo…wj d¾  tÁ j BG tetmh- 
mšnhj d…ca deicq»setai kaˆ ¹ Ø pÕ  BGH, toutšstin ¹  
Ø pÕ  AGD, me…zwn kaˆ tÁ j Ø pÕ  ABG.  
     PantÕ j ¥ra trigènou mi©j tîn pleurîn prosekblh- 
qe…shj ¹ ™ktÕ j gwn…a ˜katšraj tîn ™ntÕ j kaˆ ¢penant…on  
gwniîn me…zwn ™st…n· Ó per œdei de‹xai.   
 ==================================================   
 Ι.17. PantÕ j trigènou aƒ dÚ o gwn…ai dÚ o Ñ rqîn ™l£ssonšj  
e„si p£ntV metalambanÒ menai.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estw tr…gwnon tÕ  ABG· lšgw, Ó ti toà ABG trigè- 
nou aƒ dÚ o gwn…ai dÚ o Ñ rqîn ™l£tto- 
nšj e„si p£ntV metalambanÒ menai.  
     'Ekbebl»sqw g¦r ¹ BG ™pˆ tÕ  D. (Αιτ.2) 
     Kaˆ ™peˆ trigènou toà ABG ™ktÒ j  
™sti gwn…a ¹ Ø pÕ  AGD, me…zwn ™stˆ  
tÁ j ™ntÕ j kaˆ ¢penant…on tÁ j Ø pÕ   
ABG. (Ι.16) koin¾  proske…sqw ¹ Ø pÕ  AGB· aƒ ¥ra Ø pÕ  AGD,  
AGB tîn Ø pÕ  ABG, BGA me…zonšj e„sin. ¢ll' aƒ Ø pÕ   
AGD, AGB dÚ o Ñ rqa‹j ‡sai e„s…n·(Ι.13) aƒ ¥ra Ø pÕ  ABG,  
BGA dÚ o Ñ rqîn ™l£ssonšj e„sin.(Κ.Ε.6*). Ð mo…wj d¾  de…xomen,  
Ó ti kaˆ aƒ Ø pÕ  BAG, AGB dÚ o Ñ rqîn ™l£ssonšj e„si  
kaˆ œti aƒ Ø pÕ  GAB, ABG.  
     PantÕ j ¥ra trigènou aƒ dÚ o gwn…ai dÚ o Ñ rqîn ™l£s- 
sonšj e„si p£ntV metalambanÒ menai· Ó per œdei de‹xai.  
   
===============================================   
Ι.18. PantÕ j trigènou ¹ me…zwn pleur¦ t¾ n me…zona gw- 
n…an Ø pote…nei.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw g¦r tr…gwnon tÕ  ABG me…zona œcon t¾ n AG  
pleur¦n tÁ j AB· lšgw, Ó ti kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  ABG me…- 
zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ  BGA.   
     'Epeˆ g¦r me…zwn ™stˆn ¹ AG tÁ j AB, ke…sqw tÍ  
AB ‡sh ¹ AD, kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ BD. ·(Αξ.1) 
     Kaˆ ™peˆ trigènou toà BGD ™ktÒ j ™sti gwn…a ¹ Ø pÕ   
ADB, me…zwn ™stˆ tÁ j ™ntÕ j kaˆ  
¢penant…on tÁ j Ø pÕ  DGB· (Ι.16) ‡sh  
d� ¹ Ø pÕ  ADB tÍ Ø pÕ  ABD, ™peˆ  
kaˆ pleur¦ ¹ AB tÍ AD ™stin  
‡sh· me…zwn ¥ra kaˆ ¹ Ø pÕ  ABD  
tÁ j Ø pÕ  AGB· pollù ¥ra ¹ Ø pÕ   
ABG me…zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ  AGB.  
     PantÕ j ¥ra trigènou ¹ me…zwn pleur¦ t¾ n me…zona  
gwn…an Ø pote…nei· Ó per œdei de‹xai.  
    ================================================ 
 Ι.19.PantÕ j trigènou Ø pÕ  t¾ n me…zona gwn…an ¹ me…zwn  
pleur¦ Ø pote…nei.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estw tr…gwnon tÕ  ABG me…zona œcon  
t¾ n Ø pÕ  ABG gwn…an tÁ j Ø pÕ  BGA· lšgw,  
Ó ti kaˆ pleur¦ ¹ AG pleur©j tÁ j AB  
 
me…zwn ™st…n.  
     E„ g¦r m», ½ toi ‡sh ™stˆn ¹ AG tÍ AB  
À  ™l£sswn··(κρυφό αξ.7) ‡sh m�n oân oÙ k œstin ¹ AG tÍ  
AB· ‡sh g¦r ¨n Ãn kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  ABG  
tÍ Ø pÕ  AGB· (Ι.5)oÙ k œsti dš· oÙ k ¥ra ‡sh   
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™stˆn ¹ AG tÍ AB. oÙd� m¾ n ™l£sswn ™stˆn ¹ AG  
tÁ j AB· ™l£sswn g¦r ¨n Ãn kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  ABG tÁ j  
Ø pÕ  AGB· (Ι.18)oÙ k œsti dš· oÙ k ¥ra ™l£sswn ™stˆn ¹ AG  
tÁ j AB. ™de…cqh dš, Ót i  oÙd� ‡sh ™st…n. me…zwn ¥ra ™stˆn  
¹ AG tÁ j AB. ·(κρυφό αξ.8) 
     PantÕ j ¥ra trigènou Ø pÕ  t¾ n me…zona gwn…an ¹ me…- 
zwn pleur¦ Ø pote…nei· Ó per œdei de‹xai.  
==================================================== 
Ι.20     PantÕ j trigènou aƒ dÚ o pleuraˆ tÁ j loipÁj me…zonšj  
e„si p£ntV metalambanÒ menai.  
    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
” ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     Estw g¦r tr…gwnon tÕ  ABG· lšgw, Ó ti toà ABG  
trigènou aƒ dÚ o pleuraˆ tÁ j loipÁj me…zonšj e„si p£ntV  
metalambanÒ menai, aƒ m�n BA, AG tÁ j BG, aƒ d� AB,  
BG tÁ j AG, aƒ d� BG, GA tÁ j AB.  
     Di»cqw g¦r ¹ BA ™pˆ tÕ  D shme‹on,  
kaˆ ke…sqw tÍ GA ‡sh ¹ AD, kaˆ ™p- 
ezeÚ cqw ¹ DG.  
     'Epeˆ oân ‡sh ™stˆn ¹ DA tÍ AG,  
‡sh ™stˆ kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  ADG tÍ  
Ø pÕ  AGD· (Ι.5) me…zwn ¥ra ¹ Ø pÕ  BGD  
tÁ j Ø pÕ  ADG· (Κ.Ε.5)kaˆ ™peˆ tr…gwnÒ n ™sti  
tÕ  DGB me…zona œcon t¾ n Ø pÕ  BGD   
gwn…an tÁ j Ø pÕ  BDG, ØpÕ d� t¾ n me…zona gwn…an ¹ me…- 
zwn pleur¦ Ø pote…nei, (Ι.19)¹ DB ¥ra tÁ j BG ™sti me…zwn.  
‡sh d� ¹ DA tÍ AG· me…zonej ¥ra aƒ BA, AG tÁ j BG·  
Ð mo…wj d¾  de…xomen, Ót i  kaˆ aƒ m�n AB, BG tÁ j GA  
me…zonšj e„sin, aƒ d� BG, GA tÁ j AB.  
     PantÕ j ¥ra trigènou aƒ dÚ o pleuraˆ tÁ j loipÁj me…- 
zonšj e„si p£ntV metalambanÒ menai· Ó per œdei de‹xai.  
   ============================================  
Ι.21 'E¦n trigènou ™pˆ mi©j tîn pleurîn ¢pÕ  tîn per£twn  
dÚ o eÙ qe‹ai ™ntÕ j sustaqîsin, aƒ sustaqe‹sai tîn loi- 
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pîn t oà t r igènou dÚo pl eur în ™l £t t onej  m�n œsontai,  
me…zona d� gwn…an perišxousin.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      Trigènou g¦r toà ABG ™pˆ mi©j tîn pleurîn tÁ j  
BG ¢pÕ  tîn per£twn tîn B, G dÚ o eÙ qe‹ai ™ntÕ j sun- 
est£twsan aƒ BD, DG· lšgw, Ó ti aƒ BD, DG tîn loi- 
pîn toà trigènou dÚ o pleurîn tîn BA, AG ™l£ssonej  
mšn e„sin, me…zona d� gwn…an perišcousi t¾ n Ø pÕ  BDG  
tÁ j Ø pÕ  BAG.  
     Di»cqw g¦r ¹ BD ™pˆ tÕ  E. kaˆ ™peˆ pantÕ j trigènou  
aƒ dÚ o pleuraˆ tÁ j loipÁj me…zonšj e„sin, (Ι.20) toà ABE ¥ra  
trigènou aƒ dÚ o pleuraˆ aƒ AB, AE tÁ j BE me…zonšj   
e„sin· koin¾  proske…sqw ¹ EG· aƒ ¥ra BA, AG tîn  
BE, EG me…zonšj e„sin. p£lin, ™peˆ toà GED trigènou  
aƒ dÚ o pleuraˆ aƒ GE, ED tÁ j  
GD me…zonšj e„sin, koin¾  pros- 
ke…sqw ¹ DB· aƒ GE, EB ¥ra  
tîn GD, DB me…zonšj e„sin.  
¢ll¦ tîn BE, EG me…zonej  
™de…cqhsan aƒ BA, AG· pollù  
¥ra aƒ BA, AG tîn BD, DG  
me…zonšj e„sin.  
     P£lin, ™peˆ pantÕ j trigènou ¹ ™ktÕ j gwn…a tÁ j ™ntÕ j  
kaˆ ¢penant…on me…zwn ™st…n, (Ι.16)toà GDE ¥ra trigènou ¹  
™ktÕ j gwn…a ¹ Ø pÕ  BDG me…zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ  GED.  
di¦ taÙ t¦ to…nun kaˆ toà ABE trigènou ¹ ™ktÕ j gwn…a  
¹ Ø pÕ  GEB me…zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ  BAG. ¢ll¦ tÁ j Ø pÕ   
GEB me…zwn ™de…cqh ¹ Ø pÕ  BDG· pollù ¥ra ¹ Ø pÕ   
BDG me…zwn ™stˆ tÁ j Ø pÕ  BAG.  
     'E¦n ¥ra trigènou ™pˆ mi©j tîn pleurîn ¢pÕ  tîn pe- 
r£twn dÚ o eÙ qe‹ai ™ntÕ j sustaqîsin, aƒ sustaqe‹sai  
tîn loipîn toà trigènou dÚ o pleurîn ™l£ttonej mšn  
e„sin, me…zona d� gwn…an perišcousin· Ó per œdei de‹xai.  
===============================================     
Ι.22 'Ek triîn eÙ qeiîn, a† e„sin ‡sai trisˆ ta‹j doqe…saij  

Α

Β Γ

∆

Ε



Γιάννης Π. Πλατάρος                                                                                      
25/4/2004 

 22 

[eÙ qe…aij], tr…gwnon sust»sasqai· de‹ d� t¦j dÚ o tÁ j   
l oipÁj  me…zonaj  e�nai p£ntV metalambanomšnaj [di¦ tÕ   
kaˆ pantÕ j trigènou t¦j dÚ o pleur¦j tÁ j loipÁj me…zo- 
naj  e�nai p£ntV metalambanomšnaj]. (Ι.20) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estwsan aƒ doqe‹sai tre‹j eÙ qe‹ai aƒ A, B, G, ïn aƒ  
dÚ o tÁ j loipÁj me…zonej œstwsan p£ntV metalambanÒ - 
menai, aƒ m�n A, B tÁ j G, aƒ d� A, G tÁ j B, kaˆ œti aƒ B,  
G tÁ j A· de‹ d¾  ™k tîn ‡swn ta‹j A, B, G tr…gwnon  
sust»sasqai.  
     'Ekke…sqw t i j  eÙqe‹a ¹ DE peper asmšnh m�n kat¦ tÕ   
D ¥pei r oj  d� kat¦ tÕ  E, kaˆ ke…sqw tÍ m�n A ‡sh ¹  
DZ, t Í d� B ‡sh ¹ ZH, t Í d� G ‡sh ¹ HQ· (Ι.3)kaˆ kšntrJ  
m�n tù Z, diast »mat i  d� tù ZD kÚ kloj gegr£fqw Ð   
DKL· p£l in kšnt r J  m�n tù H, diast »mat i  d� tù HQ  
kÚ kloj gegr£fqw Ð  KLQ, kaˆ ™pezeÚ cqwsan aƒ KZ,  
KH· lšgw, Ó ti ™k triîn eÙ qeiîn tîn ‡swn ta‹j A, B, G  
tr…gwnon sunšstatai tÕ  KZH.   
     'Epeˆ g¦r tÕ  Z shme‹on kšntron·(Ορ.16)  ™stˆ toà DKL kÚ - 
klou, ‡sh ™stˆn ¹ ZD tÍ ZK· ¢ll¦ ¹ ZD tÍ A ™stin ‡sh. ·(Κ.Ε.1) 
kaˆ ¹ KZ ¥ra tÍ A ™stin ‡sh. ·(Κ.Ε.1) p£lin, ™peˆ tÕ  H shme‹on  
kšntron·(Ορ.16)  ™stˆ toà LKQ kÚ klou, ‡sh ™stˆn ¹ HQ tÍ HK·  
¢ll¦ ¹ HQ tÍ G ™stin ‡sh· kaˆ ¹ KH ¥ra tÍ G ™stin  
‡sh. ™st ˆ d� kaˆ ¹ ZH tÍ B ‡sh· aƒ tre‹j ¥ra eÙ qe‹ai aƒ  
KZ, ZH, HK trisˆ ta‹j A, B, G ‡sai e„s…n.  
     'Ek triîn ¥ra eÙ qeiîn tîn KZ, ZH, HK, a† e„sin  
‡sai trisˆ ta‹j doqe…saij eÙ qe…aij ta‹j A, B, G, tr…gw- 
non sunšstatai tÕ  KZH· Ó per œdei poiÁsai.  
 
================================================== 
Ι .23 PrÕ j tÍ doqe…sV eÙ qe…v kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ shme…J tÍ  
doqe…sV gwn…v eÙ qugr£mmJ ‡shn gwn…an eÙ qÚ grammon  
sust»sasqai.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Est w ¹ m�n doqe‹sa eÙ qe‹a ¹ AB, t Õ d� prÕ j aÙ tÍ  
shme‹on tÕ  A, ¹ d� doqe‹sa gwn…a eÙ qÚ grammoj ¹ Ø pÕ   
DGE· de‹ d¾  prÕ j tÍ doqe…sV eÙ qe…v  
tÍ AB kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ shme…J tù  
A tÍ doqe…sV gwn…v eÙ qugr£mmJ tÍ  
Ø pÕ  DGE ‡shn gwn…an eÙ qÚ grammon  
sust»sasqai.  
     E„l»fqw ™f' ˜katšraj tîn GD, GE  
tucÒ nta shme‹a t¦ D, E, kaˆ ™pezeÚ - 
cqw ¹ DE· kaˆ ™k triîn eÙ qeiîn,   
a† e„sin ‡sai trisˆ ta‹j GD, DE, GE, tr…gwnon sun- 
est£tw tÕ  AZH, ést e ‡shn e�nai t¾ n m�n GD tÍ AZ,  
t ¾n d� GE tÍ AH, kaˆ œti t¾ n DE tÍ ZH.(Ι.22)  
     'Epeˆ oân dÚ o aƒ DG, GE dÚ o ta‹j ZA, AH ‡sai  
e„sˆn ˜katšra ˜katšrv, kaˆ b£sij ¹ DE b£sei tÍ ZH ‡sh,  
gwn…a ¥ra ¹ Ø pÕ  DGE gwn…v tÍ Ø pÕ  ZAH ™stin ‡sh. (Ι.8) 
     PrÕ j ¥ra tÍ doqe…sV eÙ qe…v tÍ AB kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ  
shme…J tù A tÍ doqe…sV gwn…v eÙ qugr£mmJ tÍ Ø pÕ   
DGE ‡sh gwn…a eÙ qÚ grammoj sunšstatai ¹ Ø pÕ  ZAH·  
Ó per œdei poiÁsai.  
  ==================================================   
Ι.24 'E¦n dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j [ta‹j] dÚ o pleura‹j  
‡saj œcV ˜katšran ˜katšrv, t ¾n d� gwn…an tÁ j gwn…aj  
me…zona œcV t¾ n Ø pÕ  tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn,  
kaˆ t¾ n b£sin tÁ j b£sewj me…zona ›xei.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw dÚ o tr…gwna t¦ ABG, DEZ t¦j dÚ o pleur¦j t¦j  
AB, AG ta‹j dÚ o pleura‹j ta‹j DE, DZ ‡saj œconta  
˜katšran ˜katšrv, t ¾n m�n AB tÍ DE t¾ n d� AG tÍ  
DZ, ¹ d� prÕ j tù A gwn…a tÁ j prÕ j tù D gwn…aj me…- 
zwn œstw· lšgw, Ó ti kaˆ b£sij ¹ BG b£sewj tÁ j EZ  
me…zwn ™st…n.  
     'Epeˆ g¦r me…zwn ¹ Ø pÕ  BAG gwn…a tÁ j Ø pÕ  EDZ   
gwn…aj, sunest£tw prÕ j tÍ DE eÙ qe…v kaˆ tù prÕ j aÙ tÍ  
shme…J tù D tÍ Ø pÕ  BAG gwn…v ‡sh ¹ Ø pÕ  EDH,(Ι.23) kaˆ  
ke…sqw Ð potšrv tîn AG, DZ ‡sh ¹ DH, kaˆ ™pezeÚ - 
cqwsan aƒ EH, ZH.  
     'Epê  oân ‡sh ™st ˆn ¹ m�n AB tÍ DE, ¹ d� AG tÍ DH,  
dÚ o d¾  aƒ BA, AG dusˆ ta‹j ED, DH ‡sai e„sˆn ˜ka- 
tšra ˜katšrv· kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ   
BAG gwn…v tÍ Ø pÕ  EDH ‡sh·  
b£sij ¥ra ¹ BG b£sei tÍ EH  
™stin ‡sh. (Ι.4)p£lin, ™peˆ ‡sh ™stˆn  
¹ DZ tÍ DH, ‡sh ™stˆ kaˆ ¹  
Ø pÕ  DHZ gwn…a tÍ Ø pÕ  DZH·(Ι.5)  
me…zwn ¥ra ¹ Ø pÕ  DZH tÁ j  
Ø pÕ  EHZ· pollù ¥ra me…zwn ™stˆn ¹ Ø pÕ  EZH tÁ j  
Ø pÕ  EHZ. kaˆ ™peˆ tr…gwnÒ n ™sti tÕ  EZH me…zona  
œcon t¾ n Ø pÕ  EZH gwn…an tÁ j Ø pÕ  EHZ, ØpÕ d� t¾ n  
me…zona gwn…an ¹ me…zwn pleur¦ Ø pote…nei, me…zwn ¥ra  
kaˆ pleur¦ ¹ EH tÁ j EZ.(Ι.19) ‡sh d� ¹ EH tÍ BG· me…zwn  
¥ra kaˆ ¹ BG tÁ j EZ.  
     'E¦n ¥ra dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j dusˆ pleura‹j  
‡saj œcV ˜katšran ˜katšrv, t ¾n d� gwn…an tÁ j gwn…aj  
me…zona œcV t¾ n Ø pÕ  tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn,  
kaˆ t¾ n b£sin tÁ j b£sewj me…zona ›xei· Ó per œdei de‹xai.   
  ================================================  
Ι.25  'E¦n dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j dusˆ pleura‹j ‡saj  
œcV ˜katšran ˜katšrv, t ¾n d� b£sin tÁ j b£sewj me…zona  
œcV, kaˆ t¾ n gwn…an tÁ j gwn…aj me…zona ›xei t¾ n Ø pÕ   
tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn.  
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:     ”Estw dÚ o tr…gwna t¦ ABG, DEZ t¦j dÚ o pleur¦j  
t¦j AB, AG ta‹j dÚ o pleura‹j ta‹j DE, DZ ‡saj œconta  
˜katšran ˜katšrv, t ¾n m�n AB tÍ  
DE, t ¾n d� AG tÍ DZ· b£si j  d�  
¹ BG b£sewj tÁ j EZ me…zwn œstw·  
lšgw, Ó ti kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  BAG  
gwn…aj tÁ j Ø pÕ  EDZ me…zwn ™st…n·  
     E„ g¦r m», ½ toi ‡sh ™stˆn aÙ tÍ  
À  ™l£sswn· ‡sh m�n oân oÙ k œstin  
¹ Ø pÕ  BAG tÍ Ø pÕ  EDZ· ‡sh g¦r ¨n Ãn kaˆ b£sij  
¹ BG b£sei tÍ EZ(Ι.4)· oÙ k œsti dš. oÙ k ¥ra ‡sh ™stˆ gwn…a  
¹ Ø pÕ  BAG tÍ Ø pÕ  EDZ· oÙd� m¾ n ™l£sswn ™stˆn ¹ Ø pÕ   
BAG tÁ j Ø pÕ  EDZ· ™l£sswn g¦r ¨n Ãn kaˆ b£sij ¹ BG  
b£sewj tÁ j EZ·(Ι.24) oÙ k œsti dš· oÙ k ¥ra ™l£sswn ™stˆn  
 
¹ Ø pÕ  BAG gwn…a tÁ j Ø pÕ  EDZ. ™de…cqh d� Ó ti oÙ d�  
‡sh· me…zwn ¥ra ™stˆn ¹ Ø pÕ  BAG tÁ j Ø pÕ  EDZ.  
     'E¦n ¥ra dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o pleur¦j dusˆ pleura‹j  
‡saj œcV ˜katšran ˜k£terv, t ¾n d� b£sin tÁ j b£sewj   
me…zona œcV, kaˆ t¾ n gwn…an tÁ j gwn…aj me…zona ›xei t¾ n  
Ø pÕ  tîn ‡swn eÙ qeiîn periecomšnhn· Ó per œdei de‹xai.  
=================================================== 
  Ι26   'E¦n dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o gwn…aj dusˆ gwn…aij ‡saj œcV  
˜katšran ˜katšrv kaˆ m…an pleur¦n mi  ́pleur  ́‡shn ½ toi  
t¾ n prÕ j ta‹j ‡saij gwn…aij À  t¾ n Ø pote…nousan Ø pÕ  m…an  
tîn ‡swn gwniîn, kaˆ t¦j loip¦j pleur¦j ta‹j loipa‹j  
pleura‹j ‡saj ›xei [˜katšran ˜katšrv] kaˆ t¾ n loip¾ n  
gwn…an tÍ loipÍ gwn…v.  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ:      ”Estw dÚ o tr…gwna t¦ ABG, DEZ t¦j dÚ o gwn…aj t¦j  
Ø pÕ  ABG, BGA dusˆ ta‹j Ø pÕ  DEZ, EZD ‡saj œconta  
˜katšran ˜katšrv, t ¾n m�n Ø pÕ   
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ABG tÍ Ø pÕ  DEZ, t ¾n d� Ø pÕ   
BGA tÍ Ø pÕ  EZD· ™cšt w d� kaˆ  
m…an pleur¦n mi  ́pleur  ́‡shn,  
prÒ teron t¾ n prÕ j ta‹j ‡saij  
gwn…aij t¾ n BG tÍ EZ· lšgw,  
Ó ti kaˆ t¦j loip¦j pleur¦j ta‹j  
loipa‹j pleura‹j ‡saj ›xei ˜katšran ˜katšrv, t ¾n m�n AB  
t Í DE t ¾n d� AG tÍ DZ, kaˆ t¾ n loip¾ n gwn…an tÍ loipÍ  
gwn…v, t¾ n Ø pÕ  BAG tÍ Ø pÕ  EDZ.  
     E„ g¦r ¥nisÒ j ™stin ¹ AB tÍ DE, m…a aÙ tîn me…zwn  
™st…n. œstw me…zwn ¹ AB, kaˆ ke…sqw tÍ DE ‡sh ¹ BH,  
kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ HG.   
     'Epê  oân ‡sh ™st ˆn ¹ m�n BH tÍ DE, ¹ d� BG tÍ EZ,  
dÚ o d¾  aƒ BH, BG dusˆ ta‹j DE, EZ ‡sai e„sˆn ˜katšra  
˜katšrv· kaˆ gwn…a ¹ Ø pÕ  HBG gwn…v tÍ Ø pÕ  DEZ ‡sh  
™st…n· b£sij ¥ra ¹ HG b£sei tÍ DZ ‡sh ™st…n, kaˆ tÕ   
HBG tr…gwnon tù DEZ trigènJ ‡son ™st…n, kaˆ aƒ loi- 
paˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œsontai, Ø f' §j aƒ  
‡sai pleuraˆ Ø pote…nousin· (Ι.4)‡sh ¥ra ¹ Ø pÕ  HGB gwn…a tÍ  
Ø pÕ  DZE. ¢ll¦ ¹ Ø pÕ  DZE tÍ Ø pÕ  BGA Ø pÒ keitai ‡sh·  
kaˆ ¹ Ø pÕ  BGH ¥ra tÍ Ø pÕ  BGA ‡sh ™st…n, ¹ ™l£sswn  
tÍ me…zoni· Ó per ¢dÚ naton. oÙ k ¥ra ¥nisÒ j ™stin ¹ AB tÍ  
DE. ‡sh ¥ra. œst i  d� kaˆ ¹ BG tÍ EZ ‡sh· dÚ o d¾  aƒ AB,  
BG dusˆ ta‹j DE, EZ ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv· kaˆ  
gwn…a ¹ Ø pÕ  ABG gwn…v tÍ Ø pÕ  DEZ ™stin ‡sh· b£sij  
¥ra ¹ AG b£sei tÍ DZ ‡sh ™st…n, kaˆ loip¾  gwn…a ¹ Ø pÕ   
BAG tÍ loipÍ gwn…v tÍ Ø pÕ  EDZ ‡sh ™st…n. (Ι.4) 
     'All¦ d¾  p£lin œstwsan aƒ Ø pÕ  t¦j ‡saj gwn…aj pleu- 
raˆ Ø pote…nousai ‡sai, æ j ¹ AB tÍ DE· lšgw p£lin, Ó ti  
kaˆ aƒ loipaˆ pleuraˆ ta‹j loipa‹j pleura‹j ‡sai œsontai,  
¹ m�n AG tÍ DZ, ¹ d� BG tÍ EZ kaˆ œti ¹ loip¾  gwn…a ¹  
Ø pÕ  BAG tÍ loipÍ gwn…v tÍ Ø pÕ  EDZ ‡sh ™st…n.  
     E„ g¦r ¥nisÒ j ™stin ¹ BG tÍ EZ, m…a aÙ tîn me…zwn  
™st…n. œstw me…zwn, e„ dunatÒ n, ¹ BG, kaˆ ke…sqw tÍ EZ  
‡sh ¹ BQ, kaˆ ™pezeÚ cqw ¹ AQ. kaˆ ™pê  ‡sh ™st ˆn ¹ m�n  
BQ t Í EZ ¹ d� AB tÍ DE, dÚ o d¾  aƒ AB, BQ dusˆ ta‹j  
DE, EZ ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv· kaˆ gwn…aj ‡saj   
perišcousin· b£sij ¥ra ¹ AQ b£sei tÍ DZ ‡sh ™st…n, kaˆ  
tÕ  ABQ tr…gwnon tù DEZ trigènJ ‡son ™st…n, kaˆ aƒ  
loipaˆ gwn…ai ta‹j loipa‹j gwn…aij ‡sai œsontai, Ø f' §j aƒ  
‡sai pleuraˆ Ø pote…nousin· (Ι.4)‡sh ¥ra ™stˆn ¹ Ø pÕ  BQA  
gwn…a tÍ Ø pÕ  EZD. ¢ll¦ ¹ Ø pÕ  EZD tÍ Ø pÕ  BGA ™stin  
‡sh· trigènou d¾  toà AQG ¹ ™ktÕ j gwn…a ¹ Ø pÕ  BQA  
‡sh ™stˆ tÍ ™ntÕ j kaˆ ¢penant…on tÍ Ø pÕ  BGA· Ó per  
¢dÚ naton. (Ι.16)oÙ k ¥ra ¥nisÒ j ™stin ¹ BG tÍ EZ· ‡sh ¥ra.  
™st ˆ d� kaˆ ¹ AB tÍ DE ‡sh. dÚ o d¾  aƒ AB, BG dÚ o ta‹j  
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DE, EZ ‡sai e„sˆn ˜katšra ˜katšrv· kaˆ gwn…aj ‡saj  
perišcousi· b£sij ¥ra ¹ AG b£sei tÍ DZ ‡sh ™st…n, kaˆ  
tÕ  ABG tr…gwnon tù DEZ trigènJ ‡son kaˆ loip¾   
gwn…a ¹ Ø pÕ  BAG tÍ loipÍ gwn…v tÍ Ø pÕ  EDZ ‡sh. (Ι.4) 
     'E¦n ¥ra dÚ o tr…gwna t¦j dÚ o gwn…aj dusˆ gwn…aij ‡saj  
œcV ˜katšran ˜katšrv kaˆ m…an pleur¦n mi  ́pleur  ́‡shn  
½ toi t¾ n prÕ j ta‹j ‡saij gwn…aij, À  t¾ n Ø pote…nousan  
Ø pÕ  m…an tîn ‡swn gwniîn, kaˆ t¦j loip¦j pleur¦j ta‹j  
loipa‹j pleura‹j ‡saj ›xei kaˆ t¾ n loip¾ n gwn…an tÍ  
loipÍ gwn…v· Ó per œdei de‹xai.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Πίνακας λογικής διάθρωσης των προτάσεων Ι.1-Ι.26 των «Στοιχείων» του Ευκλείδη 
 

(α/α) 
Ι. 

Προτάσεις Αξιώµατ
α 

Όροι Κοινές έννοιες Κρυφά 
αξιώµατα* 

1 - 3,1 15,20 15 1 Αξίωµα 
συνεχείας 

2 
 

1 1,2,3,3 15 3,1  

3 2 3 15 1  
4 (2)   4,4, 9*  

5 3,4 2,1 20 3,3  
6 3,4    1,2,3 

7 5,5    4,5 

8 7   4  

9 1,3,8 1    

10 1,4,9     

11 1,3,8 1 10   

12 8,10 3,1    
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13 11 2,2  1,3  

14 13 2,4  1,3  
15 13,13 1,2  5  

16 3,4,10,15 1,2,   6 

17 13,16 2  6*  

18 16 1    

19 5,18    7, 8  
20 5,19   5  

21 20,20,16,     

22 3  16,16 1,1  

23 8,22 1    
24 4,5,19,23 1    

25 24     

26 4,4,3 1,1    

 

 
 

 
Η παραπάνω λογική διάθρωση δείχνει τις προαπαιτούµενες  και το είδος κάθε 
πρότασης που χρησιµοποιούνται σε κάθε απόδειξη.  
Καταφαίνεται έτσι ότι η σειρά δόµησης είναι αυστηρή σε µια οιονεί διαδικασία 
οικοδόµησης . 
Φυσικά σε όλες τις προτάσεις, οι προαπαιτούµενες έχουν παρατεθεί στο βιβλίο 
σε πρότερη θέση. Μέχρι πρόσφατα, αλλά και σήµερα , κάποιες από τις 
προσπάθειες επέµβασης  στην Ευκλείδεια αντίληψη είναι η αλλαγή στην σειρά 
κάποιων προτάσεων, χωρίς να µεταβληθεί η δοµή τις εξάρτησης των επόµενων 
από τις προηγούµενες προτάσεις. 
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Μια εδεικτική  λογική διάθρωση ενός σπουδαίου θεωρήµατος , του 
Πυθαγορείου . 

 

Στο πάρα πάνω σχήµα οι αριθµοί υποδηλώνουν την αρίθµηση των προτάσεων 
στο βιβλίο Ι. των Στοιχείων .(Από το «The Greek Concept of Proof» σειρά ΜΑ290 
: Topics in the history of Mathematics, του Αγγλικού Ανοικτού Πανεπιστηµίου) 

 
 
 
 

ΤΑ ΚΡΥΦΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ 
 

 
Τα παρακάτω «κρυφά αξιώµατα» , είναι µια οµάδα , που ο Ευκλείδης θα 
µπορούσε να συµπεριλάβει στις κοινές έννοιες , αλλά δεν ετέθησαν .Υπάρχουν 
στις προτάσεις Ι.6 , Ι.7 , Ι.16 , Ι.17 , Ι.19. Παρατίθενται µε λεκτική διατύπωση , 
αλλά και µε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα. 
1. Αν δύο µεγέθη δεν είναι ίσα, τότε θα είναι άνισα.(Αν [όχι χ=ψ ], τότε [χ<ψ ή 

χ>ψ] )……………(Ι.6) 
 
2.∆ύο µεγέθη δεν µπορούν ταυτοχρόνως να είναι και ίσα και άνισα         (Ι.6) 
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3. ∆ύο αρνήσεις κάνουν µια κατάφαση. (Αν το χ δεν είναι διάφορο του ψ , τότε θα 
είναι ίσο µ΄ αυτό)[Αν όχι (χ διάφορο του ψ) , τότε 
χ=ψ]………………………………………(Ι.6) 
 
4. Το µικρότερο από κάτι , θα είναι µικρότερο κι απ΄ το ίσο προς αυτό.(Αν χ<ψ 
και ψ=ω , τότε χ<ω)………………………………(Ι.7) 
5. Μεταβατική ιδιότητα της ανισότητας (Αν χ<ψ και ψ<ω , τότε χ<ω (Ι.7) 
6.Αν δύο µεγέθη είναι ίσα και ένα εξ αυτών άνισο προς τρίτο, τότε και το άλλο 
οµοίως άνισο προς το τρίτο (Αν χ=ψ και ψ<ω , τότε χ<ω)                              (Ι.16) 
7.Αν ένα µέγεθος δεν είναι υπέρτερο άλλου, τότε το άλλο θα είναι υπέρτερο ή ίσο 
(Αν όχι[χ>ψ] τότε [χ<ψ ή χ=ψ](Ι.19) 
8. Αν ένα µέγεθος δεν είναι έλασσον άλλου κι όχι ίσον, τότε θα είναι µείζον  (Η 

αντιθετοαντίστροφη πρόταση της προηγουµένης) (Ι.19) 
Τουλάχιστον τις παρατηρήσεις επί της Ι.19 έχει κάνει ο λογικιστής φιλόσοφος 
Frege .  

ΑΛΛΑ ΚΡΥΦΑ ΑΞΙΩΜΑΤΑ 
 
(i)Το αξίωµα της συνέχειας και του µεταξύ 
 
Στην απόδειξη της Ι.1 (Κατασκευή ισοπλεύρου τριγώνου από την πλευρά 
του)υποννοείται ,ότι οι δύο κύκλοι που χρειάζονται για την κατασκευή τέµνονται, 
κάτι που ο Ευκλείδης ίσως να θεώρησε προφανές, αλλά ίσως και όχι.Έθεσε την 
πρόταση αυτή πρώτη στα Στοιχεία του , ίσως για να δείξει την µεγάλη 
σηµασία της, αφού και µε µόνη την χρήση αυτής, µεταγενέστεροι µαθηµατικοί 
έδειξαν ότι:  
• Αν Α και Β σηµεία που ευρίσκονται στο εσωτερικό και εξωτερικό κύκλου , τότε 

η ΑΒ τέµνει τον κύκλο. 
• Κάθε ευθεία που διέρχεται από εσωτερικό σηµείο κύκλου, τον τέµνει σε δύο 

σηµεία. 
• Τα α, β, γ αποτελούν µήκη πλευρών τριγώνου , αν και µόνο αν κάθε ένα είναι 

µικρότερο από το άθροισµα των δύο άλλων. 
• Αν δύο κύκλοι (Α, α) και (Β,β) έχουν ΑΒ=γ , και κάθε ένα από τα α, β, γ είναι 

µικρότερο από το άθροισµα των δύο άλλων, τότε οι δύο κύκλοι τέµνονται σε 
δύο ακριβώς σηµεία. 

Βεβαίως υπέθεσε ο Ευκλείδης ότι ο κύκλος είναι συνεχής γραµµή  που δεν 
µπορεί να θεωρηθεί προφανές. 
Το παρακάτω  παράδειγµα είναι χαρακτηριστικό: 
Αν θεωρήσω τον χώρο :;Q22 και επιχειρήσω να κατασκευάσω ισόπλευρο 
τρίγωνο µε την Ευκλείδεια µέθοδο, ισόπλευρο τρίγωνο µε πλευρά α∈Q , τότε µε 
απλή εφαρµογή του Πυθαγορείου θεωρήµατος οι συντεταγµένες της τρίτης 
κορυφής (χ,ψ)∉Q2 αφού ψ∈Ñ\:Q..  
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Στα σύγχρονα  αξιωµατικά συστήµατα θεµελίωσης της Γεωµετρίας η τοµή των 
δύο κύκλων εξασφαλίζεται από τα αξιώµατα της συνέχειας και του µεταξύ. 
Τον 19ο   αιώνα ο Pash εισήγαγε  (1882) την έννοια του µεταξύ για τρία σηµεία. 
Το σύστηµα αυτό βελτιώθηκε (βελτίωση σηµαίνει συρίκνωση του αριθµού µη 
οριζόµενων στοιχείων ή αξιωµάτων) από τον Peano (1889) υπήρξε και το 
σύστηµα του Pieri (1889)  
Τον 20ο αιώνα το σύστηµα Veblen (1904) που βελτίωνε το του Pash  του Forder 
(1924) , Robinson( 1940) Levi (1960)κ.λπ. 
Την  µεγάλη θέση όµως  ανάµεσα σε όλα τα συστήµατα , καταλαµβάνεουν τα 
συστήµατα των Hilbert-Ευκλείδη (1899) και  Birkhoff (1932)  
Αναφέρουµε το αξίωµα του Pash  (Αξίωµα του «µεταξύ») 
Έστω τρία σηµεία Α,Β,Γ, µη κείµενα επί της ιδίας γραµµής, και έστω (ε) µία  
γραµµή επί του επιπέδου (ΑΒΓ) η οποία δεν διέρχεται από κανένα από τα Α, Β, Γ. 

Α Γ

∆
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Τότε: Αν η (ε) διέρχεται από σηµείο του τµήµατος ΑΒ, θα διέρχεται και από σηµείο 
του τµήµατος ΑΓ ή ΒΓ. 
Αξίωµα του Dedekint (Αξίωµα της συνέχειας) 
Για κάθε διαµέριση των σηµείων µιας γραµµής σε δύο µη κενά σύνολα , έτσι ώστε 
κανένα σηµείο του ενός συνόλου να κείται µεταξύ των σηµείων του άλλου,, 
υπάρχει σηµείο του ενός συνόλου , το οποίο κείται µεταξύ κάθε στοιχείου του 
ιδίου συνόλου και κάθε στοιχείου του άλλου συνόλου.  
Όµως ο µέγιστος ιστορικός της µαθηµατικής επιστήµης Sir Thomas  Heath µας 
λέει ότι  το αίτηµα 3 , δηλαδή το πώς «µε κάθε κέντρο και µε κάθε ακτίνα µπορεί 
να γραφεί κύκλος, αυτό µας εξασφαλίζει και το άπειρον του Ευκλειδείου χώρου, 
αλλά και την συνέχεια . Προφανώς η λέξη «κάθε» εξασφαλίζει το «οσοδήποτε 
µεγάλη ακτίνα και οσοδήποτε µικρή» , εκφράσεις που παραπέµπουν κατ’ ουσίαν 
σε σύγχρονους «εψιλοντικούς» ορισµούς για το άπειρο και το απειροστό. 
 
 
 
(ii)Το αναλλοίωτο των σχηµάτων κατά την µετακίνηση- επίθεση (υπέρθεση) των 
σχηµάτων 
 
Στις αποδείξεις των Ι.4 και Ι.8 , ο Ευκλείδης  χρησιµοποιεί  την µέθοδο της 
υπέρθεσης (επίθεσης) δύο σχηµάτων. Φαίνεται να είναι µια πολύ αρχαιότερη 
του Ευκλείδη µέθοδος αποδείξεως, την χρήση της οποίας αποφεύγει να κάνει ο  
Ευκλείδης και την χρησιµοποιεί µόνο στις προειρηµένες δύο προτάσεις, παρ΄ ότι 
εύκολα λ.χ. τις Ι.2 και Ι.3 πράγµα που δεν κάνει. Η µέθοδος αυτή έχει υποστεί την 
κριτική ότι είναι µηχανική υπονοώντας έναν οιονεί πειραµατικό χαρακτήρα , 
πράγµα που κατά την γνώµη πολλών είναι υπερβολικό έως άτοπο , αφού είναι 
σαφής ο στοχαστικός χαρακτήρας της υπέρθεσης των σχηµάτων. 
Όπωσδήποτε όµως, το ότι κατά την µετακίνησή του το σχήµα µένει αµετάβλητο, 
τουλάχιστον µε την οπτική που επιβάλουν τα σύγχρονα µαθηµατικά δεν είναι 
προφανές, αν και κατά την γνώµη άλλων σχολιαστών (Σερ Thomas Haeth) το 4ο 
Αίτηµα της ισότητας όλων των ορθών γωνιών , ουσιαστικά ισοδυναµεί µε την 
αρχή του αναλοίωτου των σχηµάτων ή της οµοιογένειας του χώρου. 
Ο συλλογισµός που παραθέτει ο Heath είναι ο εξής: 
Το αίτηµα 4, καταχωρίζεται συχνά ως θεώρηµα. Αλλά σε κάθε περίπτωση θα 
έπρεπε κα καταχωριστεί πριν από το αίτηµα 5, για τον λόγω του ότι αυτό δεν θα 
αποτελούσε κριτήριο για το αν οι ορθές αποτελούν καθορισµένα µεγέθη.. Αν 
λοιπόν το αίτηµα 4 επρόκειτο να αποδειχθεί ως θεώρηµα, θα µπορούσε να 
αποδειχθεί µε ένα ζεύγος προσκειµένων  ορθών γωνιών σε ένα άλλο ζεύγος 
γωνιών Αυτή η µέθοδος δεν θα µπορούσε να ισχύσει , παρά µόνο µε βάση την 
αρχή του αναλοίωτου των σχηµάτων., η οποία θα έπρεπε να καθιερωθεί ως 
αίτηµα προηγούµενο. Ο ευκλείδης λοιπόν, προετίµησε να επιβεβαιώσει µε αίτηµα 
ότι όλες οι ορθές είναι ίσες, πράγµα που ισοδυναµεί µε την αρχή του αναλοίωτου 
των σχηµάτων ή της οµοιογένειας του χώρου. 
Στην σύγχρονη θεµελίωση του Hilbert η πρόταση Ι.4 αποτελεί αξίωµα και 
µάλιστα όπως ο Hilbert απέξειξε, ανεξάρτητο από τα άλλα .  
 



Γιάννης Π. Πλατάρος                                                                                      
25/4/2004 

 33 

(iii) ∆ύο παρατηρήσεις στα αξιώµατα 1 και 2 
 
Το Αίτηµα 1 εξασφαλίζει την ύπαρξη ευθείας , αλλά όχι την µοναδικότητά της, 
κάτι που ο Ευκλείδης χρησιµοποιεί στα στοιχεία του. 
Επίσης, το Αίτηµα 2 ,µας εξασφαλίζει ότι µπορούµε να εκτείνουµε ευθύγραµµο 
τµήµα συνεχώς και ευθυγράµµως, κάτι που δεν είναι απολύτως σαφές ότι η 
ευθεία έχει άπειρο µήκος. Αυτά ,  σύµφωνα µε κάποιες   (µάλλον υπερβολικές) 
κριτικές. ( Carle B.Boyer-Uta C. Merzbach “Ιστορία Μαθηµατικών”Εκδόσεις 
Πνευµατικού ΑΘΗΝΑ –1977)  Κατά την γνώµη µας όµως , η κριτική αυτή είναι  
και άτοπη , αφού η σύγχρονη έννοια του απείρου απαιτεί την απεριόριστη 
µεγέθυνση  , κάτι που είναι κοινός τόπος µεταξύ των µαθηµατικών . ∆ηλαδή , 
κάθε ευθύγραµµο τµήµα προεκτείνεται συνεχώς και ευθυγράµµως κατά όσο 
(προφανώς ) θέλουµε, άρα έχει άπειρο µήκος. 
Ο σχολιασµός του Sir Thomas Haeath επί των αιτηµάτων 1 και 2 , είναι ότι το 
δεύτερο σε σχέση µε το πρώτο εξασφαλίζει την µοναδικότητα  της ευθείας που 
ορίζουν δύο σηµεία , αφού το πρώτο εξασφαλίζει την µοναδικότητα του 
ευθυγράµµου τµήµατος , ενώ µε την δυνατότητα απεριόριστης προέκτασης που 
έχουµε µε το δεύτερο, έχοµε το συµπέρασµα και για την ευθεία. Επί πλέον ο 
Heath ισχυρίζεται , ότι τα δύο αυτά αιτήµατα, εξασφαλίζουν το ότι δύο ευθείες 
δεν µπορούν να περικλείουν επιφάνεια και ότι (συνεπώς) το «κρυφό αξίωµα» 
που παραθέτει ο Ευκλείδης στην Ι.4 (∆ύο ευθείες δεν περικλείουν επιφάνεια)δεν 
χρειάζεται.  
Επίσης ο Heath διετύπωσε , ότι το αίτηµα 2, συνεπάγεται το θεώρηµα που έθεσε 
ως πόρισµα της Ι.11 ο Simson , ότι δηλαδή αν δύο ευθείες έχουν κοινό ευθ. 
τµήµα, τότε συµπίπτουν. 
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Μια περίεργη και πρωτοποριακή έκδοση των πρώτων 6 βιβλίων του Ευκλείδη 
έγινε το 1847 από τον Oliver Byrne. ∆ίνει έµφαση στο χρώµα και την 
σχηµατικότητα των αποδείξεων , ώστε να είναι προσιτή µε τους ελάχιστους 
δυνατούς γλωσσικούς φραγµούς. Εδώ οι προτάσεις Ι.1 , Ι.2 , Ι.3 
http://www.math.ubc.ca/people/faculty/cass/Euclid/byrne.html  
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