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 « Ανάλυση των χωρίων  (Αναλυτικά Ύστερα 76a31-77a4 και Τοπικά 
158b24-159a2) σχετικά µε την αξιωµατική µέθοδο. Ανάπτυξη των 
επιπτώσεων που έχει αυτή η ανάλυση στην Ιστορία των µαθηµατικών , 
σχετικά µε την θεωρία λόγων  αριθµών και µεγεθών.» 

 
 

Αριστοτέλης «Αναλυτικά ύστερα» 76a31-77a4 

 

Lšgw d' ¢rc¦j ™n ˜k£stJ gšnei taÚ taj §j Ó ti œsti  

m¾  ™ndšcetai de‹xai. t … m�n oân shma…nei kaˆ t¦ prîta kaˆ  

t¦ ™k toÚ twn, lamb£netai, Ó ti d' œsti, t¦j  m�n ¢rc¦j  

¢n£gkh lamb£nein, t¦ d' ¥lla deiknÚ nai· oŒon t… mon¦j  

À  t… tÕ  eÙ qÝ kaˆ tr…gwnon, e�nai d� t¾ n mon£da labe‹n kaˆ  

mšgeqoj, t¦ d' ›tera deiknÚ nai.  

     ”Esti d' ïn crîntai ™n ta‹j ¢podeiktika‹j ™pist»maij  

t ¦  m�n ‡dia ˜k£sthj ™pist»mhj t¦ d� koin£, koin¦  d� kat'  

¢nalog…an, ™peˆ cr»simÒ n ge Ó son ™n tù Ø pÕ  t¾ n ™pist»mhn  

gšnei· ‡dia m�n oŒon gramm¾ n e�nai toiandˆ kaˆ tÕ  eÙ qÚ ,  

koin¦  d� oŒon tÕ  ‡sa ¢pÕ  ‡swn ¨n ¢fšlV, Ó ti ‡sa t¦ loip£.  

ƒkanÕ n d' ›kaston toÚ twn Ó son ™n tù gšnei· taÙ tÕ  g¦r poi»- 

sei, k¨n m¾  kat¦ p£ntwn l£bV ¢ll' ™pˆ megeqîn mÒ non,  

tù d' ¢riqmhtikù ™p' ¢riqmîn.  

     ”Esti d' ‡dia m�n kaˆ § lamb£netai e�nai, perˆ § ¹  

™pist»mh qewre‹ t¦ Ø p£rconta kaq' aØ t£, oŒon mon£daj ¹  

¢riqmhtik», ¹ d� gewmetr…a shme‹a kaˆ gramm£j. taàta  

g¦r lamb£nousi  t Õ e�nai kaˆ todˆ e�nai. t ¦  d� toÚ twn p£qh  

kaq' aØ t£, t … m�n shma…nei ›kaston, lamb£nousin, oŒon ¹  

m�n ¢riqmhtik¾  t… perittÕ n À  ¥rtion À  tetr£gwnon À  kÚ boj,   
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¹ d� gewmetr…a t… tÕ  ¥logon À  tÕ  kekl£sqai À  neÚ ein, Ó ti  

d' œsti, deiknÚ ousi di£ te tîn koinîn kaˆ ™k tîn ¢podedei- 

gmšnwn. kaˆ ¹ ¢strolog…a æ saÚ twj. p©sa g¦r ¢podeiktik¾   

™pist»mh perˆ tr…a ™st…n, Ósa t e e�nai t…qetai (taàta d'  

™stˆ tÕ  gšnoj, oá tîn kaq' aØ t¦ paqhm£twn ™stˆ qewrhtik»),  

kaˆ t¦ koin¦ legÒ mena ¢xièmata, ™x ïn prètwn ¢pode…- 

knusi, kaˆ tr…ton t¦ p£qh, ïn t… shma…nei ›kaston lam- 

b£nei. ™n…aj  mšnt oi  ™pist »maj  oÙd�n kwlÚ ei œnia toÚ twn paro- 

r©n, oŒon t Õ gšnoj  m¾ Øpot …qesqai  e�nai, ¨n Ï fanerÕ n Ó ti  

œstin (oÙ  g¦r Ð mo…wj dÁlon Ó ti ¢riqmÕ j œsti kaˆ Ó ti yucrÕ n  

kaˆ qermÒ n), kaˆ t¦ p£qh m¾  lamb£nein t… shma…nei, ¨n Ï dÁ - 

la· ésper  oÙd� t¦ koin¦ oÙ  lamb£nei t… shma…nei tÕ  ‡sa ¢pÕ   

‡swn ¢fele‹n, Ó ti gnèrimon. ¢ll' oÙd�n Â tton tÍ ge fÚ sei tr…a  

taàt£ ™sti, perˆ Ó  te de…knusi kaˆ § de…knusi kaˆ ™x ïn.  

     OÙ k œsti d' Ø pÒ qesij oÙ d' a‡thma, Ö ¢n£gkh e�nai di'  

aØ tÕ  kaˆ doke‹n ¢n£gkh. oÙ  g¦r prÕ j tÕ n œxw lÒ gon ¹ ¢pÒ - 

deixij, ¢ll¦ prÕ j tÕ n ™n tÍ yucÍ, ™pê  oÙd� sullogismÒ j.  

¢eˆ g¦r œstin ™nstÁnai prÕ j tÕ n œxw lÒ gon, ¢ll¦ prÕ j tÕ n  

œsw lÒ gon oÙ k ¢e…. Ósa m�n oân deikt¦ Ô nta lamb£nei aÙ - 

tÕ j m¾  de…xaj, taàt', ™¦ n m�n dokoànta lamb£nV tù man- 

q£nonti, Ø pot…qetai, kaˆ œstin oÙ c ¡plîj Ø pÒ qesij ¢ll¦  

prÕ j ™ke‹non mÒ non, ¨ n d� À  mhdemi©j ™noÚ shj dÒ xhj À  kaˆ  

™nant…aj ™noÚ shj lamb£nV tÕ  aÙ tÒ , a„te‹tai. kaˆ toÚ tJ dia- 

fšrei Ø pÒ qesij kaˆ a‡thma· œsti g¦r a‡thma tÕ  Ø penant…on  

toà manq£nontoj tÍ dÒ xV, À  Ö  ¥n tij ¢podeiktÕ n ×n lam- 
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b£nV kaˆ crÁtai m¾  de…xaj.  

     Oƒ m�n oân Ó roi oÙ k e„sˆn Ø poqšseij (oÙd�n g¦r e�nai À  m¾   

lšgetai), ¢ll' ™n ta‹j prot£sesin aƒ Ø poqšseij, toÝj d'  

Ó rouj mÒ non xun…esqai de‹· toàto d' oÙ c Ø pÒ qesij (e„ m¾  kaˆ  

t Õ ¢koÚein ØpÒqes…n t i j  e�nai f»sei), ¢ll' Ó swn Ô ntwn tù  

™ke‹na e�nai g…netai tÕ  sumpšrasma. (oÙ d' Ð  gewmštrhj yeudÁ   

Ø pot…qetai, ésper  t in�j œfasan, lšgontej æ j oÙ  de‹ tù yeÚ - 

dei crÁsqai, t Õn d� gewmštrhn yeÚ desqai lšgonta podi- 
a…an t¾ n oÙ  podia…an À  eÙ qe‹an t¾ n gegrammšnhn oÙ k eÙ qe‹an  

oâsan. Ð d� gewmštrhj oÙ d�n sumpera…netai tù t»nde e�nai   

gramm¾ n ¿n aÙ tÕ j œfqegktai, ¢ll¦ t¦ di¦ toÚ twn dh- 

loÚ mena.) œti tÕ  a‡thma kaˆ Ø pÒ qesij p©sa À  æ j Ó lon À  æ j  

™n mšrei, oƒ d' Ó roi oÙ dšteron toÚ twn.  

 

 

Ανάλυση  στα «Αναλυτικά Ύστερα» 76α31-77α4 του Αριστοτέλους  
 

Στα «Αναλυτικά Ύστερα» ο Αριστοτέλης παρουσιάζει τις γενικές αρχές 

πρότυπα που θα πρέπει να εκπληροί κάθε επιστήµη. Πρόκειται για 

εξαιρετικής σηµασίας έργο, καθώς εναργέστατα ο «Θείος» Αριστοτέλης 

παρουσιάζει  τις θεµελιώδεις δοµές των επιστηµών, οι οποίες κατ΄ ουσίαν 

είναι ίδιες. 

Λέει: 

Ονοµάζω αρχές σε κάθε γένος εκείνες για τις οποίες το ότι υπάρχουν 

δεν µπορεί να αποδειχθεί. Το τι λοιπόν σηµαίνουν οι όροι «πρώτες 

αρχές» καθώς και «οι ιδιότητες που απορρέουν από αυτές»  θεωρείται 

ως δεδοµένο. Ως προς το ότι όµως υπάρχουν , για µεν τις αρχές 
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θεωρείται κατ΄ ανάγκην δεδοµένο, ενώ για τα άλλα θα πρέπει να 
αποδεικνύεται. Γι παράδειγµα το τι είναι η µονάδα ή τι είναι ευθύ ή 

τρίγωνο, (αυτά είναι δεδοµένα) . Και ενώ είναι δεδοµένη η ύπαρξη του 

της µονάδας και του µεγέθους,  η ύπαρξη των λοιπών θα πρέπει να 
αποδεικνύεται. 
Από τις αρχές που χρησιµοποιούµε στις αποδεικτικές επιστήµες, άλλες 

ανήκουν αποκλειστικά σε κάθε επιστήµη, και άλλες είναι κοινές. Και 
βέβαια πρέπει να χρησιµοποιούνται από κοινού, κατ΄ αναλογίαν , επειδή 

χρησιµοποιούνται στο µέτρο µόνο που εµπίπτουν στο γένος που ανήκει 

η κάθε επιστήµη. 

 Παράδειγµα αποκλειστικής αρχής, είναι το ότι η «γραµµή» και το «ευθύ» 

είναι το τάδε συγκεκριµένο πράγµα και κοινή αρχή είναι ότι αν από ίσα 
αφαιρεθούν ίσα, τα υπολειπόµενα θα είναι ίσα. . Από αυτές όµως τις 

αρχές, ισχύει µόνο ένα µέρος, όσο κάθε φορά αρµόζει στο  δεδοµένο 

γένος. Ο Γεωµέτρης την εφαρµόζει µόνο στα µεγέθη ή άλλος την 

εφαρµόζει µόνο στους αριθµούς.  

Επίσης είναι αποκλειστικά για κάθε επιστήµη , και τα αντικείµενα που 

εκλαµβάνει ως υπαρκτά, και αυτά τα οποία µελετά ως προς τις ιδιότητές 
τους. , όπως για παράδειγµα οι µονάδες για την αριθµητική και οι 

γραµµές ή τα σηµεία για την γεωµετρία. . Πράγµατι, για τα αντικείµενα 

αυτά είναι δεδοµένο το ότι υπάρχουν  καθώς και ότι είναι συγκεκριµένα. 

Σε σχέση όµως µε τις ιδιότητές τους, µόνο το τι σηµαίνει η κάθε µία 

ιδιότητα θεωρείται ως δεδοµένο. Για παράδειγµα θεωρείται ως δεδοµένο 

από την Αριθµητική, το τι σηµαίνει περιττός ή άρτιος ή τετράγωνο ή 

κύβος. Και για την Γεωµετρία το τι είναι χωρίς λόγο, ή τεθλασµένη ή η 

νεύσις. Το ότι αυτά υπάρχουν , αποδεικνύεται µόνο µέσα από τις κοινές  

τους αρχές αλλά και από τα συµπεράσµατά τους που έχουν ήδη 
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αποδειχθεί. Το ίδιο ισχύει και για την αστρολογία. Κάθε λοιπόν 

αποδεικτική επιστήµη, στρέφεται κυρίως γύρω από τρία πράγµατα:  

Εκείνα  που θεωρεί ότι υπάρχουν ( αυτά είναι το γένος του οποίου 

εξετάζει τις καθ ΄αυτές ιδιότητες ) τα λεγόµενα κοινά αξιώµατα µε βάση 

τα οποία πραγµατοποιείται η απόδειξη (ως πρώτα προκείµενα) και τρίτον 

τις ιδιότητες , για τις οποίες η επιστήµη θεωρεί ως δεδοµένο το τι 

σηµαίνουν  . Τίποτα ωστόσο δεν εµποδίζει τις επιστήµες να 

παραβλέπουν ορισµένες από αυτές τα τρία  αυτά πράγµατα. Για 

παράδειγµα, µπορεί να υποθέτει ότι  υπάρχει το γένος, αν είναι πρόδηλο 

και προφανές ότι υπάρχει (και δεν είναι το ίδιο προφανές ότι υπάρχει 

αριθµός µε το ότι υπάρχει ψυχρό ή θερµό.) . Επίσης η επιστήµη , µπορεί 

να µην αναφέρει ρητά για το τι σηµαίνουν οι ιδιότητες, αν συµβαίνει να 

είναι προφανείς. Αυτό γίνεται στις κοινές αρχές, όπου γίνεται ρητή µνεία 

του τι σηµαίνει να αφαιρεθούν από ίσα, επειδή αυτό είναι γνωστό. 

Σε κάθε περίπτωση, αυτές οι εξαιρέσεις, δεν εµποδίζουν σε τίποτα να 

είναι τρία τα εκ φύσεως συστατικά µέρη της απόδειξης, δηλαδή: 

 Το αντικείµενο της απόδειξης 
 Οι προς απόδειξιν ιδιότητες  
 Οι αποδεικτικές αρχές 

∆εν είναι εξ άλλου ούτε υπόθεση ούτε αίτηµα αυτό που υπάρχει από 

µόνο του και αυτό που θεωρούµε ότι υπάρχει , επειδή η απόδειξη από 

µόνη της δεν απευθύνεται στον έξω λόγο, αλλά στον λόγο της ψυχής. Και 

είναι αληθές, ότι µπορεί πάντα κάποιος να προβάλλει ενστάσεις στον 

εξωτερικό λόγο. Όχι όµως πάντα και στον εσωτερικό. Όσα λοιπόν είναι 

αποδείξιµα, τα θεωρεί ο δάσκαλος ως δεδοµένα , χωρίς να τα αποδείξει , 

αν συµβεί να τα θεωρεί ως δεδοµένα µε την συναίνεση του µαθητή . 

Αποτελούν δε αντικείµενο υποθέσεως και είναι υπόθεσις, όχι µε την 
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απόλυτη έννοια, αλλά αναφορικά µόνο µε τον µαθητή. . Αν πάλι  

συµβαίνει να θεωρεί το ίδιο πράγµα ως δεδοµένο ή ο µαθητής δεν έχει 

καµία γνώµη ή έχει αντίθετη γνώµη σε αυτό, τότε πρόκειται για αίτηµα. 

Και σε ακριβώς αυτό διαφέρουν η υπόθεση από το αίτηµα.  ∆ηλαδή, το 

αίτηµα είναι  αντίθετο µε την γνώµη του µαθητή, ή κάθε πρόταση 

αποδείξιµη, την οποία κάποιος θεωρεί ως δεδοµένη και την χρησιµοποιεί 

χωρίς απόδειξη.  Οι όροι λοιπόν δεν είναι υποθέσεις, διότι δεν λένε 

τίποτα για το αν κάτι είναι ή δεν είναι , αλλά οι υποθέσεις, είναι στις 

προτάσεις της κάθε επιστήµης που ανήκουν. 

Οι όροι, πρέπει απλώς και µόνο να γίνονται κατανοητοί. Αυτό όµως δεν 

συνιστά υπόθεση (Εκτός αν κάποιος έλεγε ότι µε το να ακούει κάτι , αυτό 

είναι υπόθεση) Αντίθετα, υποθέσεις είναι όλα εκείνα , τα οποία µε το να 

είναι όπως είναι, µπορεί να παράγεται το συµπέρασµα. 

Ούτε πρέπει να λέµε ότι κάνει ψευδείς δηλώσεις ο Γεωµέτρης που 

διατείνεται ότι µια γραµµή έχει µήκος ένα πόδι , ενώ δεν έχει, ή ότι είναι 

ευθεία κάτι ,ενώ δεν είναι . Ο Γεωµέτρης, δεν συµπεραίνει το παραµικρό 

από την συγκεκριµένη γραµµή που µνηµονεύει, αλλά συµπεραίνει 

αποκλειστικά από όσα φανερώνουν τα σχήµατά του. Εξ άλλου , κάθε 

αίτηµα και κάθε υπόθεση, νοούνται  είτε ως όλον είτε ως µέρος. Ενώ οι 

ορισµοί δεν είναι ούτε το ένα ούτε το άλλο. 

 

Topika158b24-159a2 

Polla‹j te tîn qšsewn m¾  kalîj ¢podidomšnou toà  

Ð rismoà oÙ  ·®dion dialšgesqai kaˆ ™piceire‹n, oŒon pÒt er on ž n ˜nˆ 

™nant…on À  ple…w· Ðr isqšnt wn d� tîn ™nant…wn kat¦ trÒ pon ·®dion 

sumbib£sai  pÒt er on ™ndšcet ai  pl e…w t ù aÙt ù e�nai ™nant…a À  oÜ . tÕ n 

aÙt Õn d� trÒ pon kaˆ ™pˆ tîn ¥llwn tîn Ð rismoà deomšnwn. œoike d� kaˆ 
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™n to‹j maq»masin œnia di' Ð rismoà œlleiyin oÙ  ·vd…wj gr£fesqai, oŒon 

Ó ti ¹ par¦ t¾ n pleur¦n tšmnousa tÕ  ™p…pedon Ð mo…wj diaire‹ t»n te 

gramm¾ n kaˆ tÕ  cwr…on. t oà d� Ð rismoà ·hqšntoj eÙ qšwj fanerÕ n tÕ  

legÒ menon· t¾ n g¦r aÙ t¾ n ¢ntana…resin œcei t¦ cwr…a kaˆ aƒ gramma…· 
œsti d' Ð rismÕ j toà aÙ toà lÒ gou oátoj. ¡ pl îj  d� t¦ prîta tîn stoice…wn 

t iqemšnwn m�n tîn Ð rismîn, oŒon t… gramm¾  kaˆ t… kÚ kloj, ·́ sta de‹xai 

(pl¾ n oÙ  poll£ ge prÕ j ›kaston œsti toÚ twn ™piceire‹n di¦ tÕ  m¾  poll¦ 

t ¦  ¢n¦  mšson e�nai)· ¨ n d� m¾  tiqîntai oƒ tîn ¢rcîn Ð rismo…, calepÒ n, 

t£ca d' Ó lwj ¢dÚ naton. Ðmo…wj  d� toÚ toij kaˆ ™pˆ tîn kat¦ toÝj lÒ gouj 

œcei.  

 

 

Απόδοση του χωρίου. 

 

Για πολλές θέσεις - λόγω του ότι δεν έχει αποδοθεί σωστά ο ορισµός- δεν 

είναι εύκολο να τις συζητήσει κανείς και να τις καταπολεµήσει, όπως για 

παράδειγµα , αν ένα µοναδικό πράγµα έχει ή όχι περισσότερο από ένα 

ενάντια. Αν όµως τα ενάντια ορισθούν όπως πρέπει , τότε θα ήταν 

δυνατόν να συµπεράνει κανείς , αν το ίδιο πράγµα έχει ή όχι, 

περισσότερα από ένα ενάντια .Με αυτό τον τρόπο χειρίζεται κάποιος και 

όλα τα άλλα πράγµατα που χρειάζονται ορισµό. Φαίνεται και ότι στα 

Μαθηµατικά, κάποια πράγµατα, ένεκα ελλείψεως ορισµού, δεν είναι 
εύκολο το να γράφονται   ( εννοεί εδώ  για αποδείξεις µε γεωµετρικά  

σχήµατα ) Για παράδειγµα1, ότι η τέµνουσα ένα ορθογώνιο 

                                            
1 Κάποιες µεταφράσεις του χωρίου (λ.χ.Αριστοτέλης «άπαντα, Όργανον 
3» Εκδόσεις Κάκτος )  ερµηνεύουν προφανώς λανθασµένα το σχήµα, 
λαµβάνοντας τον λόγο στον οποίο διαιρεί η παράλληλος την διαγώνιο ίσο 
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παραλληλόγραµµο, και είναι παράλληλη σε µια πλευρά του, διαιρεί 
όµοια και την πλευρά και το εµβαδόν2. Αν δε δοθεί ρητά ο ορισµός, 
καθίσταται φανερόν αυτό που λέµε, διότι την ίδια ανταναίρεσιν 
3έχουν τα χωρία και οι γραµµές. Και αυτός είναι ο ορισµός των ίσων 
λόγων4. Κατά απόλυτο τρόπο, είναι πολύ εύκολο να αποδειχθούν  οι 

πρώτες στοιχειώδεις αρχές, από την στιγµή που έχουν δοθεί οι 

κατάλληλοι ορισµοί, για παράδειγµα το τί είναι η γραµµή και τί ο κύκλος. 

(Αν και τα επιχειρήµατα που µπορεί να επικαλεσθεί κάποιος για κάθε µία 

                                                                                                                                         
µε τον λόγο των εµβαδών . µαθηµατικά µεν είναι σωστό, αλλά δεν 
προκύπτει από το κείµενο. 

σ

Ι
Κ

ΛΜ

Ν

Ξ

Π

ΠΙ / ΠΛ= (ΞΝΙΜ) / (ΞΝΛΚ) 
 
 
 

2 
∆

· ‚

¡ ¬

∆ηλαδή  α/β =Α/Β (=αγ/βγ) 
3 ∆ηλαδή τα έχοντα την ίδια ανθυφαίρεση (=ίδια αµοιβαία αφαίρεση) Ο 
Πλάτων επίσης χρησιµοποιεί την λέξη ανταναίρεση, αντί για ανθυφαίεση.  
Σύµφωνα µε τον σχολιαστή του Πλάτωνα τον Αλέξανδρο τον 
Αφροδισιέα(3ο –4ος αιώνας π.Χ.) , ο οποίος σχολιάζει τα «Τοπικά» ο όρος 
ανταναίρεσις (όρος του Πλάτωνα) είναι η ανθυφαίσεσις.   
Σηµαντικό είναι που ο Αριστοτέλης δεν επικαλείται άλλους λόγους (όπως 
έλλειψη αξιωµάτων ή δυσκολίες αποδεικτικές ή µη πληρότητα της 
θεωρίας, αλλά µόνο την έλλειψη καταλλήλου ορισµού) 
4 ∆ηλαδή αν α, β γραµµές και Α , Β χωρία, τότε (α/β=Α/Β)⇔ [ 
Ανθ(α,β)=Ανθ(Α,Β) ] Αυτό ουσιαστικά συνιστά ορισµό ισότητας λόγων 
µεταξύ αριθµών γραµµών και µεγεθών . Μάλιστα εδώ 
συµπεριλαµβάνονται όλες οι ανθυφαιρέσεις  περιοδικές ή περατούµενες  
που ουσιαστικά µπορούν να ορίσουν όλους τους πραγµατικούς 
αριθµούς. 
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από αυτές δεν είναι πολλά , επειδή δεν υπάρχουν πολλά ενδιάµεσα5) 

Αντιθέτως, αν οι ορισµοί δεν έχουν δοθεί, αυτό είναι πάρα πολύ δύσκολο 

έως αδύνατον. 

 Όµοια αυτά, παρόµοια  ισχύουν  και για τους διαλεκτικούς 

συλλογισµούς. 

 

Η θεωρία λόγων , αριθµών και µεγεθών πριν τον Ευκλείδη  
Θα πρέπει να φανταστούµε µια περίοδο πριν από τον Ευκλείδη, στην 
οποία δεν υπήρχε καλός ορισµός της αναλογίας.  Πρέπει έτσι να 
συµπεράνουµε, ότι και µε βάση την προαναφερθήσα παρατήρηση του 
Αριστοτέλη (υποσηµειώσεις 2 και 3) ότι υπήρχε µια παλιά χαµένη θεωρία 
λόγων και µεγεθών , από όπου προέκυψε η θεωρία λόγων και αριθµών 
του Θεαίτητου µε βάση την ανθυφαίρεση. 
 Από αυτήν προέκυψε η θεωρία λόγων του Ευδόξου που παρουσιάζει 
στο V βιβλίο του ο Ευκλείδης.  Η δε θεωρία λόγων που εµφανίζεται στο 
VII  βιβλίο φαίνεται να είναι προκύπτουσα από την θεωρία του  Θέωνος . 
Σχηµατικά έχουµε το εξής: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                            
5 Εδώ , κατά την γνώµη του γράφοντος, ο Αριστοτέλης εκφράζει µια 
διαπίστωση που έχοµε στα µαθηµατικά, δηλ:   Όταν µια θεωρία 
εξελίσσεται, τότε τα πρότερα προβλήµατα που λύνονταν µε πολλές 
διαδικασίες και βήµατα, τώρα πλέον επιλύονται απλούστερα. 
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Η εξέλιξη της Θεωρίας λόγων µεγεθών και αριθµών 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Επιστήµη 
των λόγων 
χωρίς 
επαρκή 
ορισµό της 
αναλογίας. 
Η ιδιότητα 
α/β=αγ/βγ 
λαµβάνεται 
ως ορθή, 
αλλά δίχως 
απόδειξη 

Θεωρία λόγων 
και µεγεθών 
Θεαίτητου, µε 
βάση την 
ανθυφαίρεση 
H ανθυφαίρεση 
κατάγεται από 
την µουσική 
των 
Πυθαγορείων 

Θεωρία λόγων και 
µεγεθών του Ευδόξου 
που περιγράφεται στο 
V. Βιβλίο του 
Ευκλείδη, µε 
εκπληκτικής 
πρωτοτυπίας ορισµό 
ισοδύναµο των τοµών 
Dedenkind 

Θεωρία λόγων κι 
αριθµών του VII. 
Βιβλίου του 
Ευκλείδη που 
βασίζεται στην 
ανθυφαίρεση.  
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Σχηµατικά οι Αρχές που εισηγείται ο Αριστοτέλης για κάθε επιστήµη 
και διαφαίνονται στα «Αναλυτικά Ύστερα»  
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Κάθε αποδεικτική Επιστήµη 

Κοινά  
(Αξιώµατα) 

Ίδια , γένος 
(Επιστήµη και 
λ.χ. γένος η 
Γεωµετρία ή 
Αριθµητική ) 

Αρχές 
(πρώτα) 

Επόµενα 
Ή Πάθη 

Ορισµοί Υποθέσεις 
(πρώτων) ορισµοί 

Υποθέσεις των 
εποµένων 
∆ΕΙΚΤΑ 
(αποδεικτά) 

Πρόταση 
(έχει 
αποδειχθεί) 

Αίτηµα (∆εν έχει 
απόδειξη, αλλά µπορεί να 
αποδειχθεί. 
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Η παραπάνω δοµή του Αριστοτέλους στην περίπτωση της 
Ευκλείδειας Γεωµετρίας 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Μια λεπτοµερστερη Ανάλυση για τα τρία είδη επιστηµονικών αρχών 

 

Ο Αριστοτέλης  περιγράφει όπως είδαµε τα είδη των αρχών κάθε 

αποδεικτικής επιστήµης , ως Ορισµούς, Υποθέσεις κι Αξιώµατα  ή 
κοινές έννοιες6 συµπληρώνοντας ότι θέλουν διευκρίνιση: 

Έτσι ο Αριστοτέλης, µας λέει διευκρινίζει ότι οι ορισµοί και οι υποθέσεις 

είναι «ίδιαι αρχαί» ενώ τα αξιώµατα είναι κοινά.7 Με αυτή την διάκριση, 
                                            
6(Αναλυτικά Ύστερα 72a 14-21) «'Amšsou d' ¢rcÁj sullogistikÁj qšsin m�n lšgw ¿n 
m¾  œsti de‹xai, mhd' ¢n£gkh œcein tÕ n maqhsÒ menÒ n ti· ¿n d' ¢n£gkh œcein tÕ n Ð tioàn 
maqhsÒ menon, ¢x…wma· œsti g¦r œnia toiaàta· toàto g¦r m£list' ™pˆ to‹j toioÚ toij 
e„èqamen Ô noma lšgein. qšsewj d' ¹ m�n Ð poteronoàn tîn mor…wn tÁ j ¢ntif£sewj 
lamb£nousa, oŒon lšgw tÕ  e�na… ti À  tÕ  m¾  e�na… ti, Ø pÒ qesij, ¹ d' ¥neu toÚ tou 
Ð rismÒ j. Ð  g¦r Ð rismÕ j qšsij mšn ™sti» 
 

Γεωµετρία 

Πρώτες αρχές Επόµενα (λ.χ. Ισόπλευρο 
τρίγωνο) 

ΤΙ ΣΗΜΑΙΝΕΙ 
Πρωταρχικοί 
ορισµοί.  
(λ.χ. τι είναι 
σηµείο , 
ευθεία) 

ΤΙ ΕΣΤΙ 
Υποθέσεις 
ύπαρξης 

Ορισµοί , 
(χωρίς 
απόδειξη)  

Υποθέσεις 
(Αποδείξιµες!) 
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εννοεί ότι το αξίωµα χρησιµοποιείται σε περισσότερες από µία επιστήµες, 

ενώ ορισµοί και υποθέσεις είναι όπως είπαµε ίδιες έννοιες υπό την έννοια 

του µη κοινές. Ανήκουν λοιπόν σε µία επιστήµη , αφού µία επιστήµη 

µελετά ένα γένος ή ένα υποκείµενο γένος , το οποίο αποτελείται από τις 

οντότητες που εξετάζει.(Λ.χ. Οι αριθµοί είναι το υποκείµενο µέγεθος της 

Αριθµητικής ή στην Γεωµετρία το µέγεθος) 

Πιο συγκεκριµένα:  

1)για τους ορισµούς 

 χρησιµοποιεί παρεµφερείς όρους , όπως Όροι, ορισµοί, τι είναι , τι 
σηµαίνει. Έτσι ο ορισµός κάποιου πράγµατος, θέτει την ουσία του (δηλ. 

το τι είναι) Γενικότερα στο έργο του ο Αριστοτέλης, θεωρεί ότι οι ορισµοί 

έχουν την µορφή Γένος συν την ειδοποιό διαφορά.8 Επίσης οι ορισµοί 

δεν µπορούν να αποδειχθούν και ότι την αλήθεια τους την θεωρούµε 

αναγκαία. 

2)Για τις υποθέσεις 

αντιπαρατίθενται στο  οικείο χωρίο των Α.Υ. και χρησιµοποιεί το 

χαρακτηριστικό παράδειγµα :Η απάντηση στο ερώτηµα   «Τί είναι η 

µονάς» , συνιστά τον ορισµό της µονάδος. Το ότι όµως «Υπάρχει µονάς» 

συνιστά υπόθεση. ∆ηλαδή ο Αριστοτέλης µε τον όρο  υπόθεση, 

περιγράφει τις προϋποθέσεις ύπαρξης.  ∆ιευκρινίζει όµως  ότι η ύπαρξη 

των παραγοµένων υποκειµένων , ακολουθεί την ύπαρξη των 

πρωταρχικών. Για παράδειγµα, όταν ο Ευκλείδης στην 3η κοινή έννοια 

                                                                                                                                         
 
7 (Αν. Ύστ.76α 37-38) « ”Esti d' ïn cr înt ai  ™n t a‹j  ¢podeikt ika‹j  ™pist »mai j  t ¦  m�n 
‡dia ˜k£st hj  ™pist »mhj  t ¦  d� koin£»  
 
8 Richard Mc Kirahan  «Η φιλοσοφία η επιστήµη και τα µαθηµατικά τον 4ο αιώνα»σελ. 
9 ∆ευκαλίων18/1 2000 εκδόσεις «Στιγµή»  
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λέει ότι αν από ίσα αφαιρεθούν ίσα , τα καταλοιπόµενα θα είναι ίσα, 

ακολουθεί ουσιαστικά αυτή την απαίτηση του Αριστοτέλη. 

Επίσης, η ύπαρξη των ιδιοτήτων αποδεικνύεται, µέσα από την ύπαρξη 

των υποκειµένων. Για να γίνει αυτό σαφές , για παράδειγµα, 

αποδεικνύουµε ότι µια ιδιότητα της Γεωµετρίας (όπως η παραλληλία) 

υπάρχει, όταν αποδείξουµε ότι δύο ευθείες είναι παράλληλες.9 

3) Για τα αξιώµατα ή κοινές αρχές: 

Είναι οι µόνες αρχές που δεν περιορίζονται αποκλειστικά σε µία µόνο 

επιστήµη.  

Ο Αριστοτέλης δίνει Τρία παραδείγµατα επ΄ αυτού: 

(i) Την κοινή έννοια 3 του Ευκλείδη 

(ii) Τον απαίτηση της µη αντίφασης10 

(iii) Τον νόµο του αποκλειοµένου τρίτου.11 

Ο Αριστοτέλης , καθιστά σαφές, ότι αυτές οι λογικές αρχές , παρ΄ότι 

χρησιµοποιούνται ευρέως στις αποδεικτικές επιστήµες, είναι ουσιαστικά 

αναπόδεικτες. 

 

                                            
9 Ρ. Ν. Κirahan σελ.10 
10 Α.Υ. 76α 10-11 «tÕ  d� m¾  ™ndšcesqai ¤ma f£nai kaˆ ¢pof£nai oÙ dem…alamb£nei 
¢pÒ deixij» 
 
 
11 Α. Υ.77α 12-21 «de…knutai d� laboàsi tÕ  prîton kat¦ toà mšsou, Ó ti ¢lhqšj, 
¢pof£nai d' oÙ k ¢lhqšj. tÕ  d� mšson oÙ d�n diafšrei e�nai kaˆ m¾  e�nai labe‹n, æ j d' 
aÜ twj kaˆ tÕ  tr…ton. e„ g¦r ™dÒ qh, kaq' oá ¥nqrwpon ¢l hq�j e„pe‹n, e„ kaˆ m¾  
¥nqrwpon ¢lhqšj, ¢ll' e„ mÒ non ¥nqrwpon zùon e�nai, m¾  zùon d� m», œstai [g¦r] 
¢l hq�j e„pe‹n Kall…an, e„ kaˆ m¾  Kall…an, Ó mwj zùon, m¾  zùon d' oÜ . a‡tion d' Ó ti tÕ  
prîton oÙ  mÒ non kat¦ toà mšsou lšgetai ¢ll¦ kaˆ kat' ¥llou di¦ tÕ  e�nai ™pˆ 
pleiÒ nwn, ést' oÙ d' e„ tÕ  mšson kaˆ aÙ tÒ  ™sti kaˆ m¾  aÙ tÒ , prÕ j tÕ  sumpšrasma oÙd�n 
diafšrei.  
 
 



Γιάννης Π. Πλατάρος 

 15 

 

Πριν τον Ευκλείδη;  
 

Ο Thomas Heath εκτιµά , ότι εκτός από την νέα θεωρία που ωφείλετο 

στον Εύδοξο, και τις συνέπειές της σε όλη την έκταση των Στοιχείων του 

Ευκλείδη, υπάρχουν λίγα πράγµατα που δεν είχαν στις βασικές τους 

γραµµές συµπεριληφθεί στο αναγνωρισµένο περιεχόµενο της 

Γεωµετρίας12 και της Αριθµητικής µέχρι την εποχή του Πλάτωνα. Επί 

πλέον ο Εύδοδος είχε αναπτύξει την νέα θεωρία της αναλογίας µέχρι την 

εποχή του Αριστοτέλη. Πρέπει να θεωρείται ότι τα µαθηµατικά ήταν 

εξελιγµένα και η επιτυχία τους πρέπει να αποδοθεί στην συστηµατική 

φύση που είχαν αποκτήσει . Το παράδειγµα της λογικής διάθρωσης των 

προτάσεων των Στοιχείων είναι αψευδής µάρτυρας περί αυτού. Η Ι.1  

των στοιχείων στηρίζεται στα προηγούµενα αξιώµατα και ορισµούς, η 

εποµένη στηρίζεται στην Ι.1 τα αξιώµατα και τους ορισµούς κ.ο.κ. 

Η σκέψη του Αριστοτέλη συνέβαλε τα µάλα σ΄αυτό, αν και πριν την 

εποχή του Αριστοτέλη, η αυστηρή δοµή της διάθρωσης των προτάσεων , 

αλλά και της ίδιας της αποδεικτικής πορείας , φαίνονται στο µοναδικό 

διασωζόµενο έργο «Περί κινουµένης σφαίρας» του Αυτόλυκου του 

Τιτάνεως 13 .  

Ακόµα είναι γνωστό ότι στην προευκλείδια γεωµετρία, υπήρχε διάκριση 

µεταξύ αναποδείκτων αρχών και αποδειξίµων προτάσεων, µε ποικίλες 

αποδεικτικές αρχές. Επίσης και ορισµοί υπήρχαν και αξιώµατα όπως µας 

αναφέρει ο Αριστοτέλης στα Α. Υ. στο υπό εξέτασιν χωρίο αλλά και 

                                            
12  Ρ. Ν. Κirahan σελ.11 
13  Ρ. Ν. Κirahan σελ.12   
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αλλού. Παραθέτει δε σποραδικά ορισµούς που ήταν τότε σε χρήση για να 

ασκήσει κριτική. Εδώ έχει θέση και η κριτική για την ανεπάρκεια του 

ορισµού της αναλογίας όπου δεν µπορεί να γίνει σύγκριση λόγου 

γραµµών και λόγου µεγεθών και υποδεικνύει την ίση ανταναίρεση που 

προείπαµε. 

Πρέπει να υποθέσουµε βάσιµα, ότι ο Αριστοτέλης γνώριζε δύο από τα 

δύο είδη αρχών του Ευκλείδη. Λέγει ρητά ότι οι κοινές αρχές ονοµάζονται 

αξιώµατα.  

Τα τρία πρώτα αιτήµατα, µας δίνουν την δυνατότητα να κατασκευάσουµε 

συγκεκριµένες γραµµές και κύκλους , σύµφωνα µε την γνώµη του Heath  

που την διετύπωσε στο «Mathimatics in Aristotele (Oxford University 

Press –1949)14  Ουσιαστικά δηλαδή, τα τρία πρώτα αξιώµατα σχετίζονται 

µε τις αξιώσεις ύπαρξης που έθετε ο Αριστοτέλης, ονοµάζοντάς τες 

υποθέσεις. ∆ιότι ο Ευκλείδης, δεν θέτει αυτά τα τρία αιτήµατα µε την 

µορφή  ισχυρισµών ύπαρξης, διότι η κατασκευασιµότητα, δεν είναι  το 

ίδιο πράγµα µε την ύπαρξη. Αλλά µπορούµε να πούµε, ότι τα τρία πρώτα 

αιτήµατα κατασκευής, εγγυώνται κατ΄ ουσίαν για  την ύπαρξη αυτού που 

κατασκευάζουν. Έτσι, αν εξαιρέσουµε τα δύο τελευταία αιτήµατα που δεν 

είναι κατασκευαστικά, η ακολούθηση των αρχών του Αριστοτέλη από τον 

Ευκλείδη, είναι σαφεστάτη.15  

Σε αυτό το σηµείο ο  R. Ν. Κirahan  (σελ.18) προβληµατίζεται για το αν 

και κατά πόσον , ακριβώς για τον λόγο του ότι η συσχέτιση είναι 

σαφεστάτη, είναι δυνατόν να επέδρασε τόσο αποφασιστικά ο 

Αριστοτέλης στον Ευκλείδη, αφού και ο ίδιος επηρεάσθηκε σε ένα βαθµό 
                                            
14 Σύµφωνα µε την βιβλιογραφική παραποµπή του Ρ. Ν. Κirahan σελ.13   
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από τα ήδη γνωστά σε αυτόν µαθηµατικά. Έτσι – συνεχίζει ο 

συγγραφέας- παραµένει πιθανόν ότι όταν συνέθετε τον κατάλογο των 

αρχών ο Ευκλείδης , να µην ήξερε το τι είχε πει ο Αριστοτέλης και απλώς 

να ακολούθησε την υπάρχουσα τότε µαθηµατική παράδοση. Άλλωστε, 

υπήρχαν προευκλείδεια «στοιχεία» (Οµώνυµο έργο Ιπποκράτη Χίου –5ος 

αιώνας) . 

Παρ΄ όλες όµως τις επιφυλάξεις που µπορεί να διατυπώσει κάποιος, 

υπάρχουν ενδείξεις ότι ο Ευκλείδης συνέβαλε στην κατάστρωση των 

αρχών της γεωµετρίας προσωπικά καθώς και ότι επηρεάσθηκε από τις 

αρχές της αποδεικτικής επιστήµης, έτσι όπως τις περιέγραψε ο 

Αριστοτέλης. 

Ο Heath σχολιάζει το παρακάτω απόσπασµα του Αριστοτέλη από τα 

Α.Υ.(65a 4-7)   «Ó per poioàsin oƒ t¦j parall»louj o„Ò menoi gr£fein· 
lanq£nousi g¦r aÙ toˆ ˜autoÝj toiaàta lamb£nontej § oÙ c oŒÒ n te 

¢pode‹xai m¾  oÙ sîn tîn parall»lwn.»  ∆ηλαδή «είναι αυτό που κάνουν 

εκείνοι που νοµίζουν ότι γράφουν παραλλήλους . Κάνουν λάθος αυτοί και 

προς τον εαυτό τους µε το να παίρνουν ως δεδοµένα αυτά που δεν είναι 

σε θέση να αποδείξουν αν δεν υπάρχουν οι παράλληλες.  

Όµως το τέταρτο και το πέµπτο αίτηµα λύνουν αυτό το πρόβληµα .  O 

Ευκλείδης απαντά σε αυτή την ένσταση του Αριστοτέλη και θέτει τις 

προϋποθέσεις κατασκευής των παραλλήλων . Το τέταρτο  αίτηµα λέει ότι 

όλες οι ορθές είναι ίσες και το πέµπτο κατ΄ ουσίαν είναι µια 

χαρακτηριστική ιδιότητα των παραλλήλων η οποία έχει ως κριτήριο τις 

δύο ορθές. Με αυτόν τον τρόπο τίθενται οι προϋποθέσεις κατασκευής 

των παραλλήλων  και  έτσι η ένσταση του Αριστοτέλη απαντάται πλήρως. 

                                                                                                                                         
15 Ρ. Ν. Κirahan σελ.18 και υποσηµείωση 34 στην ίδια σελίδα.   
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Πολλοί ιστορικοί των µαθηµατικών εξ άλλου συµφωνούν , ότι ο Ευκλείδης 

είναι ο εφευρέτης-επινοητής  των δύο τελευταίων αιτηµάτων του16.  

Αν υποθέσουµε ότι αυτή η υπόθεση δεν είναι σωστή, και ο Ευκλείδης 

πήρε τα αιτήµατα από κάποια άλλη πηγή των µαθηµατικών , τότε πάλι το 

πιθανότερο είναι , ότι και αυτός ο άγνωστος ουσιαστικά είχε επηρεαστεί 

από τον Αριστοτέλη. Τείνουµε να πούµε, ότι σε κάθε περίπτωση, ο 

Αριστοτέλης έπαιξε σηµαντικό ρόλο στην θεµελίωση της Ευκλείδειας 

γεωµετρίας . 

Μια άλλη Αριστοτελική επιρροή  στον Ευκλείδη , είναι η  λογική 

αυστηρότητα και τα τρία είδη αρχών. Ακόµα και στα υπόλοιπα 

συγγράµµατα του Ευκλείδη , αλλά και των άλλων σπουδαίων αρχαίων , 

όπως ο Αρχιµήδης ή ο Απολλώνιος  δεν έχοµε ανάλογης µορφής 

αυστηρότητα σε σχέση µε τα στοιχεία και αυτά είναι περισσότερο 

τυπικά.17 

Ο Πρόκλος µας λέει ευθέως , ότι ο πριν τον Ευκλείδη, οι αποδείξεις ήσαν 

χαλαρές18 . Πρέπει έτσι να  βγει το συµπέρασµα, ότι ο Ευκλείδης 

ανέβασε το επίπεδο της µαθηµατικής δραστηριότητας της εποχής του , εξ 

αιτίας των φιλοσοφικών   του αναζητήσεων στην λογική και την 

αξιωµατική θεωρία, οι οποίες όµως φωτογραφίζουν πίσω τον Αριστοτέλη. 

Ο   R. Ν. Κirahan , εκφράζοντας την προβληµατική που έχει αναπτυχθεί 

από την κριτική των 2000 ετών στο έργο του Ευκλείδη  , όπου κάποιοι 

όροι δεν είναι ορισµοί, κάποιες κοινές έννοιες  δεν είναι κοινές , αλλά και 

                                            
16 π.x. Ο πλέον έγκυρος , ο Heath , στα Στοιχεία του Ευκλείδη σελ. 202 
17 R. Ν. Κirahan σελ.19 
18.(Πρόκλος , σχόλια εις τα  Στοιχεία σελ.68, 7-11) oÙ  pÒ lu d� toÚ twn neèterÒ j ™stin 
EÙ kle…dhj Ð  t¦ stoice‹a sunagagën kaˆ poll¦ m�n tîn EÙ dÒ xou sunt£xaj, poll¦ d� 
tîn Qeait»tou telews£menoj, œti d� t¦ malakèteron deiknÚ mena to‹j œmprosqen e„j 
¢nelšgktouj ¢pode…xeij ¢nagagèn.  
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αιτήµατα που δεν σχετίζονται µε κατασκευή. Ακόµα υπάρχουν κάποια 

βήµατα στις αποδείξεις που δεν δικαιολογούνται ούτε από τα βήµατα  

,αλλά και ούτε από τις αρχές που έχουν παρατεθεί. Λόγου χάριν η Ι.1 έχει 

το πρόβληµα του πώς εξασφαλίζεται η τοµή των δύο κύκλων. Έτσι η 

περίφηµη αυστηρότητα του Ευκλείδη φαίνεται να υπονοµεύεται.19  

Ο Hilbert µας λέει ότι  η γεωµετρία βασίζεται σε περισσότερες αρχές από 

όσες έχουν τα Στοιχεία του Ευκλείδη . Επίσης οι τάξεις των αρχών δεν 

ανταποκρίνονται σε κανένα από τα είδη των αρχών του Ευκλείδη. Λόγου 

χάριν υπάρχουν αξιώµατα συνδέσεως , διατάξεως, ισότητας και το 

αξίωµα της παραλληλίας που είναι ισοδύναµο µε το 5ο αξίωµα του 

Ευκλείδη και ακόµα το αξίωµα της συνέχειας. Εποµένως πως µπορούν 

να εξηγηθούν τα προβληµατικά στοιχεία;  

Ο R. Ν. Κirahan δεν διστάζει να προβεί στην εξής ερµηνεία :  

1) Ο Ευκλείδης περιόρισε τις αρχές του σε τρεις υπακούοντας στον 

Αριστοτέλη . ∆εν υπήρχε κανένας µαθηµατικός λόγος να 

περιοριστούν τα είδη των αρχών σε τρεις. 

2) Πιθανόν , θα ήταν πιο κοµψό να υπήρχαν τέσσερις αντί για τρεις. 

Για παράδειγµα να υπήρχαν οι γνωστές τρεις και επί πλέον όλες οι 

άλλες προτάσεις που παρουσιάζουν προβληµατικό χαρακτήρα . Θα 

έπρεπε σε αυτή την κατηγορία να υπάρχει η εξασφάλιση της τοµής 

των δύο κύκλων και γενικά να υπάρχουν τα αξιώµατα του Hilbert  

που θεµελιώνουν στέρεα την Γεωµετρία.  

3) Ο Ευκλείδης µπορούσε αναµφισβήτητα να θέσει την νέα κατηγορία. 

Εποµένως το ότι περιορίσθηκε στα τρία είδη αρχών , µας οδηγεί στο να 

εκφράσουµε ,  το συµπέρασµα ότι σε αυτή του την επιλογή οδηγήθηκε 

από την προσήλωσή του στις επιταγές του Αριστοτέλη. 
                                            
19 R. Ν. Κirahan σελ.22 
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Φαίνεται να επέµεινε  στις αρχές του Αριστοτέλη και έθετε τις αρχές όπως 

του φαινόταν χρήσιµο.  Για παράδειγµα, στον ορισµό 2 λέει «γραµµή δε 

µήκος απλατές» και αµέσως συµπληρώνει µια ιδιότητα της γραµµής 

αµέσως  µετά ως ορισµό 3 «Γραµµής δε πέρατα, σηµεία» 

Έτσι το 4ο και το 5ο αίτηµα, έχουν σχέση µε την κατασκευή των 

παραλλήλων γραµµών . Εποµένως είχε νόηµα να τα τοποθετήσει κοντά 

µαζί µε τα αιτήµατα κατασκευής. 

Εν κατακλείδι, τα φιλοσοφικά ενδιαφέροντα του Ευκλείδη και το 

ενδιαφέρον του για ζητήµατα θεµελίωσης, προϋποθέτουν µια φιλοσοφική 

πηγή. Αυτή είναι τα «Αναλυτικά Ύστερα» του Αριστοτέλη. 


