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 Περίληψη: Οι ακολουθίες που συγκλίνουν στον , µπορούν να 
διαχωριστούν σε κλάσεις ξένες µεταξύ τους µε βάση τον τρόπο σύγκλισης. 
Όµως, µόνο ένας αντιπρόσωπος,  µιας  µόνο κλάσης δικαιολογεί πλήρως την 
γνωστή συνθήκη σύγκλισης  , ενώ όλοι οι άλλοι, δικαιολογούν 
µια ασθενέστερη συνθήκη. Η ιδιότητα αυτή,  καθιστά έναν τέτοιο 
αντιπρόσωπο απαραίτητο σε κάθε διδακτικό εγχειρίδιο Απειροστικού 
λογισµού.  Επίσης ,  η παράθεση στα βιβλία ενός τουλάχιστον αντιπροσώπου 
από κάθε κλάση παραδειγµάτων σύγκλισης , αλλά και αντιπαραδειγµάτων 
σύγκλισης, εξασφαλίζει  την σφαιρική παρουσίαση του ορισµού σε όλο το 
πλάτος και βάθος της έννοιας της σύγκλισης  και αυξάνει την δυνατότητα 
πλήρους κατανόησης της βασικότερης έννοιας του Απειροστικού. 
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Εισαγωγή: Σε µια τυπική εισαγωγή στην έννοια της σύγκλισης 

ακολουθίας σε πραγµατικό, συνήθως παρατίθεται ο κλασσικός ορισµός : 
Μία ακολουθία πραγµατικών  λέµε ότι συγκλίνει στον 

, και συµβολίζουµε µε  ή  όταν και µόνον όταν 
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Φυσικά,  για  να αρχίσει να γίνεται κατανοητός ο ορισµός,   η 

γεωµετρική του µετάφραση είναι η εκ των ων ουκ άνευ προϋπόθεση [1]: 
« »  «Σε κάθε περιοχή του α περιέχονται άπειροι  όροι της 
ακολουθίας {α
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Στην συνέχεια, παρατίθενται συνήθως παραδείγµατα που 
ικανοποιούν τον ορισµό και κάπου εκεί τελειώνει η διδασκαλία της 
ενότητας «σύγκλιση ακολουθίας σε πραγµατικό αριθµό»  Όµως,  τα 
παραδείγµατα και τα αντιπαραδείγµατα που θα παρατεθούν,  καλό θα είναι  
να φροντίσουµε να είναι ένα τουλάχιστον από κάθε κλάση  ,οι οποίες 
µπορούν να ορισθούν µε βάση την φυσική  έννοια της κατεύθυνσης 
σύγκλισης (από δεξιά , αριστερά ή αµφίπλευρα)  
Οι κλάσεις ακολουθιών: 

 Οι κλάσεις που υπάρχουν µε βάση τον κριτήριο «κατεύθυνση 
σύγκλισης» που θέσαµε , είναι οι παρακάτω [2] : 

Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών στον  α∈  

Κλάση 
Πλήθος 

όρων <α 

Πλήθος 

όρων=α 
Πλήθος 

όρων>α 

Εκπλήρωση ασθενέστερης συνθήκης από 

την | αν-α | <ε , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π1] πεπ/νο πεπ/νο πεπ/νο ∆εν τις  εξετάζει ο Απ/κός Λογισµός 

[Π2] ∞  πεπ/νο πεπ/νο 0 να α ε< − <  , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π3] πεπ/νο ∞  πεπ/νο 0 να α ε= − <     , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π4] πεπ/νο πεπ/νο ∞  0 να α< − < ε  , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π5] ∞  ∞  πεπ/νο 0 να α≤ − < ε  , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π6] ∞  πεπ/νο ∞  0 | |να α< − < ε  ,  0 ( )ν ν ε∀ ≥

[Π7] πεπ/νο ∞  ∞  0 να α≤ − < ε  , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

[Π8] ∞  ∞  ∞  | |να α− < ε   , ∀ ≥  0 ( )ν ν ε

 
Από τον πίνακα µπορούµε να παρατηρήσουµε ή και να αποδείξουµε τα 

εξής: 
i. Οι κλάσεις Π2-Π8 είναι ξένες µεταξύ τους και κάθε µία έχει 

άπειρους αντιπροσώπους. 
ii. Όλες , πλην της τελευταίας, πληρούν ασθενέστερη συνθήκη από την 

  , ∀ ≥  που απαιτεί ο ορισµός της σύγκλισης. | |να α− < ε 0 ( )ν ν ε
iii. Κάθε παράδειγµα συγκλίνουσας  ακολουθίας  στον  α∈ είναι 

αντιπρόσωπος µίας και µόνον από αυτές τις κλάσεις. 



iv. Αν ανατρέξουµε στην προσωπική µας εµπειρία, µπορούµε να 
διαπιστώσουµε, ότι τα  εµφανιζόµενα παραδείγµατα στα εγχειρίδια 
Απειροστικού Λογισµού, κατά σειρά φθίνουσας συχνότητας 
εµφάνισης ,   ακολουθούν περίπου την διάταξη του πίνακα από Π2-
Π8 . 

Το βέβαιον είναι ότι αντιπρόσωπος της κλάσης Π8 απαντάται 
σπανιότατα έως καθόλου. Όµως, µόνο ένας αντιπρόσωπος της κλάσης 
Π8 µπορεί να δικαιολογήσει πλήρως τον ορισµό της σύγκλισης, αφού οι 
αντιπρόσωποι  όλων των άλλων κλάσεων,  πληρούν ασθενέστερη συνθήκη . 
Το δε σύνολο όλων των παραδειγµάτων πλην της Π8,  πληροί µια διάζευξη 
των ασθενεστέρων συνθηκών , που κι αυτή είναι µια ασθενέστερη 
συνθήκη από την | |   , ∀ ≥ .  να α− < ε 0 ( )ν ν ε

Επίσης η παράθεση αντιπαραδειγµάτων σύγκλισης, θεωρείται ως 
εξαιρετικά αναγκαία πράξη, αφού από τα συνήθη  παραδείγµατα, υπάρχει ο 
γνωστός  κίνδυνος  να θεωρήσει ο µαθητής ότι υπάρχουν µόνο 
συγκλίνουσες ακολουθίες  σε α∈  και το πολύ κάποιες που συγκλίνουν 
στο  ή . Όµως ολόκληρη η εικόνα είναι η παρακάτω: −∞ +∞ −∞

ΜΗ Συγκλίνουσες Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. 
Κλάση Πλήθος οριακών αριθµών 

1
1[ ]A  Πεπερασµένο  και όλοι πραγµατικοί 2≥

[Α1] 
2

1[ ]A  Άπειρο και όλοι πραγµατικοί  

[Α2] Μοναδικός  το +  ∞

[Α3] Μοναδικός,  το -  ∞

[Α4] 
Τουλάχιστον δύο , µε ένα  

 το + ∞  είτε το - ∞  
 
Πάλι επικαλούµενοι την κοινή εµπειρία , µπορούµε να παρατηρήσουµε , ότι 
οι κλάσεις Α1 και Α4 είναι οι πλέον σπάνιες σε εµφάνιση στα βιβλία. Έτσι η 
ανάγκη πληρότητας των παραδειγµάτων και αντιπαραδειγµάτων σύγκλισης 
φαίνεται και εδώ. Στην συνέχεια παραθέτουµε χαρακτηριστικούς 
αντιπροσώπους, από όλες τις κλάσεις σύγκλισης και µη σύγκλισης: 
 
 
 



 
 
Παραδείγµατα συγκλινουσών ακολουθιών  στον α ∈ : 
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 Όλοι οι όροι της (τελικά) είναι αριστερά του α 

(Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π2] )] ) 
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 (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π5] ) 
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 (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π7] ) 
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+   (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Π8] ) 

 
Αντιπαραδείγµατα συγκλινουσών ακολουθιών στον  α  ∈  

• ( )1 n
nα α β= + −  για 0  έχει δύο οριακούς αριθµούς, τον α+β και 

τον α-β   (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α
β ≠

1] υποκλάση [Α1
1]) 

•  (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Ανα ν= → +∞ 2]) 
•  (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Ανα ν=− → −∞ 3]) 



• έχει δύο οριακούς αριθµούς , τον α και το 
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οριακούς αριθµούς κάθε πρώτο και το 0 . (Οι πρώτοι είναι άπειροι 
στο πλήθος από σχετική πρόταση του Ευκλείδη , ενώ  για p, 
q ,πρώτους , και  κ, λ φυσικούς , λόγω του µοναδικού αναπτύγµατος 
ενός αριθµού σε γινόµενο πρώτων.) (Αντιπρόσωπος της κλάσης [Α

kp qλ≠

1] 
υποκλάση [Α2

1] ) 
 

Έτσι, εν κατακλείδι, µπορούµε να συνοψίσουµε τα εξής: 

Όταν ο διδάσκων εισάγει µια έννοια , πρέπει να γνωρίζει τις 
συνήθεις παρανοήσεις και τα συνήθη λάθη των µαθητών. Ένα σηµαντικό 
µέρος από αυτά τα λάθη προέρχονται  από λανθασµένες νοηµατικές 
αναπαραστάσεις που προκαλούνται εν τω γεννάσθαι και εν τω γίγνεσθαι 
της οικοδόµησης µιας νέας έννοιας , από λανθασµένα µοντέλα, τα οποία µε 
την σειρά τους  προκαλούνται και από ελλιπή  (:=όχι όλων των κλάσεων  ) 
παραδείγµατα και αντιπαραδείγµατα.  Τα λανθασµένα νοητικά υποδείγµατα  
θα επιµένουν έως ότου προκληθεί ισχυρή διδακτική ρήξη , ώστε να 
τροποποιηθούν. Μια τέτοια πιθανότητα ρήξης µάλλον  µειώνεται  µε την 
ηλικία, καθώς η διδασκαλία στα Πανεπιστήµια της έννοιας της σύγκλισης 
είναι εκ των πραγµάτων ευσύνοπτη. Η πρόληψη λοιπόν είναι καλύτερη 
λύση και αυτή θα γίνει µε την πληρότητα των παραδειγµάτων και 
αντιπαραδειγµάτων σύγκλισης.  

Το τρέχον αναλυτικό πρόγραµµα  δεν προτάσσει την έννοια της 
σύγκλισης ακολουθίας, αλλά την θεωρεί ως ειδική περίπτωση συνάρτησης . 
Παρ όλα αυτά  , ο ακολουθιακός ορισµός της σύγκλισης συνάρτησης και 
της συνέχειας,  ο ακολουθιακός ορισµός της παραγώγου συνάρτησης,  η 
ίδια η σύγκλιση ακολουθίας που καλύπτει και την έννοια της σύγκλισης 
απειροσειρών  , η οµοιόµορφη σύγκλιση συναρτήσεων κ.ά. δείχνουν την 
δεσπόζουσα θέση της έννοιας στην διδακτική θεµελίωση του Απειροστικού 
Λογισµού , µε επαγωγικό τρόπο , από το µερικότερο στο συνθετότερο. 

 Στο παλιότερο αναλυτικό πρόγραµµα  του Λυκείου η σύγκλιση της 
ακολουθίας  είχε  βασική εισαγωγική σηµασία , κάτι που µπορεί να γίνει και 



στο άµεσο µέλλον, καθώς  και -ανάµεσα στα άλλα- να συµβάλλει στην 
οµαλότερη εισαγωγή,  από την Ανάλυση  του Λυκείου , στην Ανάλυση του 
πρώτου έτους σπουδών των ΑΕΙ-ΤΕΙ._ 
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