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第十四章  幂级数 

［教学目标］通过教学使学生达到：  

1. 理解幂级数有关概念，掌握其收敛性及有关性质； 

2. 掌握幂级数的运算、函数的幂级数展开法，明确余项在确定函数

能否展开为幂级数时的重要性。 

［教学重难点］重点是幂级数的收敛区间、收敛半径、函数的幂级数展

开式；难点是收敛区间端点处敛散性的确定。 

［教学方法］讲授法 

［教学时间］讲授 6学时，习题课 4学时，共计 10 学时　 

［教学内容］幂级数的概念，阿贝尔定理，收敛半径与收敛区间，内闭

一致收敛性。幂级数的和函数的分析性质，幂级数的四则运算；初等函数的

幂级数展开，泰勒级数、泰勒定理。*复变量的指数函数、Euler 公式。　 

［考核目标］ 

1. 求幂级数的收敛半径、收敛区间及收敛域；　 

2. 熟记几个常用初等函数的幂级数展开式，并利用其将某些初等函

数展开成幂级数； 

3. 用幂级数的性质及逐项求导和逐项积分求某些幂级数的和函数；　 

4. 明确函数幂级数展开的条件及求函数幂级数展开式的一般步骤。 

 



基本概念 

一 、引言 

前面介绍了一般的函数项级数，重点是函数项级数收敛、一致收敛的判定方法以及

一致收敛函数项级数的性质。从今天开始，我们将陆续向大家介绍两类特殊的常用的函

数项级数，一类是“幂级数”（代数多项式的推广）；另一类是“Fourier 级数”（三角多

项式的推广，三角级数的特例，在物理中有广泛的应用）。 

二、什么样的函数项级数是幂级数 

1  定义（幂级数）：形如 
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的函数项级数称为幂级数。 

2 特例：当 0 0x = ，即在点零处展开的幂级数为 
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3 若在（1）中令 0x x− = t

)

，则（1）化为（2）的形式，故研究幂级数，一般研

究在点零处的展开幂级数即可。 

4 幂级数形式上的特点：一般项为 ，从而所求的和是多项式（最简

单函数），是一种比较简单的函数项级数，因而具有一些特殊的性质。如收敛

域一定是区间（退化区间——点）。又在收敛域内可任意次逐项求导和求积等，

这些优点使其成为一类最常用的级数。 
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三、幂级数的收敛性 

1 、定理  幂级数 在0
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2 推论：幂级数 的收敛域为区间0
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四、求收敛半径和收敛域的例子 
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五、幂级数的性质 

1、 性质 1（阿贝尔第二定理）：若 的收敛半径为0
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2 、  性质 2  ：设幂级数 的收敛半径为0
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积分和逐项微分，即： 

    对 0 0( , )x R x R− + 上任一点 x，有 
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并且逐项求导和逐项积分后的级数（仍为幂级数），其收敛半径仍为 R 。 

六  幂级数性质的应用 

例 1: 求幂级数
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幂级数的展开 
一  问题的提出 

幂级数不仅形式简单，而且有很多特殊的性质（如收敛域是区间；在收敛域内部内

闭一致收敛，在收敛域内可逐项积分、逐项微分等）。这就使我们想到，能否把一个函

数表示为幂级数来研究？ 

二  问题的解决 
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三  基本初等函数的幂级数展开式 

在实际应用中,往往取 0 0x = ,此时的 Taylor 级数 
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四  应用基本展开式的例子 

例 1  求下列函数按 x幂级数展开的 Taylor 级数. 

     (1) 2sin x ;         (2)
6

( 1)( 2)x x− +
;         (3) 2 3ln(1 )x x x− − +  

例 2  求 2ln( 1 )y x x= + + 在 0 0x = 的 Taylor 展开. 

例 3  将
1
x

: (1)按 1x − 幂级数展开; (2)按
1
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x
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幂级数展开.  
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