
BASES CRISTALLINES DES GROUPES QUANTIQUES
Notes de Charles Cochet

Automne 2000

Ces notes ont pour support :
(1) Un cours du DEA « Méthodes Algébriques » de l’Université Paris VI, dispensé par Masaki

Kashiwara à l’automne 2000.
(2) De nombreux articles sur le sujet (voir bibliographie).

Ces notes sont l’ancêtre du livre [12].

1. Uq(sl2) et ses représentations

1.1. Définition. — Fixons un corps K (de caractéristique arbitraire) et un élément q de K
non-nul et non racine de l’unité. L’algèbre enveloppante quantique Uq(sl2) de sl2 est la K-algèbre
engendrée par les symboles e, f , t, t−1 en accord avec les relations tet−1 = q2e, tft−1 = q−2f
et [e, f ] = (t − t−1)/(q − q−1). En posant t = qh et en faisant tendre q vers 1, nous retrouvons
l’algèbre enveloppante classique U(sl2), c’est-à-dire l’algèbre engendrée par les trois éléments e, f ,
h avec les relations [h, e] = 2e, [h, f ] = −2f , [e, f ] = h.

Le produit tensoriel de deux Uq(sl2)-modules est muni d’une structure de Uq(sl2)-module grâce
au co-produit ∆ : Uq(sl2) −→ Uq(sl2)⊗Uq(sl2), ∆t = t⊗ t, ∆e = e⊗ t−1+1⊗e, ∆f = f⊗1+ t⊗f .

Des analogues quantiques des entiers, factorielle et coefficients binomiaux apparaissent naturel-
lement lors de l’étude du monde quantique. Les q-entiers sont définis par [n] = (qn−q−n)/(q−q−1),

la q-factorielle par [n]! = [n] · · · [1] et les q-coefficients binomiaux par [nk ] = [n]!
[k]![n−k]! .

Notons par ailleurs {x} = (x − x−1)/(q − q−1) et {nk} = {x}{q−1x}···{q1−kx}
[k]! . En posant e(n) =

en/[n]! et f (n) = fn/[n]!, nous obtenons la formule de pseudo-commutation

(1) e(n)f (m) =
∑

0≤k≤n,m

f (m−k)e(n−k){q
n−mt
k }.

1.2. Représentations de Uq(sl2). — Il n’existe que deux représentations unidimensionnelles de
Uq(sl2), à savoir K = K · 1 avec t · 1 = 1, e · 1 = f · 1 = 0, et V− = K · 1− avec t · 1− = −1−,
e · 1− = f · 1− = 0.

Pour tout entier l, il existe un et un seul Uq(sl2)-module irréductible de dimension l+1, à savoir

V (l) construit comme suit. C’est l’espace vectoriel dont une base est {u
(l)
k }0≤k≤l et sur lequel

l’action de Uq(sl2) est

(2) tu
(l)
k = ql−2ku

(l)
k , eu

(l)
k = [l − k + 1]u

(l)
k−1, fu

(l)
k = [k + 1]u

(l)
k+1.

Cette base est telle que u
(l)
k = fku

(l)
0 = el−ku

(l)
l . Ceci se visualise par u

(l)
0 −→ u

(l)
1 −→ · · · −→ u

(l)
l .

De plus, tout Uq(sl2)-module est complètement réductible. Ainsi, un module M est isomorphe
à la somme de certains V (l) si et seulement si il se décompose sous la forme M =

⊕
k∈Z

Mk, où

Mk = {u ∈ M ; tu = qku} (puisque les valeurs propres de t sur V (l) sont de la forme qk et celles
sur V (l) ⊗ V− sont de la forme −qk).

Nous pouvons définir pour un tel module son caractère par la formule ch(M)(x) =∑
k∈Z

dim(Mk)x
k ∈ Z[x, x−1]. Alors ch(V (l))(x) = (xl+1 − x−l−1)/(x− x−1) et (ch(V (l)))l≥0 est

une famille linéairement indépendante. Si M '
⊕
V (lj), alors ch(M) =

∑
ch(V (lj)) et les lj sont

déterminés de façon unique par ch(M).
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2. Uq(g) et ses représentations

2.1. Définition. — Soit g une algèbre de Kac-Moody symétrisable. Notons P le treillis des
poids ; c’est un Z-module libre. L’ensemble des racines simples αi est indexé par I . Les co-racines

simples seront notées hi. Par hypothèse sur g, nous avons (αi, αi) ∈ 2N pour tout i, 〈hi, λ〉 = 2(αi,λ)
(αi,αi)

pour tous i et λ ∈ P et (αi, αj) ∈ −N si i 6= j.
Soient maintenant un corpsK et un élément q ∈ K non racine de l’unité. L’algèbreenveloppantequantique

Uq(g) est la K-algèbre engendrée par les symboles ei, fi et q(h) pour i ∈ I et h ∈ P ∗ avec les
relations suivantes :

(1) q(0) = 1 et q(h1)q(h2) = q(h1 + h2).
(2) q(h)eiq(h)

−1 = q〈h,αi〉ei et q(h)fiq(h)
−1 = q−〈h,αi〉fi.

(3) [ei, fj ] = δi,j
ti−t

−1

i

qi−q
−1

i

, en notant qi = q(αi,αi)/2 et ti = q( (αi,αi)
2 hi).

(4)
∑b

k=0(−1)ke
(k)
i eje

(b−k)
i =

∑b
k=0(−1)kf

(k)
i fjf

(b−k)
i = 0 pour i 6= j (relations de Serre).

Ici, nous avons écrit b pour 1 − 〈hi, αj〉, et les puissances divisées e
(k)
i , f

(k)
i sont définies par

e
(k)
i = eki /[k]

!
i et f

(k)
i = fki /[k]

!
i, avec [k]i = (qki − q−ki )/(qi − q−1

i ) et [k]!i = [k]i · · · [1]i (analogues
quantiques les entiers et de la factorielle).

En posant q(h) = qh et en faisant tendre q vers 1, l’algèbre enveloppante quantique Uq(g) devient
l’algèbre enveloppante classique de g.

La sous-algèbre de Uq(g) engendrée par les q(h) est isomorphe à K[P ∗]. Notons U+
q (g) (resp.

U−
q (g)) la sous-algèbre de Uq(g) engendrée par les ei (resp. fi). Le théorème de Poincaré-Birkhoff-

Witt nous fournit un isomorphisme U+
q (g) ⊗K[P ∗] ⊗ U−

q (g) −→ Uq(g), a⊗ q(h) ⊗ b 7→ aq(h)b.

Le co-produit ∆ = ∆+ : Uq(g) −→ Uq(g) ⊗ Uq(g), défini par

(3) ∆q(h) = q(h) ⊗ q(h), ∆ei = ei ⊗ t−1
i + 1 ⊗ ei, ∆fi = fi ⊗ 1 + ti ⊗ fi,

permet de munir d’une structure de Uq(g)-module le produit tensoriel de deux Uq(g)-modules.

2.2. Modules intégrables. — Un Uq(g)-module M est intégrable si

(4)

{
M =

⊕
λ∈P Mλ, où Mλ = {u ∈ M ; q(h)u = q〈h,λ〉u{textrmpourtouth ∈ P ∗},

M est réunion de Uq(g)i-modules de dimension finie pour tout i.

Les représentation unidimensionnelles de Uq(g) sont paramétrées par les caractères χ : P ∗ −→
K∗ tels que χ((αi, αi)hi) = 1 pour tout i ; ce sont les V χ = K · 1χ avec ei1χ = fi1χ = 0 et
q(h)1χ = χ(h)1χ.

Définissons la catégorie Oint(g) comme étant celle des Uq(g)-modules intégrables tels que la
dimension des espaces U+

q (g)u pour u ∈M soit finie (nilpotence locale des ei).
Les poids dominants intégraux sont les poids λ tels que 〈hi, λ〉 ≥ 0 pour tout i ∈ I ; leur ensemble

est noté P+. Pour λ ∈ P+, notons V (λ) le Uq(g)-module engendré par uλ avec les relations

(5) q(h)uλ = q〈h,λ〉uλ, eiuλ = 0, f
1+〈hi,λ〉
i uλ = 0.

Théorème 2.1. — Supposons K de caractéristique nulle. Soit λ ∈ P+.
(1) Nous avons V (λ)λ = {u ∈ V (λ) ; eiu = 0 pour tout i} = Kuλ 6= 0.
(2) L’espace V (λ) est un Uq(g)-module irréductible et intégrable dans Oint(g).
(3) Tout Uq(g)-module dans Oint(g) est complètement réductible.
(4) Tout Uq(g)-module irréductible dans Oint(g) est isomorphe à un V (λ) avec λ ∈ P+.

Alors se pose une question. Soit M intégrable ; pour tout i, nous avons un isomorphisme Uq(g)i-
linéaire M '

⊕
j V (lj) avec les Uq(sl2)-modules irréductibles V (lj). Existe-t-il une base B du

K-espace M (indépendante de i) telle que pour tout i, il y ait un isomorphisme Uq(g)i-linéaire

M '
⊕

j V (lj) envoyant B sur la base {u
(lj)
k }0≤k≤lj de

⊕
j V (lj) ? La réponse est non pour q = 1

(l’algèbre enveloppante classique), mais oui pour q = 0 comme nous allons le voir.
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3. Bases locales et bases cristallines

3.1. Définitions. — Pour K = k(q), notons A le sous-anneau de K formé des fractions ra-

tionnelles sans pôle en q = 0. Via l’évaluation, nous avons un isomorphisme A/qA
'
−→ k. Une

base locale d’un K-espace vectoriel V est un couple (L,B) où L est un A-treillis de V qui est un
A-module libre, et B est une base du k-espace vectoriel L/qL.

Par exemple, à toute base B de V est associée une base locale (L, B̄) où L = ModA(B) et B̄
est l’image de B dans L/qL. Grosso modo, toute base locale est construite de la sorte. La somme
directe et le produit tensoriel de bases locales se définissent naturellement.

Fixons pour toute la suite un corps k de caractéristique nulle, et posons K = k(q). Soit M un
Uq(g)-module intégrable de décomposition en espaces de poidsM =

⊕
λ∈P Mλ. Une base cristalline

est une base locale (L,B) satisfaisant aux conditions suivantes :
(1) Pour tout λ, il existe une base locale (Lλ, Bλ) de Mλ telle que (L,B) =

⊕
λ(Lλ, Bλ).

(2) Pour tout i, il existe un isomorphisme Uq(g)i-linéaire ξi : M
'
−→

⊕
j V (lj) envoyant (L,B)

sur la base locale {u
(lj)
k }0≤k≤lj de

⊕
j V (lj).

Une telle base, si elle existe, répond à la question posée précédemment.

Définissons maintenant le graphe cristallin associé à une base cristalline. Fixons un i et notons

ξ = ξi. Pour b ∈ B, il existe lj et k tels que b = ξ(u
(lj)
k ). Notons alors f̃ib et ẽib les éléments de

B tels que ξ(f̃ib) = u
(lj)
k+1 et ξ(ẽib) = u

(lj)
k−1 respectivement, avec les conventions 0 = ẽib si k = 0

et 0 = f̃ib si k = lj , pour un élément fantôme 0. Ainsi, nous avons construit des applications ẽi
,f̃i : B −→ B t {0}. En fait, ces applications sont indépendantes du choix de ξ.

Pour tout i, joignons des éléments b et b′ de B par une flèche b
i

−→ b′ si b′ = f̃ib (équivalent à
b = ẽib

′). Nous obtenons ainsi un graphe numéroté, le graphe cristallin de B.

Une i-corde est un sous-ensemble de B correspondant à u
(lj)
0

i
−→ · · ·

i
−→ u

(lj)
lj

par ξ ; c’est une

composante connexe du graphe pour les i-flèches. La base cristalline B est la réunion disjointe des
i-cordes pour un i fixé. Nous verrons qu’en combinant toutes les i-cordes la structure est plus riche.

Notons εi(b) = max{n ≥ 0 ; ẽni b 6= 0} et ϕi(b) = max{n ≥ 0 ; f̃ni b 6= 0}. Ces nombres corres-
pondent à

(6) ◦
i

−→ · · ·
i

−→︸ ︷︷ ︸
εi(b)

b
◦

i
−→ · · ·

i
−→︸ ︷︷ ︸

ϕi(b)

◦

Pour b ∈ Bλ ,définissons le poids de b par wt(b) = λ. Alors 〈hi,wt(b)〉 = ϕi(b) − εi(b) et la
longueur de la i-corde contenant b est ϕi(b) + εi(b).

3.2. Propriétés élémentaires des bases cristallines. — La somme directe de bases cristal-
lines se définit naturellement. Le produit direct nécessite quant à lui quelques précisions.

Théorème 3.1. — Soient Mj des Uq(g)-modules intégrables et (Lj , Bj) des bases cristallines pour

j = 1, 2. Alors (L1, B1) ⊗ (L2, B2) est une base cristalline pour laquelle les applications ẽi et f̃i
sont

(7) ẽi(b1 ⊗ b2) =

{
(ẽib1) ⊗ b2 si ϕi(b1) ≥ εi(b2)
b1 ⊗ (ẽib2) sinon

,

(8) f̃i(b1 ⊗ b2) =

{
(f̃ib1) ⊗ b2 si ϕi(b1) > εi(b2)

b1 ⊗ (f̃ib2) sinon
.

De plus, εi(b1 ⊗ b2) = max{εi(b1), εi(b2) − 〈hi,wt(b1)〉} et ϕi(b1 ⊗ b2) = max{ϕi(b1) +
〈hi,wt(b2)〉, ϕi(b2)}.

Ce théorème permet de retrouver la formule de Clebsch-Gordan dans le cas de g = sl(2,C). Des

formules analogues permettent le calcul de ẽni (b1 ⊗ b2) et f̃ni (b1 ⊗ b2).
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3.3. Existence et unicité de la base cristalline dans Oint(g). — Soient λ ∈ P+ et V (λ)
le Uq(g)-module irréductible de vecteur de plus haut poids uλ de poids λ. Les deux théorèmes
ci-dessous nous assurent de l’existence et l’unicité (à isomorphisme près) des bases cristallines.

Théorème 3.2 (existence). — Le module V (λ) admet une unique base cristalline (L(λ), B(λ))

satisfaisant à (L(λ)λ, B(λ)λ) = {uλ}. De plus, B(λ) = {f̃a1

i1
· · · f̃al

il
uλ ; l ≥ 0 , i1, . . . , il ∈

I , a1, . . . , al > 0} \ {0}.

Théorème 3.3 (unicité). — Soit M un Uq(g)-module dans Oint(g). Soit (L,B) une base cristal-
line de M . Alors il existe un isomorphisme Uq(g)-linéaire tel que M '

⊕
j V (λj) par lequel (L,B)

est isomorphe à
⊕

j(L(λj), B(λj)).

3.4. Décomposition irréductible. — Remarquons que B(λ) est connexe et connecté à uλ. Il
s’ensuit que B =

⊔
j B(λj) est la décomposition de B en composantes connexes. Un élément b de

B est de plus haut poids si ẽib = 0 pour tout i. D’après le théorème 3.3, la base cristalline B(λ)
admet un unique vecteur de plus haut poids uλ.

Ainsi, décomposer M en composantes irréductibles revient à trouver les vecteurs de plus haut
poids de B, ceci étant équivalent à décomposer B en composantes connexes. En découle la

Proposition 3.4. — Pour λ, µ ∈ P+ ,nous avons V (λ) ⊗ V (µ) =
⊕
V (λ+ wt(b)), où la somme

est sur les b ∈ B(µ) tels que εi(b) ≤ 〈hi, λ〉 pour tout i.

Par conséquent, si le graphe cristallin de B(µ) est connu, la décomposition de V (λ) ⊗ V (µ) en
composantes irréductibles peut s’effectuer. Cela sera l’objet de la section 4 pour le cas gln.

3.5. Restriction à une sous-algèbre. — Soit J ⊂ I . Définissons pour Uq(gj) le treillis de ses
poids intégraux dominants par P J+ = {λ ∈ P ; 〈hi, λ〉 ≥ 0 pour tout i ∈ J}. De même, soit Vj(λ)
le Uq(gj)-module intégrable et irréductible de plus haut poids λ.

Théorème 3.5. — Pour tout λ ∈ P+, il existe un isomorphisme Uq(gj)-linéaire V (λ) '⊕
Vj(wt(b)), où la somme est sur l’ensemble des b ∈ B(λ) tels que εi(b) = 0 pour tout i ∈ J .
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4. Tableaux de Young

Plaçons-nous dans le cas g = gl(n,C), et décrivons les bases et graphes cristallins à l’aide de
tableaux de Young. Le treillis des poids est P =

⊕n
i=1 Zei. Les racines simples αi = ei − ei+1 sont

indexées par I = {1, . . . , n−1}. Les co-racines simples hi sont telles que 〈hi, λ〉 = (αi, λ). Les poids
fondamentaux ωj = α1 + · · · + αj pour tout j sont construits afin d’avoir 〈hi, ωj〉 = δi,j . Nous

avons ainsi P+ =
∑n−1
i=1 Nωi + Zωn. Notons enfin P̃+ =

∑n
i=1 Nωi.

4.1. Représentations fondamentales V (ωj). — La représentation V (ω1), appelée représen-

tation vectorielle, est de dimension n et se décompose sous la forme V (ω1) =
⊕n

i=1K i avec

q(h) i = q〈h,e
i〉 i , ej i = δj,i−1 i-1 et fj i = δj,i i+1 . Le vecteur 1 est de plus haut poids. La

base { i ; 1 ≤ i ≤ n} forme une base cristalline de V (ω1), de graphe B(ω1) : 1
1

−→ 2
2

−→

· · ·
n−1
−→ n . De plus wt( i ) = ei.

Décrivons les représentations fondamentales V (ωi) en les plongeant dans le produit tensoriel de

copies de V (ω1). Considérons le vecteur 1 ⊗ · · · ⊗ i ∈ B(ω1)
⊗i ; c’est un vecteur de plus haut

poids, de poids ωi. D’après le théorème 3.3, la base cristalline B(ωi) est isomorphe à la composante

connexe de B(ω1)
⊗i contenant 1 ⊗ · · · ⊗ i . Plus précisément,

Proposition 4.1. — Par l’isomorphisme ci-dessus, la base cristalline B(ωi) est isomorphe à l’en-
semble des a1 ⊗ · · · ⊗ ai ∈ B(ω1)

⊗i avec 1 ≤ a1 < a2 < · · · < ai ≤ n.

Rappelons qu’à tout λ =
∑n

i=1 λiωi ∈ P̃+ correspond un diagramme de Young Y (λ) à n lignes
de longueurs respectives λi + · · ·+ λn (c’est-à-dire un diagramme avec λi colonnes de longueur i).

La base cristalline B(λ) s’injecte dans B(ω1)
⊗λ1 ⊗ · · · ⊗ B(ωn)

⊗λn par uλ 7→ u⊗λ1
ω1

⊗ · · · ⊗

u⊗λn
ωn

. Mais puisque B(ωi) s’injecte dans B(ω1)
⊗i, la base cristalline B(λ) s’injecte finalement dans

B(ω1)
⊗N avec N =

∑n
i=0 iλi.

Passer d’une représentation d’un vecteur par un produit tensoriel à une représentation par un
diagramme de Young numéroté revient à traduire l’expression du vecteur dans l’écriture japonaise
(de haut en bas et de droite à gauche). Nous obtenons des diagrammes de Young dont les blocs
sont numérotés par des entiers inférieurs à n ; un tel objet est appelé tableau de Young de forme
Y (λ). Un tableau de Young est dit semi-standard si les nombres inscrits dans les blocs croissent
de gauche à droite et croissent strictement de haut en bas. Alors :

Théorème 4.2. — Par l’injection composée ci-dessus, la base cristalline B(λ) est identifiée à
l’ensemble des tableaux de Young semi-standards de forme Y (λ).

Pour déterminer complètement B(λ), il nous faut comprendre l’action des ẽi et des f̃i. Posons

b = a1 ⊗ · · · ⊗ ai . Alors ẽib et f̃ib sont obtenus par l’algorithme suivant :

– négliger les ak autres que i et i+ 1 ;

– négliger les i ⊗ i+1 ;

– à ce stade, il reste un élément de la forme i+1 ⊗ · · · ⊗ i+1 ⊗ i ⊗ · · · ⊗ i . Alors ẽi change

le i+1 le plus à droite en i et f̃i change le i le plus à gauche en i+1 . Si de tels i + 1 et i
n’existent pas, l’élément est transformé en le vecteur 0.

Exemple 4.3. — Prenons b = 1 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 2 . Alors les chaînes contenant ce vecteur
sont :

1 ⊗ 2 ⊗ 1 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 1
1

−→ 1 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 1
1

−→ 1 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 2

1 ⊗ 2 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 2
2

−→ 1 ⊗ 3 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 2
2

−→ 1 ⊗ 3 ⊗ 2 ⊗ 4 ⊗ 3 ⊗ 3

Il est désormais possible d’effectuer le graphe cristallin d’une base cristalline de Uq(gln) donnée.
Voici par exemple la base cristalline B(ω1 + ω2) pour g = gl3.
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Z
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Z
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31
3

�
�

�
�

�
�=

1

32
3

Aimsi, la base cristalline est B(ω1 + ω2) = { 1 ⊗ 1 ⊗ 2 , 2 ⊗ 1 ⊗ 2 , 3 ⊗ 1 ⊗ 2 , 1 ⊗

1 ⊗ 3 , 2 ⊗ 1 ⊗ 3 , 3 ⊗ 1 ⊗ 3 , 2 ⊗ 2 ⊗ 3 , 3 ⊗ 2 ⊗ 3 }. Nous nous servirons au
paragraphe suivant de ces données.

4.2. Règle de Littlewood-Richardson. — Nous sommes maintenant à même de décrire le pro-
duit tensoriel V (λ)⊗V (µ). La formule que nous obtiendrons sera équivalente à celle de Littlewood-
Richardson. Remarquons que :

(1) Le vecteur uλ ⊗ i est de plus haut poids si et seulement si le diagramme Y (λ) + i (obtenu

en ajoutant un bloc à la iième rangée) est encore un diagramme de Young. Dans ce cas, le poids

du vecteur uλ ⊗ i est λ+ ei et il est représenté par le diagramme de Young Y (λ) + i.
(2) Le vecteur uλ⊗b1⊗· · ·⊗bl est de plus haut poids si et seulement si les vecteurs uλ⊗b1⊗· · ·⊗bk

sont de plus haut poids pour tout k ≤ l.
Ces remarques permettent d’obtenir le

Théorème 4.4. — Pour λ, µ ∈ P+, nous avons V (λ) ⊗ V (µ) '
⊕
V (λ + eai1 + · · · + eain ) où

N =
∑

i iλi et la somme est sur l’ensemble des ai1 ⊗ · · · ⊗ ain ∈ B(µ) ⊂ B(ω1)
⊗N tels que tous

les Y (λ) + ai1 , (Y (λ) + ai1) + ai2), . . . soient des diagrammes de Young.

Par exemple, considérons le cas g = gl3 et λ = ω2, µ = ω1 + ω2. Commençons par écrire B(µ)

sous forme de tableaux de Young : B(µ) = { 11
2

, 21
2

, 31
2

, 11
3

, 21
3

, 31
3

, 22
3

, 32
3

} .

Alors
(
( + 1) + 1

)
+ 2 = ( + 1) + 2 = + 2 = .

Par contre,
(
( +2)+1

)
+2 = ( +1)+2, et n’est pas un diagramme de Young. En

continuant cette procédure, nous vérifions que seulement 11
2

, 31
2

, 11
3

∈ B(µ) contribuent au
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produit tensoriel. D’où finalement

⊗ = ⊕ ⊕ .

L’étude du cas g = gln est ainsi achevée. Pour les algèbres de Lie de types spn et son, des règles
similaires existent, moyennant quelques modifications des définitions (voir [13] et [15]).
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5. Description des bases cristallines par des chemins pour les algèbres affines

Dans ce paragraphe ne sera étudié que le cas de ŝl2. Rappelons que cette algèbre est l’algèbre

affine associée à A =

(
2 −2
−2 2

)
, c’est-à-dire ŝl2 =

(
sl2 ⊗ k[t, t−1]

)
⊕ ktdtdt avec comme crochet

[x⊗ f, y ⊗ g] = [x, y] ⊗ fg +K(x, y)(fg′)−1 où h−1 est le coefficient de t−1 de la série de Laurent
h.

L’algèbre enveloppante quantique Uq(ŝl2) est construite comme suit. Posons I = {0, 1}. Soient
P = ZΛ0 ⊕ ZΛ1 ⊕ Zδ et h0, h1, ν ∈ P ∗ sa base duale. Notons α0 = 2Λ0 − 2Λ1 + δ et α1 =
2Λ1−2Λ0. Choisissons une forme bilinéaire symétrique (·, ·) sur P telle que (α0, α0) = (α1, α1) = 2
et (α0, α1) = −2. Ainsi, (α0,Λ0) = 1 et (α1,Λ0) = 0. La valeur de (Λ0,Λ0) peut être choisie

arbitrairement. L’algèbre enveloppante quantique associée à P est effectivement Uq(ŝl2).

Définissons Uclq (ŝl2) à l’aide du treillis Pcl = P/Zδ. Alors Uq(ŝl2) = Uclq (ŝl2) ⊗K[q(ν), q(ν)−1].

L’algèbre Uclq (ŝl2) admet des représentations de dimension finie grâce au morphisme d’anneaux

de Uclq (ŝl2) vers Uq(sl2) défini par

(9)





e0, f1 7→ f,
e1, f0 7→ e,
t0 7→ t−1,
t1 7→ t.

Soit V la représentation bi-dimensionnelle de Uclq (ŝl2) induite par le Uq(sl2)-module V (1) ; donc

V = Ku0 ⊕ Ku1 avec q(h)u0 = q〈h,Λ1−Λ0〉u0, q(h)u1 = q〈h,Λ0−Λ1〉u1, e0uk = f1uk = uk+1,

e1uk = f0uk = uk−1. Alors B = {u0, u1} est une base cristalline de V de graphe cristallin u0 -�1
0

u1.

Proposition 5.1. — Il existe des isomorphismes de cristaux Φ0 : B(Λ0)
'
−→ B(Λ1) ⊗ B et Φ1 :

B(Λ1)
'
−→ B(Λ0) ⊗B envoyant respectivement uΛ0

et uΛ1
sur uΛ1

⊗ u1 et uΛ0
⊗ u0.

Pour tout entier n, nous avons une chaîne d’isomorphismes Ψn : B(Λ1)
Φ0−→ B(Λ0) ⊗ B

Φ1⊗B−→

B(Λ0)⊗B⊗B
Φ1⊗B−→ · · ·

Φ1⊗B−→ B(Λ0)⊗B⊗2n. De plus, Ψn(uΛ0
) = uΛ0

⊗ (u0 ⊗u1)
⊗n. Posons alors

pg(n) = u0 si n est pair et u1 sinon.
Pour b ∈ B fixé, nous avons pour un n assez grand Ψ(b) = uΛ0

⊗ b2n ⊗ · · · ⊗ b1. Donc en
associant b et la suite {b1, . . . , b2n, pg(2n+ 1), pg(2n+ 2), . . .} , nous obtenons une bijection entre
B(Λ0) et l’ensemble des suites {p(n)}n≥1 d’éléments de B telles que p(n) = pg(n) pour n grand.
Ainsi, B(Λ0) est décrit par un espace de chemins dans B.
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6. Catégorie des cristaux

6.1. Définitions. — Un cristal est un ensemble B muni d’applications wt : B −→ P , εi : B −→
Z ∪ {−∞}, ϕi : B −→ Z ∪ {−∞}, ẽi : B −→ B t {0} et f̃i : B −→ B ∪ {0} où 0 est un élément
fantôme, satisfaisant aux axiomes :

(1) ϕi(b) = εi(b) + 〈hi,wt(b)〉 pour tout i.
(2) Si b ∈ B est tel que ẽib 6= 0, alors εi(ẽib) = εi(b)−1, ϕi(ẽib) = ϕi(b)+1, wt(ẽib) = wt(b)+αi.

(3) Si b ∈ B est tel que f̃ib 6= 0, alors εi(f̃ib) = εi(b)+1, ϕi(f̃ib) = ϕi(b)−1, wt(f̃ib) = wt(b)−αi.

(4) Pour b1, b2 ∈ B, nous avons b2 = f̃ib1 si et seulement si b1 = ẽib2.

(5) Si ϕi(b) = −∞, alors ẽib = f̃ib = 0.
Par exemple, une base cristalline d’un Uq(g)-module intégrable est un cristal.

Pour des cristaux B1, B2, un morphisme de cristaux ψ : B1 −→ B2 est une application ψ :
B1 t {0} −→ B2 t {0} telle que :

(1) ψ(0) = 0.
(2) Si ψ(b) 6= 0, alors wt(ψ(b)) = wt(b), εi(ψ(b)) = εi(b) et ϕi(ψ(b)) = ϕi(b).
(3) Pour tout b ∈ B1 tel que ψ(b) 6= 0 et ψ(ẽib) 6= 0, nous avons ψ(ẽib) = ẽiψ(b).

(4) Pour tout b ∈ B1 tel que ψ(b) 6= 0 et ψ(f̃ib) 6= 0, nous avons ψ(f̃ib) = f̃iψ(b).
Il est facile de voir que les cristaux forment une catégorie.

6.2. Produit tensoriel de cristaux. — Comme précédemment, définissons le produit tensoriel
de deux cristaux B1 et B2. Ensemblistement, le cristal B1 ⊗ B2 est {b1 ⊗ b2 ; b1 ∈ B1, b2 ∈ B2}.
Posons

wt(b1 ⊗ b2) = wt(b1) + wt(b2),
εi(b1 ⊗ b2) = max{εi(b1), εi(b2) − 〈hi,wt(b1)〉},
ϕi(b1 ⊗ b2) = max{ϕi(b1) + 〈hi,wt(b2)〉, ϕi(b2)},

ẽi(b1 ⊗ b2) =

{
ẽib1 ⊗ b2 si ϕi(b1) ≥ εi(b2),
b1 ⊗ ẽib2 sinon,

f̃i(b1 ⊗ b2) =

{
f̃ib1 ⊗ b2 si ϕi(b1) > εi(b2),

b1 ⊗ f̃ib2 sinon.

L’ensemble B1 ⊗B2 ainsi construit est un cristal. De plus, pour tous cristaux B1, B2, B3, nous
avons un isomorphisme de cristaux (B1⊗B2)⊗B3 −→ B1⊗(B2⊗B3), (b1⊗b2)⊗b3 7→ b1⊗(b2⊗b3).

Enfin, des formules existent pour le calcul de ẽni (b1 ⊗ b2) et f̃ni (b1 ⊗ b2) ; par exemple

f̃ni (b1 ⊗ b2) =

{
(f̃ni b1) ⊗ b2 si ϕi(b1) ≥ n+ εi(b2),

f̃
(ϕi(b1)−εi(b2))+
i b1 ⊗ f̃

n−(ϕi(b1)−εi(b2))+
i b2 sinon,

où x+ = max{x, 0}.

6.3. Exemples. —

Exemple 6.1. — Pour un cristal B, notons B∨ le cristal obtenu en renversant les flèches. En
clair, B∨ = {b∨ ; b ∈ B} avec wt(b∨) = −wt(b) ,εi(b

∨) = ϕi(b), ϕi(b
∨) = εi(b) , ẽi(b

∨) = (f̃ib)
∨ et

f̃i(b
∨) = (ẽib)

∨. Alors (B1 ⊗ B2)
∨ ' B∨

2 ⊗ B∨
1 . Cette construction correspond à l’automorphisme

d’anneau de Uq(g) qui permute ei et fi et envoie q(h) sur q(−h).

Exemple 6.2. — Pour λ ∈ P+, posons B(−λ) = B(λ)∨. Alors B(−λ) est assimilé à la base
cristalline du module V (−λ) sur Uq(g) de plus bas poids −λ.

Exemple 6.3. — Soit λ ∈ P . Définissons Tλ = {tλ} avec wt(tλ) = λ, εi(tλ) = ϕi(tλ) = −∞,

ẽitλ = f̃itλ = 0. C’est bien un cristal, et il vérifie Tλ ⊗ Tµ ' Tλ+µ pour tous λ, µ ∈ P . De plus,
pour tout cristal B, nous avons T0 ⊗B ' B ⊗ T0 ' B par l’application t0 ⊗ b↔ b⊗ t0 ↔ b. Donc
T0 est un objet neutre pour le produit tensoriel.

Exemple 6.4. — Définissons un cristal Bi = {bi(n) ; n ∈ Z} avec wt(bi(n)) = nαi et

(10) εj(bi(n)) =

{
−n si j = i,
−∞ si j 6= i,

ϕj(bi(n)) =

{
n si j = i,
−∞ si j 6= i,

(11) ẽjbi(n) =

{
bi(n+ 1) si j = i,
0 si j 6= i,

f̃jbi(n) =

{
bi(n− 1) si j = i,
0 si j 6= i.
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Notons par ailleurs bi = bi(0). Le graphe cristallin associé est

(12) · · ·
i

−→ bi(1)
i

−→ bi(0)
i

−→ bi(−1)
i

−→ · · · .

En outre Tλ ⊗ Bi ' Bi ⊗ Tsiλ pour i ∈ I et λ ∈ P . L’isomorphisme est donné par tλ ⊗ bi(n) ↔
bi(n+ 〈hi, λ〉) ⊗ tsiλ.

6.4. Diverses notions. — Un morphisme est strict s’il commute avec l’action des ẽi et des f̃i.
Si l’application associée B1 t {0} −→ B2 t {0} est injective, nous dirons que ψ est un plongement
et que B1 est un sous-cristal de B2. Un plongement de cristaux est plein si ẽiψi(b1) 6= 0 implique
ẽib1 6= 0 pour tout b1 ∈ B1.

Un cristal est semi-normal si εi(b) = max{n ≥ 0 ; ẽni b 6= 0} et ϕi(b) = max{n ≥ 0 ; f̃ni b 6= 0}
pour tous b ∈ B et i ∈ I . Ceci signifie que B, considéré comme cristal sur Uq(g)i, est isomorphe
au cristal associé à un Uq(g)i-module intégrable. Par exemple, les cristaux B(λ) et B(−λ) sont
semi-normaux mais Tλ et Bi ne le sont pas.

Pour un cristal B et un sous-ensemble J ⊂ I , notons Φj(B) le cristal B regardé comme cristal
sur Uq(gj). Alors

Proposition 6.5. — Pour tout cristal B, il y a équivalence entre :
– pour tout sous-ensemble fini J de I tel que la matrice ((αi, αj))i,j∈J soit symétrique définie

positive (c’est-à-dire gj de dimension finie), le cristal Φj(B) est isomorphe au cristal associé à un
Uq(gj)-module intégrable ;

– la condition ci-dessus est vérifiée pour tout J avec au plus deux éléments.

Un cristal est dit normal s’il satisfait aux conditions équivalentes de la proposition.

6.5. Action du groupe de Weyl sur les cristaux semi-normaux. — Soit B un cristal
semi-normal. Pour i ∈ I , définissons un automorphisme Si de l’ensemble B par

(13) Sib =

{
f̃
〈hi,wt(b)〉
i b si 〈hi,wt(b)〉 ≥ 0,

ẽ
−〈hi,wt(b)〉
i b si 〈hi,wt(b)〉 ≤ 0.

En clair, Sib est le symétrique de b par rapport au milieu de la i-chaîne contenant b. Nous avons
S2
i = id et wt(Sib) = si(wt(b)). De plus, les Si vérifient SiẽiS

−1
i = f̃i.

Théorème 6.6. — Si B est un cristal normal, alors il existe une seule action S : W −→ Aut(B)
de W sur l’ensemble B telle que Ssi

= Si pour tout i ∈ I (c’est-à-dire prolongeant l’action des Si).

En outre wt(Swb) = w(wt(b)) pour tous w ∈W et b ∈ B.
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7. Réalisation par des chemins de Littelmann

Les cristaux B(λ) peuvent se décrire de façon géométrique grâce aux chemins de Littelmann.
Posons PR = R ⊗Z P . Un chemin est une application continue et linéaire par morceaux de [0, 1]
dans PR, modulo les reparamétrisations. Notons P l’ensemble des chemins π tels que π(0) = 0 et
π(1) ∈ P . Munissons P d’une structure de cristal.

Soit π ∈ P . Le chemin inverse de π∨ est défini par t 7→ π(1 − t) − π(1). Le poids de π est
défini par wt(π) = π(1). Pour tout i, posons h = min{Z ∩ {〈hi, π(t)〉 ; 0 ≤ t ≤ 1}} ≤ 0. Soient
εi(π) = −h ≤ 0 et ϕi(π) = ε(π∨) = 〈hi, π(1)〉 − h ≤ 0.

Si εi(π) = 0, posons ẽiπ = 0. Sinon, prenons le plus petit t1 > 0 tel que 〈hi, π(t1)〉 = h et le
plus grand t0 < t1 tel que 〈hi, π(t1)〉 = h+ 1. Alors définissons ẽiπ par

(14) (ẽiπ)(t) =





π(t) si 0 ≤ t ≤ t0,
π(t) − 〈hi, π(t) − π(t0)〉αi si t0 ≤ t ≤ t1,
π(t) + αi si t1 ≤ t ≤ 1.

En clair, la partie t0 ≤ t ≤ t1 est la réflexion de la partie de π correspondante par rapport à
l’hyperplan {λ ∈ PR ; 〈hi, π(t1)〉 = h+ 1} et la partie t1 ≤ t ≤ 1 est la translation de la partie de

π correspondante. Posons enfin f̃iπ = (ẽi(π
∨))∨.

Alors P est muni d’une structure de cristal semi-normal. De plus, si nous notons ∗ la concaté-
nation de chemins de P , alors l’application π1 ⊗ π2 7→ π1 ∗ π2 est un morphisme de cristaux de
P ⊗ P dans P .

Voici enfin la réalisation par des chemins de la base cristalline B(λ). Pour λ ∈ P , notons πλ la
ligne de 0 à λ (c’est-à-dire πλ(t) = tλ).

Théorème 7.1. — Pour tout λ ∈ P+, il existe un unique morphisme de cristaux de B(λ) vers P
envoyant uλ sur πλ. Par ce morphisme, le cristal B(λ) est isomorphe à la composante connexe de
P contenant πλ.

L’image de B(λ) ↪→ P se décrit de façon explicite à l’aide des chemins de Lakshmibai-Seshadri.
Voir [1] et [14] pour plus de détails.
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8. Base cristalline de la partie négative de l’algèbre enveloppante quantique

8.1. Définition. — Tout comme V (λ), l’algèbre U−
q (g) admet une base cristalline. Cette base

est en fait obtenue comme limite de celle de V (λ) quand λ tend vers l’infini.

Pour tout λ ∈ P+, nous avons un morphisme U−
q (g)-linéaire πλ : U−

q (g) −→ V (λ) défini par

πλ(P ) = Puλ. Pour ξ ∈ Q− = −
∑
i Nαi, posons U−

q (g)ξ = {P ∈ U−
q (g) ; q(h)Pq(h)−1 = q〈h,ξ〉P}.

Alors U−
q (g) =

⊕
ξ∈Q−

U−
q (g)ξ et πλ(U

−
q (g)ξ) ⊂ V (λ)λ+ξ . Le noyau de πλ est

∑
i U

−
q (g)f

1+〈hi,λ〉
i .

Par conséquent, si 〈hi, λ〉 � 0 alors U−
q (g)ξ

πλ−→ V (λ)λ+ξ est un isomorphisme. La sous-algèbre

U−
q (g) peut donc être considérée comme limite de V (λ) lorsque 〈hi, λ〉 tend vers l’infini.

Etudions la relation entre πλ et πλ+µ avec µ ∈ P+. Il existe une unique application Uq(g)-linéaire
Sλ,µ : V (λ + µ) −→ V (λ) ⊗ V (µ) envoyant uλ+µ sur uλ ⊗ uµ. Notons pµ : V (µ) −→ K l’unique
application K-linéaire qui envoie uµ sur 1 et V (µ)ν sur 0 lorsque µ 6= ν. Puisque les flèches du
diagramme suivant sont U−

q (g)-linéaires, celui-ci est commutatif

(15)

U−
q (g)

?
πλ

-πλ+µ V (λ+ µ)

������
pλ,λ+µ

-Sλ,µ

V (λ)

V (λ) ⊗ V (µ)

?
V (λ) ⊗ pµ

V (λ) ⊗K

L’application Sλ,µ envoie L(λ+µ) sur L(λ)⊗L(µ) et V (λ)⊗pµ envoie L(λ)⊗L(µ) sur L(λ). Les
bases cristallines sont également préservées par ces morphismes. Puisque ceux-ci commutent avec
f̃i, le morphisme pλ,λ+µ envoie L(λ+µ) sur L(λ) et induit un morphisme de cristaux B(λ+µ) −→
B(λ) ⊗B(µ) −→ B(λ) ⊗ Tµ. Enfin, en faisant tendre λ vers l’infini nous obtenons le

Théorème 8.1. — Il existe une unique base locale (L(∞), B(∞)) de U−
q (g) ayant les propriétés

suivantes :
(1) Pour tout λ ∈ P+, les morphismes πλ et π̄λ envoient respectivement L(∞) et B(∞) sur

L(λ) et B(λ) t {0}.
(2) La structure cristalline de B(∞) est telle que l’application B(∞) −→ B(λ) ⊗ T−λ, b 7→

πλ(b) ⊗ t−λ est un morphisme de cristaux, qui de plus commute avec les f̃i pour tout λ ∈ P+.
(3) Soit b ∈ B(∞) tel que πλ(b). Alors ẽiπλ(b) = πλ(ẽib).

(4) La base B(∞) est stable sous l’action des f̃i.

(5) L’application {b ∈ B(∞) ; π̄λ(b) 6= 0}
π̄λ−→ B(λ) est bijective pour tout λ ∈ P+.

Il est à noter que l’application π̄λ n’est pas un morphisme de cristaux (non-conservation de ϕi,
εi, wt).

8.2. Construction de la base cristalline B(∞). — Soit R ∈ U−
q (g). Il existe R1 et R2 dans

U−
q (g) tels que [ei, R] =

tiR1−t
−1

i
R2

qi−q
−1

i

. Définissons alors des endomorphismes e′i et e′′i de U−
q (g) par

e′i(R) = R2 et e′′i (R) = R1. Ces endomorphismes vérifient

(16)
e′ifj = q

−〈hi,αj〉
i fje

′
i + δi,j ,∑b

n=0(−1)n[nb ]ie
′n
i e

′
je

′b−n
i =

∑b
n=0(−1)n[nb ]if

n
i fjf

b−n
i = 0 pour tous i 6= j.

Ici, nous avons noté b = 1 − 〈hi, αj〉. L’algèbre Bq(g) engendrée par les endomorphismes e′i et fi
de U−

q (g) est appelée q-analogue réduite. L’algèbre U−
q (g) est un Bq(g)-module à gauche. De plus,

U−
q (g) ' Bq(g)/

∑
i Bq(g)e′i.

Définissons des endomorphismes ẽi et f̃i de U−
q (g) comme dans le cas des modules intégrables

par

(17) ẽif
(k)
i u = f

(k−1)
i u et f̃if

(k)
i u = f

(k+1)
i u pour u ∈ ker(e′i).

Ils vérifient ẽif̃i = 1. Soit L(∞) le sous-A-module de U−
q (g) engendré par les vecteurs de la forme

f̃i1 · · · f̃ik · 1 et B(∞) le sous-ensemble de L(∞)/qL(∞) formé des vecteurs non-nuls de la forme

f̃i1 · · · f̃ik · 1 mod qL(∞). Alors le couple (L(∞), B(∞)) est la base cristalline recherchée.
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La base B(λ) peut donc être vue comme un sous-cristal de B(∞) ⊗ Tλ par π̄λ(b) ↔ b ⊗ tλ.
L’application B(λ) ↪→ B(∞) ⊗ Tλ commute avec les ẽi ; son image sera explicitée dans la proposi-
tion 8.6.

Notons u∞ l’élément de B(∞) correspondant à 1 ∈ U−
q (g). Alors π̄λ(u∞) = uλ. En outre,

pout tout b ∈ B(∞) nous avons εi(b) = max{n ≥ 0 ; ẽni b 6= 0}. Par contre ϕi peut être négatif

(par exemple ϕi(f̃iu∞) = −1). Notons par ailleurs que u∞ est le seul élément b de B(∞) tel que
εi(b) = 0 pour tout i. Par ailleurs,

Théorème 8.2. — L’algèbre U−
q (g) est un Bq(g)-module simple. Si O(Bq(g)) désigne la catégorie

des Bq(g)-modules sur lesquels les e′i sont localement nilpotents, alors cette catégorie est semi-simple
et U−

q (g) en est l’unique classe d’objets simples. Enfin, la base cristalline d’un Bq(g)-module dans
O(Bq(g)) est somme directe de copies de (L(∞), B(∞)).

8.3. Description de B(∞). — Pour λ, µ ∈ P+, nous avons B(λ + µ) ↪→ B(λ) ⊗ B(µ). En
tensorisant à droite par le cristal T−(λ+µ), nous obtenons un morphisme de cristaux B(λ + µ) ⊗
T−(λ+µ) ↪→ B(λ)⊗ (B(µ)⊗T−µ)⊗T−λ, qui nous fournit lorsque λ est fixé et µ tend vers l’infini un
morphisme (strict) B(∞) ↪→ B(λ)⊗B(∞)⊗T−λ. Par ailleurs, Bλ ↪→ B(∞)⊗Tλ. D’où finalement
un morphisme strict

(18) Θλ : B(∞) ↪→ B(∞) ⊗ Tλ ⊗B(∞) ⊗ T−λ , u∞ 7→ u∞ ⊗ tλ ⊗ u∞ ⊗ t−λ.

Fixons un i0 ∈ I . Soit λ ∈ P+ tel que 〈hi0 , λ〉 = 0 et 〈hi, λ〉 � 0 pour tout i 6= i0. Démontrons

par récurrence que Θλ(b) s’écrit sous la forme Θλ(b) = b1 ⊗ tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ, avec b1 ∈ B(∞) et
a ∈ N. Quand nous aurons démontré cela, nous pourrons définir Ψi0 : B(∞) −→ B(∞) ⊗Bi0 par

Ψi0(b) = b1 ⊗ f̃ai0bi0 .

Prouvons que si Θλ(b) s’écrit sous la forme Θλ(b) = b1 ⊗ tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ, alors Θλ(f̃ib)

s’écrit également sous une forme analogue. Le morphisme Θλ étant strict, nous avons Θλ(f̃ib) =

f̃i(b1 ⊗ tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ). Or εi(tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ) est égal à εi(f̃
a
i0u∞) − 〈hi, λ〉. Donc :

(1) Si i 6= i0 et 〈hi, λ〉 � 0, de sorte à avoir ϕi(b) > εi(tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ), alors

(19) Θλ(f̃ib) = (f̃ib1) ⊗ tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ.

(2) Si par contre i = i0, alors εi(tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ) = a. Ainsi, nous avons

(20) Θλ(f̃ib) =

{
(f̃ib1) ⊗ tλ ⊗ f̃ai0u∞ ⊗ t−λ si ϕi(b1) > a,

b1 ⊗ tλ ⊗ f̃a+1
i0

u∞ ⊗ t−λ si ϕi(b1) ≤ a.

Dans les deux cas, l’élément Θλ(f̃ib) a bien la forme souhaitée.

Théorème 8.3. — Il existe un unique plongement strict de cristaux Ψi : B(∞) −→ B(∞) ⊗ Bi
vérifiant Ψi(u∞) = u∞ ⊗ bi, à savoir le morphisme que nous venons de décrire.

Prenons maintenant une suite i1, i2, . . . dans I telle que pour tout i, l’ensemble {n > 0 ; in = i}
soit infini. Nous avons alors

(21) Ψn : B(∞)
Ψi1−→ B(∞)⊗Bi1

Ψi2
⊗Bi1−→ B(∞)⊗Bi2 ⊗Bi1 −→ · · · −→ B(∞)⊗Bin ⊗ · · · ⊗Bi1 .

Pour tout b ∈ B(∞), il existe n assez grand tel que Ψn(b) soit de la forme u∞⊗f̃an

i bin ⊗· · ·⊗ f̃a1

i bi1 .

Posons alors am = 0 si m > n. Puisque Ψn′

(b) = u∞ ⊗ bin′
⊗ · · · ⊗ bin+1

⊗ f̃an

i bin ⊗ · · · ⊗ f̃a1

i bi1
pour n′ ≥ n, la suite {a1, a2, . . .} est indépendante du choix de n. D’où un plongement

(22) Ψ : B(∞) −→ {(an)n≥1 ; (an) suite d’entiers positifs tels que an = 0 pour n� 0}.

La description de B(∞) que nous venons d’obtenir dépend du choix de la suite {i1, i2, . . .}.
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8.4. Description de B(∞) dans le cas de sl3. — Nous avonsB(∞) = {f̃a3

1 f̃a2

2 f̃a1

1 u∞ ; ai ∈ N}
dans le cas de g = sl3. Ainsi, le calcul de Ψ se restreint à son évaluation sur un élément de la forme
{f̃a3

1 f̃a2

2 f̃a1

1 u∞}. Choisissons comme suite d’indices i1 = 1, i2 = 2, i3 = 1. Un théorème avancé
permet d’affirmer que ces trois indices, correspondant à une décomposition réduite de l’élément le
plus long du groupe de Weyl de sl3, permettent à eux seuls le calcul de Ψ.

Nous obtenons après calculs
(23)

Ψ(f̃a3

1 f̃a2

2 f̃a1

1 u∞) =

{
u∞ ⊗ f̃a3

1 b1 ⊗ f̃a2

2 b2 ⊗ f̃a1

1 b1 si 0 ≥ a3 + a1 − a2,

u∞ ⊗ f̃
(a2−a1)+
1 b1 ⊗ f̃a2

2 b2 ⊗ f̃
a3+a1−(a2−a1)+
1 b1 sinon.

où x+ désigne max{x, 0}. D’où une injection

f̃a3

1 f̃a2

2 f̃a1

1 u∞ 7→

{
(a1, a2, a3, 0, . . .) si a2 ≥ a1 + a3,
(a3 + a1 − (a2 − a1)+, a2, (a2 − a1)+, 0, . . .) si a2 < a1 + a3.

Etant donné que a2 ≥ a1 + a3 ≥ a3 dans le premier cas et a2 ≥ (a2 − a1)+ dans le second, la base
cristalline s’injecte dans l’ensemble des suites d’entiers (an)n≥1 telles que a2 ≥ a3 et an = 0 pour
tout n ≥ 4. Le fait que toutes les telles suites sont atteintes est clair.

◦
u∞

�
�

�
�	

1 2
@

@
@

@R◦...
◦

�
�

�	

@
@

@R

21

◦ ◦
�

�
�	

1

@
@

@R

1 2 1 2�
�

�	

@
@

@R◦...
◦...

◦
�

�
�	

. . .

◦
...

◦
u2ω2

@
@

@
@R◦
�

�
�	

@
@

@R◦ ◦
@

@
@R

�
�

�	◦
�

�
�	◦

-π2ω2

-π2ω2

-π2ω2

-π2ω2

-π2ω2

Le diagramme se complique très vite, car il « contient » les B(λ) pour tout λ, et les croisements
se multiplient.

8.5. ∗-opération. — Soit ∗ l’anti-automorphisme de Uq(g) laissant inchangés q, ei et fi mais
transformant q(h) en q(−h). Alors ∗ envoie U−

q (g) sur U−
q (g).

Théorème 8.4. — Nous avons L(∞)∗ = L(∞) et B(∞)∗ = B(∞).

Définissons sur B(∞) une autre structure de cristal par

(24) ẽ∗i b = (ẽi(b
∗))∗, f̃∗

i b = (f̃i(b
∗))∗, ε∗i (b) = εi(b

∗), ϕ∗
i (b) = ϕi(b

∗), wt∗ = wt .

Cette seconde structure se comprend à l’aide de la

Proposition 8.5. — Pour b ∈ B(∞), posons Ψi(b) = b′ ⊗ f̃mi bi. Alors

(25) ε∗i (b
′) = 0, ε∗i (b) = m, Ψi(f̃

∗
i b) = b′ ⊗ f̃m+1

i bi, Ψi(ẽ
∗
i b) =

{
b′ ⊗ f̃m−1

i bi si m > 0,
0 sinon.

Ainsi, l’image de Ψi : B(∞) −→ B(∞) ⊗ Bi est l’ensemble des b⊗ f̃ni bi ∈ B(∞) ⊗ Bi tels que
ε∗i (b) = 0. De plus

Proposition 8.6. — Pour tout λ ∈ P+, l’image de B(λ) ↪→ B(∞) ⊗ Tλ est l’ensemble des b⊗ tλ
tels que ε∗i (b) ≤ 〈hi, λ〉 pour tout i ∈ I.
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La sous-algèbre U+
q (g) admet de façon similaire une base cristalline, notée (L(−∞), B(−∞)). En

fait, les cristaux B(−∞) et B(∞)∨ sont isomorphes. Posons u−∞ = u∨∞ ; cet élément correspond
à 1 ∈ U+

q (g).
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9. Polarisation

Soit M un Uq(g)-module. Soit ( · , · ) une forme bilinéaire symétrique sur Uq(g) satisfaisant pour
tous u, v ∈ M à

(qhu, v) = (u, qhv),

(fiu, v) = (u, q−1
i tieiv),

(eiu, v) = (u, qit
−1
i fiv).

Soient deux Uq(g)-modules M1 et M2 munis de formes bilinéaires symétriques vérifiant (26).
Alors la forme (u1 ⊗ u2, v1 ⊗ v2) = (u1, v1)(u2, v2) est bilinéaire symétrique sur M1 ⊗ M2 et
vérifie (26).

Pour tout λ ∈ P+, il existe une unique forme bilinéaire symétrique ( · , · ) sur V (λ) vérifiant (26)
et (uλ, uλ) = 1.

Soient λ, µ ∈ P+ et définissons des applications Uq(g)-linéaires Φλ,µ : V (λ+µ) −→ V (λ)⊗V (µ)
et Ψλ,µ : V (λ) ⊗ V (µ) −→ V (λ + µ) par Φλ,µ(uλ+µ) = uλ ⊗ uµ et Ψλ,µ(uλ ⊗ uµ) = uλ+µ. Ces
applications vérifient Ψλ,µ ◦ Φλ,µ = IdV (λ+µ). Soient ( · , · ) les formes bilinéaires symétriques sur
V (λ+ µ) et V (λ) ⊗ V (µ) définies comme ci-dessus. Alors nous avons

(26) (Ψλ,µ(w), u) = (w,Φλ,µ(u))

pour tous w ∈ V (λ) ⊗ V (µ) et u ∈ V (λ+ µ).

Proposition 9.1. — Soit λ ∈ P+. Soit ( · , · )0 la forme induite sur L(λ)/qL(λ) par la forme
( · , · )

∣∣
q=0

sur L(λ). Alors :

(1) Nous avons (L(λ), L(λ)) ⊂ A et L(λ) est caractérisé par L(λ) = {u ∈ V (λ) ; (u, L(λ)) ⊂ A}.

(2) La forme ( · , · )0 vérifie (ẽiu, v) = (u, f̃iv) pour tous u, v ∈ L(λ)/qL(λ). De plus, la base
cristalline B(λ) est une base orthonormée pour ( · , · )0. En particulier, la forme ( · , · )0 est définie
positive.

De façon similaire,

Proposition 9.2. — Il existe une unique forme bilinéaire symétrique non-dégénérée sur U−
q (g)

vérifiant (fiR,S) = (R, e′iS) et (1, 1) = 1 pour tous R, S ∈ U−
q (g).

L’ensemble M = Hom(U−
q (g), k(q)) est un Bq(g)-module pour l’action (fiϕ)R = ϕ(e′iR) et

(e′iϕ)R = ϕ(fi) pour R ∈ U−
q (g) et ϕ ∈ M . Soit ϕ0 un élément de M tel que ϕ0(1) = 1

et ϕ0(
∑

i fiU
−
q (g)) = 0. Puisque e′iϕ0 = 0, nous avons un isomorphisme ψ : U−

q (g) '
Bq(g)/

∑
i Bq(g)e′i −→ M . Nous définissons alors ( · , · ) par (R,S) = ψ(R)(S) pour R, S ∈ U−

q (g).

La non-dégénérescence provient du fait que R ∈ U−
q (g) est un multiple constant de 1 s’il vérifie

e′iR = 0 pour tout i.

Proposition 9.3. — Soit ( · , · )0 la forme induite sur L(∞)/qL(∞) par la forme ( · , · )
∣∣
q=0

sur

L(∞). Alors :
(1) Nous avons (L(∞), L(∞)) ⊂ A et L(∞) est caractérisé par L(∞) = {P ∈ U−

q (g) ; (P,L(∞)) ⊂
A}.

(2) La forme ( · , · )0 vérifie (ẽiu, v) = (u, f̃iv) pour tous u, v ∈ L(∞)/qL(∞). De plus, la base
cristalline B(∞) est une base orthonormée pour ( · , · )0. En particulier, la forme ( · , · )0 est définie
positive.

Une conséquence de la positivité des formes ( · , · )0 est la

Proposition 9.4. — Pour λ ∈ P+, les espaces L(λ) et L(∞) sont caractérisés par

L(λ) = {u ∈ V (λ) ; (u, u) ∈ A},

L(∞) = {R ∈ U−
q (g) ; (R,R) ∈ A}.
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10. Base cristalline de l’algèbre enveloppante quantique modifiée

10.1. Algèbre enveloppante quantique modifiée. — Soit Mod(g, P ) la catégorie des Uq(g)-
modules M admettant une décomposition en espaces de poids M =

⊕
λ∈P Mλ. Pour un tel M , la

projection canonique aλ : M −→Mλ vérifie q(h)aλ = q〈h,λ〉aλ pour tout h ∈ h. Ainsi, Uq(g)aλ est
un Uq(g)-module à gauche.

Soit 1 le foncteur identité de Mod(g, P ) et R = End(1). En clair, un élément ϕ de R associe à tout
M un endomorphisme ϕ(M) de M tel que pour tout morphisme de Uq(g)-modules f : M −→ N ,
nous ayons f ◦ϕ(M) = ϕ(N)◦f (le foncteur ϕ associe à f le morphisme ϕ(f) = f). Considérons aλ
comme le foncteur tel que aλ(M) = Mλ et aλ(f) = f

∣∣
Mλ

si f est un morphisme de Uq(g)-modules

de M dans N . Ainsi aλ ∈ R.
En fait, l’algèbre Uq(g) peut être vue comme un sous-anneau de R. De plus, R est isomorphe à∏
λ Uq(g)aλ. Définissons l’algèbre enveloppante quantique modifiée par Ũq(g) =

⊕
λ∈P Uq(g)aλ et

munissons la d’une structure de bimodule sur Uq(g) de la façon suivante. Pour ξ ∈ Q =
⊕

i Zαi,

notons Uq(g)ξ = {R ∈ Uq(g) ; q(h)Rq(−h) = q〈h,λ〉R pour tout h ∈ P ∗} ; alors aλR = Raλ−ξ si

R ∈ Uq(g)ξ . La structure d’anneau sur Ũq(g) est telle que aλaµ = δλ,µaλ et (uR)v = u(Rv) pour

tous u, v ∈ Ũq(g) et R ∈ Uq(g). Enfin, nous avons

(27) Ũq(g) =
⊕

λ,µ∈P ;λ−µ∈Q

aλUq(g)aµ.

10.2. Base cristalline de Ũq(g). — Le raisonnement pour construire une base cristalline sur

Ũq(g) est le même que dans le cas de U−
q (g). Soient λ ∈ P et ζ, µ ∈ P+ tels que λ = ζ−µ. Nous avons

un morphisme Uq(g)-linéaire πζ,µ : Uq(g)aλ −→ V (ζ)⊗V (−µ) défini par aλ 7→ uζ⊗u−µ. Ici V (−µ)
est le Uq(g)-module intégrable irréductible de plus bas poids −µ, c’est-à-dire V (−µ) = Uq(g)u−µ
avec les relations

q(h)u−µ = q〈h,−µ〉u−µ, fiu−µ = 0, e
1−〈hi,µ〉
i u−µ = 0.

Le morphisme πζ,µ est surjectif. Nous avons alors pour tout ξ ∈ P+ un diagramme commutatif

Uq(g)aλ -πζ+ξ,µ+ξ

Q
Q

Q
Q

Q
Q

Qs
πζ,µ

V (ζ + ξ) ⊗ V (−ξ − µ)

?
α

V (ζ) ⊗ V (ξ) ⊗ V (−ξ) ⊗ V (−µ)

?
β

V (ζ) ⊗ V (−µ)

où α est défini à l’aide des morphismes Uq(g)-linéaires V (ζ + ξ) −→ V (ζ) ⊗ V (ξ), uζ+ξ 7→ uζ ⊗ uξ,
et V (−ζ − ξ) −→ V (−ζ) ⊗ V (−ξ), u−ζ−ξ 7→ u−ζ ⊗ u−ξ. Le morphisme β est pour sa part défini
grâce à l’unique morphisme Uq(g)-linéaire V (ξ) ⊗ V (−ξ) −→ K,uξ ⊗ u−ξ 7→ 1. Les applications α
et β induisent au niveau des cristaux des morphismes de cristaux stricts

B(ζ+ξ)⊗B(−µ−ξ) −→ B(ζ)⊗B(ξ)⊗B(−ξ)⊗B(−µ) −→ B(ζ)⊗B(0)⊗B(−µ) ' B(ζ)⊗B(−µ),

où B(ξ) ⊗B(−ξ) −→ B(0) = {u0} est donné par b1 ⊗ b2 7→

{
u0 si b1 = uξ et b2 = u−ξ
0 sinon

. Nous

obtenons ainsi le

Théorème 10.1. — Pour tout λ ∈ P , il existe une unique base locale (L(Uq(g)aλ), B(Uq(g)aλ))
du module Uq(g)aλ telle que pour tous ζ, µ ∈ P+ avec λ = ζ − µ, on ait

(1) L’application πζ,µ envoie L(Uq(g)aλ) dans L(ζ) ⊗ L(−µ) et l’application induite

π̄ζ,µ : L(Uq(g)aλ)/qL(Uq(g)aλ) −→ (L(ζ)/qL(ζ)) ⊗ (L(−µ)/qL(−µ))

vérifie π̄ζ,µ(B(Uq(g)aλ)) ⊂ B(ζ) ⊗B(−µ) ∪ {0}.
(2) Il existe sur B(Uq(g)aλ) une unique structure de cristal telle que π̄ζ,µ soit un morphisme

strict de cristaux de B(Uq(g)aλ) dans B(ζ) ⊗B(−µ).
(3) L’application B(ζ) ⊗B(−µ) −→ B(Uq(g)aλ) est un plongement strict de cristaux.
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Posons (L(Ũq(g)), B(Ũq(g))) =
⊕

λ(L(Uq(g)aλ), B(Uq(g)aλ)). C’est une base locale de Ũq(g), et

B(Ũq(g)) est normal.

Pour ζ, µ ∈ P+, on a des plongements B(ζ) ↪→ B(∞) ⊗ Tζ et B(−µ) ↪→ T−µ ⊗ B(−∞), d’où
un plongement B(ζ) ⊗B(−µ) ↪→ B(∞) ⊗ Tζ−µ ⊗B(−∞). En fixant λ = ζ − µ ∈ P+ et en faisant
tendre ζ, µ vers l’infini, on a

Théorème 10.2. — Les cristaux B(Uq(g)aλ) et B(∞) ⊗ Tλ ⊗B(−∞) sont isomorphes.

Ceci est à rapprocher de l’isomorphisme Uq(g)aλ ' U−
q (g) ⊗Kaλ ⊗ U+

q (g).

10.3. Structure cristalline sur g⊕ g. — Puisque Ũq(g) est un Uq(g)-bimodule, considérons-le

comme un module sur Uq(g ⊕ g). De même, étendons la structure de cristal de B(Ũq(g)) en une

structure sur g ⊕ g. Pour ce faire, construisons une seconde structure de cristal de B(Ũq(g)) puis
recollons les deux.

Soit ∗ l’anti-automorphisme de Ũq(g) défini par a∗λ = a−λ et (R1uR2)
∗ = R∗

2u
∗R∗

1 pour u ∈ Ũq(g)
et R1, R2 ∈ Uq(g).

Théorème 10.3. — (1) Nous avons L(Ũq(g))∗ = L(Ũq(g)) et B(Ũq(g))∗ = B(Ũq(g)).

(2) Grâce à l’identification B(Ũq(g)) '
⊕

λ∈P B(∞) ⊗ Tλ ⊗ B(−∞), on a (b1 ⊗ tλ ⊗ b2)
∗ =

b∗1 ⊗ t−λ−wt(b1)−wt(b2) ⊗ b∗2 pour b1 ∈ B(∞) et b2 ∈ B(−∞).

Pour b ∈ B(Uq(g)aλ), posons maintenant

ε∗i (b) = εi(b
∗),

ϕ∗
i (b) = ϕi(b

∗),

ẽ∗i (b) = (ẽi(b
∗))∗,

f̃∗
i (b) = (f̃i(b

∗))∗,

wt∗(b) = −λ.

Nous obtenons ainsi une seconde structure de cristal sur B(Ũq(g)). Les deux structures sont com-

patibles, c’est-à-dire ẽ∗i , f̃
∗
i : B(Ũq(g)) −→ B(Ũq(g)) sont des morphismes de cristaux (ils sont

stricts en plus). Donc B(Ũq(g)) peut être muni d’une structure de cristal sur g ⊕ g.

Soit T = W · P+ = {λ ∈ P ; (α, λ) < 0 pour un nombre fini de racines positives α} le cône de

Tits. Posons BT (Ũq(g)) = {b ∈ B(Ũq(g)) ; wt(b) ∈ T,−wt∗(b) ∈ T}. Alors

Théorème 10.4. — Nous avons BT (Ũq(g)) '
⊕

λ∈P+
B(λ) ⊗B(−λ).

En considérant le treillis des poids P ⊕ P de g ⊕ g, le produit tensoriel B(λ) ⊗ B(−λ) signifie
B(λ⊕ 0) ⊗B(0 ⊕ (−λ)), donc B(λ) ⊗B(−λ) est identifié avec {b1 ⊗ b2 ; b1 ∈ B(λ), b2 ∈ B(−λ)}.

Les ẽi et f̃i agissent sur le premier facteur tandis que les ẽ∗i et f̃∗
i agissent sur le second facteur.

De même, εi(b1 ⊗ b2) = εi(b1), ε
∗
i (b1 ⊗ b2) = εi(b2), etc.
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11. Base cristalline globale

Jusqu’à maintenant, nous avons décrit des bases cristallines, c’est-à-dire des bases locales en
q = 0. En fait, nous pouvons construire de vraies bases des représentations V (λ), U−

q (g) et Ũq(g).

11.1. Triplet équilibré. — Soient k (= Q) un corps et K = k(q). Posons A = {f ∈
K ; f régulière en q = 0} et A∞ = {f ∈ K ; f régulière en q = ∞}. Soit V un K-espace vectoriel.
Prenons un A-treillis L sur V , un A∞-treillis L∞ sur V et un k[q, q−1]-treillis Vk sur V .

Proposition 11.1. — Notons E = L∩L∞∩Vk. Les quatre conditions suivantes sont équivalentes :
(1) L’application E −→ L/qL est un isomorphisme.
(2) L’application E −→ L∞/q

−1L∞ est un isomorphisme.
(3) L’application (L ∩ Vk)coef(q−1L∞ ∩ Vk) −→ Vk est un isomorphisme.
(4) Les applications A⊗k E −→ L, A∞ ⊗k E −→ L∞, k[q, q−1] ⊗k E −→ Vk et K ⊗k E −→ V

sont des isomorphismes.

Un triplet (L,L∞, Vk) vérifiant les quatre conditions équivalentes ci-dessus est dit équilibré
(« balanced »). Dans ce cas, notons G : L/qL −→ E l’isomorphisme inverse de celui de la proposi-
tion 11.1.

Notons Uq(g)k la k[q, q−1]-sous-algèbre de Uq(g) engendrée par e
(n)
i , f

(n)
i , q(h) et

{ }
q(h)
n pour

tous n ≥ 1, i ∈ I et h ∈ P ∗. Notons également U+
q (g)k (resp. U−

q (g)k) la k[q, q−1]-sous-algèbre

engendrée par les e
(n)
i (resp. f

(n)
i ). Alors

(28) Uq(g)k ' U−
q (g)k ⊗k[q,q−1] Tk ⊗k[q,q−1 ] U+

q (g)k

où Tk est la k[q, q−1]-sous-algèbre de K[P ∗] engendrée par q(h) et
{ }
q(h)
n pour tout h. Soit −

l’automorphisme d’anneau de Uq(g) fixant les ei et fi et envoyant q et q(h) sur respectivement q−1

et q(−h).

Soit M un Uq(g)-module. Soit − une involution de M satisfaisant à (au)− = āū pour tous a ∈
Uq(g) et u ∈M . Soit Mk un sous-Uq(g)k-module de M stable par − tel que M ' k(q)⊗k[q,q−1 ]Mk

et u− ū ∈ (q − 1)Mk pour tout u ∈Mk. Si un triplet (L, L̄,Mk) est équilibré, nous dirons que M
admet une base globale. Dans ce cas, notons G : L/qL −→ E = L∩ L̄∩Mk l’isomorphisme inverse

de E
'
−→ L/qL. Si B est une base de L/qL, alors G(B) devient une base de M . Nous l’appellerons

une base globale de M . Cette base vérifie G(b)− = G(b) pour tout b ∈ B. En outre,

Lemme 11.2. — Il existe des éléments F ib,b′ ∈ qq
1−εi(b

′)
i k[q] et Eib,b′ ∈ qq

1−ϕi(b
′)

i k[q] tels que

(29)
fiG(b) = [εi(b) + 1]G(f̃ib) +

∑
εj(b′)≥εj(b)+〈hj ,αi〉

F ib,b′G(b′)

et eiG(b) = [ϕi(b) + 1]G(ẽib) +
∑
ϕj(b′)≥ϕj(b)+〈hj ,αi〉

Eib,b′G(b′).

De plus
⊕

εi(b)≥n
k[q, q−1]G(b) =

∑
m≥n f

(m)
i Mk et

⊕
ϕi(b)≥n

k[q, q−1]G(b) =
∑

m≥n e
(m)
i Mk.

11.2. Base globale et filtration. — Pour un Uq(g)-module M dans Oint, notons Iλ(M) =
HomUq(g)(V (λ),M) ⊗ V (λ) sa composante isotypique selon λ ∈ P+. Ainsi, nous avons

(30) M =
⊕

λ∈P+

Iλ(M).

Posons Wλ(M) =
⊕

µ∈P+ ;µ≤λ Iµ(M) et W<λ(M) =
⊕

µ∈P+ ;µ<λ Iµ(M). Définissons pour tout

ensemble F ⊂ P+ une filtration de M par WF (M) =
∑
λ∈F Wλ(M). Pareillement, définissons

pour un sous-espace S de M les espaces Wλ(S) = Wλ(M)∩S et W<λ(S) = W<λ(M)∩ S, et pour
tout sous-ensemble F de P+ l’espace WF (S) =

∑
λ∈F Wλ(S).

Proposition 11.3. — Supposons le triplet (L0, L∞,Mk) équilibré. Alors pour tout sous-ensemble
F de P+, le triplet (WF (L0),WF (L∞),WF (Mk)) est équilibré.
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11.3. Bases globales de V (λ) et de U−
q (g). — L’automorphisme − est étendu à V (λ) par

Ruλ 7→ R̄uλ (si λ ∈ P+). Alors L(λ)− est un A∞-module. Posons V (λ)k = Uq(g)kuλ = U−
q (g)kuλ.

Théorème 11.4. — Le triplet (L(λ), L(λ)−, V (λ)k) est équilibré.

Ainsi, si Gλ est l’isomorphisme réciproque de L(λ)∩L(λ)− ∩V (λ)k
'
−→ L(λ)/qL(λ), l’ensemble

Gλ(B(λ)) est une base de V (λ), appelée base globale de V (λ). En clair, V (λ) =
⊕

b∈B(λ)KGλ(b).

De même, nous avons le

Théorème 11.5. — Le triplet (L(∞), L(∞)−,U−
q (g)k) est équilibré.

Ainsi, si G∞ est l’isomorphisme réciproque de L(∞) ∩ L(∞)− ∩ U−
q (g)k

'
−→ L(∞)/qL(∞),

l’ensemble G∞(B(∞)) est une base de U−
q (g), appelée base globale de U−

q (g). En clair,

(31) U−
q (g) =

⊕

b∈B(∞)

KG∞(b).

Si l’application induite par πλ : U−
q (g) −→ V (λ), R 7→ Ruλ, est notée π̄λ : L(∞)/qL(∞) −→

L(λ)/qL(λ), alors pour tout b ∈ B(∞) nous avons

(32) G∞(b)− = G∞(b), G∞(b)∗ = G∞(b∗), G∞(b)uλ = Gλ(π̄λ(b)).

Exemple 11.6. — La base globale de U−
q (sl2) est {f (n) ; n ≥ 0}.

Exemple 11.7. — La base globale de U−
q (sl3) est {f

(l)
1 f

(m)
2 f

(n)
1 ; m ≥ l+n}∪{f

(l)
2 f

(m)
1 f

(n)
2 ; m ≥

l+n}. Notons que f
(l)
1 f

(l+n)
2 f

(n)
1 = f

(l)
2 f

(l+n)
1 f

(n)
2 si l, n > 0 et que l’intersection des deux ensembles

est exactement l’ensemble de ces cas.

Exemple 11.8. — Dans le cas de U−
q (sl4), voir [16].
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12. Base globale de l’algèbre enveloppante quantique modifiée

12.1. Construction de la base globale. — Construisons maintenant la base globale de Ũq(g).

Prolongeons l’automorphisme d’anneaux − à Ũq(g) par (Raλ)
− = R̄aλ et posons Ũq(g)k =⊕

λ∈P Uq(g)kaλ.

Théorème 12.1. — Le triplet (L(Ũq(g)), L(Ũq(g))−, Ũq(g)k) est équilibré.

Ainsi Ũq(g) admet elle-aussi une base globale. Notons G l’inverse de l’isomorphisme L(Ũq(g)) ∩

L(Ũq(g))− ∩ Ũq(g)k

'

−→ L(Ũq(g))/qL(Ũq(g)). L’ensemble G(B(Ũq(g))) est une base de Ũq(g), ap-

pelée base globale de Ũq(g). En clair

(33) Ũq(g) =
⊕

b∈B(Ũq(g))

KG(b).

Exemple 12.2. — La base globale de Ũq(sl2) est {f (m)e(n)aλ pour 〈h, λ〉 ≥ m − n} ∪
{e(n)f (m)aλ pour 〈h, λ〉 < m − n}. Remarquons que f (m)e(n)aλ = e(n)f (m)aλ lorsque 〈h, λ〉 =
m− n.

12.2. Interprétation de la base globale de Ũq(g). — Pour i ∈ I et λ ∈ P+, notons Vi(λ) le
Uq(g)-module engendré par ui,λ avec les relations

(34) qhui,λ = q〈h,λ〉ui,λ ; ejui,λ = 0 pour tout j ; f
1+〈hi,λ〉
i ui,λ = 0.

De même, notons Vi(µ) pour µ ∈ P− le Uq(g)-module engendré par ui,µ avec les relations

(35) qhui,µ = q〈h,µ〉ui,µ, fjui,µ = 0 pour tout j, e
1+〈hi,µ〉
i ui,µ = 0.

Considérons maintenant le Uq(g)-module Vi(λ) ⊗ Vi(µ). Il est engendré par ui,λ ⊗ ui,µ avec les
relations

qh(ui,λ ⊗ ui,µ) = q〈h,λ+µ〉(ui,λ ⊗ ui,µ), f
1+〈hi,λ〉
i (ui,λ ⊗ ui,µ) = 0, e

1+〈hi,µ〉
i (ui,λ ⊗ ui,µ) = 0.

Désignons par Φiλ,µ le morphisme Uq(g)aλ+µ −→ Vi(λ) ⊗ Vi(µ) qui envoie aλ+µ sur ui,λ ⊗ ui,µ.

Posons L(Vi(λ) ⊗ Vi(µ)) = Φiλ,µ(L(Uq(g)aλ+µ)), et notons Φ̄iλ,µ le morphisme induit

L(Uq(g)aλ+µ)/qL(Uq(g)aλ+µ) −→ L(Vi(λ) ⊗ Vi(µ))/qL(Vi(λ) ⊗ Vi(µ)).

Définissons B(Vi(λ) ⊗ Vi(µ)) = {Φ̄iλ,µ(b) ; b ∈ B(Uq(g)aλ+µ)} \ {0}. Alors nous avons la

Proposition 12.3. — (1) Le couple (L(Vi(λ)⊗Vi(µ)), B(Vi(λ)⊗Vi(µ))) est une base cristalline
du Uq(gi)-module intégrable Vi(λ) ⊗ Vi(µ).

(2) Pour tout b ∈ B(Uq(g)aλ+µ), nous avons Φ̄iλ,µ(b) 6= 0 si et seulement si ε∗i (b) ≤ 〈hi, λ〉.

(3) L’ensemble des b ∈ B(Uq(g)aλ+µ) tels que Φ̄iλ,µ(b) 6= 0 est isomorphe à B(Vi(λ) ⊗ Vi(µ)).

(4) L’ensemble des G(b)(ui,λ ⊗ ui,µ) forme une base de Vi(λ) ⊗ Vi(µ), où b parcourt l’ensemble
des éléments de B(Uq(g)aλ+µ) tels que Φ̄iλ,µ(b) 6= 0.

(5) L’application Φ̄iλ,µ est un morphisme de Uqi
(sl2)-modules de B(Uq(g)aλ+µ) dans B(Vi(λ)⊗

Vi(µ)).

La base globale de Ũq(g) vérifie également

(36)

f
(n)
i G(b) =

[
εi(b) + n

n

]

i

G(f̃ni b) +
∑

εi(b′)>εi(b)+n
F i,nb,b′ (q)G(b′),

e
(n)
i G(b) =

[
ϕi(b) + n

n

]

i

G(ẽni b) +
∑
ϕi(b′)>ϕi(b)+n

Ei,nb,b′(q)G(b′).
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12.3. Vecteurs extrémaux. — Soit M un Uq(g)-module intégrable. Un vecteur de poids u, de

poids λ ∈ P , est dit i-extrémal si eiu = 0 ou fiu = 0. Dans ce cas, posons Siu = f
(〈hi,λ〉)
i u ou

Siu = e
(−〈hi,λ〉)
i u respectivement. Un vecteur u de poids est extrémal si pour tout l ≥ 0 le vecteur

Si1 · · ·Silu est i-extrémal pour tous i, i1, . . . , il ∈ I . Cette notion généralise celle de vecteur de plus
haut poids. De façon similaire, un élément b d’un cristal normal B est i-extrémal si ẽib = 0 ou
f̃ib = 0, et extrémal si pour tout l ≥ 0 l’élément Si1 · · ·Silb est i-extrémal pour tous i, i1, . . . , il ∈ I .

Soit λ un poids intégral. Notons λ+ =
∑

〈hi,λ〉≥0〈hi, λ〉Λi sa composante positive et λ− =

λ+ − λ ∈ P+ sa composante négative. Alors V ′(λ) = V (λ+) ⊗ V (−λ−) est isomorphe à

(37) Uq(g)aλ

/ ∑

〈hi,λ〉≥0

Uq(g)e
1−〈hi,λ〉
i +

∑

〈hi,λ〉≤0

Uq(g)f
1+〈hi,λ〉
i ,

et V ′(λ) admet une base globale induite par celle de Ũq(g) par la formule V ′(λ) =
⊕

ε∗
i
(b)=〈hi,λ〉

k(q)G(b).

Notons pλ : Uq(g)aλ −→ V ′(λ) la projection canonique et u′λ = pλ(aλ). Lorsque λ ∈ P+ (resp.
P−), nous retrouvons V ′(λ) = V (λ) et u′λ = uλ ; c’est pourquoi nous écrirons uλ au lieu de u′λ.

Soient Bmax(λ) l’ensemble des éléments b de B(Uq(g)aλ) tels que b∗ soit extrémal, et

(38) Iλ =
⊕

b∈B(Uq(g)aλ)\Bmax(λ)

k(q)G(b).

L’espace Iλ est un sous-Uq(g)-module à gauche de Uq(g)aλ et V max(λ) = Uq(g)aλ/Iλ est un Uq(g)-
module intégrable. Notons pλ : Uq(g)aλ −→ V max(λ) la projection. En fait, le module V max(λ) est
engendré par un élément uλ avec comme condition le fait que uλ soit extrémal de poids λ. Puisque

(39) V max(λ) '
⊕

b∈Bmax(λ)

k(q)G(b),

l’ensemble Bmax(λ) est une base cristalline globale de V max(λ).

Proposition 12.4. — (1) Le vecteur pλ(aλ) est extrémal de poids λ, et égal à uλ.
(2) Pour tout w ∈ W , l’application V max(λ) −→ V max(wλ), uλ 7→ Sw−1uwλ, est un isomor-

phisme qui envoie base globale sur base globale.

(3) Pour tout w ∈W , l’application S∗
w = ∗Sw∗ induit un isomorphisme Bmax(λ)

'
−→ Bmax(wλ).

Si λ ∈ P+ (resp. P−), alors V max(λ) est égal au Uq(g)-module irréductible V (λ).

Désignons par B̃(λ) la composante connexe de B(Uq(g)aλ) contenant aλ. Alors S∗
w induit

(40) B̃(λ) ' B̃(wλ) pour tout w ∈W.

Si λ ∈ P+ (resp. P−), alors B̃(λ) et Bmax(λ) coïncident avec B(λ).

Lemme 12.5. — Pour tous λ ∈ P+ et µ ∈ P le cristal B̃(λ + µ) est isomorphe à la composante

connexe de B̃(λ) ⊗ B̃(µ) contenant uλ ⊗ uµ.

En effet, nous avons B̃(λ + µ) ↪→ B̃(λ + µ+) ⊗ B̃(−µ−) = B(λ + µ+) ⊗ B(−µ−) ↪→ B(λ) ⊗
B(µ+) ⊗B(−µ−) et B̃(λ) ⊗ B̃(µ) = B(λ) ⊗ B̃(µ) ↪→ B(λ) ⊗B(µ+) ⊗B(−µ−).

Une nouvelle preuve de la conjecture de Parthasarathy-Varadarajan-Rao en découle :
(41)
soient λ, µ ∈ P+ et w,w′ ∈W ; si w′(λ+wµ) ∈ P+ alors V (w′(λ+wµ)) apparaît dans V (λ)⊗V (µ).

Il suffit de prouver que le cristal B(w′(λ+wµ)) apparaît dans B(λ) ⊗B(µ). Or B(w′(λ+wµ)) '
B(λ + wµ) par la proposition 12.4. Le lemme 12.5 nous fournit un plongement B(λ + wµ) ↪→
B(λ) ⊗B(wµ). Encore grâce à la proposition 12.4, nous avons B(wµ) ' B(µ), d’où finalement un
plongement B(w′(λ+ wµ)) ↪→ B(λ) ⊗B(µ).
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12.4. Propriétés de la base cristalline de Ũq(g). — Soit B′ une composante connexe de

B(Ũq(g)).

Proposition 12.6. — L’ensemble {‖wt(b)‖2 ; b ∈ B′} est borné.

Puisqu’un élément b ∈ B′ est extrémal si wt(b) est maximal, nous obtenons le

Corollaire 12.7. — Toute composante connexe B′ de B(Ũq(g)) contient un vecteur extrémal. De
plus, le sous-cristal B′ s’injecte dans un certain Bmax(λ). Enfin, pour tout b dans la composante

B̃(λ) de B(Uq(g)aλ) contenant λ, nous avons ‖wt(b)‖2 ≤ ‖λ‖2.
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13. Bases globales des U+
q (g)-modules

13.1. Le module Vw(λ). — Nous noterons w′ −→ w si w = w′si et l(w) > l(w′). L’ordre de
Bruhat est défini par w′ ≤ w si w′ = w1 −→ · · · −→ wl = w. En fait w′ ≤ w si et seulement si w′

est obtenu en omettant des éléments de la décomposition réduite de w.

Soit w ∈ W . Soit uwλ une base globale de V (λ)wλ, donnée par uwλ = f
(〈hi,siwλ〉)
i usiwλ si

siw < w. Nous avons usiwλ = f
(m)
i uwλ si m = 〈hi, wλ〉 ≥ 0.

Posons Vw(λ) = U+
q (g)uwλ. Si siw < w, alors fiVsiw(λ) ⊂ Vw(λ) et Vw(λ) = Uq(gi)Vsiw(λ)

puisque U+
q (g)Uq(gi) = Uq(gi)U

+
q (g). Fixons une décomposition réduite w = si1 · · · sil de w. Alors

Vw(λ) =
∑

a1,...,al
k(q)fa1

i1
· · · fal

il
uλ. Soit Bw(λ) = {f̃a1

i1
· · · f̃al

il
uλ ; ai ∈ N} \ {0} ⊂ B(λ) (indépen-

dant du choix de la décomposition réduite).

Théorème 13.1. — Le module Vw(λ) vérifie Vw(λ) =
⊕

b∈Bw(λ) k(q)Gλ(b).

Proposition 13.2. — (1) L’ensemble Bw(λ) est tel que ẽiBw(λ) ⊂ Bw(λ) t {0}.

(2) Si siw < w, alors Bw(λ) =
⋃
k≥0 f̃

k
i Bsiw(λ) \ {0}.

(3) L’inégalité w′ ≤ w pour l’ordre de Bruhat implique Bw′(λ) ⊂ Bw(λ).

En faisant tendre λ vers l’infini, nous obtenons la

Proposition 13.3. — Il existe un unique sous-ensemble Bw(∞) de B(∞) tel que :
(1) L’ensemble Bw(∞) vérifie B1(∞) = 1 et ẽiBw(∞) ⊂ Bw(∞) t {0}.

(2) Si siw < w, alors Bw(∞) =
⋃
k≥0 f̃

k
i Bsiw(∞). Si w′ ≤ w, alors Bw′(∞) ⊂ Bw(∞).

(3) Pour toute décomposition réduite w = si1 · · · sil , nous avons
⊕

b∈Bw(∞) k(q)G(b) =∑
k(q)fk1i1 f

kl

il
.

(4) Pour tout λ ∈ P+, nous avons Bw(λ) = π̄λ(Bw(∞)) \ {0}.

Soit B̄w(λ) = Bw(λ) \
⋃
w′<w Bw′(λ). Alors la base cristalline B(λ) vérifie

(42) B(λ) =
⊔

w∈W

B̄w(λ) =
⋃

w∈W

Bw(λ) = Bw0
(λ).

13.2. Propriétés avancées de Bw(∞). — Grâce à la proposition 13.3, nous obtenons
Bw(∞)∗ = Bw−1(∞).

Théorème 13.4. — Si b ∈ Bw(∞) vérifie f̃ib ∈ Bw(∞), alors f̃ki b ∈ Bw(∞) pour tout entier k.

Un élément b d’une i-chaîne S est dit plus haut élément si ẽib = 0. Ainsi pour toute i-chaîne
S de B(∞) de plus haut élément b, l’ensemble Bw(∞) ∩ S est soit vide, soit réduit à b, soit
égal à S. Or λ ∈ P+ l’ensemble Bw(λ) est l’image réciproque de Bw(∞) ⊗ Tλ par l’injection
B(∞) −→ Bw(∞) ⊗ Tλ. D’où

Proposition 13.5. — Pour toute i-chaîne S de B(λ) de plus haut élément b, l’ensemble Bw(λ)∩S
est soit vide, soit réduit à b, soit égal à S.

Cette proposition implique la généralisation suivante par Littelmann de la formule du caractère
de Demazure.

Théorème 13.6. — Si λ ∈ P+, alors
∑

b∈Bw(λ) b = Di1 · · · Diluλ où w = si1 · · · sil est une dé-

composition réduite de w ∈ W et où l’opérateur additif Di est défini par

Dib =

{ ∑
0≤k≤〈hi,wt(b)〉 f̃

k
i b si 〈hi,wt(b)〉 ≥ 0.

−
∑

0≤k≤−〈hi,wt(b)〉 ẽ
k
i b si 〈hi,wt(b)〉 < 0

Les Di ne vérifient pas la relation de tresses (pour g = sl3 et λ = 2ω1+ω2, on a D1D2D1(f̃1uλ) 6=
D2D1D2(f̃1uλ)).
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13.3. Base globale de U−
q (g)uwλ. — Soient λ ∈ P+ et w ∈ W .

Proposition 13.7. — (1) Pour tout b ∈ B(∞), l’élément G(b)uwλ est dans Gλ(B(λ)) t {0}.
(2) Soient b, b′ ∈ B(∞) tels que G(b)uwλ = G(b)uw′λ ; alors b = b′.

Soit Bw(λ) = {b ∈ B(λ) ; Gλ(b) ∈ U−
q (g)uwλ}. Alors f̃iB

w(λ) ⊂ Bw(λ) t {0} et

(43) U−
q (g)uwλ =

⊕

b∈Bw(λ)

k(q)Gλ(b).

Par ailleurs, si siw < w alors Bsiw(λ) = {ẽki b ; k ≥ 0, b ∈ Bw(λ)} \ {0}. Le lien entre Bw(λ) et

Bw
′

(λ) est décrit par la

Proposition 13.8. — Pour w1, w2 ∈ W , on a Bw1(λ)∩Bw2
(λ) = ∅ ⇔ uw2λ ∈ Bw1(λ) ⇔ uw1λ ∈

Bw2
(λ) ⇔ w1 ≤ w2.
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14. Analogue quantique de l’anneau des coordonnées

Soit ϕ l’anti-automorphisme de Uq(g) laissant stable q(h) mais échangeant ei et fi. Un Uq(g)-
module à gauche peut être vu comme un Uq(g)-module à droite par ϕ. Considérons la catégorie
Oint(g

opp) des Uq(g)-modules à droite intégrablesM tels que dim(uU−
q (g)) < +∞ pour tout u ∈M .

Définissons de même pour un Uq(g)-module à droite M l’espace de poids λ par Mλ = {u ∈
M ; uqh = q〈h,λ〉u pour tout h ∈ P ∗}. Soit V r(λ) le Uq(g)-module à droite irréductible de plus
haut poids λ ∈ P+, c’est-à-dire

(44) V r(λ) = Uq(g)
/(∑

h

(qh − q〈h,λ〉)Uq(g) +
∑

i

fiUq(g) +
∑

i

e
1+〈hi,λ〉
i Uq(g)

)
.

Les espaces V (λ) et V r(λ) sont isomorphes par ϕ. Notons vλ le vecteur de plus haut poids de
V r(λ). Il existe un unique produit scalaire 〈 ; 〉 : V r(λ) ⊗ V (λ) −→ K vérifiant

(45) 〈vλ, uλ〉 = 1, 〈vR, u〉 = 〈v, ϕ(R)u〉 pour tous u ∈ (λ), v ∈ V r(λ), R ∈ Uq(g).

Les notions de treillis cristallin et base cristalline se définissent naturellement pour les modules à
droite. Notons (Lr(λ), Br(λ)) la base cristalline (supérieure) de V r. Les treillis L(λ) et Lr(λ) sont
normalisés de sorte à avoir L(λ)λ = Auλ et Lr(λ)λ = A∞vλ.

La co-multiplication ∆+ : Uq(g) −→ Uq(g) ⊗ Uq(g) définie par

(46) ∆+q(h) = q(h) ⊗ q(h) ; ∆+ei = ei ⊗ 1 + ti ⊗ ei ; ∆+fi = fi ⊗ t−1
i + 1 ⊗ fi,

induit une structure d’anneau (unitaire) sur Uq(g)∗. Puisque Uq(g) est un bi-Uq(g)-module, l’anneau
Uq(g)∗ est également un bi-Uq(g)-module. Le produit sur Uq(g)∗ est alors un morphisme de bi-Uq(g)-
modules, où Uq(g)∗ ⊗Uq(g)∗ est muni de la structure de bi-Uq(g)-module fournie par le co-produit
∆+.

Définissons

(47) Aq(g) = {u ∈ Uq(g)∗ ; Uq(g)u ∈ Oint(g) et uUq(g) ∈ Oint(g
opp)}.

C’est en fait un sous-anneau de Uq(g)∗. Appelé analogue quantique de l’anneau des coor-
données, il est égal à

⊕
λ∈P {u ∈ Uq(g)∗λ ; il existe l ≥ 0 tel que ei1 · · · eilu = ufi1 · · · fil =

0 pour tous i1, . . . , il ∈ I}.

Proposition 14.1. — L’anneau Aq(g) est isomorphe en tant que bi-Uq(g)-module à
⊕

λ V
r(λ)⊗

V (λ) par les applications Φλ : V r(λ) ⊗ V (λ) −→ Aq(g) définies par

(48) 〈Φλ(v ⊗ u), R〉 = 〈vR, u〉 pour tous v ∈ V r(λ), u ∈ V (λ) et R ∈ Uq(g).

Notons − l’automorphisme d’anneau de Aq(g) défini par 〈ū, R〉 = 〈u, R̄〉− pour u ∈ Aq(g) et
R ∈ Uq(g) (ici − : K −→ K est l’automorphisme envoyant q sur q−1). Notons également − les

automorphismes de V r(λ) et V (λ) définis par ūλ = uλ, v̄λ = vλ et Ru = R̄ū, vR = v̄R̄ pour tous
u ∈ V (λ), v ∈ V r(λ) et R ∈ Uq(g). Alors nous avons Φλ ◦ (−⊗−) = − ◦ Φλ.

Définissons

L(Aq(g)) =
⊕

λ

Lr(λ) ⊗ L(λ), L̄(Aq(g)) =
⊕

λ

L̄r(λ) ⊗ L̄(λ),

B(Aq(g)) =
⋃

λ

Br(λ) ⊗B(λ), B̄(Aq(g)) =
⋃

λ

B̄r(λ) ⊗ B̄(λ).

L’automorphisme − échange L(Aq(g)) et L̄(Aq(g)). De plus, il échange B(Aq(g)) et B̄(Aq(g)), et

commute avec ẽi, f̃i. Définissons enfin

(49) Akq (g) = {u ∈ Aq(g) ; 〈u,Uq(g)k〉 ⊂ k[q, q−1]}.

L’ensemble Akq (g) est un sous-bi-Uq(g)k-module de Aq(g) puisque ∆+ envoie Uq(g)k dans Uq(g)k⊗

Uq(g)k. Un lien entre Akq (g) et Aq(g) est donné par le

Lemme 14.2. — Nous avons Aq(g) ' K ⊗k[q,q−1] A
k
q (g).

Le théorème suivant affirme l’existence d’une base cristalline globale du bimodule Aq(g).
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Théorème 14.3. — L’application Akq (g) ∩ L(Aq(g)) ∩ L̄(Aq(g)) −→ L(Aq(g))/qL(Aq(g)) est un
isomorphisme. Si son inverse est désignée par G, alors

Akq (g) =
⊕

b∈B(Aq(g))

k[q, q−1]G(b).

Par ailleurs, les algèbres Ũq(g) et Aq(g) sont liées par le théorème suivant.

Théorème 14.4. — Il existe un unique plongement de cristaux ψ : B(Aq(g)) −→ B(Ũq(g)) tel
que

(50) (G(b), G(b′)) = δψ(b),b′ pour tous b ∈ B(Aq(g)) et b′ ∈ B(Ũq(g)).

Nous considérerons donc B(Aq(g)) comme un sous-ensemble de B(Ũq(g)). C’est en fait le plus

petit sous-cristal de B(Ũq(g)) (pour g ⊕ g) contenant tous les aλ pour λ ∈ P .

Proposition 14.5. — (1) Si g est de dimension finie, alors B(Aq(g)) = B(Ũq(g)).

(2) Si g est affine, notons B(Ũq(g)+) le sous-cristal de B(Ũq(g)) formé des vecteurs de niveau

positif. Alors B(Aq(g)) = B(Ũq(g)+) t {a0}.

Rappelons que dans le cas affine nous prenons c =
∑
cihi avec des entiers strictement positifs

ci tel que 〈c, hi〉 = 0 pour tout i et que nous définissons le niveau de λ ∈ P comme étant l’entier
〈c, λ〉.
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