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Глава 1

Введение

Настоящая книга посвящена изложению новых методов p-ади-
ческого и ультраметрического анализа и их приложений в физике
и молекулярной биологии. Хотя основные определения будут при-
ведены в тексте, в целом для чтения полезно знакомство с мате-
риалом книги [20] “p-Адический анализ и математическая физи-
ка” В.С. Владимирова, И. В. Воловича и Е.И. Зеленова в объёме
первых двух глав. Целью настоящей книги является изложение
некоторых новых методов и приложений p-адического и ультра-
метрического анализа, развитых после 1994 года1 по 2007 год.
Более того, пересечение настоящей книги с [20] сделано по воз-
можности минимальным. В частности, мы не обсуждаем такие
темы, как p-адические квантовая механика и теория струн.

Изложение данной книги охватывает несколько сюжетов p-
адического и ультраметрического анализа и приложений. Боль-
шинство приводимых результатов являются новыми и ранее из-
лагались только в журнальных работах.

Первый сюжет является чисто математическим и связан с раз-
витием теории ультраметрических всплесков (вейвлетов) и ис-
следованию её связи со спектральным анализом ультраметриче-
ских псевдодифференциальных операторов. Ультраметрические
псевдодифференциальные операторы (такие, как оператор Вла-
димирова p-адического дробного дифференцирования) играют в
ультраметрическом анализе роль, аналогичную роли оператора
дифференцирования в вещественном анализе. Использование ба-
зисов всплесков позоляет вычислять спектры ультраметрических

1С момента выхода книги [20], в которой был подведён итог первого пе-
риода развития p-адической математической физики.
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6 Введение

псевдодифференциальных операторов. Вообще, в ультраметриче-
ском случае теория всплесков является существенно более про-
стой, мощной и удобной, чем в вещественном. Мы рассматриваем
здесь как p-адический случай, так и случай общих локально ком-
пактных ультраметрических пространств.

Важное место в книге занимает обсуждение приложений уль-
траметрического анализа. Мы обсуждаем приложения к теории
спиновых стёкол, динамике макромолекул и генетике. Общей чер-
той рассматриваемых приложений ультраметрического анализа
является то, что данные приложения описывают коллективные
эффекты в сложных системах.

Основной парадигмой физики является описание явлений, ис-
ходя из первых принципов (физических законов). Для многих
случаев такое описание встречает трудности. В связи с этим важ-
ной является разработка различных приближений, опирающихся
на представления об эффективном поведении системы в различ-
ных режимах. Известным примером является переход от мик-
роскопического описания многочастичной системы к кинетиче-
скому, и, затем, к гидродинамическому [10]. Другим примером
является стохастический предел квантовой теории, в котором ди-
намика квантовой системы, взаимодействующей с окружением,
приближается некоторым квантовым случайным процессом [89].

В настоящей книге мы рассматриваем три примера прило-
жений к сложным системам, где для описания системы важна
ультраметрическая специфика. Вообще, часто обсуждающаяся,
в частности, в приложении к биологическим системам, парадиг-
ма сложности сама по себе не позволяет делать далеко идущих
выводов. Рассматриваемые примеры показывают, как предпола-
галось в [20], что ультраметрический анализ позволяет описы-
вать в простом виде свойства некоторых сложных систем, для
описания которых фактически не достаточно методов веществен-
ного анализа. Разумеется, мы не утверждаем, что ультраметриче-
ские методы исчерпывают всю специфику сложных систем. На-
ше утверждение состоит в том, что есть классы сложных систем,
некоторые важные свойства которых эффективно описываются
ультраметрическим анализом.

Основные результаты, излагаемые в настоящей книге:

1) Теория вещественных всплесков (вейвлетов) является важ-
ным разделом современного анализа и имеет многочисленные
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применения [42], [70], [210]. Мы вводим конструкцию базисов p-
адических всплесков и p-адического кратномасштабного прибли-
жения. Базисы вещественных всплесков строятся при помощи
сдвигов на целые числа и растяжений на степени двух. Посколь-
ку в p-адическом случае целые числа не образуют решётку, а
образуют плотное множество в единичном шаре, вещественное
определение базисов всплесков не может быть непосредственно
перенесено на p-адический случай. Мы предлагаем специальный
набор сдвигов, при помощи которого вводим базисы p-адических
всплесков.

Используемое нами определение p-адических базисов всплес-
ков обладает замечательным свойством – существует явным об-
разом вводимое отображение, которое переводит p-адический ба-
зис всплесков на вещественный базис всплесков на полупрямой.
Более того, при таком отображении вещественное кратномас-
штабное приближение (представление пространств функций че-
рез индуктивные пределы или пополнения таких пределов от про-
странств всплесков) переходит в естественную фильтрацию про-
странства основных функций на поле p-адических чисел. Таким
образом, конструкции вещественного кратномасштабного при-
ближения и базисов всплесков можно рассматривать как перенос
на вещественный случай естественных конструкций p-адического
анализа.

Мы приходим к точке зрения, что теория всплесков является
по существу p-адической, и именно в p-адическом случае долж-
на иметь наиболее простой и естественный вид, и быть наиболее
мощной и удобной. Мы приводим следующие аргументы в пользу
такой точки зрения.

Во-первых, в p-адическом случае дискретное всплеск-преобра-
зование (разложение по базису всплесков) по существу совпада-
ет с непрерывным интегральным всплеск-преобразованием. В ве-
щественном случае эти два преобразования радикально различа-
лись.

Во-вторых, одним из важных результатов вещественной тео-
рии всплесков являются утверждения о том, что некоторые клас-
сы интегральных операторов (псевдодифференциальные опера-
торы и операторы Кальдерона–Зигмунда) имеют в базисах вспле-
сков разреженные матрицы, близкие к диагональным (то есть
матричные элементы таких матриц убывают с удалением от глав-
ной диагонали). Мы доказываем, что в p-адическом случае опе-
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раторы из некоторого широкого класса интегральных операторов
(например, оператор Владимирова p-адического дробного диффе-
ренцирования) диагональны в базисах всплесков (то есть внедиа-
гональные матричные элементы в точности равны нулю). Более
того, при помощи p-адического анализа всплесков мы вычисляем
спектры операторов из этого класса.

Данные результаты изложены во второй главе книги.
2) Следующей темой книги является обобщение анализа вспле-

сков и спектральной теории псевдодифференциальных операто-
ров на случай произвольных полных локально компактных уль-
траметрических пространств со счётной базой. Мы изучаем двой-
ственность таких пространств к деревьям с некоторым частич-
ным порядком.

Мы вводим базисы всплесков на таких пространствах как
некоторые обобщения базисов p-адических всплесков. Поскольку
для общих ультраметрических пространств нет никакой структу-
ры действия группы, то невозможно рассматривать сдвиги на та-
ких пространствах. Для введения базисов всплесков мы использу-
ем двойственность между ультраметрическими пространствами
и деревьями. Таким образом в данной весьма общей постановке
для построения базисов всплесков не требуется использовать ни
сдвигов, ни растяжений.

Далее, мы вводим класс псевдодифференциальных операто-
ров на ультраметрических пространствах как класс интеграль-
ных операторов специального вида:

Tf(x) =
∫
T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y).

Обозначение T (sup(x, y)) значит, что ядро интегрирования, как
функция x и y, зависит от минимального шара в ультраметриче-
ском пространстве, содержащего точки x и y, ν есть борелевская
мера на ультраметрическом пространстве.

Для таких операторов (при выполнении некоторых усло-
вий сходимости) мы показываем, что базис ультраметрических
всплесков является базисом из собственных векторов. Более то-
го, мы вычисляем спектры ультраметрических псевдодифферен-
циальных операторов. Таким образом, все основные результаты
теории p-адических всплесков и псевдодифференциальных опера-
торов допускают перенос на случай общих локально компактных
ультраметрических пространств.
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Мы исследуем задачи Коши для линейных и нелинейных ин-
тегральных ультраметрических уравнений.

Затем мы рассматриваем гауссовское случайное поле на уль-
траметрическом пространстве и показываем, что для такого слу-
чайного поля можно ввести аналог марковского свойства. Мар-
ковское свойство для случайных процессов вещественного аргу-
мента связано с существованием порядка на поле вещественных
чисел. На поле p-адических чисел невозможно ввести естествен-
ный порядок, но на шарах в ультраметрическом пространстве та-
кой порядок существует. Мы определяем ультраметрическое мар-
ковское свойство, исходя из порядка на шарах.

Данные результаты изложены в третьей главе книги.
Описанные выше результаты относились к разработкам новых

методов ультраметрического анализа. Далее, мы развиваем при-
ложения ультраметрического анализа к спиновым стёклам, моде-
лям динамики макромолекул (в частности, белков), и к описанию
генетического кода. Таким образом, изучаемые приложения отно-
сятся к наноскопическому масштабу размеров (порядка 10−7 см,
размер молекулы), что отличает их от ранее обсуждавшихся [20]
приложений, где характерным размерным масштабом был план-
ковский (порядка 10−33 см).

3) Первое приложение ультраметрических методов в физике
было предложено в методе реплик теории спиновых стёкол [211].
Возникновение ультраметрики в этом подходе рассматривалось
как общее свойство статистической механики неупорядоченных
систем со многими степенями свободы, и технически было связа-
но с тем, что процесс ветвления в бесконечномерном пространстве
естественным образом порождает ультраметрическое простран-
ство.

Мы развиваем подходы к статистической физике неупорядо-
ченных систем, связанные с ультраметрическими псевдодиффе-
ренциальными операторами. В частности, мы показываем, что
после соответствующей перенумеровки строк и столбцов матрицы
Паризи (параметра порядка нарушения репличной симметрии)
матричный элемент этой матрицы будет зависеть от p-адической
нормы разности номеров строки и столбца

Qab = q(|a− b|p).

Данные результаты изложены в четвертой главе книги.
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4) Следующее рассматриваемое нами приложение ультрамет-
рики в физике связано с моделями случайного блуждания на
сложных энергетических ландшафтах [153], [156], [264], [267]. Та-
кие модели актуальны для описания динамики сложных макро-
молекул, таких, как белки (в рамках релаксационной концепции
динамики белка [9]). В свою очередь, описание динамики белков
нужно для исследования их биологической функции.

Мы рассматриваем случайное блуждание на энергетическом
ландшафте, характеризующееся некоторой температурой θ (и об-
ратной температурой β = θ−1). Для некоторого класса ландшаф-
тов такое случайное блуждание будет иметь тенденцию находить-
ся в областях с низкой энергией, вблизи локальных минимумов.
Такое случайное блуждание можно грубо описать системой кине-
тических уравнений, отвечающей переходам между локальными
минимумами с вероятностями перехода в единицу времени, зада-
ваемыми аррениусовскими факторами

e−βΔE ,

где ∆E есть величина барьера активации перехода.
Для сложных ландшафтов локальных минимумов много, и,

соответственно, много переходов между ними. Для таких случа-
ев мы рассматриваем кластеризацию локальных минимумов от-
носительно метрики eβEij , где Eij есть величина энергетическо-
го барьера между локальными минимумами энергии i и j. Для
энергетического ландшафта общего положения такая метрика бу-
дет ультраметрикой, и система кинетических уравнений (называ-
емая системой уравнений межбассейновой кинетики) будет иметь
иерархический вид. Название “межбассейновая кинетика” означа-
ет, что мы кластеризовали локальные минимумы в иерархический
набор кластеров, называемых бассейнами.

Мы показываем, что система уравнений межбассейновой ки-
нетики при некотором наборе естественных для энергетического
ландшафта общего положения предположений будет эквивалент-
на ультраметрическому псевдодифференциальному уравнению.
В простейшем модельном случае такое уравнение будет иметь вид
p-адического уравнения теплопроводности, предложенного в [20]
из чисто математических соображений:

∂

∂t
f(x, t) +Dα

xf(x, t) = 0.
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Здесь t есть время, x есть конформационная переменная, описы-
вающая набор бассейнов межбассейновой кинетики, Dα

x есть опе-
ратор Владимирова p-адического дробного дифференцирования
(действующий по конформационной координате x), показатель α
пропорционален обратной температуре β. Можно сказать, что это
уравнение есть уравнение динамики белка в рамках релаксацион-
ной концепции в приближении межбассейновой кинетики.

Фактически адекватность использования p-адического урав-
нения теплопроводности для описания динамики белка подтвер-
ждается экспериментом – предсказываемые таким уравнением
аномальные зависимости релаксации от времени и температуры
совпадают с данными спектроскопических экспериментов по свя-
зыванию CO (угарного газа) миоглобином.

Данные результаты изложены в пятой главе книги.

5) Можно сказать, что первым приложением ультраметрики
в науке вообще была таксономическая классификация видов жи-
вых организмов Карлом Линнеем (Carl von Linne), изложенная
в Systema Naturae в 1735 году, задолго до возникновения понятия
ультраметрики и неархимедова анализа. Таксономическая клас-
сификация есть по существу параметризация множества видов
некоторым ультраметрическим пространством. Таким образом,
приложения ультраметрики в естественных науках имеют весьма
продолжительную историю.

Возможно, именно биология является основной областью при-
ложений ультраметрических методов. Есть известное высказыва-
ние, что математические методы демонстрируют удивительную
эффективность в физике и удивительную неэффективность в би-
ологии [275]. Неэффективность математических методов в биоло-
гии может быть связана именно с тем, что к биологии пытались
применять, как и к физике, методы вещественного анализа, в то
время как базовые модели биологии, возможно, должны выра-
жаться на ультраметрическом языке.

В данной книге мы развиваем следующее приложение ультра-
метрики к биологии – строим 2-адическую параметризацию гене-
тического кода. Генетический код есть отображение пространства
кодонов (троек нуклеотидов) на пространство аминокислот (плюс
символ остановки трансляции, стоп-кодон). Такое отображение
позволяет преобразовать один линейный полимер в другой – по-
следовательность нуклеотидов (нуклеиновую кислоту) в последо-
вательность аминокислот (белок). Нуклеотиды бывают четырёх
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сортов, соответственно, кодонов 64, в то время как аминокислот
насчитывается 20 разновидностей. Таким образом, имеет место
вырождение генетического кода.

Мы вводим специальную параметризацию пространства кодо-
нов 2-мерной таблицей 8× 8 (двоичной плоскостью) с естествен-
ной 2-адической ультраметрикой. Мы показываем, что вырожде-
ние генетического кода после такой параметризации будет описы-
ваться локальным постоянством отображения, определённого на
ультраметрическом пространстве. Более того, само это отображе-
ние будет весьма симметричным, и гидрофобные аминокислоты
(слабо взаимодействующие с водой) будут кластеризоваться в два
шара на двоичной плоскости. Это показывает, что отображение
генетического кода имеет явную 2-адическую структуру.

Данные результаты изложены в шестой главе книги.

Благодарности. Автор благодарен В. С. Владимирову,
И. В. Воловичу, А.Ю. Хренникову, В. А. Аветисову, А. Х. Бику-
лову, В. И. Гольданскому, Е.И. Зеленову, Б. Драговичу, С. Аль-
беверио и Дж. Паризи за плодотворные обсуждения и важные
замечания. Автор был частично поддержан грантами DFG 436
RUS 113/809/0-1 и DFG 436 RUS 113/951, грантами РФФИ 05-
01-04002-ННИО-a, 08-01-00727-а, грантом Президента Российской
Федерации для поддержки научной школы НШ 3224.2008.1 и про-
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1.1. Библиографический обзор
В настоящем разделе кратко обсуждается литература, касаю-

щаяся основных идей и результатов p-адического и ультраметри-
ческого анализа и математической физики, а также приложений
и смежных вопросов. Данный обзор литературы ни в коей мере
не претендует на полноту.

p-Адические числа были введены в 1899 году К. Гензелем.
Сильное неравенство треугольника было введено Хаусдорфом
[161], понятие ультраметрики было введено Краснером [196]. По-
ля p-адических чисел широко используются в теории чисел и ал-
гебраической геометрии. Книги Коблица [48], Малера [206], Шик-
хофа [235], Монна [213], Робера [233], Гуве [160] могут служить
введением в p-адические числа и в p-адический анализ. В качестве
начального чтения по алгебре и теории чисел можно использовать
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книги: Боревич, Шафаревич [11], Виноградов [13], А. Вейль [12].
Введение в алгебраическую геометрию, в том числе над p-адичес-
кими полями, можно найти в [85].

p-Адическому анализу посвящены многочисленные работы.
Различные вопросы p-адического анализа (в том числе функцио-
нального) рассматриваются в [115], [121], [187], [145], [147], [148],
[253],[168]. Применение p-адического анализа в теории алгебра-
ических групп рассмотрено в [73]. Связь p-адического анализа и
анализа на деревьях изучалась в [238]. Теория обобщённых функ-
ций над произвольной локально компактной группой была раз-
вита в работе Брюа [127] и над локально компактным несвязным
полем Гельфандом, Граевым и Пятецким-Шапиро [30]. Изложе-
ние теории p-адических обобщённых функций можно найти в [30],
[15]. p-Адическая теория Коломбо обсуждалась в [2]. По поводу p-
адических групп Шоттки и p-адической униформизации см. Ма-
нин [65] и Геррицен и Ван дер Пут [159]. Жесткая аналитиче-
ская геометрия была введена Тейтом [251], см. также [159]. Теория
p-адических дифференциальных уравнений представлена в кни-
ге Дворка [145]. Конструкция Брюа–Титса действия p-адических
групп на деревьях построена в [128], [129]. Двойственность между
направленными деревьями и ультраметрическими пространства-
ми обсуждалась Леминым [203]. Ультраметрические простран-
ства, являющиеся границами деревьев, рассматривались в [134],
[133]. Различные аспекты p-адического функционального анали-
за обсуждались в [147], [148], [253], [137], [252], [236]. p-Адический
анализ применялся в различных задачах алгебраической геомет-
рии [165], [166], [169], [273], [65].

p-Адическая математическая физика была систематически из-
ложена в книге Владимирова, Воловича и Зеленова [20]. Различ-
ные разделы p-адической математической физики обсуждаются
в книгах Хренникова [171], [172], [82], [185], Кочубея [189]. При-
ложения p-адического анализа к когнитивным наукам и психо-
логии изучаются в книгах Хренникова [83], [175], [174], и его ра-
ботах [173], [92], [176], [84]. Различные результаты по p-адичес-
кой математической физике докладывались на конференциях по
p-адической математической физике [87], [274]. p-Адические ди-
намические системы и их приложения обсуждались в [172], [175],
[82], [83], [185], [217], [218], [249]. Применения p-адических дина-
мических систем к криптографии развивались Анашиным [3], [4],
[102], [103].
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Понятие псевдодифференциального оператора на поле Qp

(оператора p-адического дробного дифференцирования и инте-
грирования Dα) было введено Владимировым [16], [15]. Спек-
тральная теория оператора Dα была построена Владимировым
[256], при этом был найден явный вид собственных функций
(см. также [17]), имеющих компактный носитель. Были найде-
ны также явные выражения для собственных функций и соб-
ственных чисел оператора Dα, α > 0, в шаре и на сфере [20].
Спектральная теория псевдодифференциального оператора вида
Dα + V (x), введённого в [258], (оператор типа Шрёдингера) на
открыто-замкнутом множестве G была построена в [16], см. [20].
Дальнейшее развитие спектральной теории оператора Dα + V (x)
было проведено Кочубеем [62], [61]. p-Адические функции Грина
рассматривались Бикуловым [7] и Кочубеем [63]. Характеры рас-
ширений поля Qp и соответствующих групп иделей и их приме-
нение к p-адическому анализу расматривалось в [23]. Случайные
блуждания на p-адических числах рассмаривались в книге [20],
Альбеверио и Карвовским [95], [94], Ясудой [268]. Случайное поле
на p-адических числах (p-адическое броуновское движение), яв-
ляющееся решением стохастического псевдодифференциального
уравнения с оператором Владимирова, было введено Бикуловым
и Воловичем [8]. Различные примеры p-адических псевдодиффе-
ренциальных операторов рассматривались в [188].

p-Адические всплески были введены Козыревым [50]. Кон-
струкция p-адических всплесков была обобщена Бенедетто и Бе-
недетто [118], [117] на некоторый класс абелевых локально ком-
пактных групп. Новые примеры p-адических всплесков были вве-
дены в [242], [90], [184]. В работе Альбеверио и Козырева [97] было
показано, что непрерывное p-адическое всплеск-преобразование
совпадает с дискретным. В работе [99] были описаны фреймы
p-адических всплесков, возникающие как орбиты действия p-
адической аффинной группы. Для обзора различных методов
и приложений анализа всплесков см. [42], [47], [210], [70], [192].
Непрерывное p-адическое всплеск преобразование обсуждалось
в [100], [101]. p-Адические пространства Лизоркина обсуждались
в [91]. В работе Муртага [215] изучалось всплеск-преобразование
на деревьях. Такие деревья, в частности, возникают при примене-
нии алгоритмов кластеризации [214]. В работах Козырева и соав-
торов были введены новые классы p-адических псевдодифферен-
циальных операторов, которые не диагонализуются преобразова-
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нием Фурье, но диагонализуются всплеск-преобразованием [52],
[53], [195]. В работах Козырева и Хренникова [57], [177] и Ко-
зырева [54] была разработана теория псевдодифференциальных
операторов и всплесков на локально компактных ультраметри-
ческих пространствах. В [181] эта теория была применена для
построения случайных полей на ультраметрических простран-
ствах и введения понятия ультраметрической марковости. Слу-
чайные процессы и обобщённые случайные процессы рассматри-
вались многими авторами. Отметим, в частности, Альбеверио и
др. [93], Гельфанд и Виленкин [31], Гихман и Скороход [32], Ак-
карди, Фриджерио и Льюис [88], Хида [78].

С теорией p-адических всплесков и псевдодифференциальных
операторов тесно связаны теория базисов Фурье–Уолша и ана-
лиз на двоичном отрезке (или канторовской диадической группе),
с которыми можно ознакомиться в [237], [34], [34], [36], [75], [198].

С ультраметрическим анализом связан анализ на фракталах.
Об интегральных операторах на фракталах, их спектральной тео-
рии и связи с теорией чисел можно прочесть в [199], [200], [201],
[186], [248].

Были развиты p-адические модели в теории струн, квантовой
механике и квантовой теории поля. Гипотеза о возможной неар-
химедовой p-адической структуре пространства-времени на план-
ковских масштабах была предложена Воловичем [262]. Подчерки-
валась также роль рациональных чисел, выдвигалась идея флюк-
туирующих числовых полей [28], [262], [263]. Возможная роль p-
адического анализа в математической физике в контексте супера-
нализа и суперсимметрии отмечалась Владимировым и Волови-
чем [262]. Обсуждение возможной роли теории чисел в физике
можно найти в работах Манина [207], [208] и Варадараджана
[255]. p-Адическая квантовая механика и теория поля обсужда-
лись в [14], [18], [41], [44], [45], [46], [64], [79], [80], [81], [96], [138],
[139], [140], [141], [170], [182], [189], [204], [227], [254], [255], [257],
[258], [271], [272] и многих других работах.

В работах Миссарова и Лернера изучалась теория перенорми-
ровок для иерархической фермионной модели [205], [66], [67], [68],
[69].

Формулировка p-адической теории струн с p-адичнозначными
и комплекснозначными амплитудами была предложена Волови-
чем [28], [262], [263]. Фройнд и Олсон [157], Фройнд, Олсон и Вит-
тен [122] внесли существенный вклад в эту теорию, рассмотрев
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p-адические бета функции в качестве струнных амплитуд. Идея
адельного подхода выдвинута Маниным [208]. Важная адельная
формула была отмечена Фройндом и Виттеном [158], см. также
[123]. Проблемы регуляризации этой формулы и альтернативная
адельная формула были рассмотрены Арефьевой, Драговичем и
Воловичем [105]. p-Адические многопетлевые амплитуды на де-
реве Брюа–Титса рассматривались Чеховым, Мироновым и За-
бродиным [131], [132], [270]. Различные теории p-адических струн
рассматривались [105], [106], [107]. Адельные формулы, их регуля-
ризация, и применение к теории струн, для различных расшире-
ний поля p-адических чисел были рассмотрены в работах Влади-
мирова [261], [259], [19], [260], [21], [22], [24], [25], [26]. В частности,
адельные формулы для различных расширений поля p-адичес-
ких чисел позволяют получить амплитуды, соответствующие раз-
ным струнным теориям. В работах [150], [27], [6] рассматривалось
нелинейное псевдодифференциальное (вещественное) уравнение,
возникающее в теории p-адических струн.

Связь между q-анализом и квантовыми группами была от-
мечена в работе Арефьевой и Воловича [109]. Общий подход
к некоммутативной геометрии развивался Конном [135]. Связь
между некоммутативной и p-адической геометрией через кон-
струкцию свободных когерентых состояний была обнаружена Ко-
зыревым [194], [49], [193], [51]. Первые шаги в изучении p-адичес-
ких уравнений Эйнштейна и квантовой p-адической гравитации
были предприняты в работах Арефьевой, Воловича, Драговича и
Фрэмптона [108], [110].

Применение ультраметричности в статистической физике не-
упорядоченных систем (в первую очередь, спиновых стёкол) об-
суждалось Мезардом, Паризи, Вирасоро [211] и другими автора-
ми, см., например, обзор [232]. Обзор метода реплик можно най-
ти в [43]. Статфизика неупорядоченных полимеров обсуждалась
Гросбергом и Хохловым [39], [38]. Репличная процедура была вве-
дена Эдвардсом и Андерсеном [146]. Подход нарушения реплич-
ной симметрии был разработан Паризи [220], [221], [222], [223],
[224], [225], [226]. Связь с ультраметрической геометрией была
обнаружена Мезардом, Паризи, Сурласом, Тулузом и Вирасоро
[212]. Также обсуждение ультраметрики, возникающей в методе
реплик, можно найти в [231], [229], [230]. В работах Аветисова,
Бикулова, Козырева [111] и Паризи, Сурласа [228], была постро-
ена p-адическая параметризация матрицы Паризи. В [228], [58]
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обсуждался предел n→ 0 метода реплик в p-адической парамет-
ризации. В работах Карлуччи, Де Доминичиса, Темесвари [130],
[136] обсуждалась связь репличных расчётов и фурье-анализа на
абелевых группах. В работах [178], [179], [180] Козырева и Хрен-
никова был разработан анзац нарушения репличной симметрии,
обобщающий анзац Паризи и связанный с ультраметрическими
пространствами общего вида.

Иерархические модели динамики неупорядоченных систем ис-
следовались разными авторами [269], [219], [124], [163], [234], [190],
[120], [191], [162], [209]. Динамика на ландшафте, задаваемом тэта-
функцией, обсуждалась в [216]. Обсуждение ландшафтной па-
радигмы динамики сложных макромолекул является предметом
многочисленных работ. В частности, это обсуждение можно най-
ти в работах [153], [154], [202], [155], [104], [164], [265], [264], [126].
Важным способом исследования макромолекул является молеку-
лярная динамика, см. например [239], [240], [241]. Приближение
межбассейновой кинетики динамики на ландшафтах разрабаты-
валось в [246], [247], [162], [116], [197]. В частности, в работе Бекке-
ра и Карплуса [116] была описана межбассейновая кинетика для
тетрапептида, ландшафт энергии которого исследовался при по-
мощи молекулярной динамики. В работах Аветисова, Бикулова,
Козырева и Осипова [112], [53], [1], [113] было показано, что в при-
ближении межбассейновой кинетики динамика на сложном ланд-
шафте эквивалентна ультраметрической диффузии. Была иссле-
дована модель p-адической диффузии со стоком и показано, что
такая модель адекватно описывает спектроскопические экспери-
менты по динамике белка (связывание миоглобин–CO) [112].

Применение p-адических интегральных уравнений к описанию
каскадных моделей турбулентности изучалось Зеленовым и Фи-
щенко [149].

Модели генетического кода изучались различными автора-
ми, см. в частности работу Свансон [250] (применение моде-
ли кода Грея для описания генетического кода), [167], [244]. В
работах [152], [151] была предложена модель описания вырож-
дения генетического кода с использованием квантовой алгебры
Uq(sl(2) ⊕ sl(2)) в пределе q → 0 в рамках аналогии между гене-
тическим кодом и кварковой моделью барионов.

В работах [175], [174] было предложено использовать 4-ади-
ческое информационное пространство (в смысле [171], [83]) для
представления генетической информации. В работе [142] Б. Дра-
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говича и А. Драгович генетический код был представлен как ло-
кально постоянное отображение на информационном 5-адическом
пространство кодонов, при этом вырождение генетического ко-
да описывалось локальным постоянством этого отображения от-
носительно 2-адической и 5-адической метрик. В работе Козы-
рева и Хренникова [183] для описания вырождения и физико-
химических свойств генетического кода использовалось двумер-
ное 2-адическое пространство.

1.2. Ультраметрические пространства

Напомним некоторые конструкции, используемые в ультра-
метрическом и p-адическом анализе, см. [20].

Ультраметрическое пространство есть метрическое простран-
ство, где выполнено сильное неравенство треугольника.

Определение 1. Ультраметрическое пространство X есть
множество с ультраметрикой d(x, y) (где d(x, y) называется рас-
стоянием между точками x и y из X), то есть функцией двух пе-
ременных, удовлетворяющей свойствам положительности и невы-
рожденности

d(x, y) > 0, d(x, y) = 0 ⇔ x = y ∀x, y;

симметричности
d(x, y) = d(y, x) ∀x, y;

и сильному неравенству треугольника

d(x, y) 6 max(d(x, z), d(y, z)) ∀x, y, z.

Основные свойства ультраметрических пространств:
1) Все треугольники (тройки точек) в ультраметрическом про-

странстве равнобедренны, причём длины двух равных сторон
больше или равны длине третьей стороны.

Это свойство является характеристическим, то есть метриче-
ское пространство, где все треугольники имеют такое свойство,
является ультраметрическим.

2) Любые два шара в ультраметрическом пространстве либо
не пересекаются, либо один содержит другой.
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Шаром называется множество всех точек, удалённой от неко-
торой точки (центра шара) на расстояние не более заданного (ра-
диус шара). Таким образом, на множестве шаров в ультрамет-
рическом пространстве задан иерархический порядок по вложе-
нию. Можно говорить, что ультраметрический анализ оперирует
с иерархическими системами. Подробнее эта тема будет рассмот-
рена при обсуждении связи ультраметрических пространств и на-
правленных деревьев.

3) Любая точка шара в ультраметрическом пространстве яв-
ляется его центром. Диаметр шара равен его радиусу.

Диаметром шара называется точная верхняя грань для рас-
стояний между точками этого шара.

Ультраметрические пространства могут возникать как неко-
торые подмножества в вещественных пространствах.

Пример. Примером ультраметрического пространства явля-
ется множество из трёх точек евклидовой плоскости, являющихся
вершинами равнобедренного треугольника, для которого длины
двух равных сторон больше или равны длине третьей стороны.
Ультраметрика здесь возникает как ограничение евклидовой мет-
рики на плоскости на множество из трёх точек.

Таким образом, мы вложили ультраметрическое пространство
из трёх точек в вещественную евклидову плоскость. Аналогич-
но, ультраметрическое пространство из n + 1 точек может быть
вложено в n-мерное вещественное пространство (а также в про-
странства большей размерности).

Таким образом, подмножества в бесконечномерных вещест-
венных пространствах могут нести структуру ультраметрическо-
го пространства. В некотором смысле, это есть свойство обще-
го положения для дискретных подмножеств в бесконечномерных
пространствах.

А именно, если мы рассмотрим в шаре высокой размерности
три случайные точки A, B, C (равнораспределённые по шару, и
выбранные независимо), то эти три точки почти наверняка будут
находиться у поверхности шара (поскольку с ростом размерности
единичного шара доля меры, приходящаяся на слой данной тол-
щины у поверхности, стремится к единице). Рассматривая теперь
вектора, проведенные из начала координат к точкам A, B, C, мы
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по аналогичным соображениям можем заключить, что эти век-
тора в случае общего положения близки к ортогональным. Сле-
довательно, в случае общего положения точки A, B, C образуют
почти равносторонний треугольник.

Такого рода соображения являются важными для физики
сложных систем (например, спиновых стёкол), где возникают
ультраметрические пространства, связанные с подмножества-
ми в бесконечномерных вещественных пространствах, порожда-
емыми некоторыми итерируемыми процедурами (вроде процесса
ветвления в бесконечномерном пространстве).

1.3. Элементы p-адического анализа
Важнейшим примером ультраметрического пространства яв-

ляется поле p-адических чисел Qp. Поле p-адических чисел Qp

есть пополнение поля рациональных чисел Q по p-адической нор-
ме на Q. Эта норма определяется следующим образом. Про-
извольное рациональное число x может быть записано в виде
x = pγ mn , где целые m и n не делятся на p. p-Адическая нор-
ма не равного нулю рационального числа x = pγ mn вводится как
|x|p = p−γ . Сильное неравенство треугольника для p-адических
чисел принимает вид

|x+ y|p 6 max(|x|p, |y|p).

p-Адическая норма согласована с умножением:

|xy|p = |x|p |y|p.

p-Адические нормы ненулевого рационального числа x удо-
влетворяют формуле адельного произведения∏

p

|x|p = 1,

где перемножение идёт по всевозможным простым p и p = ∞
(соответствующая норма есть вещественный модуль). Это беско-
нечное произведение сходится, поскольку только конечное число
норм в нём отлично от 1.

Таким образом, произведение всех p-адических норм положи-
тельного рационального числа x есть 1/x.
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Аналогичные адельные формулы имеют место для p-адичес-
ких гамма- и бета-функций. Основываясь на этом, а также на
том, что древесные амплитуды в теории струн имеют вид бета-
функций, было предложено (см. для изложения [20]) исполь-
зовать адельные формулы для построения p-адических теорий
струн.

p-Адические числа находятся во взаимно однозначном соот-
ветствии со (сходящимися в p-адической норме) рядами вида

x =
∞∑
j=γ

xjp
j , xj = 0, . . . , p− 1. (1.1)

Кольцо Zp целых p-адических чисел содержит p-адические числа
с нормой, не превосходящей 1, то есть числа вида

x =
∞∑
j=0

xjp
j , xj = 0, . . . , p− 1.

Мы отождествляем группу Qp/Zp с множеством дробей вида

x =
−1∑
j=γ

xjp
j , xj = 0, . . . , p− 1 (1.2)

со сложением по модулю 1.
В настоящей книге мы рассматриваем анализ веществен-

нозначных и комплекснозначных функций p-адического аргумен-
та (а также с аргументами в ультраметрических пространствах
более общего вида).

Для меры Хаара µ на Qp мера шара равна его диаметру. Такая
мера будет инвариантна относительно сдвигов.

Комплекснозначный характер χ(x) p-адического аргумента
для x, заданного (1.1), определен как

χ(x) = exp
(

2πi
−1∑
j=γ

xjp
j

)
.

Для этой функции будет выполнено свойство характера χ(x+y) =
χ(x)χ(y). p-Адическое преобразование Фурье комплекснозначной
функции f(x) определено как

F [f ](k) =
∫
χ(kx)f(x) dµ(x).
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Обратное преобразование Фурье имеет вид

F−1[f ](x) =
∫
χ(−kx)f(k) dµ(k).

Оператор Владимирова p-адического дробного дифференци-
рования определяется следующим образом

Dαf(x) = F−1 ◦ |k|αp ◦ F [f ](x), α ∈ R,

то есть такой оператор диагонализуется p-адическим преобра-
зованием Фурье и после преобразования Фурье принимает вид
умножения на степень p-адической нормы импульса |k|αp .

При α > 0 оператор Владимирова может быть записан в виде

Dαf(x) =
1

Γp(−α)

∫
Qp

f(x)− f(y)
|x− y|1+αp

dµ(y), (1.3)

где

Γp(−α) =
pα − 1

1− p−1−α

есть постоянная (p-адическая гамма-функция).

1.4. Основные и обобщённые функции на Qp

В настоящем разделе помещены (в очень кратком виде) ос-
новные определения теории основных и обобщённых функций на
Qp, см. [20], [30].

Мы рассматриваем комплекснозначные функции p-адического
аргумента. Функция f называется локально постоянной, если
∀x ∈ Qp существует шар в Qp, содержащий x, на котором функ-
ция f постоянна. Диаметр максимального такого шара называет-
ся диаметром локального постоянства функции f в точке x, точ-
ная нижняя грань грань от диаметров локального постоянства
по x называется диаметром локального постоянства функции f .

Локально постоянная функция с компактным носителем на-
зывается основной функцией, пространство таких функций обо-
значается D = D(Qp). Любая основная функция является конеч-
ной линейной комбинацией характеристических функций шаров.

На пространстве основных функций имеет место естественная
фильтрация линейными подпространствами DγN . Пространство
DγN , γ 6 N есть пространство всех функций с носителем в шаре
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с центром в нуле диаметра pN и диаметром локального постоян-
ства pγ .

Фильтрация D(Qp) есть согласованное с порядком2 отображе-
ние упорядоченного множества индексов (γ,N) на упорядоченное
(по вложению) множество пространств DγN (Qp), причём D(Qp)
есть предел по вложению DγN относительно порядка (индуктив-
ный предел):

D =
⋃
γ,N

DγN , γ,N ∈ Z, γ 6 N.

Индексы упорядочены таким образом, что соответствующие
пространства основных функций вложены друг в друга:

DγN ⊃ Dγ′N ′

при γ 6 γ′, N > N ′.
Топологию в D(Qp) определим как топологию индуктивно-

го предела. Таким образом, последовательность {fk} функций
из D(Qp) сходится, если эта последовательность целиком лежит
в некотором пространстве DγN и сходится как последователь-
ность в этом пространстве. Поскольку пространство DγN конеч-
номерно, топология там определяется однозначно (например, по-
точечной сходимостью).

Обобщённой функцией называется (всюду определённый) ли-
нейный функционал на пространстве D основных функций. Та-
кой функционал будет автоматически непрерывным. Линейное
пространство обобщённых функций обозначают D′ = D′(Qp). На
пространстве обобщённых функций определена слабая тополо-
гия.

2Для определения частично упорядоченного множества см. определе-
ние 22.





Глава 2

p-Адические ПДО и всплески

2.1. Введение

В настоящей главе вводятся и иссследуются p-адические вспле-
ски и строится теория p-адических псевдодифференциальных
операторов (или сокращенно ПДО), диагональных в базисах
всплесков. Такие операторы являются более общими по сравне-
нию с изучавшимися ранее.

Теория всплесков является важным разделом современного
анализа и имеет много приложений. Для изложения результатов
теории всплесков см. [42], [210], [70], [47], [71], [72]. В [5] рассмат-
риваются некоторые приложения теории всплесков.

Базисы всплесков строятся при помощи сдвигов и растяжений
фиксированной функции (всплеска). Теория базисов всплесков
связана с теорией кратномасштабных приближений пространств
функций. Также изучается непрерывное всплеск-преобразова-
ние – интегральное преобразование, связанное с разложением по
преобразованиям всплеска под действием представления аффин-
ной группы. При попытке построить p-адические базисы всплес-
ков возникает следующая проблема – целые числа, которые об-
разуют решетку на вещественной прямой (и используются для
сдвигов при построении базиса всплесков), в p-адическом слу-
чае образуют плотное множество в шаре. Следовательно, сдвиги
некоторой функции на целые числа и растяжения в p-адическом
случае не могут быть базисом в L2(Qp). Эта проблема была ре-
шена в [50], где были построены p-адические базисы всплесков
в L2(Qp). При этом были использованы сдвиги на представители
из классов эквивалентности факторгруппы Qp/Zp (то есть ис-
пользовался набор сдвигов на элементы факторгруппы, а не на
элементы подгруппы целых чисел).

25
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Далее, мы показываем, что p-адические всплески могут быть
переведены в вещественные всплески Хаара на положительной
полупрямой при помощи специального преобразования, называе-
мого p-адической заменой переменной (то же верно для кратно-
масштабных приближений). Такое отображение связано с теорией
базисов Уолша на модифицированном отрезке и модифицирован-
ной полупрямой [34], [198].

Мы рассматриваем p-адическое непрерывное всплеск-преобра-
зование и показываем, что оно по существу совпадает с дискрет-
ным (разложением функции по базису всплесков).

Псевдодифференциальные операторы (или ПДО) – это опера-
торы, диагонализуемые преобразованием Фурье, а также опера-
торы, строящиеся из таких естественным образом. В интеграль-
ном виде операторы, диагонализуемые преобразованием Фурье,
будут записываться в виде

Tf(x) =
∫

Qp

T (x− y)f(y) dµ(y),

где функция T (x − y) (интегральное ядро) удовлетворяет соот-
ветствующим условиям интегрируемости. Мы будем всегда рас-
сматривать регуляризованный вид такого оператора:

Tf(x) =
∫

Qp

T (x− y)(f(x)− f(y)) dµ(y). (2.1)

В настоящей главе мы рассматриваем обобщение операто-
ра (2.1), для которого интегральное ядро имеет вид функции от
двух переменных T (x, y), удовлетворяющей определенным усло-
виям.

Будут рассмотрены следующие случаи:

T (x, y) = T (|x− y|p); (2.2)
T (x, y) = const, если |x− y|p = const для фиксированного x.

(2.3)

Это условие эквивалентно можно переформулировать следу-
ющим образом: функция T (x, y) зависит только от минимального
шара в Qp, содержащего обе точки x и y:

T (x, y) = T (sup(x, y)).
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Некоторый ещё более общий класс ядер и соответствующих
операторов был рассмотрен в [53], [195].

Второе условие является более общим, чем первое. Во всех
случаях на функцию T (x, y) накладываются соответствующие
условия интегрируемости, которые будут обсуждаться ниже.

Случай (2.2) соответствует ПДО, диагонализуемым преобра-
зованием Фурье.

Операторы, отвечающие более общему случаю (2.3), не диа-
гонализуются преобразованием Фурье, но диагональны в базисе
p-адических всплесков.

Эти результаты показывают, что для комплекснозначных
функций p-адического аргумента всплеск-преобразование явля-
ется естественным обобщением преобразования Фурье, позволя-
ющим диагонализовать более широкий класс операторов. Исходя
из этого, мы будем называть p-адическими псевдодифференци-
альными операторами операторы

Tf(x) =
∫

Qp

T (x, y)(f(x)− f(y)) dµ(y) (2.4)

с ядрами вида (2.3), а не только операторы с ядрами вида (2.2).
В настоящей главе излагаются следующие результаты.
В разделе 2.2 вводится базис p-адических всплесков.
В разделе 2.3 рассматривается непрерывное p-адическое

всплеск-преобразование и показывается, что такое преобразова-
ние совпадает с дискретным.

В разделе 2.4 устанавливается связь базиса p-адических вспле-
сков и базиса всплесков на вещественной прямой.

В разделе 2.5 вводится p-адическое кратномасштабное при-
ближение и обсуждается его связь с аналогичной вещественной
конструкцией.

В разделе 2.6 вводятся невырожденные p-адические ПДО, до-
казывается их диагональность в базисе p-адических всплесков, и
вычисляются соответствующие собственные значения.

В разделе 2.7 при помощи теории всплесков обсуждается ло-
кализация волновых пакетов для линейного и нелинейного p-
адических уравнений Шрёдингера.

Данные результаты были опубликованы: разделы 2.2 и 2.4
в [50], разделы 2.3 и 2.5 в [97], раздел 2.6 в [52].
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2.2. p-Адические всплески
В настоящем разделе мы построим ортонормированный базис

p-адических всплесков в гильбертовом пространстве L2(Qp) квад-
ратично интегрируемых комплекснозначных функций p-адичес-
кого аргумента. Этот базис есть базис из собственных векторов
для оператора Владимирова p-адического дробного дифференци-
рования, состоящий из локально постоянных функций с компакт-
ным носителем.

Следущая лемма показывает, что функция ψ, равная произ-
ведению характера и характеристической функции шара и назы-
ваемая p-адическим всплеском, является собственным вектором
оператора Владимирова.

Лемма 2. Функция

ψ(x) = χ(p−1x)Ω(|x|p) (2.5)

является собственным вектором оператора Владимирова:

Dαψ(x) = pαψ(x). (2.6)

Здесь Ω(s) есть индикатор (характеристическая функция) от-
резка [0, 1], откуда для характеристической функции p-адичес-
кого шара радиуса 1 с центром в нуле получаем выражение

Ω(|x|p) =

{
1, |x|p 6 1,
0, |x|p > 1.

Замечание. Собственное значение для ψ(x) совпадает с соб-
ственным значением для характера χ(p−1x):

Dαχ(p−1x) = pαχ(p−1x).

Формула (2.6) была впервые получена в [258], см. также [16].

Доказательство. Проверим, что ψ(x) есть собственный век-
тор оператора Владимирова. Мы имеем

Dαψ(x) =
pα − 1

1− p−1−α

∫
ψ(x)− ψ(y)
|x− y|1+αp

dµ(y) =

=
pα − 1

1− p−1−α

∫
χ(p−1x)Ω(|x|p)− χ(p−1y)Ω(|y|p)

|x− y|1+αp

dµ(y) =
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= χ(p−1x)
pα − 1

1− p−1−α×

×
∫

Ω(|x|p)− χ(p−1(y − x))Ω(|y|p)
|x− y|1+αp

dµ(y). (2.7)

Вычислим интеграл по y в (2.7) в двух случаях.
1) Пусть |x|p 6 1. В этом случае интеграл в (2.7) равен∫

1− χ(p−1(y − x))Ω(|y|p)
|x− y|1+αp

dµ(y).

Так как каждая точка p-адического шара является его центром,
мы получим что для |x|p 6 1 выполнено Ω(|y|p) = Ω(|x − y|p) и,
следовательно, интеграл равен∫

1− χ(p−1(y − x))Ω(|y − x|p)
|x− y|1+αp

dµ(y)=
∫

1− χ(p−1z)Ω(|z|p)
|z|1+αp

dµ(z).

2) Пусть |x|p > 1. Для интеграла в (2.7) мы получаем

− 1
|x|1+αp

∫
|y|p61

χ(p−1(y − x)) dµ(y) = 0.

Это доказывает, что ψ(x) есть собственный вектор для опера-
тора Владимирова, отвечающий собственному значению

Dαψ(x) = ψ(x)
pα − 1

1− p−1−α

∫
1− χ(p−1z)Ω(|z|p)

|z|1+αp

dµ(z) =

= ψ(x)
pα − 1

1− p−1−α

(
p−1

p−1∑
i=0

(1− χ(p−1i)) +

+ (1− p−1)
∞∑
γ=1

pγp−(1+α)γ

)
= pαψ(x),

что завершает доказательство леммы. �
Из леммы следует, что

Dαψ(ax+ b) = |a|αp pαψ(ax+ b). (2.8)

Можно проверить, что множество функций ψ(ax + b) (для раз-
личных a, b) есть полная система в гильбертовом пространстве
L2(Qp). Более того, выполнена следующая теорема.
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Теорема 3. 1) Набор функций {ψγnj}:

ψγnj(x) = p−
γ
2 χ(pγ−1j(x− p−γn))Ω(|pγx− n|p),

γ ∈ Z, n ∈ Qp/Zp, j = 1, . . . , p− 1, (2.9)

есть ортонормированный базис в L2(Qp).
2) Этот базис состоит из собственных векторов оператора

Владимирова Dα :

Dαψγnj = pα(1−γ)ψγnj . (2.10)

Здесь группа Qp/Zp в (3) параметризована как

n =
−1∑
l=β

nlp
l, nl = 0, . . . , p− 1.

Функции ψγnj(x) в дальнейшем мы будем называть p-ади-
ческими всплесками. Это локально постоянные функции с ради-
усом локального постоянства pγ−1, то есть

ψγnj(x+ z) = ψγnj(x), |z|p 6 pγ−1,

и с носителем, являющимся шаром радиуса pγ с центром в p−γn.
В следующей лемме мы показываем, что любой вектор из на-

бора {ψγnj} p-адических всплесков является сдвигом и растяже-
нием всплеска ψ, и, наоборот, любое сдвиг и растяжение всплеска
ψ будет функцией {ψγnj} с точностью до умножения на некото-
рый корень из единицы.

Эквивалентно, набор p-адических всплесков (умноженных на
соответствующие корни из единицы) может рассматриваться как
орбита действия p-адической афинной группы в пространстве
L2(Qp), содержащая функцию ψ. При этом мы рассматриваем
унитарное представление G p-адической аффинной группы в про-
странстве L2(Qp), действующей сдвигами и растяжениями

G(a, b)f(x) = fa,b(x) = |a|−
1
2

p f

(
x− b

a

)
, (2.11)

где a, b ∈ Qp и a ̸= 0.

Лемма 4. 1) Любой всплеск из набора {ψγnj} p-адических
всплесков является сдвигом и растяжением всплеска

ψ(x) = χ(p−1x)Ω(|x|p)
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следующего вида:

ψγnj(x) = G(p−γj−1, p−γn)ψ(x) = ψp
−γj−1,p−γn(x).

2) Сдвиг и растяжение p-адического всплеска ψ пропорцио-
нально вектору из набора {ψγnj}:

ψa,b(x) = χ
(
p−1[(a|a|p)−1 mod p] ({|a|pb} − [|a|pb mod p])

)
×

× ψlogp |a|p, {|a|pb}, (a|a|p)−1 mod p.

(2.12)

Здесь a, b ∈ Qp , a ̸= 0.

Доказательство. 1) Мы имеем

ψγnj(x) = p−
γ
2 χ(p−1j(pγx− n))Ω(|pγx− n|p) =

= p−
γ
2 χ(p−1(pγjx− nj))Ω(|pγjx− nj|p) =

= p−
γ
2 ψ(pγjx− nj) = ψp

−γj−1,p−γn(x).

2) Вычислим

ψa,b(x) = |a|−
1
2

p ψ

(
x− b

a

)
= |a|−

1
2

p χ

(
p−1x− b

a

)
Ω

(∣∣∣∣x− b

a

∣∣∣∣
p

)
.

Имеет место цепочка равенств

a−1 = |a|p
a−1

|a|p
,

Ω
(∣∣∣∣x− b

a

∣∣∣∣
p

)
= Ω

(∣∣|a|px− |a|pb∣∣p) = Ω
(∣∣|a|px− {|a|pb}∣∣p),

χ

(
p−1x− b

a

)
Ω

(∣∣∣∣x− b

a

∣∣∣∣
p

)
=

= χ

(
p−1 a

−1

|a|p
(|a|px− |a|pb)

)
Ω

(∣∣|a|px− {|a|pb}∣∣p) =

= χ
(
p−1

[
(a|a|p)−1 mod p

]
(|a|px− |a|pb)

)
×

× Ω
(∣∣|a|px− {|a|pb}∣∣p) =

= χ
(
p−1

[
(a|a|p)−1 mod p

](
{|a|pb} − [|a|pb mod p]

))
,

χ
(
p−1

[
(a|a|p)−1 mod p

](
|a|px− {|a|pb}

))
Ω

(∣∣|a|px− {|a|pb}∣∣p).
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Принимая во внимание нормировку, мы получим

ψa,b(x) = χ
(
p−1

[
(a|a|p)−1 mod p

](
{|a|pb} − [|a|pb mod p]

))
×

× ψlogp |a|p, {|a|pb}, (a|a|p)−1 mod p,

то есть вычисленный выше сдвиг и растяжение всплеска ψ совпа-
дает с всплеском из набора p-адических всплесков, умноженным
на корень из единицы. Это завершает доказательство леммы. �

Доказательство теоремы 3. Легко видеть, что∫
ψγnj(x) dµ(x) = 0. (2.13)

Произведение всплесков ψγnjψγ′n′j′ , где γ < γ′, есть всплеск
ψγnj , умноженный на число, поскольку ψγ′n′j′ есть константа на
носителе ψγnj . Отсюда и из (2.13) следует, что

⟨ψγnj , ψγ′n′j′⟩ = 0, γ ̸= γ′.

Перемножим характеристические функции носителей всплес-
ков ψγnj , ψγ′n′j′ . Для γ 6 γ′ произведение следующих характери-
стических функций равно характеристической функции или ну-
лю:

Ω
(
|pγx− n|p

)
Ω

(
|pγ

′
x− n′|p

)
= Ω

(
|pγx− n|p

)
Ω

(
|pγ

′−γn− n′|p
)
.

Для γ = γ′ и n, n′ ∈ Qp/Zp, мы получим в правой части выше-
приведенного выражения

Ω(|n− n′|p) = δnn′ .

Отсюда следует, что

⟨ψγnj , ψγ′n′j′⟩ = δγγ′δnn′

∫
Qp

p−γχ(pγ−1(j′ − j)(x− p−γn))×

× Ω(|pγx− n|p) dµ(x) = δγγ′δnn′δjj′ ,

что доказывает ортонормальность векторов ψγnj .
Для проверки того, что набор векторов {ψγnj} есть ортонор-

мированный базис (есть полная система в L2(Qp)) используем
неравенство Парсеваля.
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Поскольку набор индикаторов (характеристических функций)
p-адических шаров полон в L2(Qp), а множество векторов {ψγnj}
инвариантно (с точностью до умножения на числа) относительно
сдвигов и растяжений, для доказательства того, что {ψγnj} есть
полная система, достаточно проверить равенство Парсеваля для
индикатора Ω(|x|p). Мы имеем

⟨Ω(|x|p), ψγnj⟩ = p−
γ
2 θ(γ)δn0,

θ(γ) = 0, γ 6 0, θ(γ) = 1, γ > 1.
(2.14)

Из формулы (2.14) следует равенство Парсеваля для Ω(|x|p):

∑
γnj

|⟨Ω(|x|p), ψγnj⟩|2 =
∞∑
γ=1

(p− 1)p−γ = 1 = |⟨Ω(|x|p),Ω(|x|p)⟩|2,

что доказывает, что {ψγnj} есть ортонормированный базис
в L2(Qp).

Формула (2.8) влечет, что базис {ψγnj} есть ортонормирован-
ный базис из собственных векторов для оператора Владимирова
Dα с собственными значениями (2.10). Это завершает доказатель-
ство теоремы. �

Базис всплесков состоит из функций с компактным носителем.
Впервые базис из собственных функций оператора Владимирова
с компактным носителем был построен В. С. Владимировым [16],
обобщение такого базиса было построено А.Н. Кочубеем [62].

2.3. Непрерывное p-адическое
всплеск-преобразование

Непрерывное всплеск-преобразование на поле p-адических чи-
сел рассматривалось, например, в [100]. В работе [97] было от-
мечено, что, если при определении непрерывного p-адического
всплеск-преобразования использовать рассмотренный в преды-
дущем разделе p-адический всплеск ψ(x) = χ(p−1x)Ω(|x|p), то
непрерывное p-адическое всплеск-преобразование совпадёт с дис-
кретным (разложением по базису p-адических всплесков). Это
наблюдение показывает, что p-адическая теория всплесков суще-
ственно отличается от вещественной.

Рассмотрим всплеск на Qp – комплекснозначную функцию Ψ
с нулевым средним в L1(Qp) ∩ L2(Qp). Всплеск-преобразование
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Tf функции f ∈ L2(Qp) определяется формулой

(Tf)(a, b) = |a|−
1
2

p

∫
dµ(x) f(x)Ψ

(
x− b

a

)
= ⟨Ψa,b, f⟩,

где ⟨ · , · ⟩ есть скалярное произведение в L2(Qp). Напомним, что
p-адическая аффинная группа действует в пространстве L2(Qp)
по формуле (2.11).

Обратное всплеск-преобразование имеет вид

f(x) = C−1
Ψ

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
⟨Ψa,b, f⟩Ψa,b(x) =

= C−1
Ψ

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
(Tf)(a, b)Ψa,b(x). (2.15)

Здесь

CΨ =
1

∥Ψ∥2

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
|⟨Ψ(x),Ψa,b(x)⟩|2

и ∥Ψ∥ есть L2-норма.
Формула для обратного всплеск-преобразования (2.15) имеет

эквивалентный вид разложения единицы

C−1
Ψ

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
P (Ψa,b) = 1.

Здесь P (Ψa,b) обозначает ортогональный проектор ранга 1 на век-
тор Ψa,b в L2(Qp).

Рассмотрим непрерывное p-адическое всплеск-преобразова-
ние, порождённое p-адическим всплеском

ψ(x) = χ(p−1x)Ω(|x|p).

Следующая теорема [97] показывает, что в p-адическом случае
теория непрерывного всплеск-преобразования по существу совпа-
дает с дискретной теорией всплесков.

Теорема 5. 1) p-Адическое всплеск-преобразование T , отве-
чающее всплеску ψ , принимает вид разложения по базису p-ади-
ческих всплесков ψγnj :

(Tf)(a, b) = |a|−
1
2

p

∫
dµ(x) f(x)ψ

(
x− b

a

)
= ⟨ψa,b, f⟩ =
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= χ
(
−p−1

[
(a|a|p)−1 mod p

](
{|a|pb} − [|a|pb mod p]

))
×

× flogp |a|p, {|a|pb}, (a|a|p)−1 mod p.

Здесь fγnj есть коэффициент разложения функции f по базису
всплесков.

2) Для непрерывного p-адического всплеск-преобразования,
связанного с p-адическим всплеском ψ , формула обратного
всплеск-преобразования принимает вид разложения единичного
оператора по базису p-адических всплесков

C−1
ψ

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
P (ψa,b) =

∑
γ∈Z, n∈Qp/Zp, j=1,...,p−1

P (ψγnj) = 1.

Доказательство. Первое утверждение теоремы прямо сле-
дует из леммы 4.

Вычислим для p-адического всплеска ψ константу

Cψ =
1

∥ψ∥2

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
|⟨ψ(x), ψab(x)⟩|2 = p−1

Здесь мы использовали (2.12) и ортогональность всплесков в ба-
зисе, ∥ψ∥ есть L2-норма.

Тогда, используя (2.12), вычислим интеграл∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
P (ψa,b) =

=
∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
P

(
ψlogp |a|p, {|a|pb}, (a|a|p)−1 mod p

)
=

=
∑

n∈Qp/Zp

∫
dµ(a)
|a|p

P
(
ψlogp |a|p, n, (a|a|p)−1 mod p

)
=

= p−1
∑

γ∈Z, n∈Qp/Zp, j=1,...,p−1

P (ψγnj).

Следовательно,

C−1
ψ

∫
dµ(a) dµ(b)

|a|2p
P (ψa,b) =

∑
γ∈Z, n∈Qp/Zp, j=1,...,p−1

P (ψγnj) = 1.

Это завершает доказательство теоремы. �
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2.4. Связь со всплесками на вещественной
прямой

Обсудим связь построенного базиса {ψγnj} p-адических вспле-
сков в L2(Qp) с базисом всплесков в пространстве квадратично
интегрируемых функций L2(R+) на положительной полупрямой.
Мы покажем (см. теорему 11), что базис всплесков Хаара на по-
лупрямой переводится в базис p-адических всплесков при помощи
отображения (2.20).

Базис всплесков (или вейвлетов) есть базис, состоящий из
сдвигов и растяжений “mother wavelet function”. Простейший при-
мер такой функции есть всплеск Хаара

Ψ(x) = χ[0, 12 ](x)− χ[ 12 ,1]
(x) (2.16)

(разность двух характеристических функций отрезков).
Базис всплесков в L2(R) (или базис из кратномасштабных

всплесков, “multiresolution wavelets”) есть базис

Ψγn(x) = 2−
γ
2 Ψ(2−γx− n), γ ∈ Z, n ∈ Z. (2.17)

Нас будет интересовать базис всплесков на положительной полу-
прямой, который получается из вышеприведенного ограничением
на неотрицательные n.

Мы будем рассматривать также обобщение базиса (2.17), от-
вечающее произвольному p. Этот базис в L2(R+), состоит из век-
торов, имеющих вид

Ψ(p)
γnj(x) = p−

γ
2 Ψ(p)

j (p−γx− n), γ ∈ Z, n ∈ Z+ (2.18)

Ψ(p)
j (x) =

p−1∑
l=0

e2πijlp
−1
χ[lp−1,(l+1)p−1](x), j = 1, . . . , p− 1. (2.19)

Здесь Z+ есть множество целых неотрицательных чисел. Базис
(2.17) получается из (2.18) при p = 2.

Назовем p-адической заменой переменной следующее отобра-
жение

ρ : Qp → R+,

ρ :
∞∑
i=γ

xip
i 7→

∞∑
i=γ

xip
−i−1, xi = 0, . . . , p− 1, γ ∈ Z. (2.20)
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Такое отображение рассматривалось Монна [213]. Это отображе-
ние сюрьективно, но не является взаимно однозначным. Отобра-
жение ρ непрерывно, более того, имеет место следующая лемма.

Лемма 6. Отображение ρ удовлетворяет неравенству Гёль-
дера

|ρ(x)− ρ(y)| 6 |x− y|p. (2.21)

Доказательство. Рассмотрим

x =
∞∑
i=α

xip
i, y =

∞∑
i=β

yip
i,

где без потери общности α 6 β. Тогда

ρ(x)− ρ(y) =
β−1∑
i=α

xip
i +

∞∑
i=β

(xi − yi)pi.

Рассмотрим следующие два случая.
1) Пусть α < β. Тогда

|ρ(x)− ρ(y)| 6 (p− 1)
∞∑
i=α

p−i−1 = |x− y|p.

2) Пусть α = β. Тогда |x− y|p = p−γ , γ > α. Мы получим

ρ(x)− ρ(y) =
∞∑
i=γ

(xi − yi)p−i−1

|ρ(x)− ρ(y)| 6 (p− 1)
∞∑
i=γ

p−i−1 = p−γ = |x− y|p,

что завершает доказательство леммы. �
Сужение ρ на Qp/Zp есть взаимно однозначное отображение

ρ : Qp/Zp → Z+,

где Z+ есть множество целых неотрицательных чисел. Здесь мы
рассматриваем Qp/Zp как группу дробей вида (1.2).
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Лемма 7. Отображение ρ удовлетворяет следующим свой-
ствам:

ρ(pγx) = p−γρ(x). (2.22)

Для n ∈ Qp/Zp , x ∈ Zp

ρ(n+ x) = ρ(n) + ρ(x). (2.23)

В частности,
ρ(n− 1) = ρ(n) + 1. (2.24)

Также для x ∈ Qp , n ∈ Qp/Zp

χ[0,pk](ρ(x− n)) = χ[0,pk](ρ(x)− ρ(n)) (2.25)

для k 6 0.

Доказательство. Доказательство (2.22), (2.23) очевидно.
Докажем (2.24). Рассмотрим n ∈ Qp/Zp:

n =
−1∑
i=γ

nip
i.

Легко видеть, что

n− 1 =
−1∑
i=γ

nip
i +

∞∑
i=0

(p− 1)pi.

Тогда

ρ(n) =
−1∑
i=γ

nip
−i−1

ρ(n− 1) = ρ

( −1∑
i=γ

nip
i +

∞∑
i=0

(p− 1)pi
)

=

=
−1∑
i=γ

nip
−i−1 +

∞∑
i=0

(p− 1)p−i−1 = ρ(n) + 1,

что доказывает (2.24).
Формула (2.25) следует из (2.23). Это завершает доказатель-

ство леммы. �



Глава 2. p-Адические ПДО и всплески 39

Лемма 8. Для n ∈ Qp/Zp и m, k ∈ Z, k > m, отображение ρ
удовлетворяет условиям

ρ : pmn+ pkZp → p−mρ(n) + [0, p−k] (2.26)

ρ : Qp \ {pmn+ pkZp} → R+ \ {p−mρ(n) + [0, p−k]}, (2.27)

верным с точностью до конечного множества точек.

Доказательство. Рассмотрим для простоты случай m = 0,
k = 0. Применение (2.21) для y = n, y = n − 1 с учетом (2.24)
доказывает, что диск n+ Zp отображается в отрезок ρ(n) + [0, 1],
поскольку для x ∈ {n+Zp} образ ρ(x) будет находиться на рассто-
янии не более 1 от ρ(n) и ρ(n−1) = ρ(n)+1, то есть принадлежать
отрезку [ρ(n), ρ(n)+1]. Общий случай (2.26) для произвольных m,
k доказывается аналогично, откуда следует, что диск pmn+ pkZp
отображается в отрезок p−mρ(n) + [0, p−k].

Пусть теперь x /∈ {n + Zp}. Тогда x ∈ {n′ + Zp} для неко-
торого n′ ∈ Qp/Zp, n′ ̸= n. При этом |ρ(n) − ρ(n′)| > 1. Если
|ρ(n)−ρ(n′)| > 1, то по гельдеровости (2.21) отображения ρ образы
ρ({n+Zp}) и ρ({n′+Zp}) не пересекаются. Если |ρ(n)−ρ(n′)| = 1,
то по гельдеровости (2.21) отображения ρ образы ρ({n + Zp}) и
ρ({n′ + Zp}) пересекаются в единственной точке. Например, для
ρ(n)− ρ(n′) = 1 это следует из гельдеровости ρ(x− y) для y = n′,
y = n′ + 1 и x ∈ {n′ + Zp}. Повторяя эти рассуждения для про-
извольных m, k мы докажем, что внешность диска pmn + pkZp
(то есть дополнение к этому множеству в Qp) отображается во
внешность отрезка p−mρ(n)+ [0, p−k] в R+ с точностью до концов
отрезка.

Поскольку отображение ρ сюрьективно, отображения (2.26)
и (2.27) также сюрьективны, что доказывает лемму. �

Лемма 9. Отображение ρ отображает меру Хаара µ на Qp

в меру Лебега l на R+ : для измеримого подмножества X ⊂ Qp

имеем
µ(X) = l(ρ(X)),

или в сокращенной записи

ρ : dµ(x) 7→ dx.

Доказательство. Из леммы 8 следует, что шары в Qp отоб-
ражаются на отрезки в R+ с сохранением меры. Отображение
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ρ : Qp → R+ сюрьективно, причем непересекающиеся шары отоб-
ражаются на отрезки, которые либо не пересекаются, либо пе-
ресекаются по множеству нулевой меры (снова по лемме 8). Это
доказывает лемму. �

Лемма 9 влечет, что соответствующее отображение

ρ∗ : L2(R+) → L2(Qp), (2.28)
ρ∗f(x) = f(ρ(x)), (2.29)

есть унитарный оператор.
Прямым следствием леммы 8 является следующая лемма.

Лемма 10. Всплеск (2.19) при отображении ρ отображает-
ся на функцию (2.5):

Ψ(p)
1 (ρ(x)) = ψ(x). (2.30)

Формулу (2.30) следует понимать как равенство в L2 : на мно-
жестве точек нулевой меры (2.30) может не иметь места.

Более того, имеет место следующая теорема.

Теорема 11. Отображение ρ отображает ортонормиро-
ванный базис всплесков (2.18) на L2(R+) на базис (3) в L2(Qp)
из собственных векторов для оператора Владимирова:

Ψγρ(n)j(ρ(x)) = ψγnj(x). (2.31)

Доказательство. Из (2.18), используя (2.22), (2.25), (2.30)
получим

Ψγρ(n)j(ρ(x)) = p−
γ
2 Ψ(p)

j (p−γρ(x)− ρ(n)) =

= p−
γ
2 Ψ(p)

j (ρ(pγx− n)) =

= p−
γ
2 ψ00j(pγx− n) = ψγnj(x),

что доказывает формулу (2.31) и завершает доказательство тео-
ремы. �

Следовательно, после p-адической замены переменных (2.20)
анализ всплесков Хаара становится p-адическим спектральным
анализом (разложением функций по собственным векторам опе-
ратора Владимирова p-адического дробного дифференцирова-
ния).



Глава 2. p-Адические ПДО и всплески 41

Замечание. Используя отображение (2.28), можно перене-
сти действие оператора Владимирова в L2(R+), определив опе-
ратор

∂αp f(x) = ρ∗−1Dαρ∗f(x)

(отметим, что Dα и ρ∗ зависят от p).
Легко видеть, что

∂αp f(x) =
pα − 1

1− p−1−α

∫ ∞

0

f(x)− f(y)
|ρ−1(x)− ρ−1(y)|1+αp

dy, (2.32)

где ρ−1 есть обратное отображение к ρ. Поскольку ρ не есть вза-
имно однозначное отображение, отображение ρ−1 вообще говоря
многозначно, но многозначность сосредоточена на множестве ну-
левой меры, что делает определение (2.32) корректным.

Имея в виду вышеприведенное замечание, обсудим примене-
ние всплесков к исследованию интегральных операторов. Извест-
но [119], что для некоторых семейств интегральных операторов,
например, для операторов Кальдерона–Зигмунда и псевдодиффе-
ренциальных операторов, матрицы этих операторов имеют в ба-
зисе всплесков вид, близкий к диагональному (если для всплесков
из используемого базиса определённое число моментов обращает-
ся в нуль). А именно, рассмотрим базис всплесков для простран-
ства L2(R), для которых соответствующий всплеск имеет M ну-
левых моментов:∫

ψ(x)xm dx = 0, m = 0, 1, . . .M − 1.

Тогда [119] имеет место следующее свойство убывания для
матричных элементов интегральных операторов из некоторого се-
мейства

|αγil|+ |βγil|+ |γγil| 6
CM

1 + |i− l|M+1

для
|i− l| > 2M.

Здесь матричные элементы αγil, β
γ
il, γ

γ
il взяты в базисах всплесков

в пространствах Vγ , Wγ кратномасштабного приближения (свя-
занного с базисом всплесков, см. следующий раздел), индекс γ
связан с масштабом всплеска, индексы i, l связаны с простран-
ственной локализацией (сдвигом) всплесков.
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Таким образом, матрицы соответствующих интегральных опе-
раторов в базисах всплесков являются разреженными и близ-
ки к диагональным. Результаты такого рода имеют приложения,
например, к численным алгоритмам быстрого умножения инте-
гральных операторов в базисах всплесков [119].

Обсудим p-адический аналог такого результата. Известно, что
p-адические псевдодифференциальные операторы диагональны
в базисе p-адических всплесков. Более того, в p-адическом случае
не нужно условий равенства нулю высших моментов всплесков.
Таким образом, в p-адическом случае имеют место существенно
более сильные результаты о связи базисов всплесков и интеграль-
ных операторов. Диагональность матриц интегральных операто-
ров, которая была приблизительной для вещественного случая,
для p-адических псевдодифференциальных операторов становит-
ся точной, и, более того, мы можем вычислить спектры соответ-
ствующих операторов.

2.5. Кратномасштабное приближение L2(Qp)

Следующее определение кратномасштабного приближения хо-
рошо известно в теории всплесков [210].

Определение 12. Кратномасштабным приближением L2(R)
называется убывающая последовательность Vγ , γ ∈ Z, замкнутых
линейных подпространств в L2(R), имеющая следующие свой-
ства:
1)

+∞⋂
−∞

Vγ = {0},
+∞⋃
−∞

Vγ плотно в L2(R);

2) для всех f ∈ L2(R) и всех γ ∈ Z

f(·) ∈ Vγ ⇐⇒ f(2·) ∈ Vj−1;

3) для всех f ∈ L2(R) и всех n ∈ Z

f(·) ∈ V0 ⇐⇒ f(· − n) ∈ V0;

4) существует функция g ∈ V0 такая, что последовательность

g(· − n), n ∈ Z,

есть базис Рисса в пространстве V0.
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Из этого определения следует [210], что существует такая
функция φ ∈ V0, что последовательность φ(x − n), n ∈ Z, яв-
ляется ортонормированным базисом V0. В дальнейшем мы будем
иметь в виду только ортонормированные базисы.

Мы обозначаем Wγ ортогональное дополнение к Vγ в про-
странстве Vγ−1. Тогда L2(R) будет ортогональной суммой про-
странств Wγ :

L2(R) = ⊕γ∈ZWγ .

Пространство Wγ имеет базис {Ψγn}, n ∈ Z, кратномасштабных
всплесков. Существует конструкция построения базисов всплес-
ков из кратномасштабных приближений, см. [42] или [210].

Пример.Чтобы определить кратномасштабное приближение,
достаточно задать функцию φ. Выберем эту функцию в виде ха-
рактеристической функции отрезка [0, 1]:

φ(x) = χ[0,1](x), x ∈ R.

Такой выбор функции φ связан со всплесками Хаара. Легко ви-
деть, что для рассматриваемого примера все свойства кратномас-
штабного приближения будут выполнены. Выбирая в определени-
ях выше φ(x) = χ[0,1](x) и n > 0, мы получим кратномасштабное
приближение для пространства L2(R+) квадратично интегриру-
емых функций на положительной полупрямой.

Нетрудно построить p-адический аналог кратномасштабного
приближения. Основное отличие в том, что в p-адическом слу-
чае мы должны использовать сдвиги на элементы факторгруппы
Qp/Zp (точнее, на представители из соответствующих классов эк-
вивалентности) вместо сдвигов на целые числа.

Определение 13.Кратномасштабным приближением L2(Qp)
называется убывающая последовательность Vγ , γ ∈ Z, замкнутых
линейных подпространств пространства L2(Qp), имеющая следу-
ющие свойства:
1)

+∞⋂
−∞

Vγ = {0},
+∞⋃
−∞

Vγ плотно в L2(Qp);

2) для всех f ∈ L2(Qp) и всех γ ∈ Z

f(·) ∈ Vγ ⇐⇒ f(p−1·) ∈ Vγ−1;
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3) для всех f ∈ L2(Qp) и всех n ∈ Qp/Zp

f(·) ∈ V0 ⇐⇒ f(· − n) ∈ V0;

4) существует функция φ ∈ V0 такая, что последовательность

φ(· − n), n ∈ Qp/Zp,

есть ортонормированный базис в пространстве V0.

Мы не говорим здесь о базисах Рисса, так как в p-адическом
случае существует естественный пример ортонормированного ба-
зиса, имеющего описанные выше свойства.

Обсудим связь p-адических кратномасштабных приближений
и структуры пространства D(Qp) p-адических основных функ-
ций.

ПространствоD(Qp) p-адических основных функций (локаль-
но постоянных функций с компактным носителем) имеет есте-
ственную фильтрацию. Обозначим Dγ(Qp) пространство локаль-
но постоянных функций с компактным носителем и с диаметром
локального постоянства pγ :

|x− y|p 6 pγ ⇒ f(x) = f(y).

Имеет место фильтрация пространства D(Qp) подпространства-
ми Dγ(Qp):

D(Qp) =
+∞⋃
−∞

Dγ(Qp).

Имеет место следующая теорема, показывающая, что рас-
смотренная фильтрация пространства основных функций может
быть рассмотрена как кратномасштабное приближение простран-
ства L2(Qp). Следовательно, кратномасштабное приближение мо-
жет рассматриваться как внутреннее свойство пространств функ-
ций p-адического аргумента. Более того, p-адическая замена пе-
ременной (2.20) переводит кратномасштабное приближение про-
странства L2(Qp) в кратномасштабное приближение простран-
ства L2(R+). Таким образом, уже вещественное кратномасштаб-
ное приближение можно рассматривать как отражение структу-
ры пространства p-адических основных функций.

Теорема 14. 1) Последовательность Dγ(Qp), γ ∈ Z, есть
кратномасштабное приближение пространства L2(Qp). Для
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этого кратномасштабного приближения функция φ(x) может
быть выбрана равной характеристической функции единичного
шара:

φ(x) = Ω(|x|p).

2) Для p = 2 отображение (2.20) переводит характерное
кратномасштабное приближение {Vγ} пространства L2(R+),
описанное в примере после определения 12, в кратномасштабное
приближение {Dγ(Qp)} пространства L2(Qp).

Соответствующий изоморфизм пространств Dγ(Qp) и Vγ
задаётся следующей формулой:

Ω(|pγx− n|p) = χ[0,pγ ](ρ(x)− pγρ(n)), x ∈ Qp, n ∈ Qp/Zp.

Доказательство. Первое утверждение теоремы доказыва-
ется непосредственно. Функция φ в Определении 13 выбирается
равной характеристической функции шара:

φ(x) = Ω(|x|p).

Сдвиги Ω(|x − n|p), n ∈ Qp/Zp, дают ортонормированный базис
в пространстве D0(Qp). Растяжения x 7→ pγx на степени p да-
ют ортонормированные базисы {Ω(|pγx − n|p)} в пространствах
Dγ(Qp).

Второе утверждение теоремы следует из леммы 8 и выбора
функции φ. Пространство Dγ(Qp) имеет базис {Ω(|pγx − n|p)},
x ∈ Qp, n ∈ Qp/Zp. Набор функций {χ[0,pγ ](x − pγm)}, m ∈ Z+,
x ∈ R+, составляет базис в Vγ . Поскольку отображение ρ есть вза-
имно однозначное соответствие между Qp/Zp и Z+, это завершает
доказательство теоремы. �

Отметим, что в отличие от вещественного случая, в котором
характеристические функции и всплески Хаара разрывны, рас-
смотренное в этой теореме кратномасштабное приближение про-
странства L2(Qp) состоит из пространств непрерывных функций.
Таким образом, после p-адической замены переменной конструк-
ция данного кратномасштабного приближения стала более регу-
лярной.

Замечание. Рассмотренные в настоящей главе свойства p-
адических всплесков – тесная связь со спектральной теорией
псевдодифференциальных операторов, совпадение дискретного
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и непрерывного всплеск-преобразований, совпадение кратномас-
штабного приближения с естественной фильтрацией простран-
ства основных функций могут служить аргументом в пользу того,
что теория всплесков связана с p-адическим анализом, в котором
теория всплесков появляется естественным и по существу авто-
матическим образом.

2.6. p-Адические ПДО: снятие вырождения

В начале настоящей главы был построен базис {ψγnj} p-ади-
ческих всплесков, являющийся базисом из собственных векторов
для оператора Владимирова (и других интегральных операторов
(2.1) с ядрами вида (2.2)). При этом для операторов с ядрами
вида (2.2) собственное значение λγnj , соответствующее всплеску
ψγnj , зависит только от первого индекса γ (то есть имеет место
вырождение по второму и третьему индексам).

В настоящем разделе мы рассмотрим более общую конструк-
цию p-адического псевдодифференциального оператора с ядром
(2.3)). Рассматриваемые операторы не будут диагонализоваться
преобразованием Фурье, но будут диагонализоваться в базисе p-
адических всплесков. При этом собственное значение λγnj для
всплеска ψγnj будет зависеть от первого и второго индексов γ и n,
соответствующих масштабу и пространственному смещению со-
ответственно. Следовательно, для операторов рассматриваемого
вида вырождение по второму индексу (пространственному сме-
щению) будет снято. Руководствуясь этим, мы будем называть
p-адические псевдодифференциальные операторы с ядром (2.3))
невырожденными p-адическими ПДО.

Рассмотрим оператор

Tf(x) =
∫
T (x, y)(f(x)− f(y)) dy. (2.33)

Здесь x, y лежат в поле Qp p-адических чисел. Мы рассматриваем
оператор T как оператор в пространстве L2(Qp) комплекснознач-
ных квадратично интегрируемых функций p-адического аргумен-
та.

Мы будем рассматривать интегральные ядра вида, описывае-
мого следующим определением.
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Определение 15. Мы будем говорить, что функция T (x, y)
есть ядро невырожденного p-адического ПДО, если она симмет-
рична и для фиксированного x выполнено следующее условие:

T (x, y) = const, если |x− y|p = const. (2.34)

Легко видеть, что оператор Владимирова и схожие операто-
ры с трансляционно инвариантными ядрами T (x, y) (которые за-
висят только от разности x − y и, следовательно, при соответ-
ствующих условиях интегрируемости ядра, диагонализуются пре-
образованием Фурье), удовлетворяют условиям определения 15.
В настоящем разделе мы рассматриваем более общие операторы
с трансляционно не инвариантными ядрами.

Имеет место следующая доказывающаяся непосредственным
вычислением лемма.

Лемма 16. Множество характеристических функций все-
возможных шаров в Qp состоит из функций вида Ω(|pγx− n|p),
γ ∈ Z, n ∈ Qp/Zp .

Следующая теорема описывает общую форму ядра вида (2.34).

Теорема 17. Пусть задана функция

T (x, y) =
∑
γn

T (γn)δ1,|pγx−pγy|pΩ(|pγx− n|p), (2.35)

где T (γn) суть комплексные числа, γ ∈ Z, n ∈ Qp/Zp . Тогда функ-
ция T (x, y) удовлетворяет условиям определения 15.

Более того, произвольная комплекснозначная функция, удо-
влетворяющая (2.34), может быть представлена в виде (2.35).

Доказательство. Докажем симметричность T (x, y). Имеет
место выражение

T (x, y)− T (y, x) =

=
∑
γn

T (γn)δ1,|pγx−pγy|p
(
Ω(|pγx− n|p)− Ω(|pγy − n|p)

)
.

(2.36)

Докажем, что это выражение тождественно равно нулю. Рассмот-
рим случай, когда x такой, что следующая характеристическая
функция не равна нулю:

Ω(|pγx− n|p) = 1.
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Отсюда следует
|x− p−γn|p 6 pγ . (2.37)

Если
δ1,|pγx−pγy|p ̸= 0,

то
|x− y|p = pγ . (2.38)

Из формул (2.37), (2.38) и ультраметричности следует, что

Ω(|pγy − n|p) = 1.

Следовательно, соответствующие члены в (2.36) сокращаются.
Отсюда следует, что T (x, y), задаваемое (2.35), симметрично.

Докажем, что T (x, y), задаваемое (2.35), удовлетворяет (2.34).
Выберем x ∈ Qp. Тогда для y, лежащего на сфере с центром в x
и радиусом pγ , получим

δ1,|pγx−pγy|p = 1

и
Ω(|pγx− n|p)

будет равно 0 или 1 в зависимости от того, будет ли p−γn лежать
в диске

{y : |x− y|p 6 pγ}

или нет. Следовательно, T (x, y) будет постоянной на рассмотрен-
ной сфере и условие (2.34) будет выполнено.

Это доказывает, что T (x, y), удовлетворяющее условиям на-
стоящей теоремы, будет удовлетворять условиям определения 15.

Обратно, легко видеть, что ядро (2.35) для x, y, лежащих
в диске с центром в p−γn радиуса pγ , и удовлетворяющих |x−y|p =
pγ , принимает значение T (γn).

Поскольку все пространство x, y ∈ Qp × Qp есть несвязное
объединение подмножеств такого вида, следовательно, выбирая
произвольные положительные T (γn), мы можем построить про-
извольное ядро, удовлетворяющее (2.34). Это завершает доказа-
тельство теоремы. �

В следующей теореме мы вычисляем собственные значения p-
адического ПДО.
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Теорема 18. Пусть ядро (2.34) оператора (2.33) удовлетво-
ряет условию абсолютной сходимости интеграла (2.40) для
некоторых γ = γ0 , n = n0 . Тогда оператор (2.33) имеет плот-
ную область определения в пространстве L2(Qp) и p-адические
всплески ψγnj вида (3) являются собственными векторами для
p-адического псевдодифференциального оператора (2.33):

Tψγnj = λγnψγnj (2.39)

с собственными значениями

λγn =
∫
|n−pγy|p>1

T (p−γn, y) dµ(y) + pγT (p−γn, p−γ(n+ 1)).

(2.40)

Замечание. Здесь собственное значение в базисе всплесков
λγn зависит от двух индексов, в отличие от рассмотренного
в предыдущем разделе случая, где собственное значение в ба-
зисе всплесков зависело только от первого индекса γ. Это пока-
зывает, что для ПДО с ядром вида (2.34) снимается вырождение
собственного состояния по второму индексу (пространственному
смещению) в базисе p-адических всплесков. Поэтому такие ПДО
мы будем называть невырожденными.

Доказательство теоремы 18. Для доказательства настоя-
щей теоремы мы используем определение 15. Рассмотрим всплеск
ψγnj . Тогда

Tψγnj(x) =
∫
T (x, y)

(
ψγnj(x)− ψγnj(y)

)
dµ(y).

Рассмотрим следующие случаи.
1) Пусть |pγx− n|p > 1. Тогда из определения 15 следует

Tψγnj(x) =
∫
T (x, y)ψγnj(x) dµ(y)− T (x, n)

∫
ψγnj(y) dµ(y) = 0.

2) Пусть |pγx− n|p 6 1. Тогда опять по определению 15

Tψγnj(x) =
( ∫

|pγx−pγy|p>1

+
∫
|pγx−pγy|p=1

+

+
∫
|pγx−pγy|p<1

)
T (x, y)(ψγnj(x)− ψγnj(y)) dµ(y) =
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=
( ∫

|pγx−pγy|p>1

+
∫
|pγx−pγy|p=1

)
T (x, y)×

× (ψγnj(x)− ψγnj(y)) dµ(y) =

= ψγnj(x)
∫
|pγx−pγy|p>1

T (x, y) dy +

+
∫
|pγx−pγy|p=1

T (x, y)(ψγnj(x)− ψγnj(y)) dµ(y) =

= ψγnj(x)
∫
|n−pγy|p>1

T (p−γn, y) dµ(y) +

+
p−1∑
l=0

∫
|z|p<pγ

T (x, x+ p−γ l + z)×

× (ψγnj(x)− ψγnj(x+ p−γ l + z)) dµ(z) =

= ψγnj(x)
∫
|n−pγy|p>1

T (p−γn, y) dµ(y) +

+ pγ−1

p−1∑
l=1

T (x, x+ p−γ l)(ψγnj(x)− ψγnj(x+ p−γ l)).

Последнее равенство следует из определения 15 и локального по-
стоянства функции ψγnj .

Используя равенство

ψγnj(x+ p−γ l) = p−
γ
2 χ(pγ−1j(x+ p−γ l))Ω(|pγ(x+ p−γ l)− n|p) =

= χ(p−1jl)ψγnj(x)

и определение 15, получим

Tψγnj(x) = ψγnj(x)
( ∫

|n−pγy|p>1

T (p−γn, y) dµ(y) +

+ pγ−1T (p−γn, p−γ(n+ 1))
p−1∑
l=1

(1− χ(p−1jl))
)
.

Поскольку
p−1∑
l=1

(1− χ(p−1jl)) = p,
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получим

Tψγnj(x) = ψγnj(x)
( ∫

|n−pγy|p>1

T (p−γn, y) dµ(y) +

+ pγT (p−γn, p−γ(n+ 1))
)
,

что доказывает (2.40).
Следовательно, оператор T определен на базисе p-адических

всплесков в пространстве L2(Qp), и болеее того, этот базис есть
базис из собственных векторов для оператора T , что заверша-
ет доказательство теоремы. Отметим, что сходимость всех инте-
гралов, использовавшихся при доказательстве теоремы, гаранти-
руется сходимостью интегралов в (2.40) для некоторых γ = γ0,
n = n0 (поскольку расходимости могут возникать только на бес-
конечности, а все интегралы типа возникающих в (2.40) ведут
себя на бесконечности одинаково для любых γ, n). �

Следующее следствие дает простое представление для соб-
ственных значений генератора с ядром (2.35).

Следствие 19. Пусть следующий ряд сходится абсолютно:
∞∑
γ=0

pγT (γ0) <∞. (2.41)

Тогда оператор (2.33) с ядром вида (2.35) имеет плотную об-
ласть определения в пространстве L2(Qp), диагонализуется
в базисе p-адических всплесков, и имеет в этом базисе собствен-
ные значения

λγn = pγT (γn) + (1− p−1)
∞∑

γ′=γ+1

pγ
′
T (γ′,pγ′−γn). (2.42)

Отметим, что условие абсолютной сходимости ряда (2.41) эк-
вивалентно абсолютной сходимости интегралов (2.40).

Доказательство. Подставляя (2.35) в (2.40), получим

λγn =
∫

|n−pγy|p>1

∑
γ′n′

T (γ′n′)δ1,|pγ′p−γn−pγ′y|pΩ(|pγ
′
p−γn− n′|p) dµ(y) +

+ pγ
∑
γ′n′

T (γ′n′)δ1,|pγ′p−γn−pγ′p−γ(n+1)|pΩ(|pγ
′
p−γn− n′|p) =
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=
∑
γ′n′

T (γ′n′)pγ
′
(1− p−1)θ(γ′ − γ)Ω(|pγ

′
p−γn− n′|p) +

+ pγ
∑
n′

T (γn′)Ω(|n− n′|p) =

= pγT (γn) + (1− p−1)
∞∑

γ′=γ+1

pγ
′
T (γ′,pγ′−γn).

Мы использовали свойства∫
|n−pγy|p>1

δ1,|pγ′p−γn−pγ′y|p dµ(y) = pγ
′
(1− p−1)θ(γ′ − γ),

θ(γ) = 0, γ 6 0, θ(γ) = 1, γ > 0,
δ1,|pγ′p−γn−pγ′p−γ(n+1)|p = δγγ′ ,

Ω(|m− n|p) = δmn, m, n ∈ Qp/Zp.

Это завершает доказательство следствия. �

Замечание. Вышеприведенное следствие влечет следующие
рекуррентные соотношения:

λγ−1,p−1n − λγn = pγ−1T (γ−1,p−1n) − pγ−1T (γn),

T (γn) = T (γ−1,p−1n) + p1−γ(λγn − λγ−1,p−1n). (2.43)

В частности, для неотрицательных T (γn) последовательность
{λγn} для фиксированного n неотрицательна и не возрастает с ро-
стом γ.

2.7. p-Адическое уравнение Шрёдингера
Рассмотрим модель квантовой частицы с p-адической коорди-

натой x и вещественным временем t. Динамика такой частицы
описывается p-адическим уравнением Шрёдингера

i∂tψ(x, t) = Dα
xψ(x, t) + U(x)ψ(x, t).

Здесь ψ(x, t) ∈ L2(Qp) для любого вещественного t. Таким обра-
зом, отличие от вещественного уравнения Шрёдингера состоит в
замене минус оператора Лапласа на оператор Владимирова.

В частности, для квантовой свободной частицы потенциал U
равен тождественно нулю. Явное отличие от вещественного слу-
чая состоит в том, что уравнение Шрёдингера для p-адической
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свободной частицы имеет решения с компактным носителем (то
есть имеет место локализация волновых пакетов для свободной
частицы).

Построим пример локализованного решения: выберем

ψ(x, t) = e−iωtψγnj(x),

где ψγnj есть p-адический всплеск. Тогда, при условии равенства
частоты ω собственному значению оператора Владимирова для
всплеска ψγnj :

ω = λγ = pα(1−γ),

вышеуказанная функция ψ(x, t) будет являться решением p-
адического уравнения Шрёдингера для свободной частицы

i∂tψ(x, t) = Dα
xψ(x, t).

Обсудим нелинейное p-адическое уравнение Шрёдингера. Как
известно, нелинейное уравнение Шрёдингера имеет вид уравне-
ния в частных производных

i∂tψ = −∂2
xψ + κ|ψ|2ψ

для комплекснозначной функции ψ = ψ(x, t). Это уравнение име-
ет явные решения, называемые солитонами.

Исследуем p-адический аналог нелинейного уравнения Шрё-
дингера — p-адическое псевдодифференциальное уравнение с ку-
бической нелинейностью вида

i∂tψ = Dα
xψ + κ|ψ|2ψ. (2.44)

Будем, как выше, искать решение в виде

ψ(x, t) = Ce−iωtψγnj(x),

где C есть комплексная константа.
Легко видеть, что для любого всплеска ψγnj квадрат моду-

ля всплеска пропорционален характеристической функции ша-
ра, являющегося носителем всплеска, и кубическая комбинация
|ψγnj |2ψγnj пропорциональна самому всплеску:

|ψγnj |2ψγnj = p−γψγnj .
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Подставляя это выражение в уравнение (2.44), мы получим

ω = pα(1−γ) + κ|C|2p−γ .

Мы получаем однопараметрическое семейство решений уравне-
ния (2.44):

ψ(x, t) = Ce−it(p
α(1−γ)+κ|C|2p−γ)ψγnj(x). (2.45)

Построенное решение есть p-адический аналог солитона. От-
метим, что частота ω зависит от амплитуды C.



Глава 3

Ультраметрические ПДО и всплески

3.1. Введение

Настоящая глава посвящена исследованию псевдодифферен-
циальных операторов и всплесков на локально компактных уль-
траметрических пространствах общего вида, которые не обяза-
тельно обладают структурой группы. Такие операторы являются
далеко идущим обобщением оператора Владимирова Dα p-ади-
ческого дробного дифференцирования.

В настоящей главе мы показываем, что все основные резуль-
таты анализа p-адических псевдодифференциальных операторов
допускают обобщение на случай регулярных ультраметрических
пространств. Регулярные пространства – это полные локально
компактные ультраметрических пространства со счётной базой.
Имеет место двойственность между регулярными ультраметри-
ческими пространствами и направленными деревьями определён-
ного вида. Здесь направление есть частичный порядок, для кото-
рого любая пара элементов имеет единственную точную верхнюю
грань.

Мы вводим псевдодифференциальные операторы и базисы
ультраметрических всплесков на регулярных ультраметрических
пространствах, доказываем, что базисы ультраметрических вспле-
сков состоят из собственных векторов для введенных ультра-
метрических псевдодифференциальных операторов и вычисля-
ем соответствующие собственные значения. Таким образом, для
рассматриваемого класса ультраметрических пространств анализ
всплесков является эффективной заменой анализа Фурье (на не
обладающих структурой группы пространствах Фурье-анализ от-
стутствует).

55
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Далее, мы развиваем приложения построенного анализа уль-
траметрических всплесков и псевдодифференциальных операто-
ров. Мы вводим пространства основных и обобщённых функций
на регулярных ультраметрических пространствах.

Мы исследуем существование и единственность решений за-
дач Коши для линейных и нелинейных ультраметрических инте-
гральных уравнений и строим решения таких задач Коши.

Мы строим гауссовское случайное поле на регулярном ультра-
метричесом пространстве как решение псевдодифференциально-
го стохастического уравнения на ультраметрическом простран-
стве. Вводим понятие ультраметрической марковости, описываю-
щее набор условий независимости для случайных полей ультра-
метрического аргумента, и показываем, что построенное гауссов-
ское случайное поле является ультраметрически марковым. По-
строенное гауссовское случайное поле обобщает p-адическое бро-
уновское движение, изучавшееся А. Х. Бикуловым и И. В. Воло-
вичем [8].

Также мы изучаем пример точно решаемого нелинейного ин-
тегрального уравнения. Такое уравнение связано с каскадными
моделями, использовавшимися для описания турбулентности.

Основные результаты настоящей главы по анализу ультрамет-
рических всплесков и псевдодифференциальных операторов бы-
ли изложены в [57], [177], [54]. Гауссовское случайное поле ультра-
метрического аргумента построено в [181]. Двойственность между
ультраметрическими пространствами и направленными деревья-
ми обсуждалась в [54] и изучалась также Леминым [203]. В p-
адическом случае такая двойственность связана с конструкци-
ей Брюа–Титса [128], [129]. Построение ультраметрических про-
странств при помощи деревьев обсуждалась разными авторами,
см., например, [238], [134], [133]. Точно решаемое нелинейное уль-
траметрическое интегральное уравнение и его связь с каскадными
моделями обсуждалась в [56]. Впервые p-адические нелинейные
интегральные уравнения были применены к описанию каскадных
моделей турбулентности Зеленовым и Фищенко [149].

Настоящая глава устроена следующим образом.
В разделах 3.2, 3.3, 3.4, 3.5 мы строим семейство регуляр-

ных ультраметрических пространств и обсуждаем двойствен-
ность между такими пространствами и направленными деревья-
ми.
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В разделе 3.6 мы вводим ортонормированные базисы ультра-
метрических всплесков в пространствах квадратично интегриру-
емых функций на регулярных ультраметрических пространствах.

В разделе 3.7 мы вводим ультраметрическую замену перемен-
ной, отображающую рассматриваемые ультраметрические про-
странства на положительную полупрямую, и используем это
отбражение для построения неоднородного обобщения базисов
всплесков на вещественной полупрямой.

В разделе 3.8 мы вводим псевдодифференциальные операто-
ры, действующие на комплекснозначных функциях на регуляр-
ных ультраметрических пространствах, доказываем, что эти опе-
раторы диагональны в базисах ультраметрических всплесков, и
вычисляем соответствующие собственные значения.

В разделе 3.9 мы исследуем аналог оператора Владимирова
на рассматриваемых ультраметрических пространствах.

В разделах 3.10 и 3.11 мы обсуждаем пространства основных
и обобщённых функций на регулярных ультраметрических про-
странствах.

В разделе 3.12 мы обсуждаем разложение обобщённых функ-
ций из D′(X) по всплескам и применяем это к построению реше-
ний задачи Коши для псевдодифференциальных уравнений.

В разделе 3.13 мы строим гауссовское случайное поле уль-
траметрического аргумента и вводим понятие ультраметрической
марковости.

В разделе 3.14 мы исследуем пример точно решаемого нели-
нейного интегрального ультраметрического уравнения.

3.2. Направленное дерево T (X) шаров
В настоящем разделе мы по ультраметрическому простран-

ству X строим направленное дерево T (X) шаров в простран-
стве X. Напомним, см. определение 1 и обсуждение после этого
определения, что ультраметрическое пространство есть метриче-
ское пространство, где метрика удовлетворяет сильному неравен-
ству треугольника. Мы опишем свойство локальной компактно-
сти ультраметрического пространства в терминах дерева шаров.
Введём необходимые определения.

Определение 20. Будем говорить, что ультраметрическое
пространство X регулярно, если оно полно и удовлетворяет сле-
дующим свойствам:
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1) множество всех шаров в X ненулевого диаметра не более
чем счётно;

2) для любой убывающей бесконечной последовательности ша-
ров {Dk}, Dk ⊃ Dk+1, диаметры шаров стремятся к нулю;

3) Каждый шар ненулевого диаметра есть конечное объедине-
ние максимальных подшаров.

Из свойств 2 и 3 следует условие:
Для любых двух шаров I, J в X ненулевого диаметра и любой

последовательности шаров {Dk}, для которой I ⊂ Dk ⊂ J для
всех k, последовательность {Dk} конечна.

В самом деле, по условию 3 в шаре J существует максималь-
ный подшар J1 ⊂ J , содержащий шар I. Если J1 строго больше
I, то в шаре J1 существует максимальный подшар J2 ⊂ J1, со-
держащий шар I, и так далее. По свойству 2 диаметры шаров
из убывающей последовательности стремятся к нулю либо эта
последовательность обрывается (то есть диаметр некоторого ша-
ра в этой последовательности равен нулю). Поэтому шар Jl для
некоторого l совпадёт с шаром I. Поскольку построенная после-
довательность {Jk} максимальна, последовательность {Dk} бу-
дет подпоследовательностью конечной последовательности {Jk},
k 6 l и поэтому будет конечной.

Предложение 21. 1) Регулярное ультраметрическое про-
странство локально компактно и имеет не более чем счётную
базу.

2) Локально компактное ультраметрическое пространство
со счётной базой регулярно.

Здесь имеется в виду топология, соответствующая ультрамет-
рике.

Доказательство. Наличие не более чем счётной базы экви-
валентно свойству 1 определения регулярности.

Достаточно доказать, что исследуемое пространство локально
счётно компактно. Для доказательства того, что регулярное про-
странство X локально компактно (то есть любой шар в X ком-
пактен) рассмотрим бесконечную (счётную) последовательность
{xk}, лежащую в шаре D в X. Тогда, если шар имеет ненуле-
вой диаметр, он содержит подшар D′, содержащий бесконечную
подпоследовательность в {xk}. В качестве такого подшара можно
выбрать один из максимальных подшаров в D, так как поскольку
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таких подшаров конечное число, то хотя бы один из них содержит
бесконечное число членов последовательности.

Повторяя эту процедуру, мы получим убывающую последова-
тельность шаров с диаметрами, стремящимися к нулю, причем
каждый подшар содержит бесконечную подпоследовательность
{xk}. Следовательно, последовательность {xk} имеет предельную
точку в D. Мы показали, что регулярное ультраметрическое про-
странство локально компактно.

Пусть теперь полное ультраметрическое пространство X со
счётной базой локально компактно. Покажем, что для любого ша-
ра J ⊂ X ненулевого диаметра и точки x ∈ J существует макси-
мальный подшар J1 в J , содержащий x. В самом деле, пусть тако-
го подшара не существует. Тогда существует бесконечная расту-
щая последовательность вложенных шаров {Dk}, Dk ∈ J , x ∈ Dk

∀k. Тогда в каждом шаре Dk можно выбрать по одной точке, не
принадлежащей меньшим шарам из последовательности. Мы по-
лучили последовательность точек, расстояния между которыми
будут равны диаметрам соответствующих шаров Dk. Таким обра-
зом, эта последовательность не будет иметь точек сгущения, что
противоречит локальной компактности.

Мы показали существование максимальных подшаров. Если
бы в некотором шаре максимальных подшаров было бы беско-
нечно много, то это бы противоречило локальной компактности
(поскольку расстояния между этими шарами одинаковы и рав-
ны диаметру содержащего их шара), откуда следует свойство 3
определения 20.

Более того, выполнено также свойство 2 этого определения.
Это доказывается тем же рассуждением, которое использовалось
для доказательства существования максимальных подшаров: в
шарах из последовательности {Dk} выбирается по одной точке,
не лежащей в следующем (меньшем) шаре последовательности.
Тогда если диаметры шаров не стремятся к нулю, последователь-
ность точек не будет иметь точек сгущения, что противоречит
локальной компактности.

Мы показали, что регулярные ультраметрические простран-
ства суть в точности локально компактные ультраметрические
пространства со счётной базой. Это завершает доказательство
предложения. �

Введём стандартные определения частично упорядоченного и
направленного множеств.
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Определение 22. Частично упорядоченным множеством на-
зывается множество с заданным на нём частично определённым
бинарным отношением сравнения, то есть для каждой пары (x, y),
x ̸= y элементов которого элементы x, y либо несравнимы, либо
x > y, либо x < y, причем:

1) элемент не может быть больше или меньше самого себя;
2) если x > y и y > z, то x > z (транзитивность).

Если любые два элемента частично упорядоченного множе-
ства сравнимы, то такое множество называется вполне упорядо-
ченным.

Верхней гранью подмножества S в частично упорядоченном
множестве T называется элемент множества T , больший или рав-
ный всем элементам подмножества S. Точная верхняя грань supS
подмножества S – это верхняя грань, меньшая или равная любой
верхней грани. Точная верхняя грань единственна. Если любое
конечное подмножество имеет точную верхнюю грань, то частич-
но упорядоченное множество называют направленным (а частич-
ный порядок – направлением).

Напомним определения из теории графов.
Граф есть пара множеств (G,E) (множество вершин, мно-

жество ребер), каждое из которых мы будем считать не более
чем счётным. При этом каждое ребро i ∈ E есть пара вершин
I0, I1 ∈ G (начало и конец ребра), мы рассматриваем только та-
кие рёбра, для которых конец отличен от начала. В этом случае
мы говорим, что I0, I1 соединены ребром, или являются соседни-
ми.

Путем в графе называем последовательность рёбер, такую,
что конец предыдущего ребра совпадает с началом следующего.
Длиной пути называется число рёбер в этом пути. Граф назы-
вается связным, если для любых двух вершин I, J существует
конечный путь с началом в I и концом в J . Расстоянием между
вершинами графа называем длину соединяющего их кратчайше-
го пути. Цикл в графе есть конечный путь, для которого началь-
ная вершина совпадает с конечной. Дерево есть связный граф без
циклов. Мы будем рассматривать только такие пути в деревьях,
которые не имеют самопересечений.

Рассмотрим произвольное дерево T (конечное или бесконеч-
ное), такое, что количество ребер, входящих в каждую вершину,
конечно. Мы рассматриваем деревья c частичным порядком, удо-
влетворяющим следующему свойству:
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Свойство 1. В любом конечном пути существует ровно одна
максимальная вершина.

В частности, вершины, соединённые ребром, сравнимы.

Индексом ветвления pI вершины I в таком дереве с частич-
ным порядком будем называть число убывающих рёбер, выходя-
щих из I (ребро убывает, если его конец меньше начала). Индекс
ветвления вершины I эквивалентно может быть определён как
число максимальных вершин, меньших I.

Лемма 23. Частичный порядок в дереве, удовлетворяющий
свойству 1, является направлением.

Доказательство. Докажем, что если выполняется свой-
ство 1, то для любого конечного множества вершин существует
точная верхняя грань. Достаточно доказать это для случая двух
вершин, поскольку если для любых двух вершин A, B существу-
ет вершина, являющаяся точной верхней гранью sup(A,B), и мы
выбираем произвольную вершину C, то рассмотрим

D = sup(C, sup(A,B)).

Тогда D > A,B,C, и если E > A,B,C, то E > D, то есть D =
sup(A,B,C).

Следовательно, если существует точная верхняя грань для
любой пары вершин, то sup(A,B,C) существует. Аналогично
можно поступить для произвольного конечного числа вершин.

Из свойства 1 следует, что для максимальной вершины C на
пути AB пути AC и CB представляют из себя вполне упорядо-
ченные множества.

Для вершин A, B рассмотрим путь, соединяющий эти верши-
ны, и докажем, что (единственная) максимальная вершина C на
этом пути есть точная верхняя грань для A, B.

Пусть D есть некоторая вершина, большая A, B. Рассмотрим
путь, соединяющий A и D. На этом пути по свойству1 есть мак-
симальная вершина, большая A и D. Поскольку D > A, эта мак-
симальная вершина совпадает с D. Аналогично, D есть макси-
мальная вершина на пути, соединяющем B и D. Более того, пути
AD и BD вполне упорядочены.

Рассмотрим теперь пути AB, AD, BD. Поскольку мы рассмат-
риваем дерево, существует единственная вершина E, принадле-
жащая всем трём путям. Для вершины E выполнены неравенства

E > A, E > B, E 6 D.
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Следовательно, E = C. Это доказывает, что C есть точная верх-
няя грань для A и B. Это завершает доказательство леммы. �

Для ультраметрического пространства X рассмотрим множе-
ство T (X), содержащее шары ненулевого диаметра в простран-
стве X, и шары нулевого диаметра, являющиеся максимальными
подшарами в шарах ненулевого диаметра (напомним, что диа-
метр множества есть точная верхняя грань расстояния между
элементами этого множества).

На множестве T (X) существует естественный частичный по-
рядок: для I, J ∈ T (X) имеем I > J , если соответствующие ша-
ры упорядочены по вложению. Поскольку для любых двух ша-
ров в ультраметрическом пространстве существует единственный
минимальный шар, содержащий эти два шара (то есть точная
верхняя грань этих шаров), то такой частичный порядок будет
направлением.

Множество T (X) имеет структуру графа, определенную сле-
дующим образом: вершины графа есть шары из T (X), две верши-
ны I и J соединены ребром если соответствующие шары вложены
друг в друга, и между I и J нет других элементов из T (X) (то
есть один из шаров есть максимальный подшар в другом). В p-
адическом случае, когда X есть Qp, соответствующий граф T (X)
совпадает с деревом Брюа–Титса.

Теорема 24. Пусть X есть регулярное ультраметрическое
пространство. Тогда множество T (X), содержащее шары нену-
левого диаметра в пространстве X , и шары нулевого диамет-
ра, являющиеся максимальными подшарами в шарах ненулевого
диаметра, есть направленное дерево, причем направление удо-
влетворяет свойству 1.

Индекс ветвления в дереве T (X) может принимать конеч-
ные значения, не равные 1. Шары ненулевого диаметра в X со-
ответствуют вершинам индекса ветвления > 2 в T (X), и ша-
ры нулевого диаметра, являющиеся максимальными подшарами
в шарах ненулевого диаметра отвечают вершинам с индексом
ветвления 0 в T (X).

Доказательство. Докажем, что граф T (X) будет деревом
с конечным индексом ветвления. Из свойств (1), (3) регулярного
ультраметрического пространства X следует, что T (X) имеет не
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более чем счётное число вершин, и все индексы ветвления конеч-
ны. По свойству (2) регулярного ультраметрического простран-
ства граф T (X) является связным. В самом деле, для шаров A
и B пути A sup(A,B) и sup(A,B)B являются конечными.

Предположим, что в графе T (X) имеется цикл. Выберем ми-
нимальный элемент I цикла, и рассмотрим шары J , K в X, ле-
жащие в цикле, причем I ⊂ J , I ⊂ K (в качестве J , K можно
выбрать соседние с I вершины в цикле, они будут больше I). Из
ультраметричности пространства X, для любых трёх шаров I, J ,
K в X, таких, что I ⊂ J , I ⊂ K, шары J и K будут сравнимы:
либо J ⊂ K, либо K ⊂ J , либо J = K. Следовательно, цикл не
существует и граф T (X) является деревом.

Затем, легко видеть, что индекс ветвления дерева T (X) не мо-
жет быть равен 1 ни для какой вершины. Более того, шары нену-
левого диаметра в X отвечают вершинам индекса ветвления > 2
в T (X), и шары нулевого диаметра, являющиеся максимальными
подшарами в в шарах ненулевого диаметра отвечают вершинам
индекса ветвления 0 в T (X).

Докажем, что направление в T (X) удовлетворяет свойству 1.
Пусть I, J в T (X) и K = sup(I, J). Рассмотрим пути IJ , IK, JK
и вершину

L = IJ ∩ IK ∩ JK

Тогда L > I, L > J и L 6 K, откуда следует, что L = K, то есть
точная верхняя грань K лежит на пути IJ . Более того, легко
видеть, что пути IK и JK вполне упорядочены, откуда следует
свойство 1. Это завершает доказательство теоремы. �

Эта теорема показывает, что дерево шаров в регулярном уль-
траметрическом пространстве является направленным деревом
с определёнными свойствами. Это подсказывает следующее опре-
деление.

Определение 25. Направленное дерево T называется регу-
лярным деревом, если:

1) направление удовлетворяет свойству 1;
2) индекс ветвления в дереве T может принимать конечные

значения, не равные 1.

Рассмотрим множество X ∪ T (X), где мы отождествляем ша-
ры нулевого диаметра из T (X) и соответствующие точки из X.
Мы называем T (X) деревом шаров в ульраметрическом про-
странстве X, и называем X ∪T (X) расширенным деревом шаров.
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Можно сказать, что X ∪ T (X) есть множество всех шаров в X,
нулевого и ненулевого диаметра.

Введём структуру направленного множества на X ∪T (X). На
дереве шаров T (X) эта структура уже описана, и отношения по-
рядка с точками из X вводятся следующим образом.

Определение 26. Любые две точки ультраметрического про-
странства X несравнимы. Отношения порядка между точками X
и вершинами дерева T (X) (то есть шарами в X) вводятся следу-
ющим образом: если x ∈ X и I ∈ T (X), то x 6 I тогда и только
тогда, когда x ∈ I.

Лемма 27. Введённый определением 26 частичный порядок
в X ∪ T (X) является направлением. Это направление описыва-
ется следующим образом.

Точная верхняя грань

sup(x, y) = I

точек x, y ∈ X есть минимальный шар I , содержащий эти точ-
ки.

Аналогично для J ∈ T (X) и x ∈ X точная верхняя грань

sup(x, J) = I

есть минимальный шар I , содержащий шар J и точку x.

Эта конструкция расширяет определение верхней грани вер-
шин дерева T (X), поскольку I = sup(J,K) соответствует мини-
мальному I, содержащему шары J и K).

Введем структуру ультраметрического пространства на рас-
ширенном дереве X ∪ T (X).

Определение 28. Для I, J в X∪T (X), где I ̸= J , расстояние
d(I, J) вводится как диаметр шара K ∈ X ∪ T (X), K = sup(I, J),
и для I in X ∪ T (X) расстояние d(I, I) кладётся равным нулю:
d(I, I) = 0.

Нетрудно проверить, что введённое расстояние есть ультра-
метрика. В частности, дерево шаров T (X) является (в общем
случае, неполным) ультраметрическим пространством.

Более того, борелевская (то есть все шары измеримы) мера ν
на ультраметрическом пространстве X порождает меру (которую
мы также обозначаем ν) на расширенном дереве шаров X∪T (X):
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меру I ∈ T (X) мы кладём равной мере соответствующего шара
в X.

Следующее предложение даёт пример борелевской σ-аддитив-
ной меры на X, называемой однородной мерой.

Предложение 29. На регулярном ультраметрическом про-
странстве X рассмотрим меру µ, положительную для некото-
рого шара I0 ненулевого диаметра, и определенную для каждого
шара I по следующему правилу:

Меры всех шаров Ij , являющихся максимальными подшарами
в I , равны.

Тогда мера µ является положительной, борелевской, σ-адди-
тивной и имеет счётный или конечный базис, состоящий из
шаров12 .

Доказательство. Легко видеть, что рассмотренное условие
определяет меру µ с точностью до умножения на число. Мера
шара I определяется следующим образом: рассмотрим путь II0.
Тогда мера µ(I) получается из µ(I0) умножением на индексы ветв-
ления в минус первой степени для возрастающих рёбер на пути
II0 и на индексы ветвления в первой степени для убывающих рё-
бер на этом пути (индекс ветвления ребра есть индекс ветвления
его максимальной вершины).

σ-Аддитивность следует из локальной компактности X (так-
же, как и для меры Лебега) [60]. Конечный или счётный базис
для µ задаётся (не более счётным) множеством шаров в X. Это
завершает доказательство предложения. �

3.3. Направленные деревья и ультраметрика
В предыдущем разделе было показано, как по регулярному

ультраметрическому пространствуX построить направленное де-
рево шаров T (X). В настоящем разделе мы покажем, что на на-

1Напомним, что мера m счётно-аддитивна, или σ-аддитивна, если для лю-
бого счётного набора непересекающихся попарно множеств из области опре-
деления меры A1, . . . , An, . . . , для которого A =

⋃
n An лежит в области опре-

деления меры, имеем m(A) =
∑

n m(An).
2Напомним, что мера m имеет счётный базис, если существует такой счёт-

ный набор измеримых множеств (счётный базис), что для всякого измеримо-
го множества мера симметрической разности этого множества и конечного
объединения множеств из счётного базиса может быть сделана как угодно
малой.
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правленном дереве T с направлением, удовлетворяющим свой-
ству 1, можно ввести ультраметрику, и дадим характеризацию
таких ультраметрик.

Определение 30. Два пути в дереве T назовём эквивалент-
ными, если они совпадают, начиная с некоторой вершины (со-
ответственно, они оба либо бесконечны, либо кончаются в од-
ной вершине). Путь из класса эквивалентности x, начинающийся
в вершине A, будем обозначать Ax (такой путь существует вслед-
ствие связности дерева).

Следующая теорема описывает взаимно однозначное соответ-
ствие между направлениями на дереве T , удовлетворяющими
свойству 1, и классами эквивалентности путей в T . Это даёт
возможность описать конструктивно направления, удовлетворя-
ющие свойству 1.

Теорема 31. Фиксируем некий класс эквивалентности x
путей в дереве T . Введём следующий частичный порядок на де-
реве T . Будем говорить, что A < B , где A, B есть вершины
дерева T , если существует путь из класса эквивалентности x,
такой что A, B лежат на этом пути, и A < B в смысле поряд-
ка на пути (любой путь есть вполне упорядоченное множество
в естественном смысле: вершина тем меньше, чем ближе к на-
чалу).

Данный частичный порядок удовлетворяет свойству 1 и яв-
ляется направлением на T .

Обратно, любое направление на дереве T , удовлетворяющее
свойству 1, вводится таким образом (то есть для любого та-
кого направления существует класс эквивалентности x путей,
задающий данное направление).

Доказательство. Докажем, что условие теоремы действи-
тельно определяет частичный порядок. Покажем, что если для
вершин A, B имеем A > B, то не может быть A < B. Пусть пути
Ax и Bx совпадают, начиная с вершины C. Если одновременно
A < B и B < A, то на вершины A, B, C можно натянуть цикл,
что противоречит условиям теоремы. Транзитивность введенного
частичного порядка очевидна.

Пусть теперь A, B – произвольные вершины. Рассмотрим пу-
ти Ax, Bx. Эти пути и путь AB пересекаются в единственной
вершине C. По построению вершина C > A, C > B, и C есть
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единственная максимальная вершина на пути AB. Таким обра-
зом, введенный частичный порядок удовлетворяет свойству 1 и
по лемме 23 есть направление.

Обратно, пусть на дереве T задано направление, удовлетво-
ряющее свойству 1. Выберем вершину A и рассмотрим соседние
(соединённые с A рёбрами) вершины. Среди этих вершин (A и
соседних) по свойству 1 есть единственная максимальная верши-
на A1. Опять, рассмотрим соседние к A1 (включая саму A1) и
выберем максимальную вершину A2. Повторяя процедуру, полу-
чим возрастающий путь AA1A2 . . . (который может быть конечен
либо бесконечен).

Стартуя с вершины B, аналогичным способом получим воз-
растающий путь BB1B2 . . . . Поскольку по свойству 1 на пути AB
есть единственная максимальная вершина C = sup(A,B), то

AB ⊂ AA1A2 . . . ∪BB1B2 . . .

и пути AA1A2 . . . , BB1B2 . . . совпадают, начиная с C. Следова-
тельно, эти пути лежат в одном классе эквивалентности.

Это завершает доказательство теоремы. �
Следующая теорема описывает семейство ультраметрик на на-

правленных деревьях. Мы называем две метрики на одном про-
странстве эквивалентными, если они определяют одинаковые на-
боры шаров.

Теорема 32. Если F (I) есть положительная возрастаю-
щая функция на направленном дереве T , то формула

d(A,B) = F (sup(A,B)), A ̸= B, d(A,A) = 0 ∀A,B ∈ T ,
(3.1)

определяет на дереве T ультраметрику, то есть эта функция
неотрицательна, равна нулю только для A = B , симметрична
по отношению к перестановке A и B , и удовлетворяет сильному
неравенству треугольника:

d(A,B) 6 max(d(A,C), d(B,C)) ∀A,B,C ∈ T .

Более того, все ультраметрики, определённые таким образом,
эквивалентны.

Доказательство. Для доказательство того, что d(A,B) есть
ультраметрика, достаточно доказать, что d(A,B) удовлетворяет



68 Глава 3. Ультраметрические ПДО и всплески

сильному неравенству треугольника (остальные условия, необхо-
димые для ультраметричности, очевидны).

Рассмотрим вершины A, B, C. Пусть I = sup(A,B), J =
sup(B,C), K = sup(A,C).

Поскольку вершины I и K обе больше вершины A, то они
сравнимы, иначе бы в дереве существовал цикл из двух различ-
ных путей AI sup(I,K), AK sup(I,K) (мы обозначаем XY Z путь
с началом в X и концом в Z, проходящий через Y ). Аналогично,
сравнимы вершины I и J ; а также вершины J и K. Следователь-
но, {I, J,K} есть упорядоченное множество.

Возможно два варианта: либо I = J = K, либо среди этих
вершин есть несовпадающие. Если I = J = K, то вследствие
(3.1)

d(A,B) = d(A,C) = d(B,C),
то есть выполнено сильное неравенство треугольника.

Примем, что I > J , то есть sup(A,B) > sup(B,C). Тогда
sup(A,C) = sup(A,B), то есть I = K. Это означает, что по (3.1)

d(A,B) = d(A,C) > d(B,C),

то есть выполнено сильное неравенство треугольника.
Аналогично, при прочих выборах порядка на множестве

{I, J,K} мы опять получим сильное неравенство треугольника.
Поскольку структура множества шаров, определённая таким

образом, зависит только от направления на дереве и не зависит
от функции F , ультраметрики, соответствующие различным F ,
будут эквивалентны. Это завершает доказательство теоремы. �

Введём теперь пример ультраметрики вида, описанного в тео-
реме 32. Такую ультраметрику на T мы будем назвать стандарт-
ной.

Сопоставим ребру дерева индекс ветвления наибольшей из
вершин ребра (это определение корректно, поскольку две вер-
шины, соединенные ребром, всегда сравнимы). Ребро называется
возрастающим, если конец ребра больше начала, и убывающим
в противном случае.

Определение 33. Рассмотрим направленное дерево T с на-
правлением, удовлетворяющим свойству 1. Пусть, более того, все
индексы ветвления вершин дерева конечны и не равны 1, макси-
мальная вершина либо не существует, либо имеет индекс ветвле-
ния > 2. Выберем произвольную вершину R дерева (эту вершину
мы будем называть корнем дерева).
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Пусть A, B, A ̸= B, есть вершины дерева T и I = sup(A,B),
R есть корень дерева T . Определим расстояние d(A,B) между
вершинами дерева как произведение индексов ветвления ребер
вдоль конечного направленного пути RI

RI = I0 . . . IN , I0 = R, IN = I

в степенях ±1, причем индексы ветвления возрастающих ребер
IjIj+1 входят в произведение в степени +1, а индексы ветвления
убывающих ребер входят в степени −1:

d(A,B) =
N−1∏
j=0

p
εIjIj+1
IjIj+1

, (3.2)

где εIjIj+1 = 1 для Ij < Ij+1, εIjIj+1 = −1 для Ij > Ij+1.
Если вершины A, B совпадают, то расстояние между ними

положим равным нулю.

По теореме 32 введённое расстояние будет ультраметрикой.
В дальнейшем обозначение d( · , · ) для определённости будет по-
ниматься как ультраметрика, заданная формулой (3.2).

3.4. Пополнение направленных деревьев

В настоящем разделе мы рассматриваем пополнения направ-
ленных деревьев (с направлением, удовлетворяющим свойству 1
и описываемым теоремой 31) относительно ультраметрики, опре-
делённой теоремой 32. Данная конструкция является аналогом
конструкции вещественных (и p-адических) чисел по рациональ-
ным.

Определение 34. Для направленного дерева T рассмотрим
множество X̃(T ), являющееся пополнением T по ультраметрике,
заданной теоремой 32. Пространство X̃(T ) будем называть по-
полненным деревом, отвечающим дереву T .

Также введём множество X(T ) = X̃(T ) \ (T \ Tmin) (где Tmin

есть множество минимальных вершин в T ), то есть X(T ) есть
X̃(T ), из которого выкинуты все вершины дерева T , кроме ми-
нимальных. Пространство X(T ) мы будем называть ультрамет-
рическим пространством, связанным с направленным деревом T .
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Множества X̃(T ) и X(T ) являются полными ультраметриче-
скими пространствами.

Здесь мы понимаем вычитание дерева из его пополнения сле-
дующим образом: вершина A дерева очевидным образом отож-
дествляется с классом эквивалентности последовательностей вер-
шин, совпадающих с A, начиная с некоторого элемента.

Определение пространства X(T ) эквивалентно, см. следую-
щий раздел, стандартному определению абсолюта дерева (точнее,
определению абсолюта с выколотой точкой, отвечающей возрас-
тающему пути).

Назовём бесконечно продолженным путь в направленном де-
реве T с описанным в разделе 3.2 направлением, который ли-
бо бесконечен, либо заканчивается в вершине с индексом ветв-
ления 0, либо заканчивается в максимальной вершине в T (если
такая вершина существует).

Лемма 35. Множество X̃(T ) находится во взаимно одно-
значном соответствии с множеством классов эквивалентно-
сти путей в T , содержащих невозрастающие пути. Множе-
ство X(T ) находится во взаимно однозначном соответствии
с множеством классов эквивалентности путей в T , содержа-
щих невозрастающие бесконечно продолженные пути.

Доказательство. Невозрастающему пути в дереве T мож-
но сопоставить бесконечную последовательность вершин в де-
реве следующим образом: если путь бесконечен, то последова-
тельность выберем как последовательность вершин пути; если
путь конечен, то последовательность выберем как последователь-
ность вершин пути, дополненную бесконечной последовательно-
стью, состоящей из конечной вершины пути.

Применяя данную конструкцию к классу эквивалентности, со-
держащему невозрастающий путь, получим набор эквивалентных
фундаментальных последовательностей в смысле ультраметри-
ки (3.1). Таким образом, множество классов эквивалентности, со-
держащих невозрастающие пути, есть подмножество в X̃(T ).

В свою очередь, из (3.1) нетрудно видеть, что любой класс
эквивалентности фундаментальных относительно метрики (3.1)
последовательностей в T содержит последовательность, опреде-
лённую невозрастающим путем. Следовательно, множество X̃(T )
изоморфно множеству классов эквивалентности невозрастающих
путей.
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Аналогично, класс эквивалентности бесконечно продолжен-
ных невозрастающих путей отвечает некоторой точке X(T ), и
в любом классе эквивалентности последовательностей точек де-
рева, отвечающем точке X(T ), содержится последовательность,
отвечающая бесконечно продолженному невозрастающему пути.
Это завершает доказательство леммы. �

Введённое пополненное дерево X̃(T ) совпадает с X ∪ T (X),
где X = X(T ). Это показывает наличие двойственности между
регулярными ультраметрическими пространствами и направлен-
ными деревьями с конечным индексом ветвления ̸= 1, направле-
нием, удовлетворяющим свойству 1, и с максимальной вершиной
(если она существует) имеющей индекс ветвления > 2.

Вершине I ∈ T соответствует шар I в ультраметрическом про-
странстве X̃(T ), являющийся минимальным шаром, содержащим
все вершины, меньшие I. Аналогично, шаром I в пространстве
X(T ) назовем результат вычитания из I ⊂ X̃(T ) соответствую-
щих вершин T . Шар I содержит pI максимальных подшаров, где
pI есть индекс ветвления вершины I.

Определим однородную меру µ на пространстве X(T ), кото-
рая для случая дерева Брюа–Титса сведется к мере Хаара на
p-адических числах. Чтобы определить меру µ, достаточно опре-
делить эту меру на шарах I. Определим диаметр dI = diam(I)
шара как точную верхнюю грань расстояния d(x, y) между точ-
ками x и y в шаре I.

Определение 36. Однородная мера µ на X(T ) шара I нену-
левого диаметра равна его диаметру µ(I) = diam(I) в ультра-
метрике (3.2). Для шара нулевого диаметра I, отвечающего ми-
нимальной вершине I, мера µ(I) определяется как p−1

I+1µ(I + 1).
Здесь I+1 есть минимальная вершина, большая I, pI+1 и µ(I + 1)
есть соответственно индекс ветвления и мера шара (с ненулевым
диаметром), соответствующие этой вершине.

Поскольку неминимальный шар I содержит pI максимальных
подшаров, которые по определению ультраметрики и меры имеют
меру p−1

I µ(I), то мера µ аддитивна.

Лемма 37. Эквивалентно, однородная мера µ задаётся сле-
дующими условиями:

1) Для шара R, отвечающего корню дерева T , µ(R) = 1;
2) Для каждого неминимального шара I выполнено условие:

меры максимальных подшаров в I равны.
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Однородная мера на регулярном ультраметрическом про-
странстве будет положительной, борелевской (то есть все шары
будут измеримы), счётно аддитивной и будет иметь счётный ли-
бо конечный базис. Эти свойства (кроме счётной аддитивности)
непосредственно следуют из определения. Счётная аддитивность
доказывается так же, как и для меры Лебега на прямой, и следу-
ет из локальной компактности регулярного ультраметрического
пространства.

Мы обозначаем L2(X,µ) сепарабельное гильбертово простран-
ство комплекснозначных квадратично интегрируемых (по отно-
шению к введенной мере) функций на пространстве X(T ). По-
скольку пространство X(T ) (в общем случае) не является груп-
пой, не существует преобразования Фурье в L2(X,µ). Тем не ме-
нее, там можно ввести всплеск-преобразование.

Обсудим представление элементов пространства X(T ) и по-
полненного дерева, аналогичное разложению вещественных чисел
в десятичные дроби (и p-адических чисел в ряды по степеням p).

Для каждой вершины I дерева мы имеем pI убывающих ребер,
выходящих из вершины, 0 6 pI <∞. Занумеруем все убывающие
ребра числами xI = 0, . . . , pI − 1 произвольным образом. Мы рас-
сматриваем xI как функцию от x из шара I, где xI есть номер
ребра, выходящего из вершины I, на убывающем пути из I в x.

Рассмотрим точку x ∈ X(T ). Рассмотрим убывающий (бес-
конечный либо конечный) путь sup(R, x)x, имеющий последова-
тельность (убывающих) ребер {xL}. Пусть γ есть число (возрас-
тающих) ребер в конечном пути R sup(R, x).

Мы сопоставляем точке x последовательность номеров ребер
(бесконечную для бесконечного пути и конечную для конечного
пути)

x−γx−γ+1 . . . x−1, x0 . . . . (3.3)

Элементы в вышеприведенной последовательности есть элементы
последовательности {xL}, расположенные в порядке убывания3.

Аналогично, вершине I ∈ T сопоставляется конечная после-
довательность {xL} номеров ребер в пути sup(R, I)I:

x−γx−γ+1 . . . x−1, x0 . . . xβ , (3.4)

3Мы определяем элемент последовательности с отрицательными номе-
рами запятой, т.е. x−γ есть номер ребра пути sup(R, x)x, выходящего из
sup(R, x), x−γ+1 есть номер следующего ребра на этом пути, и так далее.
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где γ есть число (возрастающих) ребер в конечном путиR sup(R, I)
и xβ есть номер убывающего ребра, входящего в I.

Легко видеть, что последовательности (3.3) являются преде-
лами последовательностей (3.4), соответствующих убывающим I,
в норме (3.2). Данная конструкция есть аналог представления p-
адического числа в виде ряда

x =
∞∑
i=γ

xip
i, xi = 0, . . . , p− 1

(данный ряд есть аналог последовательности (3.3)), и такие ряды
есть пределы в p-адической норме от конечных сумм вида

x =
β∑
i=γ

xip
i, xi = 0, . . . , p− 1

(аналогов последовательностей (3.4)).

3.5. Связь со стандартным определением
абсолюта

Рассмотрим регулярное направленное дерево T . Воспроизве-
дём для сравнения более стандартное определение абсолюта на-
правленного дерева.

Выберем класс эквивалентности∞ путей в T . Направление на
множестве вершин дерева определим следующим образом: J > I
если J принадлежит пути I∞. Тогда ∞ будет классом эквива-
лентности возрастающих бесконечно продолженных путей в T .

Абсолютом дерева T мы будем называть множество X̂(T )
классов эквивалентности бесконечно продолженных путей. Так-
же рассмотрим пространство X(T ) классов эквивалентности бес-
конечно продолженных путей, содержащих убывающие бесконеч-
но продолженные пути. Таким образом, X̂(T ) = X(T ) ∪∞.

Фиксируем некоторую вершину R дерева T (мы будем назы-
вать эту вершину корнем дерева).

Для точек x, y абсолюта существует единственный путь xy в
дереве T . Здесь мы обозначаем xy следующее множество: в классе
эквивалентности x мы выбираем представитель Ix (путь к точке
абсолюта x, начинающийся в вершине I), аналогично выбираем
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Iy, и рассматриваем объединение Ix ∪ Iy. Тогда мы определяем
xy как пересечение всех таких объединений:

xy =
⋂
I

(Ix ∪ Iy).

Множество xy мы будем называть путем между двумя точками
абсолюта.

Для трех таких путей xy, xz, yz, отвечающих попарно различ-
ным точкам абсолюта x, y, z, существует единственная вершина I
дерева T , лежащая на всех трех путях.

Точку пересечения трёх путей xy, x∞, y∞ мы будем называть
точной верхней гранью точек x, y пространства X(T ) и обозна-
чать sup(x, y):

sup(x, y) = xy ∩ x∞∩ y∞. (3.5)

Определение ультраметрики 33 примет следующий вид.

Определение 38. Пусть x, y ∈ X(T ), I = sup(x, y) и R
есть корень дерева. Определим расстояние d(x, y) между точками
X(T ) как произведение индексов ветвления ребер вдоль конечно-
го направленного пути RI

RI = I0 . . . IN , I0 = R, IN = I

в степенях ±1, причем индексы ветвления возрастающих ребер
IjIj+1 входят в произведение в степени +1, а индексы ветвления
убывающих ребер входят в степени −1:

d(x, y) =
N−1∏
j=0

p
εIjIj+1
IjIj+1

, (3.6)

где εIjIj+1 = 1 для Ij < Ij+1, εIjIj+1 = −1 для Ij > Ij+1.
Если x = y, то расстояние d(x, y) положим равным нулю.

Мы суммируем результаты, полученные в нескольких послед-
них разделах, в следующей теореме.

Теорема 39. Рассмотрим регулярное дерево T , то есть на-
правленное дерево со следующими свойствами:

1) число ребер, входящих в любую вершину, конечно;
2) индекс ветвления любой вершины ̸= 1;
3) максимальная вершина (если она существует) имеет ин-

декс ветвления > 2;
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4) направление в дереве определяется при помощи конструк-
ции теоремы 31 некоторой точкой абсолюта (то есть клас-
сом эквивалентности бесконечно продолженных путей), назы-
ваемой бесконечной точкой и обозначаемой ∞, следующим обра-
зом: I > J , если I лежит на пути J∞.

Пусть F (I) есть возрастающая положительная функция на
направленном дереве T . Тогда метрика на пространстве X(T ),
определенная формулой (3.1), делает X(T ) регулярным ультра-
метрическим пространством.

Следствие 40. Если в условиях теоремы 39 в каждую вер-
шину дерева T входят как минимум три ребра, то в абсолюте
X(T ) внутри каждого шара существует подшар меньшего диа-
метра, и каждый шар лежит в шаре большего диаметра.

3.6. Ультраметрические всплески
Пусть ν есть положительная борелевская (то есть все шары из-

меримы) σ-аддитивная мера со счётным либо конечным базисом
в регулярном ультраметрическом пространстве X, L2(X, ν) есть
гильбертово пространство квадратично интегрируемых по мере
ν функций на ультраметрическом пространстве X. В настоящем
разделе будут введены ортонормированные базисы ультраметри-
ческих всплесков в гильбертовом пространстве L2(X, ν).

Обозначим V (I) пространство функций на X, порождаемое
характеристическами функциями максимальных подшаров в ша-
ре ненулевого радиуса I. Соответственно, V0(I) есть подпростран-
ство коразмерности 1 в V (I) функций с нулевым средним по ме-
ре ν.

Лемма 41. Пространства V0(I) для различных I ортого-
нальны в L2(X, ν).

Доказательство. Если I, J несравнимы, соответствующие
пространства V0(I), V0(J) состоят из функций с непересекающим-
ся носителям, и, следовательно, ортогональны.

Если I > J , то функции из V0(I) постоянны на носителе функ-
ций из V0(J). Поскольку V0(J) состоит из функций с нулевым
средним, пространства V0(I), V0(J) будут ортогональны. Это за-
вершает доказательство леммы. �

В пространстве V0(I) введём некоторый ортонормированный
базис {ψIj}, где число векторов в базисе очевидным образом
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меньше или равно pI − 1. Следующая теорема показывает, что
объединение базисов {ψIj} в пространствах V0(I) по всем неми-
нимальным I даёт ортонормированный базис в L2(X, ν).

Теорема 42. 1) Пусть мера ν(X) регулярного ультрамет-
рического пространства X бесконечна. Тогда набор функций
{ψIj}, где I пробегает множество всех неминимальных вершин
в дереве T , есть ортонормированный базис в L2(X, ν).

2) Пусть мера ν(X) регулярного ультраметрического про-
странства X конечна и равна A. Тогда набор функций {ψIj , A−

1
2 },

где I пробегает множество всех неминимальных вершин в де-
реве T , есть ортонормированный базис в L2(X, ν).

Введенный в данной теореме базис мы будем называть бази-
сом ультраметрических всплесков (то соответствующим образом
нормированную константу мы также будем называть всплеском).

Доказательство. По лемме 41 описанные в условии теоре-
мы наборы функций ортонормальны.

Для доказательства полноты используем равенство Парсе-
валя. Поскольку множество индикаторов (характеристических
функций) шаров I полно в L2(X, ν), то для доказательства пол-
ноты достаточно доказать равенство Парсеваля только для ин-
дикаторов χI(x).

Рассмотрим характеристическую функцию χI шара I, для
которого ν(I) > 0 (и, следовательно, χI ̸= 0 в простран-
стве L2(X, ν)). Разложим характеристическую функцию χI(x) по
всплескам. Для этого достаточно воспользоваться всплесками ψJj
с J > I.

Обозначим PV ортогональный проектор на V в L2(X, ν). Тогда

PV0(J) = PVJ
− PχJ

.

Рассмотрим вектор

χ̃I =
∑
J∈T

PV0(J)χI =
∑
J>I

(PVJ
− PχJ

)χI =
∑
J>I

(PχJ,I
− PχJ

)χI ,

где (J, I) есть (единственным образом определённая) максималь-
ная вершина, меньшая J и большая I (то есть максимальный под-
шар в J , содержащий шар I). Вышеприведенный вектор представ-
лен в виде ряда по ортогональным векторам. Вычислим квадрат
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длины χ̃I :
∥χ̃I∥2 =

∑
J>I

∥(PχJ,I
− PχJ

)χI∥2.

Поскольку для J > I

PχJ
χI =

ν(I)
ν(J)

χJ

(это выражение корректно, так как ν(J) > 0 для J > I), мы
получим

∥(PχJ−1,I
− PχJ

)χI∥2 =
∥∥∥∥ ν(I)
ν(J, I)

χJ,I −
ν(I)
ν(J)

χJ

∥∥∥∥2

=

=
(

ν(I)
ν(J, I)

− ν(I)
ν(J)

)2

ν(J, I) +
(
ν(I)
ν(J)

)2

(ν(J)− ν(J, I)) =

= ν2(I)
[

1
ν(J, I)

− 1
ν(J)

]
.

Отсюда следует

∥χ̃I∥2 = ν2(I)
∑
J>I

[
1

ν(J, I)
− 1
ν(J)

]
=

= ν2(I) lim
J→∞,J>I

[
1

ν(I)
− 1
ν(J)

]
, (3.7)

где предел в правой части есть предел выражения в квадратных
скобках для последовательности возрастающих J , начинающейся
с I.

В случае 1 из (3.7) следует равенство Парсеваля для χI .
В случае 2 мы получим для (3.7)

ν2(I)
[

1
ν(I)

− 1
A

]
.

В этом случае, поскольку для проверки равенства Парсеваля мы
должны прибавить к выражению выше член, соответствующий
вкладу нормированной константы:

ν2(J)
A

.
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Мы опять получаем равенство Парсеваля, что завершает доказа-
тельство теоремы. �

Важным примером ультраметрических всплесков являются
всплески в пространстве L2(X,µ) с однородной мерой µ (то есть
мерой, определяемой условием равенства мер максимальных под-
шаров в каждом шаре). Такие всплески определяются как функ-
ции ψIj(x) (где I есть вершина дерева и j = 1, . . . , pI − 1), задан-
ные формулами

ψIj(x) =
e2πijxIp

−1
I χI(x)√
µ(I)

. (3.8)

Здесь xI есть номер убывающего ребра в нумерации рёбер, опи-
санной в разделе 3.4, где xI есть функция от x, рассматриваемого
как убывающий путь, начинающийся в вершине I дерева T .

Отметим, что определение всплеска (3.8) зависит от нумера-
ции ребер дерева (но носители всплесков не зависят от этой нуме-
рации). Поскольку введённые формулой (3.8) всплески являются
частным случаем базиса, рассмотренного в теореме 42, мы будем
использовать то же обозначение. Следующая лемма показывает,
что функции (3.8) действительно являются ультраметрическими
всплесками в смысле определения настоящего раздела.

Лемма 43. Набор {ψIj} есть ортонормированная система
функций в L2(X,µ). Всплеск ψIj ортогонален характеристиче-
ской функции χJ для J > I или I , несравнимого с J .

Доказательство. Легко видеть, что интеграл от любого
всплеска ψIj равен нулю. Отсюда сразу следует второе утвер-
ждение леммы, поскольку характеристическая функция χJ для
J > I или I несравнимого с J есть константа (или даже нуль) на
носителе всплеска ψIj .

Отсюда следует, что ⟨ψIj , ψI′j′⟩ может быть отлично от нуля
только для I = I ′, иначе один из всплесков будет константой на
носителе другого. Для I = I ′ получим для скалярного произве-
дения

⟨ψIj , ψIj′⟩ =
1

µ(I)

∫
e2πi(j

′−j)xIp
−1
I χI(x) dµ(x) = δjj′ . (3.9)

Следовательно,
⟨ψIj , ψI′j′⟩ = δII′δjj′ ,
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то есть векторы ψIj ортонормальны, что завершает доказатель-
ство леммы. �

3.7. Связь со всплесками на вещественной
прямой

В настоящем разделе мы рассматриваем случай, когда в дере-
ве T все возрастающие и убывающие пути бесконечны. Мы пока-
зываем, что базис всплесков (3.8) порождает новый базис в про-
странстве L2(R+) квадратично интегрируемых на положительной
полупрямой функций, являющийся обобщением базиса всплес-
ков. В настоящем разделе (и только в этом разделе) мы будем
различать между вершиной I дерева T и соответствующим этой
вершине шаром DI в ультраметрическом пространстве X.

Мы строим отображение ρ : X → R+, которое мы будем на-
зывать ультраметрической заменой переменной. Мы исследуем
случай, когда дерево T (X) не содержит минимальных и макси-
мальных вершин и на пространстве X задана однородная мера µ.
Для точки x пространства X, имеющей параметризацию (3.3) ви-
да

x = xIγ
xIγ+1 . . . xI−1 , xI0xI1 . . . ; xI = 0, . . . , pI − 1, γ ∈ Z,

отображение ρ вводится как

ρ : x 7→
−1∑
k=γ

xIk

−1∏
l=k

pIl
+

∞∑
k=0

xIk

k∏
l=0

p−1
Il

для отрицательных γ и как

ρ : x 7→
∞∑
k=γ

xIk

k∏
l=0

p−1
Il

для неотрицательных γ.
Эквивалентно, это можно записать как

ρ(x) =
∑
J6I

xJµ(DJ−1), (3.10)

где суммирование идет по убывающему пути в дереве T , соответ-
ствующему x, I = sup(R, x) и J − 1 есть наибольшая вершина,
меньшая J , в пути x.
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Это отображение не является взаимно однозначным (но явля-
ется взаимно однозначным почти всюду). Отображение ρ непре-
рывно и, более того, можно доказать следующую лемму:

Лемма 44. Отображение ρ удовлетворяет неравенству
Гёльдера

|ρ(x)− ρ(y)| 6 d(x, y). (3.11)

Доказательство. Легко видеть, что

0 6 ρ(x) 6
∑

J6sup(R,x)

(pJ − 1)µ(DJ−1).

Рассмотрим

ρ(x)− ρ(y) =
∑

J6sup(R,x)

xJµ(DJ−1)−
∑

L6sup(R,y)

yLµ(DL−1).

Считая без потери общности, что sup(R, x) > sup(R, y), получим

ρ(x)− ρ(y) 6
∑

J6sup(R,x)

(pJ − 1)µ(DJ−1) = d(x, y),

что завершает доказательство леммы. �

Лемма 45. Отображение ρ удовлетворяет условиям

ρ : DI → ρ(I) + [0, µ(DI)], (3.12)
ρ : X \DI → R+ \ {ρ(I) + [0, µ(DI)]} (3.13)

с точностью до конечного числа точек.

Отметим, что здесь мы отождествляем вершину I и точку про-
странства X с нумерацией I0 . . . .

Доказательство. Для вершины I рассмотрим точки

I = xIαxIα+1 . . . xI−1 , xI0xI1 . . . xIβ−10 . . .

и
Ĩ = xIα

xIα+1 . . . xI−1 , xI0xI1 . . . xIβ−1pIβ
− 1, . . . .

Первая точка есть точка пространстваX, отвечающая вершине I,
вторая есть первая с добавлением хвоста из pIβ

− 1, . . . ,

ρ(I) =
−1∑
k=α

xIk

−1∏
l=k

pIl
+
β−1∑
k=0

xIk

k∏
l=0

p−1
Il
,
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ρ(Ĩ) =
−1∑
k=α

xIk

−1∏
l=k

pIl
+
β−1∑
k=0

xIk

k∏
l=0

p−1
Il

+
∞∑
k=β

(pIk
− 1)

k∏
l=0

p−1
Il
.

Имеем

ρ(Ĩ)− ρ(I) =
∞∑
k=β

(pIk
− 1)

k∏
l=0

p−1
Il

=

=
β−1∏
l=0

p−1
Il

∞∑
k=β

(pIk
− 1)

k∏
l=β

p−1
Il

=

= µ(DI) lim
f→∞

(
1−

f∏
l=β

p−1
Il

)
= µ(DI).

Тогда
ρ(Ĩ) = ρ(I) + µ(DI).

Используя лемму 44, мы получим доказательство настоящей лем-
мы. �

Лемма 46. Отображение ρ переводит однородную меру µ на
пространстве X в меру Лебега l на положительной полупря-
мой R+ : для любого измеримого подмножества S ⊂ X имеет
место

µ(S) = l(ρ(S))

или, в символических обозначениях,

ρ : dµ(x) 7→ dx.

Доказательство. Из леммы 45 следует, что шары в X отоб-
ражаются на замкнутые промежутки в R+ с сохранением меры.
Отображение ρ : X → R+ сюрьективно, и поскольку непересека-
ющиеся шары отображаются на промежутки, которые не пере-
секаются или имеют пересечение меры нуль (по лемме 45), это
доказывает настоящую лемму. �

Следовательно, соответствующее сопряженное отображение

ρ∗ : L2(R+) → L2(X),
ρ∗f(x) = f(ρ(x)) (3.14)
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есть унитарный оператор. Обратное к этому отображение бу-
дет переводить базис ультраметрических всплесков на простран-
стве X в некоторый базис из функций на положительной веще-
ственной полуоси.

Это и леммы 45, 46 подсказывают следующее определение:

Определение 47. Мы называем базис {ΨIj} в L2(R+), где
ΨIj = ρ−1∗ψIj , базисом неоднородных всплесков на положитель-
ной вещественной полупрямой.

Отображение ρ−1∗ между пространствами квадратично ин-
тегрируемых функций хорошо определено, поскольку отображе-
ние ρ взаимно однозначно на множестве полной меры.

Мы видим, что используя ультраметрическую замену пе-
ременной ρ, мы можем определить новые примеры всплесков
в L2(R+). Название неоднородные всплески означает, что базис
ρ−1∗{ψIj} в L2(R+) не имеет трансляционной инвариантности
(сдвиг всплеска не обязательно является всплеском, в то время
как для обычных кратномасштабных всплесков это было бы так).

Базис неоднородных всплесков объединяет всплески, соответ-
ствующие p-адическим всплескам для разных p.

3.8. Ультраметрические ПДО

В настоящем разделе мы изучаем ультраметрический псев-
додифференциальный оператор (или ПДО), определяемый как
интегральный оператор вида

Tf(x) =
∫
X

T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y). (3.15)

Здесь X есть регулярное ультраметрическое пространство, ν есть
положительная борелевская счётно-аддитивная мера со счётным
или конечным базисом, T (I) есть комплекснозначная функция на
дереве T (X). Таким образом, структура оператора определяется
направлением на множестве X ∪ T (X).

В случае, когда выполнены определённые условия сходимо-
сти (условие абсолютной сходимости ряда (3.19) ниже), опера-
тор (3.15) имеет плотную область определения в L2(X, ν), и
область определения содержит локально постоянные функции
с компактным носителем и нулевым средним (по мере ν).
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Теорема 48. Пусть T (I) есть комплекснозначная функция
на направленном дереве T . Тогда функция

T (x, y) = T (sup(x, y)) (3.16)

симметрична и локально постоянна по y при фиксированном x
(вне любой окрестности x), и для произвольного фиксированно-
го x выполнено следующее условие:

T (x, y) = const, если d(x, y) = const. (3.17)

Обратно, для любой такой функции T (x, y) существует такая
функция T (I) на направленном дереве T , что функция T (x, y)
определяется (3.16).

Это соответствие задаётся формулой

T (x, y) = T (sup(x, y)) =
∑
I

T (I)δdiam(I),d(x,y)χI(x). (3.18)

Здесь diam(I) есть диаметр шара I .

Доказательство. Очевидно, что функция (3.16) удовлетво-
ряет (3.17). Обратно, стартуя с T (x, y), удовлетворяющей (3.17),
и определяя T (I) как значение T (x, y) для x ∈ I, y ∈ I, d(x, y) =
diam(I), получим (3.16).

Формула (3.18) даёт описание такой процедуры. Это заверша-
ет доказательство теоремы. �

Теорема 49. Пусть X есть регулярное ультраметрическое
пространство, ν есть положительная борелевская счётно адди-
тивная мера со счётным или конечным базисом, T (I) есть ком-
плекснозначная функция на дереве T (X). Пусть для некоторой
вершины R следующий ряд сходится абсолютно:∑

J>R

T (J)(ν(J)− ν(J,R)). (3.19)

Тогда оператор (3.15)

Tf(x) =
∫
X

T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y)

имеет плотную область определения в L2(X, ν) и диагонален
в базисе ультраметрических всплесков из теоремы 42:

TψIj(x) = λIψIj(x) (3.20)
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с собственными значениями вида

λI = T (I)ν(I) +
∑
J>I

T (J)(ν(J)− ν(J, I)). (3.21)

Оператор T самосопряжен, если функция T (I) вещественно-
значна, и положителен, если эта функция неотрицательна.

Здесь (J, I) есть максимальная вершина, меньшая J и боль-
шая I (то есть (J, I) есть максимальный подшар в J , содержа-
щий шар I ).

Также оператор T уничтожает константы.

Доказательство.Рассмотрим действие оператора T на
всплеск ψIj :

TψIj(x) =
∫
T (sup(x, y))(ψIj(x)− ψIj(y)) dν(y).

Рассмотрим следующие случаи.
1) Пусть x лежит вне шара I. Тогда

TψIj(x) = −T (sup(x, I))
∫
ψIj(y) dν(y) = 0

(как обычно, мы не указываем область интегрирования, если ин-
тегрирование производится по всему пространству X).

2) Пусть x ∈ I. Тогда

TψIj(x) =
( ∫

d(x,y)>diam(I)

+
∫
d(x,y)=diam(I)

+

+
∫
d(x,y)<diam(I)

)
T (sup(x, y))(ψIj(x)− ψIj(y)) dν(y) =

=
( ∫

d(x,y)>diam(I)

+
∫
d(x,y)=diam(I)

)
T (sup(x, y))×

× (ψIj(x)− ψIj(y)) dν(y) =

= ψIj(x)
∫
d(x,y)>diam(I)

T (sup(x, y)) dν(y) +

+
∫
d(x,y)=diam(I)

T (sup(x, y))(ψIj(x)− ψIj(y)) dν(y) =

= ψIj(x)
∫
d(I,y)>diam(I)

T (sup(I, y)) dν(y) + T (I)ν(I)ψIj(x).
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Для доказательства последнего равенства вычислим для ψ ∈
V0(I) интеграл∫

d(x,y)=diam(I)

T (sup(x, y))(ψ(x)− ψ(y)) dν(y) =

= T (I)
∫
d(x,y)=diam(I)

(ψ(x)− ψ(y)) dν(y) =

= T (I)
pI−1∑
j=0

χIj
(x)

[ ∫
I\Ij

(ψ(x)− ψ(y)) dν(y)
]

=

= T (I)
pI−1∑
j=0

χIj
(x)

[
ψ(x)(ν(I)− ν(Ij))−

∫
I\Ij

ψ(y) dν(y)
]

=

= T (I)
pI−1∑
j=0

χIj
(x)

[
ψ(x)(ν(I)− ν(Ij)) +

∫
Ij

ψ(y) dν(y)
]

=

= T (I)ν(I)ψ(x).

Здесь Ij есть максимальные подшары в I.
Мы доказали

TψIj(x) = λIψIj(x),

где

λI = T (I)ν(I) +
∫
d(I,y)>diam(I)

T (sup(I, y)) dν(y).

Для J > I ∫
d(I,y)=diam(J)

dν(y) = ν(J)− ν(J, I).

Поскольку любые два возрастающие пути в направленном дереве
совпадают, начиная с некоторой вершины, условие (3.19) обеспе-
чивает сходимость интеграла

∫
d(I,y)>diam(I)

T (sup(I, y)) dν(y).
Отсюда следует, что

λI = T (I)ν(I) +
∑
J>I

T (J)(ν(J)− ν(J, I)).

Проверка того, что оператор T уничтожает константы, вы-
полняется непосредственно. Это завершает доказательство тео-
ремы. �
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3.9. Аналог оператора Владимирова

Введем ультраметрический псевдодифференциальный опера-
тор T (α), выбирая коэффициенты T (I) следующим образом

T (I) = µ−1−α(I), α > 0.

Так определенное интегральное ядро по теореме 48 будет удо-
влетворять

T (x, y) = d(x, y)−1−α,

где d(x, y) есть ультраметрическое расстояние, то есть

T (α)f(x) =
∫
f(x)− f(y)
d(x, y)1+α

dµ(y)

и мера µ есть однородная мера на регулярном ультраметрическом
пространстве. Это показывает, что введенный ультраметрический
ПДО есть аналог оператора Владимирова p-адического дробного
дифференцирования.

По теореме 49, если α > 0, тогда оператор T (α) есть положи-
тельный оператор с плотной областью определения, диагональ-
ный в базисе всплесков, и собственные значения оператора T (α)

в базисе всплесков {ΨIj} равны

λI = µ−α(I) +
∑
J>I

µ−α(J)(1− p−1
J ). (3.22)

Отметим, что для α = 1 выражение для собственных значений
(для немаксимальной вершины I) принимает особенно простую
форму

λI = µ−1(I) +
∑
J>I

µ−1(J)(1− p−1
J ) =

= µ−1(I) +
∑
J>I

(
µ−1(J)− µ−1(J + 1)

)
= µ−1(I) + µ−1(I + 1)

где вершина J + 1 есть наименьшая вершина, большая верши-
ны J (то есть для соответствующих шаров J + 1 ⊃ J и J есть
максимальный подшар в J + 1).
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3.10. Обобщённые функции на
ультраметрическом пространстве

В настоящем разделе мы вводим пространства (комплекс-
нозначных) основных и обобщённых функций на регулярных
ультраметрических пространствах. Эта конструкция проводится
аналогично построению пространства обобщённых функций в p-
адическом случае.

Определение 50. Функция f на (ультраметрическом) про-
странстве X называется локально постоянной, если для любой
точки x ∈ X существует такое положительное число r (зависящее
от x), что функция f постоянна на шаре с центром в x радиуса r:

f(x) = f(y) ∀y : d(x, y) 6 r.

Определение 51. Пространством основных функций D(X)
на (ультраметрическом) пространстве X называется простран-
ство локально постоянных функций с компактным носителем.

Напомним (см. раздел 1.4), что фильтрация линейного про-
странства есть согласованное с частичным порядком отображе-
ние частично упорядоченного множества индексов на некоторое
множество линейных подпространств линейного пространства.

Рассмотрим дерево T = T (X) шаров в регулярном ультра-
метрическом пространстве X. Введем фильтрацию пространства
D(X) основных функций конечномерными подпространствами
D(S), где S ⊂ T есть конечное поддерево следующего вида.

Определение 52. Подмножество S в направленном дереве T
называется регулярным поддеревом, если:

1) S есть направленное поддерево в T (с естественной струк-
турой поддерева, направление в S есть ограничение направления
в T на S);

2) S конечно (и, следовательно, имеет наибольшую верши-
ну K);

3) Если S содержит вершину I и вершину J : J < I, d(I, J) = 1,
то поддерево S содержит все вершины L: L < I, d(I, L) = 1.

Здесь расстояние d(I, L) между вершинами в дереве есть чис-
ло ребер в пути, соединяющем эти вершины.

Эквивалентно, конечный набор шаров в X, отвечающий вер-
шинам регулярного поддерева T (X), описывается следующим об-
разом.



88 Глава 3. Ультраметрические ПДО и всплески

1) Если S содержит шары I и J , тогда S содержит sup(I, J);
2) Если S содержит шары I и J : I ⊂ J , то S содержит все

шары L: I ⊂ L ⊂ J ;
3) Если S содержит шары I и J , где J есть максимальный

подшар в I, тогда S содержит все максимальные подшары в I.

Определение 53. Пространство D(S), где S ⊂ T есть регу-
лярное поддерево, есть линейная оболочка характеристических
функций χJ , где J ∈ S.

Размерность D(S) равна числу минимальных элементов в S.
Топология на пространстве основных функций D(X) вводится
следующим образом.

Пространство D(S) имеет естественную топологию (которая
может быть описана как топология поточечной сходимости), по-
скольку пространство D(S) конечномерно. Пространство D(X)
основных функций на X есть индуктивный предел пространств
D(S) по возрастающим регулярным поддеревьям:

D(X) = lim indS→T D(S). (3.23)

Эту конструкцию индуктивного предела по существу можно
рассматривать как обобщение конструкции кратномасштабного
приближения на пространства функций на регулярных ультра-
метрических пространствах общего вида.

Так как все пространства D(S) конечномерны, сужение топо-
логии D(S) на каждое подпространство D(S0), S ⊃ S0, совпадает
с топологией D(S0). Таким образом, индуктивный предел (3.23)
является строгим индуктивным пределом [86, с. 57]. По предло-
жению 6.5, [86, с. 59], множество B в строгом индуктивном пре-
деле счётного семейства локально выпуклых пространств {En}
ограничено тогда и только тогда, когда существует такое n, что
B ⊂ En и ограничено в нём. Отсюда следует следующее предло-
жение.

Предложение 54. Последовательность {fn} ∈ D(X) явля-
ется сходящейся, если эта последовательность лежит в неко-
тором подпространстве D(S) из упомянутой фильтрации и
сходится (сходимость в данном конечномерном пространстве
определяется однозначно).

Также, по следствию из теоремы 7.4, [86, p. 103], имеет место
следующее предложение.
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Предложение 55. Пространство D(X) ядерно.

Определение 56. Обобщённой функцией назовем линейный
функционал на пространстве основных функций D(X).

Нетрудно убедиться, что такой функционал автоматически
будет непрерывен (поскольку сходимость на пространстве основ-
ных функций определена через сходимость в конечномерных под-
пространствах). Обобщённые функции образуют линейное про-
странство D′(X). Сходимость в линейном пространстве D′(X)
определяется как слабая сходимость функционалов. Таким об-
разом, D′(X) есть сопряженное пространство к D(X) со слабой
топологией. В случае X = Qp конструкция настоящего разде-
ла сводится к построению пространств основных и обобщённых
функций p-адического аргумента.

3.11. Пространство D′
0(X)

Рассмотрим пространство D0(X) ⊂ D(X) основных функций
с нулевым средним на регулярном ультраметрическом простран-
ствеX. Это пространство фильтровано подпространствамиD0(S)
основных функций с нулевым средним из D(S), где S суть регу-
лярные поддеревья в T (X). В настоящем и последующих разде-
лах данной главы мы рассматриваем пространства X с борелев-
ской мерой ν, “не имеющей дырок”, т.е. не обращающейся в нуль
ни на каком нетривиальном шаре в X (шар нетривиален, если его
диаметр не равен нулю, либо диаметр равен нулю и шар есть мак-
симальный подшар в шаре ненулевого диаметра). Легко видеть,
что в рассматриваемом случае пространство D0(S) есть линейная
оболочка всплесков ΨIj , где I ∈ S пробегает по всем неминималь-
ным вершинам в S. Пространство D0(X) есть линейная оболочка
всех ультраметрических всплесков. Топология в D0(X) вводится
как топология индуктивного предела пространств D(S).

Определение 57. Пространством обобщённых функций
D′0(X) называется пространство линейных функционалов на про-
странстве D0(X) основных функций с нулевым средним.

Имеют место два следующих описания пространства D′0(X).
1) Поскольку пространство D0(X) есть в точности простран-

ство основных функций, лежащих в ядре констант (если рас-
сматривать константы как обобщённые функции), пространство
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D′0(X) совпадает с пространством классов эквивалентности обоб-
щённых функций из D′(X), равных с точностью до прибавления
константы.

2) Так как пространство D0(X) есть пространство конечных
линейных комбинаций ультраметрических всплесков из ортонор-
мированного базиса {ΨIj} в L2(X, ν), то пространство D′0(X)
линейных функционалов на D0(X) может быть отождествле-
но с пространством формальных рядов по ультраметрическим
всплескам, причём действие на пространстве D0(X) описывает-
ся следующим образом.

Пусть f ∈ D0(X) имеет вид конечной линейной комбинации
всплесков

f =
∑
Ij

fIjΨIj , fIj = ⟨ΨIj , f⟩,

где ⟨ · , · ⟩ есть скалярное произведение в пространстве L2(X, ν):

⟨f, g⟩ =
∫
X

f(x)g(x) dν(x).

Здесь f обозначает функцию, комплексно сопряженную к f .
Пусть φ ∈ D′0(X) имеет вид ряда по всплескам:

φ =
∑
I′j′

φI′j′ΨI′j′ , φI′j′ = φ(ΨI′j′).

Тогда действие φ на f задаётся следующей линейной комби-
нацией

φ(f) =
∑
Ij

φIjfIj .

3.12. Разложение обобщённых функций по
всплескам и задача Коши

В предыдущем разделе мы обсуждали разложение обобщён-
ных функций из пространства D′0(X) в ряды по ультраметриче-
ским всплескам. В настоящем разделе мы строим аналогичные
разложения для обобщённых функций из D′(X).

Лемма 58. Пусть I0 ⊂ X есть нетривиальный шар и
ν(I0) > 0.
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Тогда существует единственная обобщённая функция u ∈
D′(X), такая, что

u(χI0) = u0ν(I0), u(ΨIj ) = uIj ∀I, j.

Доказательство. Для любого регулярного поддерева S ⊂
T (X) в дереве шаров соответствующее пространство основных
функций D(S) есть ортогональная сумма пространства D0(S) ос-
новных функций с нулевым средним (порожденного соответству-
ющими всплесками) и одномерного линейного пространства по-
рождённого характеристической функцией χsup(S) шара sup(S).
Шар sup(S) является наибольшим шаром в S и носителем про-
странства D(S).

Если шар I0 ∈ S имеет положительную меру ν(I0) > 0, то
его характеристическая функция χI0 не ортогональна характери-
стической функции χsup(S). Следовательно, объединение базиса
всплесков в D0(S) и характеристической функции χI0 есть пол-
ное множество в D(S).

Таким образом, действие произвольной обобщённой функции
u в пространстве D(S) определяется применением этой обобщён-
ной функции к всем всплескам из D0(S) и к характеристической
функции χI0 , ν(I0) > 0. Пространство D(X) есть индуктивный
предел пространств D(S). Это завершает доказательство лем-
мы. �

Докажем следующую важную лемму о разложении обобщён-
ной функции из D′(X) в ряд по всплескам.

Лемма 59. Пусть I0 ⊂ X есть нетривиальный шар.
Тогда ряд

u = u0 +
∑
Ij

uIj

(
ΨIj −

1
ν(I0)

ΨIj(χI0)
)

(3.24)

есть обобщённая функция u ∈ D′(X), удовлетворяющая усло-
виям

u(χI0) = u0ν(I0), u(ΨIj ) = uIj . (3.25)

Более того, произвольная u ∈ D′(X), удовлетворяющая усло-
виям (3.25), имеет вид (3.24).

Доказательство. Чтобы доказать, что ряд (3.24) есть обоб-
щённая функция из D′(X), мы должны проверить, что приме-
нение этого ряда к любой характеристической функции χJ0 даёт
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сходящийся ряд. Мы имеем

u(χJ0) = u0ν(J0) +
∑
Ij

uIj

(
ΨIj(χJ0)−

ν(J0)
ν(I0)

ΨIj(χI0)
)
.

Мы видим, что для достаточно больших I, а именно для I >
sup(J0, I0), мы получим

ν−1(I0)ΨIj(χI0) = ΨIj(x),

где x ∈ I0. Аналогично

ΨIj(χJ0) = ν(J0)ΨIj(x′),

где x′ ∈ J0.
Так как для I > sup(J0, I0) мы имеем ΨIj(x) = ΨIj(x′), со-

ответствующие члены в вышеприведенном ряду сокращаются, и
ряд принимает вид конечной суммы:

u(χJ0) = u0ν(J0) +
∑

Ij : J0<I6sup(J0,I0)

uIjΨIj(χJ0)−

− ν(J0)
ν(I0)

∑
Ij : I0<I6sup(J0,I0)

uIjΨIj(χI0).

Это доказывает, что ряд (3.24) есть обобщённая функция
из D′(X).

Применение (3.24) к χI0 показывает, что u удовлетворяет усло-
виям u (χI0) = u0ν(I0).

Аналогично, применяя (3.24) к ΨIj , и принимая во внимание,
что

ΨI′j′(ΨIj ) = ⟨ΨIj ,ΨI′j′⟩ = δII′δjj′ ,

мы доказываем, что u удовлетворяет условию uIj = u(ΨIj ).
Затем, применяя лемму 58, мы показываем, что произвольная

u ∈ D′(X), удовлетворяющая (3.25), имеет вид (3.24). Это завер-
шает доказательство леммы. �

Замечание. Мы понимаем ряд (3.24) как предел относитель-
но фильтрации, то есть конечная сумма ряда зависит от ре-
гулярного поддерева S, и ряд есть предел конечных сумм при
S → T (X).
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Рассмотрим ультраметрический псевдодифференциальный
оператор T на регулярном ультраметрическом пространстве X,
имеющий собственные значения λI в базисе всплесков.

Для произвольной обобщённой функции u ∈ D′(X) примене-
ние псевдодифференциального оператора T к этой функции даёт
обобщённую функцию из пространства Tu ∈ D′0(X), которая дей-
ствует на всплесках следующим образом

Tu(ΨIj) = u(T ∗ΨIj) = λIu(ΨIj).

Эта формула является прямым аналогом формулы веществен-
ного анализа, определяющей производную обобщённой функции:
u′(φ) = −u(φ′), где u есть обобщённая функция и φ есть основная
функция на вещественной оси.

Таким образом, ультраметрические псевдодифференциальные
операторы могут рассматриваться как линейные отображения
D′(X) → D′0(X), или, аналогичным образом, как линейные отоб-
ражения D′0(X) → D′0(X). Отметим, что в общем случае невоз-
можно рассматривать псевдодифференциальный оператор как
отображение D′(X) → D′(X).

Определение 60. Мы говорим, что обобщённая функция
u ∈ D′(X) есть решение задачи Коши для ультраметрическо-
го псевдодифференциального уравнения, если u удовлетворяет
уравнению

Tu = f, (3.26)

где f ∈ D′0(X) лежит в пространстве D′0(X), и u удовлетворяет
начальному условию: u(χI0) = u0ν(I0), для характеристической
функции χI0 некоторого шара I0 ⊂ X, ν(I0) > 0.

Легко видеть, что имеют место необходимые условия для раз-
решимости задачи Коши (3.26): если λI = 0 для некоторого I,
тогда все fIj = f(ΨIj ) = 0.

Теорема 61. Пусть обобщённая функция f из простран-
ства D′0(X) в правой части уравнения (3.26) удовлетворяет
необходимым условиям fIj = f(ΨIj ) = 0 для I , для которого
λI = 0, и для всех соответствующих индексов j .

Тогда существует решение задачи Коши (3.26), и произволь-
ное решение u задачи Коши (3.26) будет задаваться формулой

u = u0 +
∑
Ij

1
λI
fIj

(
ΨIj −

1
ν(I0)

ΨIj(χI0)
)

+
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+
∑
Jj

uJj

(
ΨJj −

1
ν(I0)

ΨJj(χI0)
)
. (3.27)

Суммирование идёт по I , для которых λI ̸= 0, и по J , для кото-
рых λJ = 0. Здесь fIj = f(ΨIj ) и uJj произвольны.

Доказательство. По лемме 59 обобщённая функция u ∈
D′(X), удовлетворяющая начальному условию u(χI0) = u0ν(I0),
имеет вид (3.24).

Поскольку оператор T диагонален в базисе всплесков, приме-
няя T к (3.24), мы получим из(3.26) для I, для которых λI ̸= 0

uIj =
1
λI
fIj .

Применение оператора T к (3.27) доказывает, что u есть ре-
шение (3.26). Это завершает доказательство теоремы. �

3.13. Ультраметрическое случайное поле
В настоящем разделе мы строим гауссовское ультраметриче-

ское случайное поле на регулярном ультраметрическом простран-
стве X с борелевской не обращающейся нигде в нуль мерой ν.

Определим белый шум φ(x) как обобщённое гауссовское ве-
щественнозначное случайное поле на X с нулевым средним и δ-
подобной ковариацией

⟨φ(x)φ(x′)⟩ = δ(x, x′),

где δ-функция δ(x, x′) понимается в смысле обобщённых функций
на ультраметрическом пространстве X, то есть для функции f ∈
D(X) и борелевской меры ν:∫

δ(x, y)f(y) dν(y) = f(x).

Здесь ⟨·⟩ есть математическое ожидание.
Таким образом, φ(x) сопоставляет основной функции f из

D(X) случайную величину

φ(f) =
∫
φ(x)f(x) dν(x),
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причем φ(f) есть набор гауссовских случайных величин с нуле-
вым средним и ковариацией

⟨φ(f)φ(g)⟩ =
∫
X

f(x)g(x) dν(x).

Из теоремы Минлоса–Сазонова, см. приложение, следует сле-
дующее предложение.

Предложение 62. Гауссова мера, соответствующая бело-
му шуму φ(x), σ-аддитивна на σ-алгебре слабых борелевских под-
множеств пространства обобщённых функций D′(X).

Пусть T есть положительный ультраметрический ПДО на
регулярном пространстве X (то есть функция T (I) в форму-
ле ниже неотрицательна), ν есть борелевская положительная σ-
аддитивная мера со счётным базисом на X, причём мера всего
пространства X бесконечна, и мера каждого нетривиального ша-
ра из T (X) отлична от нуля:

Tf(x) =
∫
T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y).

Рассмотрим стохастическое псевдодифференциальное уравнение

Tu(x) = φ(x), (3.28)

где φ(x) есть белый шум.
Напомним, что оператор T диагонален в базисе ультраметри-

ческих всплесков:
TΨIj = λIΨIj ,

причём собственные значения λI не обращаются в нуль.
Будем считать белый шум обобщённым случайным полем из

пространства D0(X), то есть сузим область определения φ до
D0(X).

Тогда белый шум имеет разложение по всплескам

φ =
∑
Ij

dIjΨIj , dIj =
∫
φ(x)ΨIj(x) dν(x).

Коэффициенты dIj суть гауссовские случайные величины с нуле-
вым средним и квадратичным коррелятором

⟨d∗IjdI′j′⟩ =
∫∫

⟨φ(x)φ(x′)⟩ΨIj(x)ΨI′j′(x′) dν(x) dν(x′) = δII′δjj′ ,
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вид которого следует из того, что всплески ортонормальны, от-
куда dIj суть независимые δ-коррелированные случайные вели-
чины.

Тогда, действуя как в предыдущем разделе, мы получим ре-
шение (3.28):

u = T−1φ = u0 +
∑
Ij

λ−1
I dIj

(
ΨIj −

1
ν(I0)

ΨIj(χI0)
)
, (3.29)

где u0 есть гауссовская случайная величина c нулевым средним,
независимая от dIj , I0 есть некоторый шар (напомним, мера шара
не обращается в нуль), u(χI0) = u0ν(I0). Решение u есть гауссов-
ское обобщённое случайное поле с нулевым средним.

Квадратичный коррелятор для (3.29) имеет вид

⟨u(x)u(x′)⟩ = ⟨u∗0u0⟩+
∑
Ij

λ−2
I

(
ΨIj(x)−

1
ν(I0)

ΨIj(χI0)
)
×

×
(

ΨIj(x′)−
1

ν(I0)
ΨIj(χI0)

)
. (3.30)

Лемма 63. Корреляционная функция (3.30) имеет выраже-
ние

⟨u(x)u(x′)⟩ = ⟨u∗0u0⟩+ 2λ−2
sup (x,x′,I0)

ν−1(sup(x, x′, I0)) +

+
∑

I : I0<I6sup(x,x′,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

+
∑

I : sup(x,x′)<I6sup(x,x′,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
−

− λ−2
sup (x,x′)ν

−1(sup (x, x′)) (3.31)

при d(x, x′) < d(x, I0), d(x′, I0), и

⟨u(x)u(x′)⟩ = ⟨u∗0u0⟩+

+
∑

I : I0<I6min(sup(x,I0),sup(x′,I0))

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

(3.32)

+ λ−2
min(sup (x,I0),sup(x′,I0))

ν−1(min(sup(x, I0), sup(x′, I0)))
(3.33)
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при d(x, x′) > min(d(x, I0), d(x′, I0)).
Здесь (I, I0) есть максимальный подшар в шаре I , содержа-

щий шар I0 .

Доказательство. Пусть A и B суть некоторые непересека-
ющиеся шары, содержащие x и x′ соответственно. Рассмотрим
следующие случаи.

1) Пусть sup(A, I0) = sup(A,B) > sup(B, I0). Тогда, поскольку

u(χA) = u0ν(A) +
∑

Ij : A<I<sup(A,I0)

λ−1
I dIjΨIj(χA) +

+
∑
j

λ−1
sup(A,I0)

dsup(A,I0),jΨsup(A,I0),j

(
χA −

ν(A)
ν(I0)

χI0

)
−

− ν(A)
ν(I0)

∑
Ij : I0<I<sup(A,I0)

λ−1
I dIjΨIj(χI0),

мы получим

1
ν(A)ν(B)

⟨u(χA)u(χB)⟩ = ⟨u∗0u0⟩+

+
1

ν2(I0)

∑
Ij : I0<I6sup(B,I0)

λ−2
I |ΨIj(χI0)|2−

− 1
ν(B)ν(I0)

∑
j

λ−2
sup(B,I0)

Ψsup(B,I0),j(χI0)Ψsup(B,I0),j(χB).

(3.34)

Вычислим сумму по j. Для фиксированного I отметим, что

pI−1∑
j=0

ΨIjΨIj =
pI−1∑
j=0

PχIj
,

где PχI
есть ортогональный проектор в L2(X, ν) на χI .

Здесь ΨI0 пропорционально χI , и ΨIj , j = 0, . . . , p − 1, об-
разуют ортонормальный базис всплесков в пространстве, порож-
дённом характеристическими функциями χIj , j = 0, . . . , p − 1,
максимальных подшаров в I.

Мы имеем для I > J

PχI
χJ =

ν(J)
ν(I)

χI
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или, эквивалентно,
PχI

= ν−1(I)χIχI .

Поскольку
ΨI0 = ν−

1
2 (I)χI ,

то
ΨI0ΨI0 = PχI

.

Отсюда следует, что

pI−1∑
j=1

ΨIjΨIj =
pI−1∑
j=0

PχIj
− PχI

. (3.35)

Отсюда получаем для (3.34) выражение

1
ν(A)ν(B)

⟨u(χA)u(χB)⟩ =

= ⟨u∗0u0⟩+
∑

I : I0<I6sup(B,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

+ λ−2
sup(B,I0)

ν−1(sup(B, I0)),

где (I, I0) есть максимальный подшар в шаре I, содержащий
шар I0.

2) Аналогично для случая sup(B, I0) = sup(A,B) > sup(A, I0)
мы получим

1
ν(A)ν(B)

⟨u(χA)u(χB)⟩ =

= ⟨u∗0u0⟩+
∑

I : I0<I6sup(A,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

+ λ−2
sup(A,I0)

ν−1(sup(A, I0)).

3) Пусть sup(B, I0) = sup(A,B) = sup(A, I0). Тогда

1
ν(A)ν(B)

⟨u(χA)u(χB)⟩ =

= ⟨u∗0u0⟩+
∑

I : I0<I6sup(A,B,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

+ λ−2
sup(A,B,I0)

ν−1(sup(A,B, I0)).
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4) Пусть sup(A, I0) = sup(B, I0) > sup(A,B). Тогда

1
ν(A)ν(B)

⟨u(χA)u(χB)⟩ = ⟨u∗0u0⟩+

+ 2λ−2
sup (A,B,I0)

ν−1(sup(A,B, I0)) +

+
∑

I : I0<I6sup(A,B,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
+

+
∑

I : sup(A,B)<I6sup(A,B,I0)

λ−2
I

(
ν−1(I, I0)− ν−1(I)

)
−

− λ−2
sup(A,B)ν

−1(sup(A,B)).

Это завершает доказательство леммы. �

Лемма 64. Корреляционная функция (3.30) решения (3.29)
есть положительная непрерывная билинейная форма на D(X).

Доказательство. Применение ряда (3.29) к характеристи-
ческой функции любого шара содержит конечное число членов.
Следовательно, квадратичная форма (3.30) будет непрерывна
в любом D(S), а значит, и в D(X) (так как сходимость в D(X)
сводится к сходимости в конечномерных подпространствахD(S)).

Положительная определённость проверяется непосредствен-
но. Это завершает доказательство леммы. �

Следующее определение описывает, как можно ввести аналог
марковского свойства для случайных полей на ультраметриче-
ских пространствах.

Определение 65. Случайное поле u(x) на ультраметриче-
ском пространстве X со значениями в D′(X) называется ультра-
метрически марковским, если любые случайные величины u(f),
u(g), где основные функции f, g ∈ D(X) имеют носители в ша-
рах I и J соответственно, и

u(f) =
∫
X

u(x)f(x) dν(x),

являются независимыми, если:
1) шары I, J , I0 имеют пустые попарные пересечения,
2) по крайней мере одна из функций f и g имеет нулевое

среднее.
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Замечание. Эта конструкция является обобщением марков-
ского свойства для p-адического броуновского движения, постро-
енного в [8]. В работе [8] марковость для случайного поля u(x)
p-адического аргумента обсуждалась как марковость последова-
тельности uγ , параметризуемой целым γ, где

uγ =
∫
|x|p=pγ

u(x) dx.

Сформулируем главный результат настоящего раздела.

Теорема 66. Пусть X есть регулярное ультраметрическое
пространство, ν есть положительная борелевская σ-аддитив-
ная мера со счётным базисом на X , причём мера всего простран-
ства X бесконечна, и мера каждого шара из T (X) отлична от
нуля, T есть положительный ультраметрический ПДО:

Tf(x) =
∫
T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y),

диагональный в базисе ультраметрических всплесков:

TΨIj = λIΨIj .

Пусть φ(x) есть белый шум на X .
Тогда решение стохастического псевдодифференциального

уравнения
Tu(x) = φ(x)

есть гауссовское случайное поле (3.29) с нулевым средним и ко-
вариацией (3.30).

Соответствующая гауссовская мера σ-аддитивна на σ-ал-
гебре слабых борелевских подмножеств пространства обобщён-
ных функций D′(X).

Доказательство. По лемме 64 мы можем применить теоре-
му Минлоса–Сазонова, откуда следует σ-аддитивность гауссов-
ской меры, определённой выражением (3.30), задающим случай-
ное поле (3.29), принимающее значения в D′(X). Это завершает
доказательство теоремы. �

Теорема 67.Случайное поле u(x), определённое теоремой 66,
удовлетворяет следующим свойствам ультраметрической мар-
ковости: все случайные величины следующего вида независимы:

uA =
∫
A

u(x)f(x) dν(x), uB =
∫
B

u(x)g(x) dν(x).
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Здесь f и g – основные функции с носителями в шарах A и B
соответственно, шары A и B не пересекаются между собой и
с шаром I0 , и среднее по крайней мере для одной из функций f
или g равно нулю.

Доказательство. Мы используем гауссовость u и формулы
(3.31), (3.33). Благодаря гауссовости достаточно доказать незави-
симость соответствующих случайных величин на уровне квадра-
тичной корреляционной функции.

По (3.31), (3.33) корреляционная функция ⟨u(x)u(x′)⟩ локаль-
но постоянна, и условия независимости могут быть проверены
непосредственно. В самом деле, вычислим∫

A

∫
B

f(x)g(x′)⟨u(x)u(x′)⟩ dν(x) dν(x′),

где f , g, A, B как в условии теоремы. Так как ⟨u(x)u(x′)⟩ по-
стоянна для x ∈ A, x′ ∈ B, вышеприведенная корреляционная
функция сводится к

⟨u(x)u(x′)⟩
∫
A

f(x) dν(x)
∫
B

g(x′) dν(x′) = 0.

Это завершает доказательство теоремы. �

Замечание. Марковское свойство для случайных процессов
вещественного аргумента, то есть независимость будущего от про-
шлого при фиксированном настоящем, связано с упорядочен-
ностью вещественных чисел. На p-адических числах и, тем бо-
лее, ультраметрических пространствах общего вида не существу-
ет естественного порядка. Зато существует порядок на множестве
шаров T (X) в ультраметрическом пространстве X. Ультраметри-
ческая марковость в смысле определения 65 связана с порядком
в направленном дереве шаров T (X).

1. Приложение. Следующий материал по теореме Мин-
лоса–Сазонова взят из [40], см. также [74].

Определение 68. Пусть X, Y являются сопряжёнными ли-
нейными пространствами со спариванием ⟨ · , · ⟩ и на X определе-
на квазимера µ. Тогда интеграл

χµ(y) =
∫
X

ei⟨x,y⟩ µ(dx)



102 Глава 3. Ультраметрические ПДО и всплески

называется характеристическим функционалом квазимеры µ, и
отображение µ 7→ χµ называется преобразованием Фурье квази-
меры.

Следующая теорема называется теоремой Минлоса–Сазонова.

Теорема 69. Пусть X является ядерным локально выпук-
лым пространством. Для того, чтобы функция χ(x) являлась
характеристическим функционалом некоторой неотрицатель-
ной меры Радона на пространстве X ′

σ достаточно, и если X
бочечно, также необходимо, чтобы функция χ(x) была положи-
тельно определена и непрерывна в нуле в топологии простран-
ства X .

Определение 70. Корреляционная форма неотрицательной
цилиндрической меры µ с конечными вторыми моментами∫

X′
|⟨y, x⟩|2µ(dy) <∞, x ∈ X,

есть билинейный функционал на X, определённый выражением

Bµ(x1, x2) =
∫
X′
⟨x1, y⟩⟨x2, y⟩µ(dy).

Теорема 71. Если корреляционная форма Bµ(x, y) цилин-
дрической меры µ в пространстве X ′ непрерывно определена
в ядерной топологии τS(X), тогда µ σ-аддитивна в X ′ .

3.14. Квадратичное каскадное уравнение
В настоящем разделе мы изучаем пример точно решаемого

нелинейного интегрального ультраметрического уравнения (ре-
зультаты данного раздела изложены в работе [56]). Мы строим
семейство явных решений для следующего нелинейного интегро-
дифференциального уравнения:

∂

∂t
v(x, t) +

∫∫
F (sup(x, ξ, η))v(ξ, t)(v(η, t)− v(x, t)) dν(ξ) dν(η) +

+
∫
G(sup(x, ξ))(v(x, t)− v(ξ, t)) dν(ξ) = 0. (3.36)

Здесь аргумент x ∈ X принадлежит локально компактному
(регулярному) ультраметрическому пространству X, и время t
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есть вещественный параметр. Для исследования этого уравне-
ния мы будем использовать методы ультраметрического анализа
всплесков.

Комплекснозначные функции F и G на дереве шаров T (X) в
ультраметрическом пространстве X с борелевской мерой ν долж-
ны удовлетворять условию сходимости∑

J>I

|F (J)|(ν(J)− ν(J, I)) <∞ (3.37)

(аналогично для G), где ν(J, I) есть мера максимального подшара
в J , содержащего шар I.

Третий член в вышеприведенном уравнении содержит ультра-
метрический псевдодифференциальный оператор. Второй член
есть интегральный оператор с квадратичной нелинейностью.

Мы покажем, что вышеприведенное уравнение имеет решения
в виде произведения ультраметрического всплеска и экспоненты
времени

v(x, t) = eωtψIj(x).

Более того, мы также строим более общие решения для выше-
приведенного уравнения. Мы строим единственное решение зада-
чи Коши с начальным условием в пространстве D0(X) основных
функций с нулевым средним. Такие решения строятся при помо-
щи рекуррентной иерархической процедуры. Процедуры такого
вида связаны с каскадными моделями турбулентности. Используя
это наблюдение, мы будем называть вышеприведенное уравнение
квадратичным каскадным уравнением. Впервые ультраметриче-
ский (p-адический) анализ был применён к описанию каскадных
моделей турбулентности Зеленовым и Фищенко в [149].

Имеет место следующая важная лемма.

Лемма 72. Рассмотрим ультраметрические всплески φ, ψ ,
для которых J (соответственно I ) суть минимальные шары,
содержащие носители всплеска ψ (соответственно φ).

Пусть ядро интегрирования F в (3.36) удовлетворяет усло-
вию (3.37). Тогда интеграл

I[φ, ψ](x) =
∫∫

F (sup(x, ξ, η))φ(ξ)(ψ(η)−ψ(x)) dν(ξ) dν(η) (3.38)

сходится и имеет вид

I[φ, ψ](x) = ψ(x)φ(x)ΦIJ ,
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где коэффициент ΦIJ может быть не равен нулю только при
J < I (т.е. когда шар J есть строгое подмножество шара I ).
В этом случае

ΦIJ = ν2(I, J)F (I)− ν2(J)F (J)−
∑

L : J<L<I

(ν2(L)− ν2(L, J))F (L).

(3.39)

Доказательство. Рассмотрим интеграл

I[φ, ψ](x) =
∫∫

F (sup(x, ξ, η))φ(ξ)(ψ(η)− ψ(x)) dν(ξ) dν(η)

для случая, когда φ и ψ являются ультраметрическими всплеска-
ми. Условие (3.37) обеспечивает сходимость интеграла. Обозна-
чим I и J минимальные шары, содержащие носители всплесков
φ и ψ соответственно.

Рассмотрим следующие случаи.
1) Пусть шары J и I не пересекаются. Тогда интеграл по ξ

даёт нуль, так как φ есть функция с нулевым средним и ядро
интегрирования F постоянно на шаре I.

2) Пусть шар I является строгим подшаром шара J . Тогда
интеграл по ξ может быть ненулевым только для x, η ∈ I. В этом
случае ψ(η) и ψ(x) сокращаются и, следовательно, интеграл равен
нулю.

3) Пусть I = J . Тогда интеграл по ξ может быть ненулевым
только для x, η ∈ I и, более того, для sup(x, η) < I. В этом случае
ψ(η) и ψ(x) сокращаются и интеграл обращается в нуль.

4) Пусть шар J есть строгий подшар шара I. Рассмотрим сле-
дующие случаи.

a) Если x /∈ J , тогда ψ(x) = 0 и ядро интегрирования посто-
янно на J . Следовательно, интеграл по η равен нулю.

b) Пусть x ∈ J < I. Интеграл принимает вид

I[φ, ψ](x) =
∫
ξ∈I

∫
η

F (sup(x, ξ, η))φ(ξ)(ψ(η)− ψ(x)) dν(η) dν(ξ) =

=
∫
ξ∈I

∫
η : sup(x,η)<I

F (sup(x, ξ, η))×

× φ(ξ)(ψ(η)− ψ(x)) dν(η) dν(ξ) =
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=
[ ∫

ξ : sup(x,ξ)=I

+
∫
ξ : sup(x,ξ)<I

]
×

×
∫
η : sup(x,η)<I

F (sup(x, ξ, η))×

× φ(ξ)(ψ(η)− ψ(x)) dν(η) dν(ξ) =

= −φ(x)ν(I, J)F (I)
∫
η : sup(x,η)<I

(ψ(η)− ψ(x)) dν(η) +

+ φ(x)
[ ∫

ξ : sup(x,ξ)6J
+

∫
ξ : J<sup(x,ξ)<I

]
×

×
∫
η : sup(x,η)<I

F (sup(x, ξ, η))×

× (ψ(η)− ψ(x)) dν(η) dν(ξ) =

= ψ(x)φ(x)ν2(I, J)F (I) + φ(x)ν(J)×

×
∫
η : J6sup(x,η)<I

F (sup(x, η))(ψ(η)− ψ(x)) dν(η)−

− ψ(x)φ(x)
∫
ξ : J<sup(x,ξ)<I

dν(ξ)
∫
η : sup(x,η)<I

F (sup(x, ξ, η)) dν(η) =

= ψ(x)φ(x)
[
ν2(I, J)F (I)− ν2(J)F (J)−

− ν(J)
∑

L : J<L<I

F (L)(ν(L)− ν(L, J))−

−
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))
(
F (L)ν(J) +

+ F (sup(L,K))
∑

K : J<K<I

(ν(K)− ν(K,J))
)]

=

= ψ(x)φ(x)
[
ν2(I, J)F (I)− ν2(J)F (J)−

− 2ν(J)
∑

L : J<L<I

F (L)(ν(L)− ν(L, J))−

−
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))×

×
∑

K : J<K<I

(ν(K)− ν(K,J))F (sup(L,K))
]
.
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Поскольку∑
L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))
∑

K : J<K<I

(ν(K)− ν(K,J))F (sup(L,K)) =

=
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))2F (L) +

+ 2
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))F (L)(ν(L, J)− ν(J)),

мы получим для интеграла

I[φ, ψ](x) = ψ(x)φ(x)
[
ν2(I, J)F (I)− ν2(J)F (J)−

−
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))2F (L)−

− 2
∑

L : J<L<I

(ν(L)− ν(L, J))F (L)ν(L, J)
]

=

= ψ(x)φ(x)
[
ν2(I, J)F (I)− ν2(J)F (J)−

−
∑

L : J<L<I

(ν2(L)− ν2(L, J))F (L)
]
.

Это завершает доказательство леммы. �

Замечание. Если мы зафиксируем в (3.38) порядок интегри-
рования следующим образом:∫ [ ∫

F (sup(x, ξ, η))φ(ξ)(ψ(η)− ψ(x)) dν(ξ)
]
dν(η),

то интеграл (3.38) будет сходиться для любых φ, ψ из D0(X) без
наложения дополнительных условий (3.37).

Пример 1. Используя лемму 72, можно построить частное
решение уравнения (3.36) в виде

v(x, t) = e−ηItψ(x),

где ψ есть всплеск (с носителем в шаре I) и ηI есть соответству-
ющее собственное значение псевдодифференциального оператора
в третьем члене в (3.36):

ηI = G(I)ν(I) +
∑
J>I

G(J)(ν(J)− ν(J, I)).
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Введённая функция будет решением уравнения (3.36), поскольку
I[ψ,ψ], где ψ есть всплеск, равно тождественно нулю.

Пример 2. Найдём решение (3.36) в виде

v(x, t) = v1(t)ψ(x) + v2(t)φ(x),

где ψ и φ суть всплески с носителями в шарах J и I соответствен-
но.

Если шары I и J не пересекаются или I = J , тогда I[φ, ψ] =
I[ψ, φ] = 0, и соответствующее решение уравнения (3.36) прини-
мает вид

v(x, t) = v1(0)e−ηJ tψ(x) + v2(0)e−ηItφ(x).

Пусть теперь шары I и J сравнимы и различны, например,
пусть J < I. Тогда соответствующее решение (3.36) принимает
вид

v(x, t) = v1(0)e−ηJ t+φ(x)ΦIJv2(0)η
−1
I (e−ηI t−1)ψ(x) + v2(0)e−ηItφ(x).

Здесь ΦIJ задаётся (3.39) и мы предполагаем ηI ̸= 0.

Мы построили нетривиальное решение нелинейного уравне-
ния (3.36). Это решение содержит двойную экспоненту (экспо-
ненту экспоненты) времени.

Рассмотрим задачу Коши для уравнения (3.36) для v =
v(x, t) ∈ D0(X) ⊗ C1([0,∞)). Пространство D0(X) ⊗ C1([0,∞))
есть индуктивный предел пространств D0(S) ⊗ C1([0,∞)). Это
значит, что любая функция v ∈ D0(X) ⊗ C1([0,∞)) для любого
t принадлежит некоторому D(S) (где S не зависит от t) и v(x, t)
непрерывно дифференцируема по t для любого x.

Мы будем говорить, что v ∈ D0(X)⊗ C1([0,∞)) есть решение
задачи Коши для уравнения (3.36) с начальным условием v0 ∈
D0(X), если

v(x, 0) = v0(x)

и v удовлетворяет (3.36) для t > 0.
Следующая теорема описывает решения задач Коши для

(3.36) с начальными условиями в D0(X).

Теорема 73. Задача Коши с начальным условием v0 ∈ D0(X)
для интегро-дифференциального уравнения (3.36), удовлетворя-
ющего условию (3.37), имеет единственное решение v ∈ D0(X)⊗
C1([0,∞)).
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Доказательство. Любая функция v ∈ D0(X) ⊗ C1([0,∞))
имеет вид конечной линейной комбинации всплесков

v(x, t) =
∑
Ij

vIj(t)ψIj(x),

где vIj лежат в C1([0,∞)) и I принадлежит некоторому S \ Smin,
S ⊂ T (X). Подставляя это в (3.36), мы получим∑
Ij

ψIj(x)
[
d

dt
vIj(t)+ηIvIj(t)+vIj(t)

∑
Jj′ : J>I

vJj′(t)ψJi′(x)ΦJI

]
= 0.

Поскольку всплески линейно независимы и всплески большего
масштаба постоянны на носителях всплесков меньшего масшта-
ба, вышеприведенное уравнение эквивалентно системе обыкно-
венных дифференциальных уравнений

d

dt
vIj(t) = −vIj(t)

[
ηI +

∑
Jj′ : J>I

vJj′(t)ψJi′(x)ΦJI

]
. (3.40)

Здесь суммирование пробегает по возрастающей последователь-
ности шаров, бо́льших шара I. Эта система нелинейна (квадра-
тична). Отметим, что, так как x ∈ I и всплеск ψJj для J > I
постоянен на I, коэффициент ψJi′(x) не зависит от выбора x ∈ I.

Опишем рекуррентную процедуру построения решения систе-
мы (3.40). Начальное условие для (3.36) как функция из D0(X)
имеет разложение по всплескам

v(x, 0) =
∑
Ij

vIj(0)ψIj(x). (3.41)

Выберем максимальный I, для которого вышеприведенное на-
чальное условие vIj(0) не равно нулю (такой I может быть не
единственен). Поскольку для максимального I соответствующее
уравнение в системе (3.40) линейно, мы получим соответствую-
щее экспоненциальное решение vIj(t) задачи Коши:

vIj(t) = vIj(0)e−ηIt.

Затем, для максимальных подшаров I ′ < I, подставим полу-
ченное решение в соответствующие уравнения из (3.40), и полу-
чим уравнения для vI′j′ . Эти уравнения будут линейны и будут
зависеть от вычисленной на предыдущем шаге функции vIj(t).
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Затем мы итерируем эту процедуру и получаем решения для
всех пар (I, j):

vIj(t) = vIj(0) exp
{
−ηIt−

∫ t

0

∑
Jj′ : J>I

vJj′(τ)ψJi′(x)ΦJI dτ
}
.

(3.42)
Легко видеть, что, если vIj(0) = 0, тогда vIj(t) = 0. Следователь-
но, поскольку начальное условие есть конечная линейная комби-
нация (3.41) всплесков, описанная рекуррентная процедура даст
все ненулевые vIj(t) за конечное число шагов.

Единственность решения следует из наблюдения, что любое
уравнение в (3.40) линейно как уравнение для vIj(t) и зависит
только от функций vJj′(t), связанных с большими масштабами.
Это завершает доказательство леммы. �

Замечание. Формула (3.42) даёт явное решение задачи Ко-
ши для уравнения (3.36). Следовательно, это уравнение является
точно решаемым, и решения могут быть описаны при помощи
рекуррентной иерархической процедуры.

Замечание. Если начальное условие v0 для (3.36) принад-
лежит некоторому (конечномерному) пространству D0(S), S ⊂
T (X), то для любого времени t решение v(x, t) соответствующей
задачи Коши для (3.36) будет также принадлежать D0(S). Это
наблюдение является примером отмеченного в [59] общего явле-
ния существования локализованных решений для некоторых ин-
тегральных уравнений в ультраметрическом анализе.

Замечание. Уравнение (3.36) для v из D0(X) ⊗ C1([0,∞))
эквивалентно системе обыкновенных дифференциальных урав-
нений (3.40). Система (3.40) является примером каскадной моде-
ли. Модели такого рода используются для описания турбулент-
ности [33], [77]. Впервые связь нелинейных ультраметрических
интегральных уравнений и каскадных моделей турбулентности
обсуждалась в [149].





Глава 4

Метод реплик и ультраметрический анализ

4.1. Введение

Неупорядоченные системы – это такие физические системы,
гамильтонианы (энергии) которых зависят от набора случайных
параметров. Такие системы представляют интерес в связи с ис-
следованием стёкол, кластеров, макромолекул, наносистем. На-
пример, при изготовлении наноустройств обычно невозможно из-
бежать разброса параметров, что приводит к необходимости учи-
тывать этот разброс при теоретическом исследовании наноси-
стем.

Более того, даже при отсутствии разброса параметров у нано-
систем, что имеет место, например, для одинаковых (взятых из
одного организма) белков, имеет смысл применять к таким систе-
мам подход с точки зрения статистической механики неупорядо-
ченных систем. Для белков это может быть обосновано тем фак-
том, что свойства белка (в частности, его биологическая функ-
ция) могут мало меняться при некоторых заменах аминокислот
в белке. Это, в частности, имеет место при рассмотрении анало-
гичных белков, взятых из разных, иногда весьма сильно разли-
чающихся биологических видов.

В настоящей главе мы рассматриваем важный подход в ста-
тистической механике неупорядоченных систем, называемый ме-
тодом реплик. Основной технической проблемой в методе реплик
являются вычисления с репличными матрицами. Было обнару-
жено, что в методе реплик возникают ультраметрические про-
странства. Развитие методов ультраметрического анализа позво-
ляет существенно упростить и обобщить результаты метода ре-
плик.

111
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Настоящая глава посвящена изучению структуры репличных
матриц. Эти результаты были получены в работах [111], [228]. В
частности, была получена p-адическая параметризация для мат-
рицы Паризи Q = (Qab), описывающей нарушение репличной
симметрии: было показано, что матричный элемент матрицы Па-
ризи после некоторой явно описанной перестановки строк и столб-
цов принимает вид

Qij = q(|i− j|p),

где q(x) есть некоторая неотрицательная функция неотрицатель-
ного аргумента.

В работах [130], [136] рассматривались матрицы Паризи, свя-
занные с локально компактных абелевыми группами, являющи-
мися ультраметрическими пространствами. В настоящей главе
мы описываем параметризацию также для таких матриц.

В работах [178], [179], [180] был разработан анзац наруше-
ния репличной симметрии, связанный с псевдодифференциаль-
ными операторами на произвольных ультраметрических про-
странствах.

4.2. Параметризация матриц Паризи

Матрица Паризи есть (n× n)-матрица Q = (Qab), матричный
элемент матрицы которой определяется как

Qaa = 0, Qab = qi,

[
a

mi

]
̸=

[
b

mi

]
;

[
a

mi+1

]
=

[
b

mi+1

]
. (4.1)

Здесь mi суть k+ 1 натуральных чисел, таких, что pi = mi+1/mi

натуральные,

1 = m0 < m1 < · · · < mk < mk = n,

и функция [x] принимает значения в целых числах по следующе-
му правилу: [x] − 1 6 x 6 [x], где [x] целое, то есть [x] есть наи-
меньшее целое число, большее или равное x (целая часть справа),
qi суть k неотрицательных вещественных параметров.
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Пример матрицы такого вида, где pi = 2 для всех i есть

Q =



0 q1 q2 q2 q3 q3 q3 q3 . . .
q1 0 q2 q2 q3 q3 q3 q3 . . .
q2 q2 0 q1 q3 q3 q3 q3 . . .
q2 q2 q1 0 q3 q3 q3 q3 . . .
q3 q3 q3 q3 0 q1 q2 q2 . . .
q3 q3 q3 q3 q1 0 q2 q2 . . .
q3 q3 q3 q3 q2 q2 0 q1 . . .
q3 q3 q3 q3 q2 q2 q1 0 . . .
...


. (4.2)

В работах [111], [228], было показано, что для случая, когда
mi = pi (то есть все pi = p), формула (4.1) эквивалентна следу-
ющей формуле p-адической параметризации: после соотвествую-
щей перенумеровки индексов матрицы Паризи, матричные эле-
менты этой матрицы выражаются как

Qab = q(|a− b|p), (4.3)

где | · |p есть p-адическое расстояние и функция q(x) имеет вид:
q(pi) = qi, q(0) = 0.

Рассмотрим непосредственное обобщение этого результата на
случай матриц Паризи, связанных с абелевыми группами следу-
ющего вида. Рассмотрим абелеву группу, являющуюся прямым
произведением конечных абелевых циклических групп:

G =
k∏
i=1

Z/piZ (4.4)

где Z есть группа целых чисел и pi суть натуральные числа > 2.
Элементы группы G имеют вид x = {xi} = (x1, . . . , xk), 0 6 xi 6
pi − 1, и сложение определено как поэлементное сложение по мо-
дулю pi:

x+ y = {(xi + yi) mod pi}.
Лемма 74. Элемены группы G находятся во взаимно одно-

значном соответствии с натуральными числами из множе-
ства {1, 2, . . . ,

∏k
j=1 pj}. Такое соответствие задаётся отобра-

жением

l : 1, 2, . . . ,
k∏
j=1

pj → G.
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l−1 : x = (x1, . . . , xk) 7→ 1 +
k∑
i=1

xi

i−1∏
j=1

pj , 0 6 xi 6 pi − 1. (4.5)

Здесь мы доопределяем
∏0
j=1 pj = 1.

Доказательство. Легко видеть, что отображение l−1 пере-
водит 0 в группе G в 1. Также образ элемента

(p1 − 1, . . . , pk − 1)

есть

1 +
k∑
i=1

(pi − 1)
i−1∏
j=1

pj = 1 +
k∑
i=1

( i∏
j=1

pj −
i−1∏
j=1

pj

)
=

k∏
j=1

pj .

Легко видеть, что образы элементов группы G будут лежать меж-
ду 1 и

∏k
j=1 pj .

Проверим, что отображение l−1 (которое мы называем нуме-
рацией) отображает различные элементы группы G в различные
числа из

{
1, 2, . . . ,

∏k
j=1 pj

}
.

Пусть x ̸= y суть элементы группы G такие, что xi ̸= yi,
xj = yj для j > i. Тогда

l−1(x)− l−1(y) =
i∑

j=1

(xj − yj)
j−1∏
l=1

pl =

=
i−1∑
j=1

(xj − yj)
j−1∏
l=1

pl + (xi − yi)
i−1∏
l=1

pl.

Сумма
∑i−1
j=1(xj−yj)

∏j−1
l=1 pl по модулю не превосходит

∏i−1
l=1 pl−1.

Слагаемое (xi − yi)
∏i−1
l=1 pl по модулю не менее

∏i−1
l=1 pl, откуда

вышеприведенное выражение отлично от нуля. Отсюда следует,
что l−1 отображает различные элементы G в различные числа.
Это завершает доказательство леммы. �

Группа G является ультраметрическим пространством с уль-
траметрикой |x|, определённой как

|x| = mi =
i∏

j=1

pj ,
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где i есть номер последнего ненулевого xi. Доказательство того,
что | · | есть ультраметрика, проводится так же, как в p-адическом
случае.

Теорема 75. Матричный элемент Qab , определённый фор-
мулой (4.1), зависит только от ультраметрики разности l(a)
и l(b):

Qab = q(|l(a)− l(b)|),

где q(mi) = qi , q(0) = 0, i = 1, . . . , k .

Доказательство. Условие
[
a
mi

]
=

[
b
mi

]
принимает вид

[1 +
∑k
i=1 ai

∏i−1
j=1 pj

mi

]
=

[1 +
∑k
i=1 bi

∏i−1
j=1 pj

mi

]
.

Отсюда aj = bj для j > i.
Аналогично, условие

[
a
mi

]
̸=

[
b
mi

]
означает, что aj ̸= bj для

некоторого j > i.
Вместе два условия

[
a
mi

]
=

[
b
mi

]
,

[
a

mi−1

]
̸=

[
b

mi−1

]
означают,

что ai ̸= bi, или |l(a)− l(b)| = mi. Следовательно, матричный эле-
мент матрицы Паризи Qab зависит только от расстояния в груп-
пе G между индексами |l(a)− l(b)|: если |l(a)− l(b)| равно mi, то
Qab = qi, откуда следует утверждение теоремы. �

Для случая, когдаmi = pi, эта теорема сводится к p-адической
параметризации матриц Паризи, полученной в [111], [228].

Замечание. Используемое для p-адической параметризации
матрицы Паризи отображение l сходно с отображением, исполь-
зовавшимся для отображения p-адических всплесков на веще-
ственные в главе 2. Аналогичное отображение будет использо-
вано в главе 6 для 2-адической параметризации генетического
кода. Таким образом, отображения вида (4.5) (различные вари-
анты p-адической замены переменной) являются существенным
компонентом различных приложений p-адического анализа.





Глава 5

Ультраметрическая динамика как модель
межбассейновой кинетики

5.1. Метод межбассейновой кинетики

Динамика широкого класса физически важных сложных на-
носкопических систем (стёкла, кластеры, полимеры) описывается
случайным блужданием на сложном энергетическом ландшаф-
те [153], [156], [264], [267]. Ландшафтом называется непрерывная
вещественнозначная функция (энергия) на области в RN . Выра-
жение ”сложный ландшафт” означает, что такая функция имеет
много локальных минимумов. В частности, такие модели важны
для описания функционирования белков в рамках релаксацион-
ной концепции динамики белка [9]. В связи с этим большой инте-
рес представляет приближённое описание динамики на сложных
ландшафтах. Приближение межбассейновой кинетики (interbasin
kinetics) для динамики на ландшафтах изучалось с 80-х годов
XX века, см., например, [219].

Динамика на энергетическом ландшафте используется для
описания химических реакций, идущих по активационному меха-
низму. В этом подходе химическая реакция описывается перехо-
дом между двумя энергетическими минимумами через энергети-
ческий барьер. Имеет место приближённая формула Аррениуса –
константа скорости реакции пропорциональна больцмановскому
фактору от высоты энергетического барьера

A ∼ e−βΔE

где ∆E есть величина барьера активации (разность между энер-
гиями переходного и начального состояний), β = 1

kT есть обрат-
ная температура.

117
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Для случая сложных ландшафтов, когда локальных миниму-
мов много, применяют метод межбассейновой кинетики (inter-
basin kinetics) – способ приближённого исследования случайно-
го блуждания на сложных ландшафтах, основанный на описании
кинетики, порождённой переходами между группами состояний
(бассейнами, basins). Минимальные бассейны соответствуют ло-
кальным минимумам энергии, большие бассейны (супербассейны,
объединения бассейнов) устроены иерархически. Скорость пере-
хода между бассейнами задаётся аррениусовским фактором, за-
висящим от энергетического барьера между этими бассейнами.

Постулаты приближения межбассейновой кинетики:
(1) Пространство состояний разделено на бассейны, бассейны

разбиваются на подбассейны иерархическим образом (образуя на-
правленное дерево бассейнов).

(2) Энергетический барьер между двумя состояниями зависит
только от бассейнов, в которых находятся эти состояния, но не
зависит от выбора состояний в таких бассейнах.

Таким образом, переходы между бассейнами описываются си-
стемой кинетических уравнений:

∂

∂t
f(i, t) = −

∑
j

[
T (i, j)f(i, t)− T (j, i)f(j, t)

]
ν(j). (5.1)

Здесь индексы i, j нумеруют состояния системы (отвечающие
минимальным бассейнам, или локальным минимумам энергии),
T (i, j) > 0 есть вероятность перехода в единицу времени из i в j,
ν(j) > 0 суть некоторые положительные числа (объёмы бассей-
нов).

Описанные ограничения приближения межбассейновой кине-
тики на матрицу T (i, j) означают, что эта матрица будет блочной
с большим числом одинаковых матричных элементов. В важном
частном случае матрицу T (i, j) можно взять равной матрице Па-
ризи.

Различные модели межбассейновой кинетики и иерархической
динамики изучались во многих работах [162], [245], [269], [219]. В
работах [124], [125] p-адическая диффузия обсуждалась в связи с
релаксацией спиновых стёкол. Динамика белка изучалась при по-
мощи мессбауэровской спектроскопии Г. Фрауэнфельдером [104]
и В. И. Гольданским [37]. Идея об иерархичности пространства со-
стояний белка была высказана Фрауэнфельдером, на основании



Глава 5. Ультраметрическая динамика как модель МБК 119

аналогии со спиновыми стёклами, см. для обзора [153]. Аналогии
между белками и стёклами обсуждались также В.И. Гольдан-
ским с соавторами [37].

Автором, совместно с В. А. Аветисовым и А. Х. Бикуловым,
был предложен [112] подход описания моделей межбассейновой
кинетики ультраметрической диффузией, порождаемой псевдо-
дифференциальными операторами. А именно, постулаты межбас-
сейновой кинетики предлагается интерпретировать следующим
образом:

(1) = пространство состояний ультраметрично;
(2) = вероятность перехода локально постоянна.

В простейшем случае система уравнений межбассейновой ки-
нетики принимает вид [111], [112] p-адического уравнения тепло-
проводности

∂

∂t
f(x, t) +Dα

xf(x, t) = 0. (5.2)

Первоначально это уравнение было введено в [20] из чисто мате-
матических соображений. Здесь f(x, t) есть зависящая от време-
ни t функция распределения, Dα

x есть оператор Владимирова p-
адического дробного дифференцирования, действующий по пере-
менной x. Эта переменная описывает дерево бассейнов для слож-
ного энергетического ландшафта. Для моделей динамики белка
x есть конформационная переменная. Показатель α пропорцио-
нален обратной температуре β = 1

kT .
Подробнее применение p-адического уравнения теплопровод-

ности в качестве уравнения межбассейновой кинетики можно по-
яснить следующим образом. Система кинетических уравнений,
описывающих переходы между конечным набором состояний,
нумеруемых индексами a, имеет вид (5.1). Рассмотрим модель
межбассейновой кинетики, когда Tij есть матрица Паризи, все
ν(j) = 1. Тогда, применяя p-адическую параметризацию матрицы
Паризи, мы можем переписать систему кинетических уравнений
в виде

∂

∂t
f(i, t) =

∫
pM Zp/pN Zp

q(|i− j|p)(f(i, t)− f(j, t)) dµ(j), M < N,

где интегрирование (суммирование) идёт по мере Хаара на дис-
кретной группе pMZp/pNZp.
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Применяя формальный предел M → −∞, N → ∞, мы полу-
чим уравнение

∂

∂t
f(x, t) =

∫
Qp

q(|x− y|p)(f(x, t)− f(y, t)) dµ(y).

В частном случае, когда

q(|x|p) = Γ−1
p (−α)|x|−1−α

p ,

мы получаем p-адическое уравнение теплопроводности (5.2). В
этом случае мы имеем степенную асимптотику для фундамен-
тального решения: для фундаментального решения f(x, t) p-
адического уравнения теплопроводности, f(x, 0) = δ(x), для боль-
ших времен имеет место асимптотика∫

|x|p61

f(x, t) dµ(x) ∼ t−
1
α .

Для рассматриваемой модели показатель 1/α пропорционален
температуре T . Данная степенная асимптотика воспроизводится
спектроскопическими экспериментами по связыванию CO и мио-
глобина [104].

p-Адические модели межбассейновой кинетики обсуждались
в [111], [112], [113], [114]. Теорема 76 об эквивалентности меж-
бассейновой кинетики общего вида и динамики на ультраметри-
ческом пространстве, описываемой уравнением (5.3) (см. ниже),
доказана автором в [55].

Процедуры построения иерархии бассейнов и моделей меж-
бассейновой кинетики по произвольному энергетическому ланд-
шафту изучались Стилинджером и Вебером [246], [247], Бекером
и Карплусом [116]. Такие модели применялись для построения
иерархии бассейнов для пептидов [116] по данным молекулярной
динамики. Сложный ландшафт в таком подходе приближается
деревом связности (disconnectivity graph) и функцией распреде-
ления энергий активаций.

Схематично такая процедура может быть описана следую-
щим образом. Ландшафт энергии системы заливается водой, во-
да образует лужи вокруг локальных минимумов. При повышении
уровня воды лужи начинают сливаться, пока не останется всего
одна лужа. Результатом процедуры является направленное дере-
во бассейнов (луж), причем минимальным лужам ставится в со-
ответствие их глубина (значения локальных минимумов энергии),
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более крупным лужам – уровень энергии, на которых эти лужи
сливаются (величина барьера активации между бассейнами). В
результате мы получаем дерево бассейнов и функцию на дереве
бассейнов – распределение энергий локальных минимумов и ба-
рьеров активации. После этого строится модель иерархической
динамики, основанная на дереве бассейнов и функции барьеров
активации на нём. Это и есть модель межбассейновой кинетики.

В настоящей главе строится уравнение ультраметрической
диффузии, описывающее в приближении межбассейновой кине-
тики (для описанной выше процедуры) динамику на сложном
энергетическом ландшафте общего вида. Такое уравнение имеет
вид ультраметрического псевдодифференциального уравнения

∂

∂t
f(x, t)+

∫
X

e−βE(sup(x,y))

ν(sup(x, y))
[
eβE(x)f(x, t)−eβE(y)f(y, t)

]
dν(y) = 0.

(5.3)
Здесь x, y ∈ X лежат в ультраметрическом пространстве, отвеча-
ющем дереву бассейнов энергетического ландшафта, f(x, t) есть
распределение заселённости. Для широкого класса потенциалов
такие уравнения являются точно решаемыми, что позволяет ис-
следовать динамику на таких сложных ландшафтах в прибли-
жении межбассейновой кинетики аналитически. В важном част-
ном случае вышеприведенное уравнение примет вид p-адического
уравнения теплопроводности (5.2).

Таким образом, модель ультраметрической диффузии в мето-
де межбассейновой кинетики возникает как приближение веще-
ственной модели случайного блуждания на сложном ландшаф-
те. Такое приближение, основанное на некоторых представлени-
ях о динамике на энергетических ландшафтах общего положения,
сложно контролировать. Поэтому настоящая глава написана на
физическом уровне строгости.

Настоящая глава устроена следующим образом.
В разделе 5.2 описывается процедура построения дерева бас-

сейнов и функции на этом дереве распределения энергий актива-
ции для ландшафта энергии общего вида.

В разделе 5.3 строится соответствующая общая модель меж-
бассейновой кинетики.

В разделе 5.4 показывается эквивалентность модели межбас-
сейновой кинетики из раздела 5.3 и модели ультраметрической
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диффузии на пространстве, отвечающем дереву бассейнов, по-
рождаемой ультраметрическим псевдодифференциальным опе-
ратором.

В разделе 5.5 (приложение) мы обсуждаем конструкцию кла-
стеризации.

5.2. Ландшафт и дерево бассейнов
Опишем процедуру, которая сопоставляет ландшафту (веще-

ственнозначной функции на области в RN , описывающей распре-
деление потенциальной энергии) дерево бассейнов, функцию на
этом дереве, описывающую набор барьеров активации для слу-
чайного блуждания на ландшафте, и меру на границе дерева,
отвечающую объёмам соответствующих бассейнов.

Рассмотрим энергетический ландшафт, который есть веще-
ственная функция U на конфигурационном пространстве M .
Конфигурационное пространство есть компактное подмножество
M ⊂ RN (с мерой Лебега), являющееся некоторым многообрази-
ем с краем. Рассмотрим для функции U набор всех её локальных
минимумов. Мы предполагаем, что этот набор конечен.

Для локального минимума i рассмотрим подмножество R(i)
в конфигурационном пространстве M (называемое бассейном
притяжения i), состоящее из таких точек ξ ∈M , для которых:

1) существует путь (то есть непрерывная кривая) в конфигу-
рационном пространстве, соединяющий ξ и i, такой, что U убы-
вает на пути от ξ к i;

2) если существуют пути от ξ к различным локальным мини-
мумам, вдоль которых U убывает, то расстояние от ξ до i меньше
(или равно), чем до других таких минимумов; здесь расстояние
от ξ до i понимается в смысле расстояния вдоль энергетической
поверхности, то есть как точная нижняя грань длин путей на
ландшафте энергии, соединяющих эти точки.

Различные R(i), R(j) могут пересекаться только по множеству
нулевой меры. Объединение всех R(i) есть всё конфигурационное
пространство.

Сопоставим бассейну R(i) его объём #(i):

#(i) =
∫
R(i)

dx.

Введём следующие определения.
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1) Для точек a, b в конфигурационном пространстве M и пу-
ти S в конфигурационном пространстве, соединяющего эти две
точки, мы говорим, что точка a отделена от точки b энергети-
ческим барьером E на пути S из a в b, если следующая точная
верхняя грань по точкам ξ ∈ S равна E:

sup
ξ∈S

U(ξ) = E.

2) Для точек a, b в конфигурационном пространстве мы гово-
рим, что точка a отделена от точки b энергетическим барьером
(или барьером активации) E(a, b), если точная нижняя грань по
путям S из a в b в конфигурационном пространстве от энергети-
ческих барьеров на путях S из a в b равна E(a, b):

E(a, b) = inf
S

sup
ξ∈S

U(ξ).

Пусть β есть положительное число (обратная температура).
Введём на множестве локальных минимумов метрику

d(i, j) = eβE(i,j).

Введенная метрика будет ультраметрикой. А именно, рассмот-
рим три локальных минимума a, b, c, разделенных энергетиче-
скими барьерами E(a, b), E(b, c), E(a, c) соответственно. Выберем
из этих барьеров минимальный, например, E(a, b) (такой выбор
может быть не единственным). Тогда E(a, c) = E(b, c). Иначе, ес-
ли, скажем, E(a, c) < E(b, c), можно было бы найти путь из b в c,
состоящий из комбинации путей из из b в a и из a в c. Энергетиче-
ский барьер на таком пути равен E(a, c). Это доказывает сильное
неравенство треугольника для введенной метрики, прочие необхо-
димые свойства метрики (неотрицательность, невырожденность и
симметричность) очевидны.

Фиксируем теперь шкалу энергий – возрастающую последова-
тельность вещественных чисел {Ek} без точек сгущения, и со-
ответственную последовательность положительных чисел D =
{dk}, dk = eβEk . Рассмотрим соответствующую кластериза-
цию CD множества локальных минимумов с расстоянием d( · , · )
(см. приложение). Кластеры будут содержать локальные мини-
мумы с барьерами активации между минимумами, не превосхо-
дящими некоторого Ei из энергетической шкалы.
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Кластеры из CD мы будем также называть бассейнами. Назо-
вём направленное дерево T для кластеризации CD деревом связ-
ности (disconnectivity graph) ландшафта U . По такому дереву
строится ультраметрическое пространство X(T ). Точки такого
пространства отвечают локальным минимумам энергетического
ландшафта, шары относительно ультраметрики отвечают бассей-
нам. Можно сказать, что точка x отвечает некоторому локаль-
ному минимуму i вместе с набором вложений, соответствующих
бассейнов, содержащих i.

На пространстве X существует естественная мера ν, такая что
мера ν(x) точки из X (пространство X в рассматриваемом нами
случае состоит из конечного числа точек) равна объему бассейна
притяжения соответствующего локального минимума #(i).

Для того, чтобы вышеописанная процедура работала, ланд-
шафт энергии U должен быть функцией общего положения. На-
пример, если ландшафт является постоянной функцией, все точ-
ки будут локальными минимумами, и мы получим всего один
кластер при проведении кластеризации. Если ландшафт энергии
допускает трансляционную инвариантность относительно сдви-
гов из неокторой решетки (например, такие функции, как sinx
или “коробка для яиц”), то полученное при кластеризации ультра-
метрическое пространство не будет локально компактным. Фак-
тически мы определяем свойство общего положения для функ-
ции Uотносительно описанной выше кластеризации как требова-
ние того, чтобы получаемое при кластеризации дерево бассейнов
с метрикой на нем при пополнении давало локально компактное
цепное пространство кластеризации (см. раздел 2.4). Нарушение
свойства локальной компактности означало бы, что в некотором
шаре цепного пространства кластеризации существует бесконеч-
ное число максимальных подшаров.

5.3. Анзац межбассейновой кинетики

Исследование динамики на сложном ландшафте как аналити-
ческими, так и численными методами сталкиваются с трудностя-
ми. В связи с этим важным является развитие приближённых
подходов, основанных на некоторых представлениях об общих
свойствах динамики на сложном ландшафте. Важным примером
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такого подхода является метод межбассейновой кинетики. В та-
ком подходе весь сложный ландшафт делится на области (бас-
сейны), отвечающие локальным минимумам энергии (бассейны
притяжения локальных минимумов). Затем строится, по некото-
рым правилам, набор вероятностей перехода в единицу времени
между бассейнами. Более того, бассейны образуют естественную
иерархию. Следовательно, набор вероятностей перехода между
бассейнами естественно считать устроенным иерархически (спо-
соб описания такой иерархии отвечает конкретной форме анзаца
межбассейновой кинетики). Таким образом, блуждание на слож-
ном ландшафте приближается иерархически устроенной систе-
мой кинетических уравнений, описывающих переходы между бас-
сейнами. Динамикой внутри бассейнов при этом пренебрегают.
Для интересующего нас режима сложного ландшафта энергии
бассейны являются достаточно малыми, и пренебрежение дина-
микой внутри бассейнов является адекватным.

Рассмотрим дерево бассейнов для ландшафта энергии. По-
строим систему уравнений межбассейновой кинетики, пользуясь
формулой Эйринга–Полани

κ = A exp(−β∆F ),

где κ – константа скорости реакции, ∆F – свободная энергия
активации, в теории Эйринга активированного комплекса A =
kT/h, k, h – постоянные Больцмана, Планка, T – температура, β –
обратная температура. Такие формулы дают приближённое вы-
ражение для констант скоростей реакций. Напомним, что свобод-
ная энергия группы состояний (с одинаковой энергией) определя-
ется как

F = E − θS,

где E есть энергия группы состояний, θ = β−1 есть температура,
S есть энтропия группы состояний (логарифм числа состояний
в группе).

Для дерева бассейнов рассмотрим систему кинетических урав-
нений межбассейновой кинетики вида

dg(i, t)
dt

= −
∑
j ̸=i

[
eβ(F (i)−G(sup(i,j)))C(i, j)g(i, t)−

− eβ(F (j)−G(sup(i,j)))C(j, i)g(j, t)
]
.
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Здесь i, j – минимальные бассейны (области притяжения локаль-
ных минимумов), g(i) – заселённость минимального бассейна i,
F (i) – свободная энергия бассейна i, sup(i, j) – минимальный су-
пербасейн, содержащий бассейны i и j, G(sup(i, j)) – свободная
энергия переходного состояния для перехода между бассейнами i
и j (мы считаем, что такое переходное состояние определяется
супербассейном sup(i, j)).

Коэффициенты C(i, j) выбираются положительными и сим-
метричными, в этом случае такая система кинетических уравне-
ний будет удовлетворять условиями детального баланса. Смысл
этих коэффициентов в том, что они описывают модификацию
формулы Эйринга на случай переходов не между двумя состо-
яниями, а между набором состояний с единственным промежу-
точным (переходным) состоянием. Задание анзаца для коэффи-
циентов C(i, j) фиксирует модель межбассейновой кинетики. Мы
предлагаем следующий выбор для таких коэффициентов :

C(i, j) =
#(i)#(j)

#2(sup(i, j))
. (5.4)

Здесь #(i) есть число состояний в бассейне i (то есть объём это-
го бассейна). Такой анзац удовлетворяет соображениям скейлин-
га – при растяжении ландшафта энергии коэффициент C(i, j) не
меняется. За формулой (5.4) стоят следующие соображения: ве-
роятность попадания из бассейна i в переходное состояние, соот-
ветствующее супербассейну sup(i, j), берётся пропорциональной
отношению объёмов бассейнов #(i)/#(sup(i, j)). Далее, вероят-
ность перехода из переходного состояния в бассейн j берётся про-
порциональной #(j)/#(sup(i, j)). Произведение этих переходных
вероятностей даст (5.4).

При таком выборе коэффициентов система уравнений меж-
бассейновой кинетики примет вид

df(i, t)
dt

= −
∑
j ̸=i

e−βG(sup(i,j))

#2(sup(i, j))
[
eβE(i)f(i, t)− eβE(j)f(j, t)

]
#(j).

Здесь f(i) = g(i)/#(i) есть плотность заселённости бассейна i,
E(i) есть энергия бассейна i (то есть eβF (i) = eβE/#(i)). Что-
бы окончательно избавиться от свободных энергий, примем, что
объём переходного состояния для бассейна sup(i, j) естественно
считать пропорциональным объёму этого бассейна:

eS(sup(i,j)) ∼ #(sup(i, j), (5.5)



Глава 5. Ультраметрическая динамика как модель МБК 127

где S(sup(i, j)) есть энтропия переходного состояния. При таком
выборе энтропии переходного состояния (игнорируя соответству-
ющий коэффициент пропорциональности) система кинетических
уравнений межбассейновой кинетики примет вид

df(i, t)
dt

= −
∑
j ̸=i

e−βE(sup(i,j))

#(sup(i, j))
[
eβE(i)f(i, t)− eβE(j)f(j, t)

]
#(j).

(5.6)
Здесь E(sup(i, j)) есть энергия переходного состояния для бас-
сейна sup(i, j), и это есть именно та энергия, которая участвует в
процедуре кластеризации, см. раздел 5.5 настоящей главы.

Таким образом, развиваемый здесь анзац межбассейновой
кинетики основан на процедуре построения дерева бассейнов
для энергетического ландшафта, формуле Аррениуса–Эйринга и
условиях (5.4), (5.5), и приводит к уравнениям (5.6).

5.4. Ультраметрическая диффузия
В настоящем разделе мы показываем, что система уравнений

межбасейновой кинетики может быть естественным образом за-
писана в терминах динамики на ультраметрическом простран-
стве X, отвечающем дереву бассейнов.

Имеет место следующая теорема.

Теорема 76. Система уравнений межбассейновой кинети-
ки (5.6) эквивалентна ультраметрическому псевдодифференци-
альному уравнению

∂

∂t
f(x, t)+

∫
X

e−βE(sup(x,y))

ν(sup(x, y))
[
eβE(x)f(x, t)−eβE(y)f(y, t)

]
dν(y) = 0,

(5.7)
где ультраметрическое пространство X отвечает дереву бас-
сейнов ландшафта энергии, точки x ультраметрического про-
странства отвечают минимальным бассейнам i (областям при-
тяжения минимумов энергии), мера ν соответствует объему
бассейна (то есть для минимального бассейна i, отвечающего
минимальному шару x в ультраметрическом пространстве мы
имеем ν(x) = #(i)).

Мы не будем ограничивать рассмотрение динамики на энер-
гетических ландшафтах ультраметрическими пространствами из
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конечного числа точек, но будем рассматривать общий случай
уравнений вида (5.7) на регулярных ультраметрических про-
странствах. Конечные деревья бассейнов получаются при рас-
смотрении гладких энергетических ландшафтов, в действитель-
ности ландшафты энергии сложных систем могут быть весьма
сложными. Для негладкого ландшафта описанная здесь процеду-
ра построения дерева бассейнов напрямую неприменима, но мы
взамен можем рассмотреть индуктивный предел направленных
деревьев (интерпретируемых как деревья бассейнов) и связанных
с ними пространств функций. Для предельного (бесконечного) де-
рева мы можем исследовать псевдодифференциальное уравнение
вида (5.7) на ультраметрическом пространстве, отвечающем пре-
дельному дереву, и интерпретировать такое уравнение как опи-
сывающее динамику на сложном негладком ландшафте.

Пример. Рассмотрим случай, когдаX = Qp, мера ν есть мера
Хаара µ, и энергия активации выбирается следующим образом:

E(|x− y|p) = k ln |x− y|p, k > 0,

потенциал минимальных шаров (точек) Qp кладётся равным ну-
лю. Таким образом, если |x − y|p = pγ , то энергия активации
линейна по γ. Мы получаем для вероятности перехода

e−βE(sup(x,y))

ν(sup(x, y))
=
e−βk ln |x−y|p

|x− y|p
=

1

|x− y|1+βkp

.

Уравнение межбассейновой кинетики принимает вид p-адичес-
кого уравнения теплопроводности

∂

∂t
f(x, t) +Dα

xf(x, t) = 0,

где показатель α оператора Владимирова p-адического дробного
дифференцирования

Dα
xf(x, t) = Γ−1

p (−α)
∫

Qp

f(x, t)− f(y, t)
|x− y|1+αp

dµ(x)

пропорционален обратной температуре: α = βk.

Замечание. Развиваемые здесь ультраметрические модели
межбассейновой кинетики важны в первую очередь для постро-
ения моделей динамики сложных систем, в которых можно в яв-
ном виде заложить характеристики энергетического ландшафта
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(для которых без применения моделей межбассейновой кинети-
ки нет пригодных для расчётов способов описания). В частности,
в работе [113] были описаны p-адические модели межбассейновой
кинетики, дающие набор различных характерных для сложных
систем режимов релаксации.

Замечание. Задача Коши для p-адического уравнения теп-
лопроводности является точно решаемой. Аналогично, задача Ко-
ши для уравнения (5.7) точно решаема (при помощи ультрамет-
рического вейвлет-преобразования), если можно выбрать энергии
локальных минимумов равными: E(x) = const. Таким образом,
в приближении межбассейновой кинетики динамика для широ-
кого класса сложных ландшафтов допускает аналитическое ис-
следование.

Пример. Связывание Mb–CO. Получаемые при помощи при-
менения p-адических методов результаты для динамики связыва-
ния миоглобина с CO [112] совпадают с данными спектроскопи-
ческих экспериментов. Следует отметить, что модель связывания
миоглобина с CO играет в физике белка основополагающую роль,
аналогичную роли модели атома водорода в квантовой механи-
ке [156].

Миоглобин – белок из 153 аминокислот, биологическая функ-
ция которого состоит в обратимом связывании и переносе мо-
лекулы кислорода. Миоглобин может связываться (сильнее, чем
с кислородом) с молекулами CO. На этом основано токсическое
действие угарного газа.

Миоглобин связывает кислород при помощи иона железа, рас-
положенного внутри глобулы миоглобина. Чтобы связаться с
ионом железа, молекула субстрата должна пройти внутрь гло-
булы через щель, которая может открываться или закрывать-
ся в зависимости от пространственной конформации миоглобина.
Диффузия кислорода (или CO) происходит гораздо быстрее, чем
пространственные перестройки белка, поэтому кинетика реакции
будет описываться моделью конформационной динамики белка
(реакция будет конформационно контролируемой).

Чтобы построить такую модель конформационной динамики,
мы должны к рассмотренному в предыдущем примере уравне-
нию релаксации белка добавить член, описывающий химическую
реакцию связывания Mb–CO. Мы записываем соответствующее
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уравнение в виде уравнения p-адической диффузии со стоком[
∂

∂t
+Dα

x + Ω(|x|p)
]
f(x, t) = 0. (5.8)

Здесь показатель α пропорционален обратной температуре β,
конформационная координата параметризуется полем p-адичес-
ких чисел. Величина f(x, t) есть плотность населённости про-
странства конформаций миоглобина, не связанного с CO. Свя-
зывание Mb–CO идёт на единичном шаре с центром в нуле. Кон-
центрация CO взята постоянная.

Данная модель есть модель диффузии со стоком. Молекула
белка испытывает конформационные перестройки, и при попада-
нии в область |x|p 6 1 (набор конформаций, в которых открыт
проход к активному центру молекулы), может связаться с CO.

Мы исследуем функционал от фундаментального решения

Fβ(t) =
∫
|x|p<1

f(x, t) dµ(x)

(с начальным условием в 1), получая для концентрации непроре-
агировавших молекул двумерную поверхность, параметризуемую
временем t и обратной температурой β.

Оказывается [112], что полученная из данной простой модели
двумерная поверхность с высокой точностью ложится на данные,
полученные из спектроскопических экспериментов. В частности,
воспроизводится неэкспонециальная (степенная) релаксация и об-
ратный ход температурной зависимости скорости релаксации при
малых температурах. Таким образом, уравнение (5.8) адекват-
но описывает связывание CO и миоглобина, и, соответственно,
p-адическое уравнение теплопроводности описывает релаксацию
белка.

Замечание. В модели связывания миоглобина с CO (5.8)
возникает оператор диффузии со стоком, имеющий вид p-ади-
ческого оператора Шрёдингера

Dα
x + Ω(|x|p).

Член с положительным потенциалом здесь отвечает стоку ча-
стиц (отрицательный потенциал описывал бы источник). Опера-
тор Владимирова Dα

x здесь выступает как p-адический аналог
лапласиана.
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Оператор, возникающий в уравнении (5.7), имеет вид произ-
ведения операторов

Df(x) =
∫
X

e−βE(sup(x,y))

ν(sup(x, y))
[
eβE(x)f(x)− eβE(y)f(y)

]
dν(y) =

= TXf(x),

где

Tf(x) =
∫
X

e−βE(sup(x,y))

ν(sup(x, y))
[
f(x)− f(y)

]
dν(y),

то есть оператор T есть ультраметрический псевдодифференци-
альный оператор в смысле главы 3 (в частности, спектр такого
оператора вычисляется при помощи базиса всплесков), и опера-
тор

Xf(x) = eβE(x)f(x)

есть оператор умножения на функцию (экспоненту от потенциа-
ла).

Таким образом, в приложении к моделям межбассейновой ки-
нетики возникают как операторы типа Шрёдингера (сумма ПДО
и оператора умножения на вещественную функцию), так и менее
привычные произведения ПДО и оператора умножения на поло-
жительную функцию.

5.5. Приложение: кластеризация
В настоящем разделе мы обсудим процедуру кластеризации

для метрических пространств. Обозначим (M,ρ) метрическое
пространство M с метрикой ρ.

Определение 77. Последовательность точек a = x0, x1, . . . ,
xn−1, xn = b в метрическом пространстве (M,ρ) называется ε-
цепью, соединяющей a и b, если ρ(xk, xk+1) 6 ε для всех 0 6 k < n.
Если существует ε-цепь, соединяющая a и b, то говорят, что a и b
ε-связываемы.

В ультраметрическом пространстве любые две точки a и b не
ε-связываемы для ε < ρ(a, b).

Определение 78. Пусть (M,ρ) есть произвольное метриче-
ское пространство. Определим цепное расстояние d(a, b) = inf(ε:
a, b ε-связываемы).
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Цепное расстояние d(a, b) между точками a и b обладает всеми
свойствами ультраметрики, кроме невырожденности, то есть

d(a, b) = d(b, a) ∀a, b,
d(a, b) 6 max

(
d(a, c), d(c, b)

)
∀a, b, c,

но может быть d(a, b) = 0 для некоторых a ̸= b.
В некоторых случаях (например, если пространство (M,ρ)

дискретно), цепное расстояние будет невырождено, и, следо-
вательно, будет ультраметрикой. Если исходное пространство
(M,ρ) ультраметрично, то цепное расстояние совпадает с исход-
ной ультраметрикой d(a, b) = ρ(a, b).

Определение 79. Назовем кластером C(i, R) в метрическом
пространстве (M,ρ) шар относительно цепного расстояния с цен-
тром в i радиуса R, то есть множество {j ∈ M : d(i, j) 6 R}.
Кластеризацией пространства M назовем набор кластеров в M
такой, что:

i) каждый элемент из M лежит в некотором кластере;
ii) для каждой пары a, b элементов из M существует мини-

мальный содержащий их кластер sup(a, b);
iii) для любых двух вложенных кластеров A ⊂ B любая

возрастающая последовательность вложенных кластеров {Ai},
A ⊂ · · · ⊂ Ai ⊂ Ai+1 ⊂ · · · ⊂ B конечна.

Различные кластеризации составляют частично упорядочен-
ное (более того, направленное) множество: если мы имеем две
кластеризации A и B, то A > B, если все кластеры из B содер-
жатся в A.

Поскольку цепное расстояние удовлетворяет сильному нера-
венству треугольника, кластеризация C порождает направленное
дерево кластеров T = T [M ] и ультраметрику на этом дереве (цеп-
ное расстояние между кластерами). Далее, по стандартной про-
цедуре мы строим ультраметрическое пространство X = X(T )
(цепное пространство кластеризации C), отождествляемое с гра-
ницей дерева T .

Кластеры в пространстве M в точности соответствуют шарам
в пространстве X. Следовательно, кластеризация позволяет гру-
бо описать метрическое пространство (M,ρ) ультраметрическим
пространством (X, d).
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Пример. Рассмотрим важный пример кластеризации. Пусть
D = {di} есть конечный либо счётный набор положительных чи-
сел, не имеющий точек сгущения, кроме, может быть, нуля. То-
гда кластеризация CD метрического пространства (M,ρ) содер-
жит всевозможные кластеры цепных радиусов di ∈ D.

Пример. Примером приложения описанной в настоящем раз-
деле техники, является применение к подмножеству M метриче-
ского пространства (L, ρ). В этом случае метрика на M вводится
как ограничение метрики на L.

Например, пространство (L, ρ) можно выбрать вещественным
евклидовым пространством RN с естественной метрикой. Для
непрерывных (связных) подмножеств в RN соответствующее цеп-
ное пространство будет тривиальным (будет состоять из одной
точки). В том случае, когда подмножество M в RN конечно, счёт-
но либо фрактально, соответствующее цепное ультраметрическое
пространство нетривиально.





Глава 6

Генетический код на двоичной плоскости

6.1. Введение

Генетический (аминокислотный) код есть отображение из про-
странства кодонов (троек нуклеотидов) на пространство амино-
кислот (плюс добавочный символ – стоп-кодон Ter). Имеет ме-
сто хорошо известная проблема вырождения генетического ко-
да: существует 64 кодона, но число аминокислот (включая стоп-
кодоны) равно 21.

Исследование свойств генетического кода привлекает большой
интерес, см. [250] (применение модели кода Грея для описания ге-
нетического кода), [167], [244]. В настоящей главе мы рассматри-
ваем применение p-адических и ультраметрических методы к ис-
следованию генетического кода. В частности, мы показываем, что
вырождение генетического кода описывается локальной постоян-
ностью отображения, определённого на некотором ультраметри-
ческом пространстве.

В работах [175], [174] было предложено использовать 4-ади-
ческое информационное пространство (в смысле [171], [83]) для
представления генетической информации. В работе [142] Б. Дра-
говича и А. Драгович для описания вырождения генетическо-
го кода использовалось информационное 5-адическое простран-
ство. Был предложен новый подход – генетический код был пред-
ставлен как локально постоянное отображение, определённое на
ультраметрическом пространстве кодонов, при этом вырождение
генетического кода описывается локальным постоянством этого
отображения.

Мы параметризуем пространство кодонов таблицей 8×8 (дво-
ичной плоскостью) с естественной ультраметрикой, и представ-
ляем вырождение генетического кода при помощи локального

135
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постоянства отображения, определённого на ультраметрическом
пространстве. Наша конструкция отличается от конструкции ра-
боты [142] другой параметризацией пространства кодонов и дру-
гой конструкцией ультраметрики.

Более того, мы показываем, что вводимая ультраметрика свя-
зана с физико-химическими свойствами аминокислот. Генетиче-
ский код естественным образом переносит ультраметрику на дво-
ичной плоскости на пространство аминокислот. Мы показываем,
что по отношению к такой ультраметрике гидрофобные амино-
кислоты будут кластеризоваться в два шара. Следовательно, фи-
зические свойства аминокислот связаны с рассматриваемой па-
раметризацией генетического кода.

Для различных вариаций генетического кода соответствую-
щие отображения двоичной плоскости на пространство аминокис-
лот имеют различную степень регулярности (то есть различный
характер локального постоянства). Мы можем предположить, что
более регулярные отображения отвечают более старым формам
генетического кода (поскольку эволюция с большей вероятностью
идёт в сторону нарушения симметрии).

Результаты настоящей главы были опубликованы в [183].
Изложение настоящей главы устроено следующим образом.
В разделе 6.2 мы приводим вид генетического кода.
В разделе 6.3 мы вводим параметризацию пространства кодо-

нов двоичной плоскостью 8× 8.
В разделе 6.4 мы рассматриваем митохондриальный генети-

ческий код на двоичной плоскости и показываем, что почти всё
вырождение генетического кода описывается локальным постоян-
ством отображения генетического кода относительно 2-адической
ультраметрики на двоичной плоскости.

В разделе 6.5 мы обсуждаем физико-химическую регуляр-
ность генетического кода – кластеризацию гидрофобных амино-
кислот на двоичной плоскости относительно ультраметрики.

В разделе 6.6 мы обсуждаем случай эукариотного генетиче-
ского кода.

6.2. Генетический код
В настоящем разделе мы обсуждаем генетический код, см. на-

пример [266]. Основные молекулы, использующиеся в живых си-
стемах, представляют из себя линейные полимеры, такие как бе-
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лок (последовательность аминокислот), и нуклеиновые кислоты –
ДНК и РНК (последовательности нуклеотидов).

Генетическая информация хранится в ДНК и в РНК в виде
последовательности нуклеотидов. Нуклеотиды (в ДНК) бывают
четырёх сортов и обозначаются C, A, T, G (цитозин, аденин, ти-
мин, гуанин). В РНК тимин T заменяется на урацил, обозначае-
мый U. В двойной спирали ДНК одна из нитей ДНК комплемен-
тарна другой, комплементарные пары нуклеотидов суть A и T, G
и C. РНК строится по ДНК в процессе транскрипции по принципу
комплементарности (с заменой T на U).

Белок строится по РНК в процессе трансляции. При этом для
кодирования аминокислоты используется кодон – тройка стоя-
щих рядом в РНК нуклеотидов C1C2C3, суммарно мы имеем 64
кодона. Генетический код есть отображение, которое переводит
кодоны в РНК в аминокислоты.

В биологии (кроме некоторых исключительных случаев) ис-
пользуется 20 аминокислот: аланин, треонин, глицин, пролин, се-
рин, аспарагиновая кислота, аспарагин, глутаминовая кислота,
глутамин, лизин, гистидин, аргинин, триптофан, тирозин, фенил-
аланин, лейцин, метионин, изолейцин, валин, цистеин, обознача-
емых соответственно Ala, Thr, Gly, Pro, Ser, Asp, Asn, Glu, Gln,
Lys, His, Arg, Trp, Tyr, Phe, Leu, Met, Ile, Val, Cys, также мы
имеем стоп-кодон Ter (символ остановки трансляции). Генетиче-
ский код ставит в соответствие кодону C1C2C3 аминокислоту ли-
бо стоп-кодон Ter.

Существует несколько вариантов генетического кода. Различ-
ные варианты в основном совпадают, но могут различаться на
нескольких кодонах. Следующие две таблицы описывают мито-
хондриальный код позвоночных и стандартный эукариотный код.

6.3. Параметризация пространства кодонов
двоичной плоскостью

В настоящем разделе мы вводим параметризацию простран-
ства кодонов двоичной плоскостью.

Первый шаг конструкции – параметризация множества нук-
леотидов парами нулей и единиц (x, y): 00, 01, 10, 11. Эта пара-
метризация описывается следующей таблицей 2× 2:

A G
U C

=
00 01
10 11

(6.1)
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Таблица 6.1. митохондриальный код позвоночных

AAA Lys UAA Ter GAA Glu CAA Gln
AAU Asn UAU Tyr GAU Asp CAU His
AAG Lys UAG Ter GAG Glu CAG Gln
AAC Asn UAC Tyr GAC Asp CAC His

AUA Met UUA Leu GUA Val CUA Leu
AUU Ile UUU Phe GUU Val CUU Leu

AUG Met UUG Leu GUG Val CUG Leu
AUC Ile UUC Phe GUC Val CUC Leu

AGA Ter UGA Trp GGA Gly CGA Arg
AGU Ser UGU Cys GGU Gly CGU Arg
AGG Ter UGG Trp GGG Gly CGG Arg
AGC Ser UGC Cys GGC Gly CGC Arg

ACA Thr UCA Ser GCA Ala CCA Pro
ACU Thr UCU Ser GCU Ala CCU Pro
ACG Thr UCG Ser GCG Ala CCG Pro
ACC Thr UCC Ser GCC Ala CCC Pro

Так как нуклеотиды A = (0, 0) и G = (0, 1) – пурины, U = (1, 0) и
C = (1, 1) – пиримидины, различные первые цифры в двоичном
представлении отвечают разной химической природе нуклеоти-
дов. А именно, нуклеотиды (x, y) с x = 0 – пурины, и нуклеотиды
(x, y) с x = 1 – пиримидины.

Вторая цифра y = 0, 1 в рассматриваемой параметризации
также имеет физический смысл – она описывает силу водородной
связи для комплементарного связывания нуклеотидов в двойной
спирали (y = 0 для слабой связи и y = 1 для сильной связи).

Второй шаг нашей конструкции – найти параметризацию про-
странства кодонов, используя введённую параметризацию мно-
жества нуклеотидов. Для этого примем во внимание важность
нуклеотидов в кодоне, описываемую следующим правилом

2 > 1 > 3. (6.2)
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Таблица 6.2. Эукариотный код

AAA Lys UAA Ter GAA Glu CAA Gln
AAU Asn UAU Tyr GAU Asp CAU His
AAG Lys UAG Ter GAG Glu CAG Gln
AAC Asn UAC Tyr GAC Asp CAC His

AUA Ile UUA Leu GUA Val CUA Leu
AUU Ile UUU Phe GUU Val CUU Leu

AUG Met UUG Leu GUG Val CUG Leu
AUC Ile UUC Phe GUC Val CUC Leu

AGA Arg UGA Ter GGA Gly CGA Arg
AGU Ser UGU Cys GGU Gly CGU Arg
AGG Arg UGG Trp GGG Gly CGG Arg
AGC Ser UGC Cys GGC Gly CGC Arg

ACA Thr UCA Ser GCA Ala CCA Pro
ACU Thr UCU Ser GCU Ala CCU Pro
ACG Thr UCG Ser GCG Ala CCG Pro
ACC Thr UCC Ser GCC Ala CCC Pro

Это означает, что наиболее важен второй нуклеотид в кодоне, и
наименее важен третий нуклеотид в кодоне.

Основная идея рассматриваемой конструкции – совместить
параметризацию нуклеотидов таблицей 2 × 2 и вышеприведен-
ный порядок нуклеотидов в кодоне и получить параметризацию
пространства кодонов таблицей 8× 8 (двоичной плоскостью).

Мы называем двоичной плоскостью квадратную таблицу 8×8,
имеющую структуру группы Z/8Z × Z/8Z (прямой суммы двух
групп вычетов по модулю 8). Элементы такой группы мы обозна-
чаем (x, y):

x = (x0x1x2) = x0 + 2x1 + 4x2,

y = (y0y1y2) = y0 + 2y1 + 4y2, xi, yi = 0, 1.

Можно сказать, что x и y в этой формуле есть целые числа от 0
до 7 в двоичном представлении.
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Построим отображение ρ пространства кодонов на двоичную
плоскость. Используя правило (6.2), поставим в соответствие наи-
более важному (второму) нуклеотиду в кодоне наибольший мас-
штаб в двоичной плоскости 8× 8 – пару (x0, y0), первому нуклео-
тиду в кодоне мы сопоставляем пару (x1, y1), и третьему нуклео-
тиду мы ставим в соответствие пару (x2, y2). При этом нуклео-
тиды определяют соответствующе пары (xi, yi) по правилу (6.1).
Мы получаем для кодона C1C2C3 следующее представление па-
рой троек из 0 и 1 (элементов двоичной плоскости):

ρ : C1C2C3 7→ (x, y) = (x0x1x2, y0y1y2).

Далее, мы перенумеруем номера строк и столбцов двоичной
плоскости следующим образом (подобно тому, как проводилась
перенумерация строк и столбцов матрицы Паризи):

η : x 7→ x̃, y 7→ ỹ;
η : x0 + 2x1 + 4x2 7→ 1 + 4x0 + 2x1 + x2;
η : y0 + 2y1 + 4y2 7→ 1 + 4y0 + 2y1 + y2.

Таким образом, мы рассматриваем взаимно однозначное соот-
ветствие номеров строк (или столбцов) на двоичной плоскости:

η : 0, 4, 2, 6, 1, 5, 3, 7 7→ 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8.

После перенумеровки η таблица кодонов 8 × 8 на двоичной
плоскости примет вид:

Таблица A

AAA AAG GAA GAG AGA AGG GGA GGG
AAU AAC GAU GAC AGU AGC GGU GGC
UAA UAG CAA CAG UGA UGG CGA CGG
UAU UAC CAU CAC UGU UGC CGU CGC
AUA AUG GUA GUG ACA ACG GCA GCG
AUU AUC GUU GUC ACU ACC GCU GCC
UUA UUG CUA CUG UCA UCG CCA CCG
UUU UUC CUU CUC UCU UCC CCU CCC

Двоичная плоскость (и, соответственно, пространство кодо-
нов) допускает 2-мерную 2-адическую ультраметрику, отвечаю-
щую правилам (6.1), (6.2):

d(C1C2C3, C
′
1C

′
2C

′
3) = max(|x− x′|2, |y − y′|2), (6.3)
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(x, y) = ρ(C1C2C3), (x′, y′) = ρ(C ′1C
′
2C

′
3).

Такая 2-адическая норма может принимать значения 1, 1/2, 1/4.

6.4. Генетический код на двоичной плоскости
В настоящем разделе мы обсуждаем митохондриальный гене-

тический код позвоночных, который в нашем подходе выглядит
более регулярным.

Отображение генетического кода в рассматриваемом подхо-
де сопоставляет элементам двоичной плоскости аминокислоты (и
стоп-кодон Ter). Мы получим для митохондриального генетиче-
ского кода следующую таблицу аминокислот на двоичной плос-
кости:

Таблица B

Lys
Asn

Glu
Asp

Ter
Ser

Gly

Ter
Tyr

Gln
His

Trp
Cys

Arg

Met
Ile

Val Thr Ala

Leu
Phe

Leu Ser Pro

Каждый маленький квадрат этой таблицы является образом
(относительно отображения генетического кода) квадрата 2×2 из
таблицы кодонов. Например, мы имеем следующее соответствие

AAA AAG
AAU AAC

→ Lys
Asn

,
CCA CCG
CCU CCC

→ Pro

Некоторые из квадратов 2× 2 из таблицы кодонов отобража-
ются на одну аминокислоту (что даёт вырождение 4 для генети-
ческого кода). Некоторые из квадратов 2 × 2 отображаются на
две аминокислоты: первая строка квадрата 2 × 2 отображается
на одну аминокислоту, вторая строка отображается на другую
аминокислоту, что даёт вырождение 2 для генетического кода.
Мы также имеем три случая дополнительного вырождения. На-
пример, второй квадрат в последней строке таблицы и верхняя
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половина первого квадрата в последней строке отображаются на
аминокислоту лейцин (Leu).

2-Адические шары относительно рассмотренной выше 2-ади-
ческой нормы на двоичной плоскости выглядят следующим об-
разом. Вся таблица есть шар диаметра 1. Квадрант (четверть
таблицы), такой, например, как правый нижний квадрант, содер-
жащий аминокислоты Pro, Ser, Thr, Ala, есть шар диаметра 1/2.
Квадрат из 4 кодонов (четверть квадранта), например, квадрат,
содержащий аминокислоту Pro есть шар диаметра 1/4. Наконец,
любой кодон можно рассматривать как шар нулевого диаметра.

Большая часть вырождения генетического кода (кроме упомя-
нутых трёх случаев дополнительного вырождения) имеет явный
2-адический смысл на двоичной плоскости. Во первых, отобра-
жение генетического кода всегда локально постоянно по горизон-
тальной координате y с диаметром локального постоянства 1/4, и
локально постоянно на половине пространства кодонов по верти-
кальной координате x с диаметром локального постоянства 1/4.
Во вторых, множества с различным характером локального по-
стоянства размещены на двоичной плоскости симметричным об-
разом: генетический код в нижнем правом квадранте локально
постоянен с диаметром 1/4 по x и y, генетический код в верхнем
левом квадранте локально постоянен с диаметром 1/4 по y (но
не по x), и в оставшихся двух квадрантах имеет место одинако-
вое распределение квадратов с различным характером локально-
го постоянства.

Мы будем говорить, что вырождение генетического кода удо-
влетворяет принципу близости – близкие кодоны разделены ма-
лыми 2-адическими расстояниями на двоичной плоскости. Здесь
близость кодонов означает, что соответствующие кодоны кодиру-
ют одну и ту же аминокислоту. Мы увидим, что принцип бли-
зости имеет более широкую область применения и также связан
с физико-химическими свойствами аминокислот.

Коротко основной результат настоящей главы можно сформу-
лировать следующим образом.

Предложение 80. Применение отображения митохондри-
ального генетического кода к Таблице A кодонов на двоичной
плоскости даёт Таблицу B аминокислот на двоичной плоскости.
При этом большая часть вырождения отображения генетиче-
ского кода будет описываться локальным постоянством отоб-
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ражения на двоичной плоскости по одной либо по двум коорди-
натам.

6.5. Физико-химическая регулярность
генетического кода

Отображение генетического кода переносит ультраметрику на
двоичной плоскости на множество аминокислот. Мы определяем
расстояние D(A,B) между двумя аминокислотами A, B как ми-
нимум расстояний между их прообразами на двоичной плоскости:

D(A,B) = min d
(
G−1(A), G−1(B)

)
,

где G есть генетический код, то есть отображение двоичной плос-
кости на аминокислоты, d есть ультраметрика (6.3) на двоичной
плоскости. Например, расстояние между His и Gln равно 1/4,
расстояние между Pro и Ala равно 1/2, расстояние между Asp
и Ser равно 1. Эти примеры показывают, что ультраметрика су-
щественно отличается от евклидова расстояния. Например, Asp
и Ser, расположенные в соседних квадратах, имеют между собой
максимальное расстояние. Это можно прокомментировать следу-
ющим образом: ультраметрическое расстояние между двумя точ-
ками связано с иерархией шаров, содержащих эти точки. Кодоны,
отвечающие Asp и Ser, лежат в шарах, находящихся далеко друг
от друга в этой иерархии.

Возникает естественный вопрос – имеет ли такая ультраметри-
ка физический смысл? Мы покажем, что такой физический смысл
есть и введённая ультраметрика связана с физическими свойства-
ми аминокислот. А именно, обсудим свойство гидрофобности. Это
свойство связано с полярностью молекулы и её зарядом в раство-
ре: гидрофобные молекулы нейтральны и неполярны. Гидрофоб-
ные аминокислоты – Leu, Phe, Ile, Met, Val, Cys, Trp, имеют высо-
кую вероятность находиться внутри белка (в гидрофобном ядре
белка), в то время как гидрофильные аминокислоты с высокой
вероятностью находятся на поверхности белка и имеют контакт
с водой, см. книгу [76].
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В таблице

Trp
Cys

Met
Ile

Val

Leu
Phe

Leu

мы помещаем только гидрофобные аминокислоты и опускаем
остальные. Легко видеть, что гидрофобные аминокислоты кла-
стеризованы в два шара – нижний левый квадрант (Leu, Phe, Ile,
Met, Val) и третий квадрат второй строки (Cys, Trp).

Мы видим, что свойство гидрофобности связано с 2-адичес-
кой нормой на двоичной плоскости. Введённая в настоящей ра-
боте параметризация пространства кодонов удовлетворяет прин-
ципу близости – ультраметрически близкие аминокислоты име-
ют схожие физико-химические свойства. Используя терминоло-
гию [171], [83], можно сказать, что близость в ультраметрическом
информационном пространстве индуцирует сходство химических
свойств (и, более того, для гидрофобных аминокислот вызыва-
ет положение внутри белка, то есть близость в физическом про-
странстве).

Следующая таблица содержит полярные аминокислоты. Мы
видим, что их размещение на двоичной плоскости удовлетворяет
принципу близости, в частности, все семь аминокислот в верхнем
левом квадранте полярны.

Lys
Asn

Glu
Asp Ser

Tyr
Gln
His

Arg

Thr

Ser
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6.6. Эукариотный код
В предыдущих разделах мы обсуждали митохондриальный ге-

нетический код. В настоящем разделе мы рассмотрим эукариот-
ный (стандартный) генетический код. Такой генетический код от-
вечает следующей таблице аминокислот на двоичной плоскости:

Lys
Asn

Glu
Asp

Arg
Ser

Gly

Ter
Tyr

Gln
His

Ter|Trp
Cys

Arg

Ile|Met
Ile

Val Thr Ala

Leu
Phe

Leu Ser Pro

Эукариотный генетический код отличается от митохондриаль-
ного значениями кода на кодонах AGA и AGG, AUA, и UGA. По
сравнению с эукариотным кодом митохондриальный код отвеча-
ют более простому и регулярному отображению, поскольку такое
отображение кодонов на аминокислоты имеет большие области
локального постоянства по отношению к расстоянию на двоич-
ной плоскости. В частности, для эукариотного кода локальное
постоянство отображения на минимальном масштабе расстояний
по горизонтальной координате y на двоичной плоскости наруше-
но в двух квадратах (шарах диаметра 1/4).

Поскольку эволюция с большей вероятностью идёт в направ-
лении нарушения симметрии, приведенная выше таблица поддер-
живает гипотезу, что митохондриальный генетический код явля-
ется более древним, чем эукариотный код. Таким образом, чисто
математические аргументы регулярности отображения генетиче-
ского кода на естественных ультраметрических пространствах
позволяют исследовать эволюцию генетического кода.





Заключение

Ультраметрический и p-адический анализ – новая быстро раз-
вивающаяся область математики, приложения которой простира-
ются от физики планковских масштабов и теории струн [20] до
описанных в настоящей книге приложений к неупорядоченным
системам и биофизике, и до приложений к когнитивным наукам
и психологии [83].

Изложение данной книги весьма далеко от полноты. Выбор
тем в основном связан с интересами автора и его собственными
работами.

Перечислим ещё раз основные результаты, изложенные в кни-
ге. Каждый пункт списка результатов мы будем, если это возмож-
но, сопровождать формулой, которую автор считает наиболее по-
казательной для данного раздела.

1) Построена теория p-адических всплесков и описано приме-
нение p-адических всплесков к спектральному анализу p-адичес-
ких псевдодифференциальных операторов:

ψ(x) = χ(p−1x)Ω(|x|p), Dαψ(x) = pαψ(x).

Методы теории всплесков в p-адическом случае демонстрируют
даже большую эффективность чем в вещественном.

2) Развит анализ всплесков и псевдодифференциальных опе-
раторов на общих регулярных ультраметрических пространствах:

Tf(x) =
∫
X

T (sup(x, y))(f(x)− f(y)) dν(y), TΨIj = λIΨIj .

Как это ни удивительно, для введения теории всплесков и псевдо-
дифференциальных операторов оказалось возможным обойтись
без груповой структуры – общие ультраметрические простран-
ства не имеют никакой структуры группы.

3) Разработаны приложения к статистической физике неупо-
рядоченных систем. Для матрицы Паризи построена p-адическая
параметризация

Qab = q(|a− b|p).

147
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4) Для класса моделей межбассейновой кинетики, использую-
щихся для описания динамики макромолекул, построено эквива-
лентное им ультраметрическое псевдодифференциальное уравне-
ние. В простейшем случае такое уравнение принимает вид p-ади-
ческого уравнения теплопроводности

∂f(x, t)
∂t

+Dα
xf(x, t) = 0, α ∼ 1

T
.

Предложено использовать такое уравнение для описание дина-
мики белка. Для модели связывания миоглобина с CO – “модели
атома водорода для биофизики” такое уравнение даёт хорошее
совпадение с экспериментом.

5) Построена модель генетического кода на двоичной плос-
кости. В этой модели отображение генетического кода является
в высокой степени симметричным. В частности, почти всё вырож-
дение генетического кода описывается локальным постоянством
отображения в двумерной 2-адической метрике. Вместо формулы
в данном пункте мы поместим таблицу аминокислот на двоичной
плоскости:

Lys
Asn

Glu
Asp

Ter
Ser

Gly

Ter
Tyr

Gln
His

Trp
Cys

Arg

Met
Ile

Val Thr Ala

Leu
Phe

Leu Ser Pro

Рассматриваемые в книге приложения ультраметрического и
p-адического анализа являются различными примерами сложных
систем из физики и молекулярной биологии. Например, такая ха-
рактерная модель сложной системы, как модель динамики белка
в рассматриваемом подходе описывается точно решаемым урав-
нением (p-адическим уравнением теплопроводности).

Автор хотел бы оптимистично высказать мнение, что даль-
нейшее развитие ультраметрического анализа и его приложений
позволит достичь существенно более глубокого понимания теории
сложных систем, и добиться того, чтобы математические методы
в биологии демонстрировали бы столь же высокую эффектив-
ность, как и в физике.
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