Baltic Way 11

Greifswald, Germany

Opgaver —Dansk version— 7-c

Opgave 1 De reelle tal z1,...,x9011 opfylder
/ / /
r1+xo =227, x2+T3=2T5, ..., T2011+ T1 = 2T91q
hvor x|, ab, ..., x5y, er en permutation af x1,x9, ..., 2o011. Vis at £1 = x9 = -+ = Zo011.

Opgave 2 Lad f:7Z — Z vere en funktion sa der for alle heltal x og y geelder:

Vis at f er begreenset, dvs. at der findes en konstant C' sa

—-C< flz)<C
for alle heltal x.

Opgave 3 En fplge a1, ag, as, . .. af ikke-negative heltal opfylder at a,1 er det sidste ciffer i a]) +a,—1
for alle n > 2. Er det altid sandt at der findes et heltal ng sa folgen an, @no+1, Ang+2, - - - er periodisk?

Opgave 4 Lad a, b, ¢, d veere ikke-negative reelle tal sa a + b+ ¢ + d = 4. Vis uligheden

a . b . c N d <é
a3+8 B+8 B34+8 d3+8° 9

Opgave 5 Lad f: R — R veare en funktion sa

f(fl@) =a®—z+1
for alle reelle tal x. Bestem f(0).

Opgave 6 Lad n vere et positivt heltal. Vis at antallet af linjer der gz‘ingennem origo og netop et
andet punkt med heltallige koordinater (z, y), 0 < x,y <n, er mindst .

Opgave 7 Lad T betegne meengden {10a +b : a,b € Z,1 < a < b < 6} med 15 elementer. Lad
S veere en delmaengde af T' som opfylder at alle seks cifre 1,2, ...,6 indgar, samt at vilkarlige tre
elementer ikke samlet indeholder alle seks cifre. Hvor mange elementer kan der maksimalt veere 1 S7?

Opgave 8 I Greifswald er der tre skoler A, B og C, hvor der pa hver gar mindst en elev. For hvert
valg af tre elever, en fra A, en fra B og en fra C, er der to som kender hinanden, og to som ikke
kender hinanden. Vis at mindst et af folgende udsagn er sandt:

e Der er en elev fra A som kender alle elever fra B.
e Der er en elev fra B som kender alle elever fra C.
e Der er en elev fra C' som kender alle elever fra A.
Opgave 9 Et rektangel bestar af m x n enhedskvadrater. En farvning af rektanglet i to farver (sort
og hvid) kaldes gyldig hvis den opfylder folgende betingelser:
e Alle enhedskvadrater der stgder op til kanten af rektanglet, er farvet sorte.
e Tintet 2 x 2 kvadrat har de fire enhedskvadrater samme farve.
e Tintet 2 x 2 kvadrat er de fire enhedskvadrater farvet sa to diagonalt modstaende kvadrater er

sorte, mens de to andre er hvide.

For hvilke m og n (med m,n > 3) har rektanglet en gyldig farvning?
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Opgave 10 To personer spiller folgende spil med hele tal. Starttallet er 20112011, Spillerne skiftes
til at trackke. I hvert traek treekker man et tal mellem 1 og 2010 fra (begge tal inkluderet), eller
dividerer med 2011 og runder om ngdvendigt ned til neermeste heltal. Spilleren som fgrst opnar et
ikke-positivt heltal, vinder. Hvilken spiller har en vindende strategi?

Opgave 11 Lad AB og CD vere to diametre i cirklen C. For et vilkarligt punkt P pa C lad R og S
veere projektionerne af P pa henholdsvis AB og C'D. Vis at laengden af RS er uathaengig af valget
af P.

Opgave 12 Lad P vere et indre punkt i kvadratet ABCD sa PA: PB : PC er 1: 2 : 3. Bestem
vinklen ZBPA.

Opgave 13 Lad F veare et indre punkt i den konvekse firkant ABCD. Konstruer trekanterne
NABF, ABCG, ACDH og ANDAI pa ydersiden af firkanten s& ANABF ~ ADCE, ABCG ~
NADE, NA\CDH ~ ABAFE og ADAI ~ ACBE. Lad henholdsvis P, @, R og S vare projek-
tionerne af F pa linjerne AB, BC, CD og DA. Vis at hvis firkanten PQRS er indskrivelig, da

er
EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=FEI-BC.

Opgave 14 Den indskrevne cirkel til trekant ABC rgrer siderne BC, CA, AB i henholdsvis D, F,
F. Lad G vaere et punkt pa den indskrevne cirkel sa F'G er diameter i cirklen. Linjerne EG og F D
skeerer hinanden i H. Vis at CH || AB.

Opgave 15 Lad ABCD vere en konveks firkant sa ZADB = ZBDC'. Antag at punktet E pa siden
AD opfylder at
AE-ED+ BE*=CD - AE.

Vis at /ZEBA = ZDCB.

Opgave 16 Lad a veere et helt tal. Folgen xg, 21, ... er defineret ved zg = a, 1 = 3 og
Ty = 2Tp—1 — 4xy_2 + 3 for alle n > 1.

Bestem det stgrste heltal k, for hvilket der findes et printal p sa pFe gar op i z2011 — 1.

Opgave 17 Bestem alle positive heltal d for hvilke der geelder at hvis d gar op i et positivt heltal
n, da gar d ogsa op i ethvert heltal der kan fas ved at omrangere cifrene i n.

Opgave 18 Bestem alle par (p,q) af primtal for hvilke bade p? + ¢ og ¢* + p* er kvadrattal.

Opgave 19 Lad p # 3 vaere et primtal. Vis at der findes en ikke-konstant aritmetisk progression af
positive heltal x1, w2, ..., x), sa produktet af tallene er et kubiktal.

Opgave 20 Et helt tal n > 1 kaldes balanceret hvis det har et lige antal forskellige primdivisorerer.
Vis at det findes uendeligt mange positive heltal n sa netop to af tallene n, n+1, n+2 ogn+ 3 er
balancerede.



Baltic Way 11

Greifswald, Germany

U |esa nded —Estonian version—

Ulesanne 1 Reaalarvud Z1,...,22011 rahuldavad tingimusi
T1+ x9 = 23:'1, To + T3 = 2:15'2, eee, Too11 t X1 = 2;5’2011,
kus 2, ), ..., by on permutatsioon arvudest x1,x2,. .., z011. Toesta, et
r1p = X2 = - = T2011-

Ulesanne 2 Olgu f : Z — Z selline funktsioon, et kdigi téisarvude z ja y korral kehtib

Toesta, et f on tokestatud, st leidub selline konstant C', et iga taisarvu x korral

—-C < f(z) < C.
Ulesanne 3 Mittenegatiivsete taisarvude jada aj,as,as, ... on selline, et iga n > 2 korral on Gn+1
arvu a, +a,—1 viilmane number. Kas alati peab paika, et mingi ng jaoks on jada an,, any+1, Gng+2; - - -

perioodiline?
Ulesanne 4 Olgu a, b, ¢, d sellised mittenegatiivsed reaalarvud, et a+b+c+d = 4. Téesta vorratus

a . b . c . d <%
a3+8 +8 34+8 dB+8 9

Ulesanne 5 Olgu [ : R — R selline funktsioon, et

f(f@)) =2’ -z +1
koigi reaalarvude x korral. Leia f(0).

Ulesanne 6 Olgu n positiivne tiisarv. Toesta, et selliseid sirgeid, mis ldbivad koordinaatide algus-
punkti ja veel tapselt lihte niisugust taisarvuliste koordinaatidega punkti (z, y), kus 0 < z,y < n,
on vahemalt %2.

Ulesanne 7 Olgu T 15-clemendiline hulk {10a +b : a,b € Z,1 < a < b < 6}. Olgu S hulga T
alamhulk, mis kasutab dra koik kuus numbrit 1,2,...,6, kuid mille iikski kolm elementi ei kasuta
dra koiki neid kuut numbrit. Leia hulga .S suurim voimalik elementide arv.
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Ulesanne 8 Greifswaldis on kolm kooli 4, B ja C, millest igaiihes 6pib moni 6pilane. Iga kolme
sellise Opilase seas, kellest {iks opib koolis A, teine koolis B ja kolmas koolis C, on kaks opilast, kes
on omavahel tuttavad, ja kaks opilast, kes tuttavad ei ole. Toesta, et kehtib vahemalt iiks jargmistest
véidetest.

e Kooli A mingi 6pilane on tuttav kooli B koigi opilastega.
e Kooli B mingi 6pilane on tuttav kooli C koigi opilastega.
e Kooli C' mingi 6pilane on tuttav kooli A koigi opilastega.
Ulesanne 9 Mdadtmetega m x n ruudustiku virvimist kahe vérviga (must ja valge) nimetame kor-
rektseks, kui on rahuldatud jargmised tingimused.
e Koik ruudustiku servades olevad ruudud on varvitud mustaks.
e Neli ruutu, mis moodustavad 2 x 2 ruudu, ei ole kunagi koik iihte varvi.
e Neli ruutu, mis moodustavad 2 x 2 ruudu, ei ole kunagi vérvitud nii, et ainult diagonaalselt
paiknevad ruudud on iihte varvi.
Milliste mootmete m x n (m,n > 3) korral leidub korrektne vérvimine?
Ulesanne 10 Kaks inimest méngivad jargnevat méngu téisarvudega. Alguses on arvuks 20112011,
Kaiakse kordamooda. Igal kidigul kas lahutatakse arvust mingi taisarv 1-st 2010-ni voi jagatakse arv

2011-ga, vajadusel iimardades tulemuse allapoole lahima tdisarvuni. Voidab méngija, kes esimesena
muudab arvu mittepositiivseks. Kummal méangijal leidub voitev strateegia?

Ulesanne 11 Olgu AB ja CD ringjoone C kaks diameetrit. Suvalise punkti P jaoks ringjoonel C
olgu R ja S punkti P projektsioonid vastavalt sirgetele AB and C'D. Tdesta, et 16igu RS pikkus ei
soltu punkti P valikust.

Ulesanne 12 Olgu P selline punkt ruudu ABCD sees, et |PA| : |[PB| : |PC| suhtuvad nagu 1: 2 : 3.
Leia nurk ZBPA.

Ulesanne 13 Olgu E punkt kumera nelinurga ABC'D sees. Kolmnurgad AABF, ABCG, ACDH
ja ADAI konstrueeritakse nelinurgast véljapoole nii, et kehtivad sarnasused AABF ~ ADCE,
ABCG ~ AADE, ACDH ~ ABAFE ja ADAI ~ ACBE. Olgu P, @, R ja S punkti E projekt-
sioonid vastavalt sirgetele AB, BC, CD ja DA. Tdesta, et kui PQRS on kdolnelinurk, siis

|EF|-|CD|=|EG|-|DA| =|EH|-|AB| = |EI|-|BC].

Ulesanne 14 Kolmnurga ABC siseringjoon puutub kiilgi BC', CA, AB vastavalt punktides D, E,
F'. Olgu G selline punkt siseringjoonel, et F'G on diameeter. Sirged EG ja F'D loikuvad punktis H.
Toesta, et CH || AB.
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Ulesanne 15 Olgu ABCD selline kumer nelinurk, et ZADB = ZBDC. Eeldame, et punkt E kiiljel
AD rahuldab vordust
|AE|-|ED|+ |BE|* = |CD| - |AE)|.

Toesta, et /ZEBA = /DCB.

Ulesanne 16 Olgu a suvaline tiisarv. Defineerime jada xg,z1, ... vordustega zo = a, z1 = 3 ja
Ty = 22p—1 — 4xy_o + 3 iga n > 1 korral.

Leia suurim téisarv k,, mille korral leidub selline algarv p, et p*« jagab arvu xsp11 — 1.

Ulesanne 17 Leia koik sellised positiivsed téisarvud d, et alati, kui d jagab mingit positiivset tiisarvu
n, jagab d ka iga tdisarvu, mis on saadav arvu n numbrite timberjarjestamisel.

Ulesanne 18 Leia koik scllised algarvude paarid (p,q), mille korral arvud p? + ¢® ja ¢ + p® on
molemad taisruudud.

Ulesanne 19 Olgu p # 3 algarv. Tdesta, et leidub positiivsete tdisarvude mittekonstantne aritmee-
tiline jada x1, 2, ..., xp, mille koigi liikkmete korrutis on téiskuup.

Ulesanne 20 Utleme, et tdisarv n > 1 on tasakaalus, kui tal on paarisarv erinevaid algarvulisi
jagajaid. Tdesta, et leidub 16pmata palju selliseid positiivseid téisarve n, et arvude n, n + 1, n + 2
ja n+ 3 hulgas on téapselt kaks tasakaalus arvu.
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1. Reaaliluvut x1, ..., xoo11 toteuttavat yhtalot
/ / /
1+ 20 =22], ®ma+w3 =225 ..., Tl +T1 = 2Ty,
missd 2, o, . . ., xhyy; on jonon x1, Tg, . . ., x2011 permutaatio. Todista, ettd z1 = x9 = -+ - = To011.

2. Funktio f: Z — Z toteuttaa kaikilla kokonaisluvuilla z ja y yhtalon
f(f(@) —y) = fly) = F(f(2)).

Osoita, ettd f on rajoitettu, ts. ettd on olemassa sellainen vakio C, etti —C < f(z) < C kaikilla

kokonaisluvuilla z.

3. Epénegatiivisten kokonaislukujen jono aj, ag, as, ... on sellainen, ettd a,y1 on luvun a)’ + an—1
viimeinen numero kaikilla n > 2. Pitddko aina paikkansa, ettd jollakin ng jono an,, @ng+1, Gng+1, - - -
on jaksollinen?

4. Olkoot a, b, ¢ ja d epénegatiivisia reaalilukuja ja a + b + ¢ + d = 4. Todista, etta

a n b n c n d
a3+8 b4+8 A48 d34+8

4
< —.
—9

5. Olkoon f: R — R funktio, joka toteuttaa ehdon
f(f@) =a® =z +1

kaikilla reaaliluvuilla x. M&éritd f(0).

6. Olkoon n positiivinen kokonaisluku. Todista, ettd niiden suorien lukumééri, jotka kulkevat origon
ja tésmilleen yhden toisen pisteen (z,y) kautta, missd x ja y ovat kokonaislukuja, 0 < x < n ja
0 <y < mn, on viahintdén n2/4.

7. Tarkastellaan 15-alkioista joukkoa T' = {10a + b|a,b € Z, 1 < a < b < 6}. Olkoon S joukon T
osajoukko, jossa kaikki kuusi numeroa 1,2,...,6 esiintyvit mutta joka ei sisélld kolmikkoa, jossa
esiintyisivét kaikki ndmé 6 numeroa. Ma#ritd joukon S suurin mahdollinen koko.

8. Greifswaldissa on koulut A, B ja C, joista kutakin kdy ainakin yksi oppilas. Kustakin oppilas-
kolmikosta, joista yksi kdy koulua A, toinen koulua B ja kolmas koulua C, jotkin kaksi tuntevat
toisensa ja jotkin kaksi eivét tunne toisiaan. Todista, ettd ainakin yksi seuraavista pétee:

— Jokin koulun A oppilas tuntee kaikki koulun B oppilaat.
— Jokin koulun B oppilas tuntee kaikki koulun C oppilaat.
— Jokin koulun C' oppilas tuntee kaikki koulun A oppilaat.

9. Viritetddn m x n-ruudukon ruudut mustiksi ja valkoisiksi. Vérityksen sanotaan olevan pdtevd,
jos se tayttad seuraavat ehdot:

— Kaikki reunaruudut ovat mustia.
— Mitkééan nelja 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivéit ole samanvérisia.

— Mitkéan nelja 2 x 2-ruudukon muodostavaa ruutua eivét ole niin véritetyt, ettd vain kulmit-
tain toisiaan koskettavat ruudut ovat samanvérisia.

Milld m x n-ruudukoilla, jossa m,n > 3, on olemassa pétevé viritys?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Kaksi pelaajaa pelaa seuraavaa kokonaislukupelii. Aluksi luku on 20112011 ja pelaajat siirtéiviit
vuorotellen. Jokaisella siirrolla lukua voi vdhent&dd kokonaisluvulla, joka on vihintdén 1 ja kor-
keintaan 2010, tai luvun voi jakaa 2011:114 ja pyoristédé alaspdin ldhimpéin kokonaislukuun. Pe-
laaja, joka ensimméiisend péadtyy epépositiiviseen kokonaislukuun, voittaa. Kummalla pelaajista
on voittostrategia?

Olkoot AB ja CD ympyrin C kaksi halkaisijaa ja P C:n mielivaltainen piste. Olkoot R ja S
pisteestd P AB:lle ja C'D:lle piirrettyjen kohtisuorien kantapisteet. Osoita, ettd janan RS pituus
ei riipu pisteen P valinnasta.

Olkoon P sellainen nelion ABC'D sisépiste, ettd PA: PB: PC on 1:2: 3. Maaritd £ BPA.

Olkoon E kuperan nelikulmion ABCD sisépiste. Piirretddn nelikulmion ulkopuolelle kolmiot
ABF, BCG, CDH ja DAI siten, ettdi AABF ~ ADCE, ABCG ~ ANAADE, ACDH ~ ABAFE
ja ADAI ~ ACBE. Olkoot P, @, R ja S pisteen E projektiot suorilla AB, BC, CD ja DA,
tassa jarjestyksessd. Todista, ettd jos PQRS on jinnenelikulmio, niin

EF.-CD=EG-DA=FH -AB=FEI-BC.

Kolmion ABC siséén piirretty ympyré sivuaa kolmion sivuja BC, C'A ja AB pisteissa D, E ja F,
téssé jarjestyksessi. Olkoon G se sisdén piirretyn ympyran piste, jolle F'G on ympyréin halkaisija.
Suorat EG ja F'D leikkaavat pisteessd H. Todista, ettda CH || AB.

Olkoon ABCD kupera nelikulmio, jossa LADB = £BDC. Oletetaan, ettd sivun AD piste E
toteuttaa yhtilon
AE-ED+ BE*=CD - AFE.

Osoita, ettdi L{EBA = £DCB.

Olkoon a kokonaisluku. Mééritellaén jono xg, x1, ... asettamalla zg = a, 1 = 3 ja
Ty, = 2Tp—1 — 4Tp—2 + 3,

kun n > 1. Midrita suurin kokonaisluku k,, jolla on olemassa sellainen alkuluku p, ettd p* jakaa
luvun 2011 — 1.

Maérita kaikki sellaiset positiviset kokonaisluvut d, etté jos d jakaa kokonaisluvun n, niin d jakaa
myo6s jokaisen kokonaisluvun m, jonka numerot ovat jossain jérjestyksesséd samat kuin luvun n
numerot.

Mairita kaikki alkulukuparit (p, q), joille seki p? 4 ¢° etté ¢? + p® ovat kokonaisluvun nelisité.

Olkoon p # 3 alkuluku. Osoita, ettd on olemassa toistoton positiivisten kokonaislukujen
x1,%2,...,%p aritmeettinen jono, jonka jésenten tulo on kokonaisluvun kuutio.

Kokonaislukua n > 1 kutsutaan tasapainoiseksi, jos silla on parillinen méara eri alkutekijoita.
Todista, etté on olemassa darettomén monta sellaista positiivista kokonaislukua n, etté tdsmélleen
kaksi luvuista n, n + 1, n + 2 ja n + 3 on tasapainoisia.
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Aufgabe 1 Die reellen Zahlen 1, ..., x911 erfiillen
/ / /
r1+x2 =217, To+w3=2Ty, ..., T211+T1= 2T,
wobel ), 7, . .., ¥y, eine Permutation von x1, 2, ..., 22011 ist. Zeige: x1 = xg = - -+ = X011.

Aufgabe 2 Sei f:Z — Z eine Funktion mit der Figenschaft, dass fiir alle ganzen Zahlen x und y
gilt:

f(f(@) —y) = [(y) — [(f(2)).

Zeige, dass f beschrankt ist, d.h. dass es eine Konstante C gibt, so dass fiir alle ganzen Zahlen x
gilt:
—-C< f(z)<C.

Aufgabe 3 FEine Folge a1, as, as, . .. nicht-negativer ganzer Zahlen gehorche folgender Rekursionsvorschrift:
ap+1 ist die letzte Ziffer von a] + an,—; fir alle n > 2. Gilt immer, dass fiir ein ng die Folge
Qng, Ang+1, Ang+2, - - - periodisch ist?

Aufgabe 4 Es seien a, b, ¢, d nicht-negative reelle Zahlen mit a + b + ¢+ d = 4. Beweise:

a n b n c n d <é
a3+8 B+8 B34+8 d3+87 9

Aufgabe 5 Essei f : R — R eine Funktion mit f(f(z)) = 22 — o + 1 fiir alle reellen Zahlen z.
Bestimme f(0).

Aufgabe 6 Sei n eine positive ganze Zahl. Zeige: Die Anzahl von Geraden, die durch den Ursprung
und genau einen weiteren Punkt mit ganzzahligen Koordinaten (z, y), 0 < z,y < n, gehen, ist
mindestens ”TQ.

Aufgabe 7 Mit T sei die 15-elementige Menge {10a+b: a,b € Z,1 < a < b < 6} bezeichnet. Es sei

S eine Teilmenge von T, in der alle sechs Ziffern 1,2, ..., 6 auftauchen und die keine drei Elemente
aufweist, in denen zusammen alle sechs Ziffern vorkommen. Wie viele Elemente kann S hochstens
enthalten?

Aufgabe 8 In Greifswald gibt es drei Schulen A, B und C, und jede Schule wird von mindestens
einer Schiilerin besucht. Unter je drei Schiilerinnen, von denen jeweils eine aus jeder der drei Schulen
kommt, gibt es zwei, die einander kennen, und zwei, die einander nicht kennen. Zeige, dass dann
mindestens eine der folgenden Aussagen gelten muss:

e Eine Schiilerin der Schule A kennt alle Schiilerinnen aus der Schule B.

e FEine Schiilerin aus B kennt alle Schiilerinnen von C.

e FEine Schiilerin aus C kennt alle Schiilerinnen von A.
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Aufgabe 9 Ein rechteckiges Gitter bestehe aus m x n Quadraten. Eine Farbung dieser Quadrate
in zwei Farben (schwarz und weif}) heifle herbstlich, wenn sie folgenden Bedingungen genitigt:

o Alle Quadrate, die am Rand des Gitters liegen, sind schwarz.
e Keine vier Quadrate in einem 2 x 2-Quadrat haben dieselbe Farbe.

e Keine vier Quadrate in einem 2 x 2-Quadrat sind so gefirbt, dass nur diagonal gegeniiberliegende
Quadrate dieselbe Farbe aufweisen.

Fiir welche GittergroBen m x n (mit m,n > 3) gibt es eine herbstliche Farbung?

Aufgabe 10 Zwei Personen spielen das folgende Spiel mit ganzen Zahlen: Die Anfangszahl ist
2011211 Die Spieler ziehen abwechselnd. Jeder Zug besteht entweder aus der Subtraktion einer
ganzen Zahl zwischen 1 und 2010, jeweils eingeschlossen, oder einer Division durch 2011, wobei
gegebenenfalls auf die ndchste ganze Zahl abgerundet wird. Der Spieler, der als erster eine nicht-
negative ganze Zahl erreicht, hat gewonnen. Welcher Spieler hat eine Gewinnstrategie?

Aufgabe 11 Es seien AB und C'D zwei Durchmesser des Kreises C. Fiir einen beliebigen Punkt P
auf C seien R und S die Lotfulpunkte von P auf AB bzw. C'D. Zeige, dass die Lange der Strecke
RS unabhéngig von der Wahl von P ist.

Aufgabe 12 Sei P ein Punkt innerhalb des Quadrates ABCD mit PA: PB: PC =1 :2: 3.
Bestimme die Grofle des Winkels ZBPA.

Aufgabe 13 Es sei F ein innerer Punkt des konvexen Vierecks ABCD. Auflerhalb des Vierecks
werden die Dreiecke AABF, ABCG, ACDH und ADAI so konstruiert, dass die Ahnlichkeits-
beziehungen NABF ~ ADCE, ABCG ~ NADE, N\CDH ~ ABAFE und ADAI ~ ANCBE
gelten. Es seien P, @, R und S die Projektionen von E auf die Geraden AB, BC, C'D bzw. DA.
Beweise: Wenn PQRS ein Sehnenviereck ist, dann gilt

EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=EFEI-BC.

Aufgabe 14 Der Inkreis eines Dreiecks ABC beriihre die Seiten BC', CA und AB in D, E bzw. F.
Es sei G der Punkt auf dem Inkreis, fiir den F'G ein Durchmesser ist. Die Geraden EG und F'D
mogen sich in H schneiden. Zeige, dass CH || AB.

Aufgabe 15 Sei ABCD ein konvexes Viereck mit ZADB = ZBDC. Der Punkt E auf der Seite
AD moge der Gleichung
AE-ED+ BE*=CD- AE

geniigen. Zeige, dass /EBA = /DCB.
Aufgabe 16 Es sei a eine ganze Zahl. Man definiere die Folge xg, x1,... durch o = a, 1 = 3 und
Ty, = 2@p_1 — 4xp_o + 3 fiir alle n > 1.

Man bestimme die groBte ganze Zahl k,, fiir die eine Primzahl p derart existiert, dass pFe die Zahl
2011 — 1 teilt.
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Aufgabe 17 Bestimme alle positiven ganzen Zahlen d mit der folgenden Eigenschaft: Wenn d eine
positive ganze Zahl n teilt, dann teilt d auch alle anderen Zahlen, die aus der Zahl n durch Permu-
tation ihrer Ziffern entstehen.

Aufgabe 18 Man bestimme alle Paare (p, ¢) von Primzahlen, fiir die sowohl p? + ¢? als auch ¢2 + p3
eine Quadratzahl ist.

Aufgabe 19 Sei p # 3 eine Primzahl. Zeige, dass es eine nicht-konstante arithmetische Folge von
ganzen Zahlen x1, 29, ..., x, gibt, bei der das Produkt aller Folgenglieder cine Kubikzahl ist.

Aufgabe 20 Eine ganze Zahl n > 1 heifle ausgeglichen, wenn die Anzahl ihrer unterschiedlichen
Primteiler gerade ist. Beweise, dass es unendlich viele positive ganze Zahlen n derart gibt, dass
unter den vier Zahlen n, n + 1, n 4+ 2 und n + 3 genau zwei ausgeglichen sind.
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Daemi 1 Rauntolurnar xq, ..., z2011 uppfylla
/ / !
Tl + X0 = 21’1 , T2+ T3 = 21’2 , ..., T2011 T T1 = 21’2011
bar sem @, ), ..., xhy; er umrodun & xq, xg,. .., Too11. Sannid ad x; = xg = -+ = To011-

Daemi 2 Latum f : Z — Z vera fall bannig a0 fyrir allar heiltolur « og y gildi eftirfarandi:

Synid ad f er takmarkad, p.e. til er fasti C' bannig ad

—C< f(z)<C
fyrir allar heiltolur z.
Dzemi 3 I runu ag,as,as, ... af ekki neikvaedum heiltélum er Gn+1 sidasti tolustafur a) + ap—1 fyrir
6ll n > 2. Er alltaf til ng pannig ad runan an,, dny+1, Gng+2, - - - s¢ lotubundin?

Daemi 4 Latum a, b, ¢, d vera ekki neikvaedar rauntélur pannig ad a+b—+c+d = 4. Sannid 6jéfnuna

a n b n c . d <é
a3+8 B+8 B34+8 d3+8° 9

Daemi 5 Latum f: R — R vera fall pannig ad

f(f(@) =a® —z+1
fyrir allar rauntélur z. Akvardio f£(0).

Dami 6 Latum n vera jakvaeda heiltélu. Sannid ad fjoldi lina sem fara { gegnum upphafspunktinn
2
og nékvaemlega einn annan punkt med heiltéluhnit (z, y), 0 < 2,y < n, er amk. 7.

Dami 7 Latum T takna 15 staka mengid {10a + b : a,b € Z,1 < a < b < 6}. Latum S vera
hlutmengi i T' pannig ad allir sex tolustafirnir 1,2, ..., 6 komi par fyrir og engin prji stok i S innihaldi
i sameiningu alla tolustafina. Akvardid mesta mogulega fjolda staka sem S getur innihaldio.

Daemi 8 I Greifswald eru prir skolar, A, B og C. I hverjum beirra er a.m.k. einn nemandi. Medal
sérhverra priggja nemenda, einum ar A, einum ir B og einum ur C, eru tveir sem pekkjast og tveir
sem pekkjast ekki. Sannid ad a.m.k. ein af efirfarandi fullyrdingum sé sénn:

e Einhver nemandi ur A pekkir alla nemendur ur B.
e FKinhver nemandi ur B pekkir alla nemendur ur C.
e FKinhver nemandi ar C' pekkir alla nemendur ar A.
Daemi 9 Rétthyrningslaga sveedi er skipt 1 m x n ferninga. Ferningarnir eru litadir tveimur litum
(svortum og hvitum). Litunin er s6gd gild ef hun fullneegir eftirfarandi skilyroum:
e Allir ferningar 4 joOrum svaedising eru svartir.
e Engir fjorir ferningar sem saman mynda 2 x 2-ferning eru samlitir.
e Engir fjorir ferningar sem saman mynda 2 x 2-ferning eru litadir pannig ad énnur hornalinan

sé hvit og hin svort.

Fyrir hvada m og n (med m,n > 3) er til gild litun?
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Daemi 10 Tveir menn keppa { eftirfarandi heiltéluleik. Peir skiptast & ad breyta heiltolu. Upphaf-
stalan er 20112011, T hvert skipti sem beir gera faest ny heiltala med pvi ad draga fra heiltélu milli
1 og 2010, ad badum medtoldum, eda deila i toluna med 2011 og ndmunda ad naestu heiltélu fyrir
nedan ef porf krefur. Sigurvegari er sa sem fyrstur feer ekki jakveeda ttkomu. Hvort 4 s sem byrjar
eda andstaedingur hans orugga leid til sigurs?

Daemi 11 Latum AB og CD vera tvo midstrengi hringsins C. Fyrir punkt P 4 C latum vid R og S
vera ofanvarp punktsins P 4 AB annars vegar og C'D hins vegar. Synid ad lengd RS er 6had vali &
punktinum P.

Dami 12 Latum P vera punkt innan ferningsins ABCD bannig ad PA : PB : PC er 1: 2 : 3.
Akvardid ZBPA.

Daemi 13 Latum FE vera innri punkt i kiptum ferhyrningi ABC'D. Myndum prihyrninga AABF,
ABCG, ACDH og ANDAI utan ferhyrningsins pannig ad ANABF ~ ADCFE, ABCG ~ NADE,
ACDH ~ ABAE og ADAI ~ ANCBE (~ téknar ad prihyrningarnir eru einslaga). Latum P, @,
R og S vera ofanvorp punktsins E & linurnar AB, BC, CD og DA { pessari r6d. Sannid ad ef
ferhyrningurinn PQRS er umritanlegur pa

EF-CD=FEG-DA=FEH- -AB=FEI -BC.

Dami 14 Innritadi hringur prihyrningsins ABC' snertir hlidarnar BC', CA, AB i D, E, F' i pessari
r60. Latum G vera punkt & innritada hringnum pannig ad F'G sé midstrengur. Linurnar EG og F'D
skerast { H. Sannid ad C'H || AB.

Daemi 15 Latum ABCD vera kiptan ferhyrning pannig ad ZADB = ZBDC'. Gerum rad fyrir ad
punkturinn F & hlidinni AD uppfylli jéfnuna

AE -ED + BE?> =CD - AE.
Synid ad LEBA = /DCB.

Daemi 16 Latum a vera heiltélu. Skilgreinum rununa xg, £1,... med xg = a, £1 = 3 0g
Ty = 2p_1 — 4y + 3 fyrir 6ll n > 1.
Akvardid steerstu heiltéluna k, pannig ad til sé frumtala p og p*s gengur upp i o011 — 1.

Daemi 17  Akvardid allar jakveedar heiltolur d sem eru pannig ad alltaf pegar d gengur upp i jakvaeda
heiltélu n ba gengur d lika upp 1 allar jakveedar heiltolur sem fast med bvi ad umrada tolustéfum
tolunnar n.

Dzemi 18 Akvardid allar tvenndir (p,¢) frumtalna sem eru pannig ad p? + ¢3 og ¢ + p? séu fern-
ingstolur.

Daemi 19 Latum p # 3 vera frumtélu. Synid ad til sé jafnmunaruna, sem ekki er fastaruna, af
jékveedum heiltolum zq, 2, ..., , bannig ad margfeldi lida rununnar sé teningstala (pridja veldi
jakveedrar heiltolu).

Dami 20 Heiltala n > 1 er s6gd 7 jafnvegi ef {joldi 6likra frumpéatta hennar er slétt tala. Sannid ad
til séu 6endanlega margar jikveedar heiltolur n pannig ad nédkveemlega tveer talnanna n, n+1, n+42
og n + 3 séu 1 jafnveegi.
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1 uzduotis. Realieji skaiciai z1,...,T9011 tenkina lygybes
/ / !/
T+ w2 =217, Ta+x3=2T9, ..., T2011tT1 = 2T9019,
kur 2, x, ..., 25y, yra tie patys skaifiai 1, 9, ..., Z011, tik iSrikiuoti galbut kita tvarka. Irody-
kite, kad 1 = z9 = - -+ = T9p11.

2 uzduotis. Duota funkcija f : Z — Z, su visais sveikaisiais x ir y tenkinanti lygybe

f(f(@) —y) = [(y) — [(f(2)).

Irodykite, kad funkcija f aprézta, t.y. egzistuoja tokia konstanta C, kad visiems = € Z galioja

—C < f(z) < C.

3 uzduotis. Neneigiamy sveikyjy skaiciy sekoje ai,as,as,... kiekvienas narys an4+1, n > 2, yra
paskutinis skaiciaus a; +a,_; skaitmuo. Ar butinai egzistuoja toks ng, kad seka ay,, @ny+1, @ng+2, - - -
yra periodiné?

4 uzduotis. Duoti neneigiami realieji skaiciai a, b, ¢, d, tenkinantys lygybe a + b+ ¢+ d = 4.

Irodykite nelygybe
a b c d

a3+8+b3+8+c3+8+d3+8

4
< —.
-9
5 uzduotis. Funkcija f: R — R tenkina lygybe

f(f@) =a®—z+1
visiems realiesiems skai¢iams x. Raskite f(0).

. . - . oy . e a2 e
6 uzduotis. Tegu n yra naturalusis skaicius. [rodykite, kad yra maziausiai - tiesiy, einanciy per

koordinaciy pradzia ir dar lygiai viena taska su sveikosiomis koordinatémis (x, y), 0 < z,y < n.

7 uzduotis. Duota 15 elementy aibé 7' = {10a + b : a,b € Z,1 < a < b < 6}. Jos poaibio
S elementams uzrasyti reikia visy Sesiy skaitmeny 1,2,...,6, bet Sio poaibio bet kuriems trims
elementams uzrasyti visy sesiy skaitmeny nereikia. Kiek daugiausiai elementy gali buti aibéje S?

8 uzduotis. Greifsvalde veikia trys mokyklos A, B, C' (kiekviena i jy lanko bent vienas mokinys).
Tarp bet kuriy trijy mokiniy, lankanciy skirtingas mokyklas, yra du, pazjstantys vienas kita, ir yra
du, vienas kito nepazjstantys. Irodykite, kad bent vienas i$ Siy teiginiy yra teisingas:

¢ Kuris nors mokinys i§ A paZjsta visus mokinius i§ B.
e Kuris nors mokinys i§ B pazjsta visus mokinius i$ C.

e Kuris nors mokinys i§ C' pazjsta visus mokinius i§ A.
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9 uzduotis. Staciakampé lenta padalyta i m x n langeliy. Jos nudazymas (kiekvienas langelis nu-
dazomas juodai arba baltai) vadinamas leistinu, jei tenkinamos Sios salygos:

o Visi langeliai, susilieciantys su lentos krastu, nudazyti juodai.
o Jokie keturi langeliai, sudarantys kvadratg 2 x 2, néra vienspalviai.

o Tarp bet kuriy keturiy langeliy, sudaranciy kvadrata 2 x 2, yra bent du bendra krastine turintys
vienspalviai langeliai.

Kokiy matmeny m x n (kur m,n > 3) lenteléms egzistuoja leistinas nudazymas?

10 uzduotis. Du zaidéjai zaidzia tokj zaidima su sveikaisiais skaiciais. Pradzioje duotas skaicius
20112011 Zaidéjai éjimus atlicka paeiliui. Vienu éjimu leidZiama is turimo skai¢iaus atimti natiiralyjj
skaic¢iy nuo 1 iki 2010 imtinai arba padalyti ji iS 2011, jei reikia, pakei¢iant dalmenj artimiausiu
sveikuoju skai¢iumi, mazesniu uz ji. Zaidéjas, pirmasis gaves neteigiama skai¢iy, laimi. Kuris
zaidéjas turi pergalés strategija?

11 uzduotis. Duoti du apskritimo C skersmenys AB ir C'D. Bet kokiam apskritimo taskui P priski-
riami taskai R ir S, kurie yra statmeny, iSvesty iS tasko P atitinkamai j tieses AB ir C'D, pagrindai.
Irodykite, kad atkarpos RS ilgis nepriklauso nuo tasko P parinkimo.

12 uZduotis. Duotas toks kvadrato ABCD vidaus taskas P, kad PA: PB: PC =1:2: 3. Raskite
/BPA.

13 uzduotis. Duotas igkilojo keturkampio ABC' D vidaus taskas E. Keturkampio iSoréje nubrézti
trikampiai ABF, BCG, CDH ir DAI, tenkinantys salygas AABF ~ ADCE, ABCG ~ AADE,
ACDH ~ ABAE ir ADAI ~ ACBE (Siose salygose trikampiy virSuniy tvarka yra svarbi). Taskai
P, @, R ir S yra tasko E projekcijos atitinkamai j tieses AB, BC, CD ir DA. Trodykite, kad jei
keturkampis PQRS yra jbréztinis, tai

EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=FEI-BC.

14 uzduotis. Trikampio ABC jbréztinis apskritimas krastines BC', C'A, AB lieéia atitinkamai tas-
kuose D, E, F. Atkarpa FG yra $io apskritimo skersmuo. Tiesés EG ir FD kertasi taske H.
Irodykite, kad CH || AB.

15 uzZduotis. Iskilojo keturkampio ABCD kampai ADB ir BDC' yra lygus. Krastinéje AD pazy-
meétas toks taskas F, kad
AE-ED+ BE*=CD - AE.

Irodykite, kad ZEBA = ZDCB.
16 uzduotis. Duotas sveikasis skaicius a. Seka xq, z1,... yra apibrézta lygybiy 9 = a, 1 = 3 ir
Ty = 2Ty 1 — 4T, o + 3 visiems n > 1.

Raskite tokj didziausia skai¢iy kq, kad z9011 — 1 dalijasi i§ p¥, kur p yra pirminis skai¢ius.
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17 uzduotis. Raskite visus tokius naturaliuosius skaicius d, kad bet kaip sukeitus skaiciaus d bet
kurio naturaliojo kartotinio skaitmenis vietomis vél gautysi skaic¢iaus d kartotinis.

18 uzduotis. Raskite visas tokias pirminiy skai¢iy poras (p,q), kad p? + ¢3 ir ¢® + p® yra tiksliis
kvadratai.

19 uzduotis. Duotas pirminis skai¢ius p # 3. Irodykite, kad egzistuoja aritmetiné progresija
Z1, T2, ..., Tp, sudaryta is skirtingy naturaliyjy skaiciy, kuriy sandauga yra naturaliojo skaiciaus
kubas.

20 uzduotis. Naturalusis skaicius n yra vadinamas sustyguotu, jei turi lyginj skaiciy skirtingy pir-
miniy dalikliy. Jrodykite, kad egzistuoja be galo daug tokiy naturaliyjy skaiciy n, kad lygiai du is
skaiciy n, n+ 1, n + 2 ir n + 3 yra sustyguoti.
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1. uzdevums. Realiem skaitliem z1,...,z991; izpildas sakaribas
/ / /
r1+we =217, wo+x3=2T9, ..., To11+T1= 2Ty
kur 2, 2, ..., xbhyy ir skaitlu z1, 29, ..., x2011 permutacija. Pieradiet, ka x; = xg = -+ = x9011.

2. uzdevums. Dota funkcija f : Z — Z, tada, ka visiem veseliem x un y izpildas:

Pieradiet, ka f ir ierobezota, t.i. eksisté tada konstante C, ka —C' < f(z) < C visiem veseliem
skaitliem x.

3. uzdevums. Nenegativu veselu skaitlu virkne aq, ag, as, ... visiem n > 2 piemtt Tpasiba, ka a,41 ir
ay + an—1 pedejais cipars. Vai noteikti eksiste tads ng, ka virkne ay,, ang+1, @ng+2, - - - ir periodiska?

4. uzdevums. Doti nenegativi reali skaitli a, b, ¢, d, tadi, ka a4+ b+ c+d = 4. Pieradiet nevienadibu

a n b n c . d <é
a3+8 B+8 B34+8 d3+8 9

5. uzdevums. Dota funkcija f : R — R, kurai visiem realiem x

f(f(@) =a®—a+1
Atrodiet f(0) vertibu.

_ C1 L o 2 . .
6. uzdevums. Dots naturals skaitlis n. Pieradiet, ka ir vismaz " tadas taisnes, kas iet caur ko-

ordinatu sakumpunktu un tiesi vienu citu punktu ar veselam koordinatam (z, y), 0 < z,y < n.

7. uzdevums. Apzimesim ar 7' 15-elementu kopu {10a + b : a,b € Z,1 < a < b < 6}. S ir tada
T apakskopa, kura sastopami visi sesi cipari 1,2, ...,6, bet kura nav tadu triju elementu, kas kopa
saturétu visus seSus ciparus. Atrodiet lielako iespejamo kopas S elementu skaitu.

8. uzdevums. Katru no trim Greifsvaldes skolam A, B un C apmeklé vismaz viens skolens. No
katriem trim skoléniem, pa vienam no katras skolas A, B un C, var atrast divus, kuri pazist viens
otru un divus, kuri nepazist viens otru. Pieradiet, ka vismaz viens no sekojoSiem apgalvojumiem ir
patiess:

e kads skoléns no A pazist visus skolenus no B;
e kads skoléns no B pazist visus skolénus no C;
e kads skolens no C pazist visus skolénus no A.
9. uzdevums. Dots taisnstiris, kura izmers ir m X n rutinas, tas nokrasotas melna vai balta krasa.
Krasojumu sauksim par labu, ja izpildas sekojosi nosacijumi:
e Visas rutinas, kas pieskaras taisnstura malai, ir melnas.
e Nekadas Cetras rutinas, kas veido 2 x 2-kvadratu, nav nokrasotas viena krasa.
e Nekadas ¢etras rutinas, kas veido 2 x 2-kvadratu, nav nokrasotas ta, ka viena krasa ir tikai tas

rutinas, kas saskaras tikai ar sturiem (pa diagonali).

Kadiem taisnstura izmeriem m x n (m,n > 3) ir iespéjams labs krasojums?
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10. uzdevums. Divi speletaji spele sekojosu spéli ar veseliem skaitliem. Sakotng&jais skaitlis ir
20112011 Speletaji gajienus izdara pec kartas. Viena gajiena no ta var vai nu atnemt kadu naturalu
skaitli starp 1 un 2010 ieskaitot, vai ar1 izdalit to ar 2011, noapalojot uz leju lidz tuvakajam vesela-
jam skaitlim, kad tas nepiecieSsams. Uzvar speletajs, kur§ pirmais iegtist nepozitivu skaitli. Kuram
speletajam ir uzvarosa strategija?

11. uzdevums. AB un CD ir divi rigka ITnijas C diametri. Patvaligam uz C izveletam punktam P,
ar R un S apzimésim ta projekcijas attiecigi uz AB un CD. Pieradiet, ka nogriezna RS garums
nav atkarigs no punkta P izveles.

12. uzdevums. Kvadrata ABCD iek$puseé izvelets tads punkts P, ka PA: PB : PCir1:2: 3.
Aprekiniet lenki ZBPA.

13. uzdevums. Punkts E atrodas izliekta cetrstiira ABCD iekspusé. Cetrstiira arpuse konstrugti
trijstiri AABF, ABCG, ACDH un ADAI ta, ka AABF ~ ADCE, ABCG ~ NADE, ACDH ~
ABAE un ADAI ~ ACBE. Punkti P, Q, R un S ir punkta E projekcijas attiecigi uz taisnem
AB, BC, CD un DA. Pieradiet, ka, ja Cetrsturim PQRS var apvilkt rinka Iiju, tad

EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=EFEI-BC.

14. uzdevums. Trijsturm1 ABC ievilkta rinka linija pieskaras ta malam BC, C'A, AB attiecigi punk-
tos D, E, F. Uz &is rinka linijas izvelets tads punkts G, ka F'G ir tas diametrs. Taisnes EG un F'D
krustojas punkta H. Pieradiet, ka CH || AB.

15. uzdevums. Punkts E atrodas uz izliekta cetrstura ABCD malas AD. Zinams, ka ZADB =
/ZBDC un
AE-ED + BFE*=CD - AE.

Pieradiet, ka /EBA = /DCB.

16. uzdevums. Dots patvaligs vesels skaitlis @ un skaitlu virkne xg,x1,..., kur x9g = a, x1 = 3 un
Ty, = 2,1 — 4T, o + 3 visiem n > 1.
Atrodiet lielako skaitli k,, kuram var atrast tadu pirmskaitli p, ka x9911 — 1 dalas ar pk"'.

17. uzdevums. Atrodiet visus naturalos skaitlus d, kuriem ir speka ipasiba: ja d ir kada naturala
skaitla n dalitajs, tad d ir arT jebkura tada skaitla dalitajs, kuru var iegit no n, samainot vietam ta
ciparus.

18. uzdevums. Atrodiet visus pirmskaitlu parus (p, ¢), tadus, ka gan p? +¢3, gan ¢®+ p? ir naturalu
skaitlu kvadrati.

19. uzdevums. Dots pirmskaitlis p # 3. Pieradiet, ka var atrast aritmetisku progresiju z1, x2, ..., xp,
kas sastav no dazadiem naturaliem skaitliem, kuras visu loceklu reizinajums ir naturala skaitla kubs.

20. uzdevums. Vesels skaitlis n > 1 ir balanséts, ja starp ta dalttajiem ir para skaits pirmskaitlu.
Pieradiet, ka eksisté bezgaligi daudz naturalu skaitlu n, tadu, ka no skaitliem n, n + 1, n 4+ 2 un
n + 3 tiesi divi ir balanseti.
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Oppgave 1. De reelle tallene x1,...,x2011 tilfredsstiller ligningene
/ / /
r1+xo =227, x2+T3=2T5, ..., T2011 +T1 = 2T901
der o), ah, ..., by, er en permutasjon av xy, T2, ..., T011. Vis at x1 = 29 = -+ = Too11.

Oppgave 2. La f:7Z — Z veere en funksjon slik at

for alle heltall x og y.

Vis at f er begrenset, det vil si at det finnes en konstant C' slik at

—-C< f(z)<C
for alle heltall .

Oppgave 3. En folge a1, as,as,... av ikke-negative heltall er slik at a,y; er siste siffer i a]) + ap—1
for alle n > 2. Er det alltid sant at det finnes en ng slik at fglgen a,,, any+1, @ny+2, - - . er periodisk?
Oppgave 4. La a, b, ¢, d veere ikke-negative reele tall slik at a + b + ¢ + d = 4. Vis ulikheten
a n b n c i d < é
ad+8 B+8 A+8 dPB+879
Oppgave 5. La f: R — R veere en funksjon slik at
f(f(z) =a® -z +1

for alle reelle tall z. Bestem f(0).

Oppgave 6. La n veere et positivt heltall. Vis at det finnes minst %2 linjer gjennom origo som gar
gjennom ngyaktig ett annet punkt med heltallige koordinater (x,y) der 0 < x,y < n.

Oppgave 7. La T vere mengden med 15 elementer gitt som {10a + b : a,b € Z,1 < a < b < 6}.
La S veere en delmengde av T' der alle de seks sifrene 1,2, ...,6 forekommer og slik at ingen tre av
dens elementer sammen bruker alle sifrene.

Bestem det stgrste mulige antall elementer i S.

Oppgave 8. 1 Greifswald er det tre skoler, A, B, og C', hver av dem med minst én elev. Blant hver
trippel av elever med én fra hver skole finnes det to som kjenner hverandre, og to som ikke kjenner
hverandre. Vis at minst én av fglgende holder:

e Det finnes en elev i A som kjenner alle elevene i B.
e Det finnes en elev i B som kjenner alle elevene i C.

e Det finnes en elev i C' som kjenner alle elevene i A.

Oppgave 9. For et rutenett bestaende av m x n kvadratiske ruter, kalles en fargelegging av rutene
med to farger (sort og hvitt) gyldig hvis den tilfredsstiller fglgende betingelser:

e Hver rute pa kanten av rutenettet er sort.
e Intet 2 x 2-kvadrat bestar av fire ruter av samme farge.

e Intet 2 x 2-kvadrat er farget slik at kun diagonalt motsatte hjgrner har samme farge.

For hvilke m og n (med m,n > 3) finnes det en gyldig fargelegging?
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Oppgave 10. To spillere spiller folgende spill med heltall. Spillet starter med tallet 2011291,
Spillerne bytter pa a gjgre trekk. Hvert trekk bestar i a enten subtrahere et heltall fra og med
1 til og med 2010, eller & dividere pa 2011 og runde ned om ngdvendig. Spilleren som forst far et
ikke-positivt tall vinner. Hvem har en vinnende strategi?

Oppgave 11. La AB og CD vere to diametre i sirkelen C. For et vilkarlig punkt P pa C, la R og S
vaere fotpunktene til normalene fra P til henholdsvis AB og C'D. Vis at lengden RS er uavhengig
av P.

Oppgave 12. La P vere et punkt i kvadratet ABCD slik at PA: PB: PCer1:2:3. Bestem
/BPA.

Oppgave 13. La E veare et indre punkt i den konvekse firkanten ABCD. Konstruer trekanter
NABF, ABCG, ACDH og ADAI pa utsiden av firkanten slik at formlikhetene AABF ~ ADCE,
ABCG ~ NADE, ACDH ~ ABAE og ADAI ~ ACBE holder. La P, QQ, R, og S vere
projeksjonene av E pa linjene AB, BC, CD, og DA, henholdsvis. Vis at dersom firkanten PQR.S
er syklisk, sa er

EF-CD=FEG-DA=FEH-AB=FI-BC.

Oppgave 14. Innsirkelen til trekanten ABC' tangerer sidene BC, CA og AB i henholdsvis D, E
og F. La G vare et punkt pa innsirkelen slik at F'G er en diameter. Linjene EG og F'D skjerer
hverandre i H. Vis at CH || AB.

Oppgave 15. La ABCD vare en konveks firkant med ZADB = /BDC. Anta at punktet E pa
siden AD tilfredsstiller
AE-ED+ BE*=CD- AE.

Vis at ZEBA = ZDCB.

Oppgave 16. La a veere et vilkarlig heltall. Definér fglgen xg, x1,... ved xg = a, 1 = 3 og
Tp = 2Tp_1 — 4xp_2 + 3 for alle n > 1.

Bestem det sterste heltallet k, slik at p*s deler x9911 — 1 for et primtall p.

Oppgave 17. Bestem alle positive heltall d som er slik at dersom d deler et positivt heltall n, sa
deler d ogsa ethvert heltall som fas ved & stokke om sifrene i n.

Oppgave 18. Bestem alle par (p, q) av primtall som er slik at bade p? + ¢® og ¢ + p* er kvadrattall.

Oppgave 19. La p # 3 vaere et primtall. Vis at det finnes en ikke-konstant aritmetisk folge
Z1, T2, ..., Tp av positive heltall slik at produktet av elementene er et kubikktall.

Oppgave 20. Et heltall n > 1 kalles balansert dersom det har et partall antall forskjellige primfak-
torer. Vis at det finnes uendelig mange positive heltall n for hvilke ngyaktig to av tallene n, n + 1,
n + 2 og n + 3 er balansert.
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/adania —Wersja polska— 7-5

Zadanie 1 Liczby rzeczywiste x1,...,x211 spelniaja warunki
/ / !/
1 +x2 =227, wT2+x3=2T9, ..., L2011 T T1=2%% 1,
gdzie ciag x), ah, ..., Thyy; jest permutacja ciagu x1, o, ..., Ta11. Wykazaé, ze x1 = ... = X011

Zadanie 2 Niech f : Z — 7Z bedzie takg funkcja, ze dla dowolnych liczb catkowitych x i y zachodzi
rownosé

Wykazaé, ze f jest funkcja ograniczona, tzn. istnieje taka stata C, ze

—-C< f(z)<C
dla wszystkich liczb catkowitych x.

Zadanie 3 Dany jest ciag dodatnich liczb catkowitych ap,as,as,..., w ktérym a,41 jest ostat-
nia cyfra liczby a) + a,—; dla kazdego n > 2. Czy zawsze jest prawda, ze dla pewnego ng ciag
(ng, Ang+1, Ang+2, - - - jest okresowy?

Zadanie 4 Nieujemne liczby rzeczywiste a, b, ¢, d spelniaja warunek a + b + ¢ 4+ d = 4. Udowodnié
nieréwnosé

a n b n c N d 4

a3+8 bB+8 348 dB+8 9

Zadanie 5 Niech f: R — R bedzie taka funkcja, ze

f(f@) =a*—z+1

S

dla kazdej liczby rzeczywistej z. Wyznaczy¢ f(0).

Zadanie 6 Dana jest dodatnia liczba catkowita n. Dowied¢, ze liczba prostych przechodzacych przez
poczatek uktadu wspdlrzednych oraz dokladnie jeden inny punkt o wspoélrzednych calkowitych

; g2

(x, y), 0 < w,y <n wynosi co najmniej “-.

Zadanie 7 Przez T oznaczmy 15-elementowy zbiér {10a + b : a,b € Z,1 < a < b < 6}. Niech S
bedzie podzbiorem zbioru T, w ktorym wystepuje wszystkie szes¢ cyfr 1,2,...,6, ale zadne trzy
elementy nie uzywaja tacznie tych szesciu cyfr. Wyznaczy¢ najwiekszy mozliwy rozmiar zbioru S.

Zadanie 8 W Greifswaldzie sa trzy szkoty A, B i C; do kazdej z nich uczeszcza przynajmniej jeden
uczen. Wérdéd dowolnych trzech uczniéw, po jednym z kazdej szkoty, pewnych dwéch sie zna oraz
pewnych dwdéch sie nie zna. Udowodnié, ze zachodzi co najmniej jeden z warunkdw:

e Pewien uczen z A zna wszystkich uczniéw z B.
e Pewien uczen z B zna wszystkich uczniéw z C.

e Pewien uczen z C' zna wszystkich uczniéw z A.



Zadanie 9 Dany jest prostokat o wymiarach m x n podzielony na kwadraty jednostkowe. Koloro-
wanie tych kwadratéw na biato i czarno nazywamy poprawnym jesli spelnia nastepujace warunki:

o Waszystkie kwadraty przylegajace do brzegu prostokata sa czarne.
e Zadne cztery kwadraty tworzace kwadrat 2 x 2 nie maja tego samego koloru.

e Zadne cztery kwadraty tworzace kwadrat 2 x 2 nie sg pomalowane w taki sposob, ze dwa
kwadraty stykajace sie tylko rogiem maja taki sam kolor, a pozostale dwa majg inny kolor.

Jakie prostokaty m x n (gdzie m,n > 3) posiadaja poprawne kolorowanie?

Zadanie 10 Dwie osoby graja, wykonujac ruchy na przemian, w nastepujaca gre. Na poczatku dana
jest liczba 20112911, Kazdy ruch polega na odjeciu liczby ze zbioru {1,2,...,2010} od biezaccj
liczby, albo na podzieleniu biezacej liczby przez 2011 i zaokragleniu jej w d6t do najblizszej liczby
calkowitej. Gracz, ktory jako pierwszy otrzyma liczbe niedodatnia, wygrywa. Ktory z graczy ma
strategie wygrywajaca?

Zadanie 11 Odcinki AB i CD sg $rednicami okregu C. Dla dowolnego punktu P na okregu C niech
R i S beda rzutami prostokatnymi punktu P odpowiednio na proste AB i C'D. Wykazaé, ze dtugosé
odcinka RS nie zalezy od wyboru punktu P.

Zadanie 12 Punkt P lezy wewnatrz kwadratu ABC D, przy czym stosunki PA : PB : PC wynosza
1:2:3. Wyznaczy¢ miare kata ZBPA.

Zadanie 13 Punkt F lezy wewnatrz czworokata wypukltego ABCD. Konstruujemy takie trojkaty
NABF, ABCG, ACDH oraz ADAI na zewnatrz danego czworokata, ze spelnione sa podobienstwa
ANABF ~ ADCE, ABCG ~ AADE, ACDH ~ ABAFE oraz ADAI ~ ACBE. Punkty P, Q, R
i S sg rzutami prostokatnymi punktu F odpowiednio na proste AB, BC, CD i DA. Dowies¢, ze
jesli na czworokacie PQRS mozna opisaé okrag, to

EF-CD=FEG-DA=FH -AB=FEI-BC.

Zadanie 14 Okrag wpisany w trojkat ABC jest styczny do bokéw BC, CA, AB odpowiednio
w punktach D, E, F. Punkt G lezy na tym okregu, przy czym odcinek F'G jest jego Srednica.
Proste EG i F'D przecinaja sie w punkcie H. Udowodnié, ze CH || AB.

Zadanie 15 W czworokacie wypuklym ABCD zachodzi réwnos¢ ZADB = /BDC. Na boku AD
wybrano taki punkt E, ze
AE-ED + BE*=CD - AE.

Wykazaé, ze /EBA = Z/DCB.
Zadanie 16 Dana jest liczba catkowita a. Okreslamy ciag zg, 1, ... wzorami: g = a, r1 = 3 oraz
Ty = 2xp_1 — 4Tp—o + 3 dla wszystkich n > 1.

Wyznaczyé najwieksza liczbe calkowita kq, dla ktérej istnieje taka liczba pierwsza p, ze pFe dzieli
x2011 — 1.

Zadanie 17 Wyznaczy¢ wszystkie takie dodatnie liczby catkowite d, ze jedli liczba d dzieli dodatnia
liczbe catkowitg n, to d dzieli rowniez dowolna liczbe catkowita otrzymana w wyniku przestawienia
cyfr liczby n.

Zadanie 18 Wyznaczyé wszystkie takie pary liczb pierwszych (p, q), ze liczby p? + ¢ i ¢® + p> sa
kwadratami liczb catkowitych.

Zadanie 19 Dana jest liczba pierwsza p # 3. Udowodnié, ze istnieje niestaly ciag arytmetyczny
dodatnich liczb catkowitych x1, zo, ..., x,, dla ktérego iloczyn wszystkich wyrazéw jest szescianem
liczby catkowitej.

Zadanie 20 Liczbe catkowita n > 1 nazywamy zrownowazong jesli ma ona parzysta liczbe réznych
dzielnikéw pierwszych. Dowiesé, ze istnieje nieskonczenie wiele takich dodatnich liczb catkowitych
n, ze wsrod liczb n, n+ 1, n 4+ 2 i n + 3 sa dokladnie dwie liczby zrownowazone.
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Problem 1 The real numbers x1, ..., 29011 satisfy
/ / /
r + 20 = 2371 , To+x3= 21’2 s ee., X201l T+ T1 = 2.7:2011
where ! | ! zhar1 is a permutation of z1, z x Prove that z;1 =29 =+ =2
15 L9 -+ -5 Tog11 p 1y L2y« + 5 L2011~ 1 2 2011-

Problem 2 Let f:7Z — Z be a function such that, for all integers  and y, the following holds:

[ (@) —y) = fly) — f(f(2))-

Show that f is bounded, i.e. that there is a constant C such that

—-C< f(z)<C
for all integers .
Problem 3 A sequence a1, a9, as, ... of non-negative integers is such that a,.1 is the last digit of
ap + anp—1 for all n > 2. Is it always true that for some ng the sequence ap,, Gng+1, Ang+2, - - - 18

periodic?
Problem 4 Let a, b, ¢, d be non-negative reals such that a + b+ ¢+ d = 4. Prove the inequality

a n b n c i d <é
a3+8 B+8 348 dB3+8°9

Problem 5 Let f: R — R be a function such that

f(fl@) =2 —z+1
for all real numbers z. Determine f(0).

Problem 6 Let n be a positive integer. Prove that the number of lines which go through the origin
s . . 2
and precisely one other point with integer coordinates (z, y), 0 < x,y < n, is at least .

Problem 7 Let T denote the 15-element set {10a +b:a,b € Z,1 <a < b < 6}. Let S be a subset
of T in which all six digits 1,2,...,6 appear and in which no three elements together use all these
six digits. Determine the largest possible size of S.

Problem 8 In Greifswald there are three schools called A, B and C, each of which is attended by
at least one student. Among any three students, one from A, one from B and one from C, there are

two knowing each other and two not knowing each other. Prove that at least one of the following
holds:

e Some student from A knows all students from B.
e Some student from B knows all students from C.
e Some student from C knows all students from A.
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Problem 9 Given a rectangular grid, split into m X n squares, a colouring of the squares in two
colours (black and white) is called valid if it satisfies the following conditions:

e All squares touching the border of the grid are coloured black.
e No four squares forming a 2 x 2-square are coloured in the same colour.

e No four squares forming a 2 x 2-square are coloured in such a way that only diagonally touching
squares have the same colour.

Which grid sizes m x n (with m,n > 3) have a valid colouring?

Problem 10 Two persons play the following game with integers. The initial number is 20112011,

The players move in turns. Each move consists of subtraction of an integer between 1 and 2010
inclusive, or division by 2011, rounding down to the closest integer when necessary. The player who
first obtains a non-positive integer wins. Which player has a winning strategy?

Problem 11 Let AB and C'D be two diameters of the circle C. For an arbitrary point P on C, let R
and S be the feet of the perpendiculars from P to AB and C'D, respectively. Show that the length
of RS is independent of the choice of P.

Problem 12 Let P be a point inside a square ABCD such that PA : PB : PC'is1: 2 : 3. Determine
the angle ZBPA.

Problem 13 Let F be an interior point of the convex quadrilateral ABCD. Construct triangles
ANABF, ABCG, ACDH and ADAI on the outside of the quadrilateral such that the similarities
NABF ~ ADCE, ABCG ~ ANADE, ACDH ~ ABAFE and ADAI ~ ACBE hold. Let P, Q, R
and S be the projections of E' on the lines AB, BC', CD and DA, respectively. Prove that if the
quadrilateral PQRS is cyclic, then

EF-CD=FEG-DA=FH- -AB=FEI-BC.

Problem 14 The incircle of a triangle ABC' touches the sides BC, CA, AB at D, E, F, respectively.
Let G be a point on the incircle such that F'G is a diameter. The lines EG and F' D intersect at H.
Prove that CH || AB.

Problem 15 Let ABCD be a convex quadrilateral such that ZADB = ZBDC. Suppose that a
point E on the side AD satisfies the equality

AE-ED+ BE* =CD - AE.
Show that ZEBA = ZDCB.
Problem 16 Let a be any integer. Define the sequence xg,x1,... by g = a, x1 = 3 and
Ty = 2Tp—1 — 4xp_o + 3 for all n > 1.

Determine the largest integer k, for which there exists a prime p such that pFe divides z2011 — 1.
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Problem 17 Determine all positive integers d such that whenever d divides a positive integer n, d
will also divide any integer obtained by rearranging the digits of n.

Problem 18 Determine all pairs (p,q) of primes for which both p? 4 ¢ and ¢% + p? are perfect
squares.

Problem 19 Let p # 3 be a prime number. Show that there is a non-constant arithmetic sequence
of positive integers z1, x2, ..., z, such that the product of the terms of the sequence is a cube.

Problem 20 An integer n > 1 is called balanced if it has an even number of distinct prime divisors.
Prove that there exist infinitely many positive integers n such that there are exactly two balanced
numbers among n, n+ 1, n+ 2 and n + 3.
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Problem 1 De reella talen 1, ..., z9911 uppfyller
/ / /
r1+22 =227, x2+x3=2T9, ..., .’1320114—.%‘1:2.732011,
dér o), ah, ..., xhyyy ar talen x1,29,. .., 2011 tagna i en annan ordning. Bevisa att 21 = a9 = -+ =
Z2011-

Problem 2 For alla heltal x och y, uppfyller funktionen f: Z — Z:

Visa att f &r begrénsad, det vill sdga, att det for nagon konstant C' géller att

—-C< flx)y<C
for alla heltal x.
Problem 3 En {6ljd a1, ag, as, ... av naturliga tal definieras av att a,1 &r sista siffran av a] +ap,—1
for alla n > 2. Galler det alltid, att talféljden ay,, @pg+1, @ng+2, - .. ar periodisk for nagot ngy?

Problem 4 Lat a, b, ¢, d vara icke-negativa reella tal, sadana att a + b+ c+ d = 4. Bevisa olikheten

a n b n c N d <%
a>+8 +8 A+8 dB+87 9

Problem 5 Lat f: R — R vara en funktion med egenskapen att

f(f@)) =2’ -z +1

for alla reella tal z. Bestdm f(0).
Problem 6 Lat n vara ett positivt heltal. Bevisa att atminstone % linjer passerar genom origo och
precis en annan punkt med heltalskoordinater (z, y), 0 < x,y < n.

Problem 7 Lat T beteckna méngden {10a+b:a,b € Z,1 < a < b < 6} med 15 element. Lat S vara
en delméngd av T, i vilken alla sex siffrorna 1,2,...,6 forekommer, men varav tre element aldrig
anvander samtliga dessa sex siffror. Bestdm den storsta mojliga storleken pa S.

Problem 8 I Greifswald finns tre skolor A, B och C, med vardera minst en elev. Bland vilka tre
elever som helst, en fran A, en fran B och en fran C, s& finns det ett par som kdnner varandra och
ett par som inte kiinner varandra. Bevisa att minst ett av foljande pastaenden &r sant:

e Nagon elev fran A kinner alla elever fran B.
e Néagon elev fran B kinner alla elever fran C.

e Nagon elev fran C kiinner alla elever fran A.
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Problem 9 Ett rektangulért rutnét innehaller m x n rutor. En fargning av rutorna i tva farger (svart
och vitt) kallas giltig om den uppfyller foljande villkor:

e Alla rutor som vidrér rutnétets kant ar svarta.
e Fyra rutor i form av en 2 x 2-kvadrat ar aldrig i samma farg.

e Fyra rutor i form av en 2 x 2-kvadrat fargas aldrig sa, att enbart diagonalt motsatta rutor har
samma férg.

Vilka storlekar m x n (dér m,n > 3) pa rutnitet medger en giltig fargning?

Problem 10 Tva personer spelar foljande spel med heltal. Starttalet dr 20112011, Spelarna turas om
med sina drag. Ett drag bestar antingen av subtraktion av ett heltal mellan 1 and 2010 (inklusive),
eller av division med 2011, varvid avrundning sker nedat till ndrmsta heltal. Spelaren som forst
skapar ett icke-positivt heltal vinner. Vilken spelare har en vinnande strategi?

Problem 11 Lat AB och CD vara tva diametrar i cirkeln C. Fran en godtycklig punkt P pa C, drag
normalerna till AB och CD, och lat R respektive S vara deras fotpunkter. Visa att langden av RS
ar oberoende av P.

Problem 12 Lat P vara en punkt inuti kvadraten ABCD med den egenskapen, att forhallandet
PA:PB: PC arl:2:3. Berikna vinkeln ZBPA.

Problem 13 Lat FE vara en punkt inuti den konvexa fyrhérningen ABCD. Konstruera trianglar
NABF, ABCG, ACDH och ADAI utanfor fyrhérningen pa ett sadant vis, att likformighetsre-
lationerna ANABF ~ ADCE, ABCG ~ NADE, ACDH ~ ABAFE och ADAI ~ ACBE blir
uppfyllda. Lat P, Q, R och S vara projektionerna av E pa linjerna AB, BC, CD respektive DA.
Om dessutom fyrhorningen PQRS ar cyklisk, bevisa att

EF-CD=FEG-DA=FH -AB=FEI -BC.

Problem 14 Den inskrivna cirkeln till triangeln ABC' tangerar sidorna BC', CA och ABi D, E
respektive F'. Lat G vara en punkt sadan att F'G &r en diameter i den inskrivna cirkeln. Linjerna
EG och FD skir varandra i punkten H. Bevisa att CH || AB.

Problem 15 Lat ABCD vara en konvex fyrhorning sadan att LZADB = ZBDC. Antag att punkten
E pa sidan AD uppfyller likheten

AE -ED + BE?> =CD - AE.
Visa att /EBA = Z/DCB.

Problem 16 Lat a vara ett godtyckligt heltal. Definiera talféljden zg,x1,... genom zg = a, x1 = 3
och
Tp = 2Tp—1 — 4xpn_o + 3 for alla n > 1.

Bestam det storsta heltalet kg, for vilket det existerar ett primtal p, sadant att p*e delar zo911 — 1.
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Problem 17 Bestam alla positiva heltal d sddana att, nérhelst d delar ett positivt heltal n, sa
kommer d ocksa att dela varje heltal, som kan fas om siffrorna i n skrivs i en annan ordning.

Problem 18 Bestim alla par (p,q) av primtal, sadana att p? + ¢ och ¢ + p? bigge #r kvadrattal.

Problem 19 Lat p vara ett primtal skilt fran 3. Visa att det finns en icke-konstant aritmetisk foljd
av positiva heltal z1, x2, ..., xp, sadan att produkten av clementen ar ett kubiktal.

Problem 20 Ett heltal n > 1 kallas balanserat, om det har ett jamnt antal olika primtalsfaktorer.
Bevisa att det finns oéndligt manga positiva heltal n, sddana att det finns exakt tva balanserade tal
bland talen n, n + 1, n + 2 och n + 3.



