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BOYAMA VE KATI CiSIM URETIMI

BEZIER EGRILERI

Bilgisayar grafiklerinin énemli bir uygulamasi olan bezier egrileri 1970 yilinda,
Fransiz bir muhendis olan Pierre Bézier tarafindan, renault arabalarin tasariminda
kullanilmak icin gelistirilmistir. Bezier egrileri giinlimiizde fontlarin {retiminde,
modelleme ¢alismalarinda, ve daha bir¢ok alanda kullanilmaktadir.

Bezier egrisi, kendini tanimlayacak olan poligonun koseleri ile birebir iligkilidir.
Poligonun yalnizca ilk ve son kdseleri egri lizerinde bulunmaktadir. Diger koseler ise
egrinin derecesini ve dolayisiyla seklini tanimlamada katkida bulunurlar. Bezier egrisi
acik veya kapali bir poligon tarafindan tanimlanabilir. Poligonun vertexleri iizerinde
yaptigimiz degisiklikler dogrudan egrinin iizerinde olusacak olan degisiklige karsi
diisecektir. Boylelikle koselerin kullanimi sayesinde kullanic1 gorsel olarak ulasabilecegi
sonuglar1 onceden kestirebilmektedir. Bezier egrileri, yerel denetime izin vermekle
beraber istenilen diizeye erisememistir. Bezier egrisinin olusumuna belirli oranlarda
katkida bulunan kontrol noktalarindan herhangi birinde yapilan degisiklik, egrinin geneli
iizerinde etkiye sahiptir.

n. dereceden bir polinom n+1 adet kose ile tanimlanmaktadir. Bezier paremeterik
egri fonksiyonu asagidaki sekilde verilmektedir.
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k degeri n+1 adet koseyi indekslemede kullanilmaktadir. 0 dan n ye kadar
numaralandirilmig olan koseler k indeksi ile referanslanmaktadir.

Py, herbir kontrol noktasini temsil etmektedir.

u, 0 ile 1 arasinda deger alabilen bir parametredir. u=0 egrinin basini isaret
ederken, u=1 degeri ise egrinin sonunu gostermektedir. 0<u<l arasindaki degerler egrinin
ara noktalarini belirler. u parametresindeki degisim aralig1 egrinin kalitesini belirler.

n, kose sayisiin bir eksigi olup ¢izilecek egrinin derecesini belirler.

Nix(u)  fonksiyonu, n+1 ayrik kontrol noktasinin (Px degerleri) egrinin
sekillenmesine katkisini gosteren siirekli bir agirliklandirma fonksiyonudur. Asagidaki
ornekte 5 adet kontrol noktasi ile tanimlanan 4. dereceden bir bezier egrisi verilmistir.



Poligon kosesi
(Denetim noktast)

e Bezier egrisi, ilk ve son kontrol noktalari hari¢c herhangi bir kontrol
noktasindan geg¢mez. Formiilden B(0) = Py and B(l1) = P, oldugu
goriilmektedir.

e Egrinin salinimi kontrol noktalarinin sinirladig1 araliktadir. Bagka bir deyisle
egri en ¢ok poligonun kendisine ulasabilir.

e Eger bir kontrol noktasi varsa, polinomun derecesi 0 olur. Dolayisiyla biitiin u
degerleri i¢in B(u) degeri PO’a esit olacaktur.
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Matematiksel esitligi agirliklandirma fonksiyonu olarak tanimlanmaktadir.

e Agirliklandirma fonksiyonunun derecesi her zaman kontrol noktalar1 sayisinin
bir eksigine esittir. Yani 4 kontrol noktas1 varsa agirliklandirma fonksiyonu
kiibik bir egri tanimlarken, 3 kontrol noktas1 bir parabol yani ikinci dereceden
bir denklem tanimlar.

e Kapali bir egri olusturmak icin, yapilmasi gereken, ilk ve son kontrol
noktalarinin ¢akistirilmasi olacaktir.

e Belirli bir nokta etrafina birden fazla kontrol noktas1 yerlestirmek, egrinin bu
noktaya dogru ¢ekilmesini saglayacaktir.
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e Bir Bezier egrisine paralel olan bagka bir Bezier egrisini iiretmek genelde
miimkiin degildir. (tabiki iki kontrol noktasindan olusan ve diiz bir ¢izgiyi
temsil eden bezier egrileri haric)

¢ 3 kontrol noktasi i¢in (1) denklemi asagidaki egri bagintisini (2) verir.
Bu)=Po*(1-u)’+P *2*u(l-u)+Pu’ (2)
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Sekil (1) de 6rnek bezier egrileri verilmektedir.



Sekil (1)

BEZIER YUZEYLERI

Bezier yiizeyleri iki Bezier egrisinin agirliklandirma fonksiyonlarinin kartezyen
carpimiyla iiretilebilir. Yiizey iiretimi i¢in gerekli olan matematiksel denklem asagidaki
sekilde verilmektedir.
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Pij = (i,j) . kontrol noktasini temsil etmektedir.
I dogrultusunda n;+; adet ve j dogrultusundada n;+; adet kontrol noktasi vardir.

Bezier yiizeyi, ayn1 bezier egrilerinde oldugu gibi kdse noktalar1 hari¢ kontrol
noktalarindan ge¢mezler. Bezier yiizeyi kontrol noktalarinin smirladigi aralik
igerisindedir. (yani teknik tabiri ile convex hull igerisinde bulunmaktadir) Eger kapali bir
ylizey olusturmak istiyorsak o zamanda baslangi¢c ve bitis kontrol noktalarmin ayni
olmasina dikkat etmemiz gerekir. Bezier egrileri ile olusturulmus ornek bir ylizey
asagidaki sekildedir.




AYDINLATMA TEKNIKLERI

Yiizey iizerine bir 151k diistiigli zaman yutulabilir, yansitilabilir veya gecirilebilir.
Yiizeye gelen 151k enerjisinin bir kismi yutularak 1siya doniisiir. Geriye kalan ya yansitilir
veya gegcirilir. Bir cismi goriiniir yapan, yansitilan veya gecirilen 1siktir. Eger gelen tiim
151k enerjisi yutulursa cisim goriinmez. O zaman cisme siyah yapili denir. Yansiyan veya
gecirilen 151k enerjisi bir cismi goriiniir yapar. Yutulan, yansiyan veya gegirilen enerji
miktar1 15181n dalga boyuna baghdir. Eger gelen 15181n ¢ok kiiciik bir kism1 yutuluyorsa,
cisim beyaz goriiliir. Eger baz1 dalga boylar1 yutuluyorsa, cismi terk eden 1s1k farkli bir
enerji dagilimina sahip olacaktir. Dolayistyla cisim renkli goriinecektir.

Bir cismin yiizeyinden yansiyan 151k, yaygin (diffusely) yansiyan 151k yada baska
bir yansimis 151k tiirli olan aynasal (specularly) yansimis 151k olarak karakterize edilebilir.

DIFFUSELY YANSIYAN ISIK ve DIFFUSE AYDINLATMA

Diffusely yansiyan 11k, cismin i¢ine niifuz eden, yutulan ve daha sonra yeniden
disar1 c¢ikarillan bir 151k olarak disiiniilebilir. Yaygin (diffusely) yansimada, 1s1ik
kaynagindan ¢ikan 1s1k cisim iizerindeki bir noktaya vurduktan sonra tiim dogrultularda
esit olarak sagilir. Mitkemmel yaygin yansitici, 15181 Lambert’in cosiniis kanununa gore
yansitir. Lambert kanununa gore, miikemmel bir yansiticidan yansiyan 1s18in parlaklig
gelen 15181n dogrultusu ile ylizeyin normali arasindaki acinin cosiniisii ile orantilidir.
Lambert kanunu yiizeye ¢arpan 1s18in ne kadarinin yansitilacagimi belirler. Yaygin
(diffusely) yansimada kullanilan yaygin (diffuse) aydinlatma modelinde her dogrultuda
yayilan enerji miktar1 aynidir. Bagka bir deyisle yansitilan 151k, gozlemcinin bulundugu
yerden bagimsizdir. Fakat 151k kaynaginin ylizeye olan dogrultusu (yani 0 acisi ile) ile
dogrudan iliskilidir.

Izkd * Ilight* cos0 0<6<90

Burada ylizeyin yapisal 6zelliklerini karakterize eden kq katsayisi, yiizeyin yaygin
yansimasini (diffuse reflectivity) temsil eder ve “0” ile “1” arasinda degisir. ks=0 iken
I=0 oldugundan gelen 151k tamamiyle yutulur, ks=1 iken I= ILjgn* cos® oldugundan
yiizeyin miikemmel bir yansitict oldugu anlasilir.

N: yiizey normali
N L: gelen 151k

Simdi 151k ylizeye, yiizeyin normali ile 0° ag1 yaparak geldigi varsayilsin. Bu
durumda yiizeyin de miikemmel bir yansitici oldugu varsayildigindan I=ljgn olur ve
enerji kayb1 yoktur. Aradaki 0 agis1 90° olsaydi o zaman, =0 olacagindan herhangi bir
yansima gozlemlenemez.Burada 0 agis1 0° ile 90° arasindadir, daha biiyiik agilar igin 151k
kaynag1 cismin arkasina diisecektir.

Yalniz yaygin (diffuse) yansima aydinlatma modeli ile aydinlatilan cisimlerin,
donuk bir yilizeye sahip olduklar1 goriliir. Isik kaynagi noktasal kabul edildiginden,



kaynaktan dogrudan 1s1k almayan cisimler siyah goriiliir. Halbuki ger¢ek bir manzarada
cevredeki cisimlerden, 6rnegin odanin duvarindan sagilan 1siklari da cisimler almaktadir.
Iste bu ortam (ambient) 15181 dagilmus bir 151k kaynagini temsil eder.

ORTAM (AMBIENT) AYDINLATMA

Belkide en basit aydinlatma modelidir. Sahnedeki bir cisim renk ve parlaklik
degerleri kullanilarak goriintiilenir. Cismin biitiin pikselleri ayn1 renge ve parlakliga
sahiptir. Dolayisiyla bu aydinlatma modelinin sonucu, hi¢ de gercek¢i olmayan bir
goriintiidiir. Bu yilizden bu model diger aydinlatma modelleri ile birlikte kullanilir.

I=1,*k,
I,, ortamdan gelen 15181n parlakligin1 gosterir ve sahnedeki tiim cisimler i¢in sabittir. k,
ise ortam niifuz yansima sabiti olup materyalin &zelliklerini yansitir. Ornegin metalik bir
goriintiiye sahip bir cisim i¢in bu deger 1 veya 1’e yakin olmalidir. (Ciinkii bu durumda
=], olmakta ve metalik maddelerin yansiticilik 6zelligi ortaya ¢ikmaktadir.)

YAYGIN (DIFFUSE) ve ORTAM (AMBIENT) AYDINLATMANIN
BIiRLESTIiRILMESI

Her iki aydinlatma modelinin birlestirilmesiyle elde edilen matematiksel model
asagidaki sekilde olur.

I=L*k,+ kq* Ilight* coso 0<0<90

Yalniz yaygin (diffuse) aydinlatma modeli ile aydimnlatilan cisimler tuhaf
renklerde olmakta ve dogallik icermemektedir. Bu yiizden cisimlere dogalliginin
katilmas1 amaci ile ortam (ambient) aydinlatma ,yaygin (diffuse) aydinlatma ile birlikte
kullanilmaktadir.

Bilindigi gibi yansiyan 15181n parlaklii kaynaktan olan uzakligin karesi ile orantili
olarak azalir, yani uzak cisimler daha az parlak goriiniir. Aydinlatma modelinde dagitma
terimi uzakligin karesi ile orantili yapilirsa bu terimin katkis1 ortadan kalkar. Tersine ,
bakis noktasi cisme ¢ok yakin oldugu zaman 1/d* ¢ok hizli olarak degisir. Deneyler
gostermistir ki en gergekci sonuglar lineer bélme kurali kullanilarak elde edilir. Bu
durumda aydinlatma modeli
I, K, cosd

d+k
olur . Burada “k” keyfi bir sabittir. Bakis noktasinin sonsuzda oldugu kabul edildigi
zaman “d” uzaklig1 bakis noktasina en yakin cismin konumundan belirlenir.

I =1,K, +

AYNASAL (SPECULAR) YANSIYAN ISIK ve PHONG AYDINLATMA
MODELI

Aynasal (specularly) yansimis 15181n parlakligi, 1s18in gelis agisina, gelen 15181
dalga boyuna, ve materyalin 6zelliklerine baglidir. Olaya 151k tutan Fresnel denklemidir.
Isigin aynasal (specular) yansimasinin bir dogrultusu vardir. Miikkemmel yansitan bir
ylizey icin (ayna gibi), yansima agist gelme agisina esittir. Bu yiizden yalniz tam bu agida
duran bir gézlemci,aynasal (specularly) yansimis 15181 gorebilir. (Oysa diffusely yansiyan
151k, herhangi bir dogrultuda yansimakta, dolayisiyla gdzlemcinin konumu Onemsiz
kalmaktaydi.) Bunun anlami, R yansima vektoriiniin S bakis vektori ile ¢akigsmasidir.
Yani “o“acisinin “0” olmasidir. o agisimin artimi ile goze gelen specular yansimis 151k
miktar1 gittikce dilisecektir. o agist gozlemciye ulasan 151k miktarint dogrudan
etkileyecektir. Piirlizsiiz ve parlak yiizeyler i¢in uzaysal dagilim dar veya odaklanmistir



(o agist 0’a yakin), halbuki piiriizlii ylizeyler i¢in bu uzaysal dagilim yayginlasmis veya
genislemistir (o agist artmis).

Parlak cisimler {izerindeki highlightlar specular yansimadan kaynaklanir. Specular
yansimis 151k, yansima vektorii boyunca odaklanmis oldugundan, gézlemci hareket ettigi
zaman highlightlarda hareket eder. Ayrica 151k cismin dis yilizeyinden yansidigindan,
metaller ve bazi kat1 boyalar hari¢ yiizey ile etkilesime ge¢cmeyecek ve yansiyan 1s18in
ozellikleri gelen 15181n 6zellikleri ile ayni olacaktir. Mesela, beyaz 1sikla aydinlatiimis
parlak maviye boyanmis bir ylizey iizerindeki highlightlar maviden ziyade beyaz
gorunur.

Specular yansimis 1s1k i¢in aydinlatma modeli olarak, Bui-Tuong Phong yontemi
kullanilmaktadir.

[=Lign * W(i,A) cos"a 90 < <90

Burada W(i,A) yansima egrisi A dalgaboyu ve i1 gelis acgisinin fonksiyonu olarak
specular yansimis 15181n gelen 1518a oranint verir. Burada n, specular yansimis bir 1518
uzaysal dagilimini yaklasimlandiran bir kuvvettir. n ‘nin gesitli degerleri i¢in cos"o nin
degisimi sekil(2) de verilmistir.
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Eger cisim metalik bir 6zellige sahipse biiyiik n degerleri se¢ilmelidir. Boylelikle
cos"a nin 1°e yaklagimi hizlandirilacak ve yansiyan 1s1k miktar artirilmis olacaktir. Yani
cisime parlak bir yiizey etkisi kazandirilmis olunacaktir.

Tim bu sonuglar diger iki model ile birlestirilirse asagidaki aydinlatma modelini
elde edilir.

I =1,K, +I—'(Kd cos@ + K, cos" @)
d+k
Eger ¢ok sayida 1s1ik kaynagi varsa, etkiler dogrusal olarak toplanir. O zaman

aydinlatma modeli
I
I=1K, + (K, cos8; +K,cos"a,
a'‘a §d+k( d j s j)

olur. Burada m 151k kaynaklarinin sayisidir.




Iki vektoriin skaler carprmindan asagidaki ifade yazilabilir

cosH:n'—L: AL

Burada n ve L sirastyla yiizey normali ve 151k kaynag1 dogrultusundaki birim vektorlerdir.
Benzer sekilde

cosa = RS =RS
RIls|
yazilabilir. Burada R ve S siwrasiyla yansimis 1simmin ve bakis dogrultusunun birim
vektorlerdir. Boylece tek 1s1k kaynagi icin aydinlatma modeli:

I=1,K, + d [K,(A.L)+ K (RS)]
d+k

YUZEY NORMALININ BELIRLENMESI

Specular yansimanin dogrultusu ylizey normali tarafindan belirlenir. Eger
ylizeyin analitik ifadesi biliniyorsa , yilizey normalinin hesaplanmasi kolaydir. Ama
bir¢ok yiizeyin yalniz poligonal yaklagimi bilinir. Eger herbir poligonal gdziin diizlem
denklemi biliniyorsa, o zaman herbir géziin normali diizlem denkleminin katsayilarindan
elde edilebilir.
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Sekil (3) Poligonal yiizey normali yaklasimlari

Eger poligonal gozlerin diizlem denklemleri varsa o zaman bir kdsedeki normal
bu koseyi kusatan poligonlarin normallerinin ortalamasi alinarak yaklasimlandirilmalidir.
Mesala Sekil (3.1) de, V1 ‘deki normalin yaklasik dogrultusu asagidaki ifade ile verilir.

n, =@, *a +aJi+b,+h+h)i+(C,+c +Ck

Burada a, a;, a4, bo, by, by, co, c1, c4 katsayilar1 V; ‘i kusatan Py, P; P4 poligonlarinin
diizlem denklemlerinin katsayilaridir.

Alternatif olarak , diizlem denklemleri yoksa, kdsedeki normal , bu kosede
sonlanan tiim kenarlarin vektorel carpimlarinin ortalamasi alinarak yaklagimlandirilabilir.

rlV, :V1V2®V1V4+V1V5®V1V2+V1V4®V1V5



Yalniz digsartya dogru olan normallerin ortalamasinin alinmasina dikkat
edilmelidir.

Normalizesiz ylizey normallerinin genligi ve yonii bu iki yaklagim teknigi i¢in
farklidir; Sekil b . Sonu¢ olarak bir aydinlatma modeli, ylizey normalini
yaklagimlandirmak i¢in kullanilan teknige bagl olarak farkli sonuglar verecektir. Eger
parlakligr belirlemek i¢in yiizey normali kullanilacak ve cismi veya manzaray1
goriintiilemek icin bir perspektif transformasyon kullanilacaksa , perspektif
transformasyon uygulanmadan 6nce normal belirlenmelidir. Aksi takdirde, normalin
dogrultusu bozulacaktir ve aydinlatma modeli tarafindan bulunan parlaklik yanlis
olacaktir.

YANSIMA VEKTORUNUN BELIRLENMES]

Yansima vektoriiniin dogrultusunun belirlenmesi bir aydinlatma modelinde ¢ok
onemlidir. Isik vektorli, ylizey normali ve yansimis 151k vektoriiniin ayni diizlemde
kaldigin1 ve bu diizlemde gelen 15181in agisinin  yansiyanin agisina esit oldugu
unutulmamalidir. Isik dogrultusu z ekseni boyunca ilerledigi zaman Phong basit bir
¢oziim elde etmek icin bu kosullar1 kullanmistir. Eger koordinat sisteminin orjini ylizey
tizerindeki bir nokta olarak alinirsa , o zaman normal ve yansimis vektoriin xy diizlemi
tizerine projeksiyonu dogrusal bir ¢izgi lizerine diiser.

Bu yiizden,
RX ﬁ X
R, N,

olur. Burada IQX, Iiy,ﬁx,ﬁys1ra51yla yansimis ve normal dogrultularindaki birim

vektorlerinin x ve y bilesenleridir.
Birim normal vektorii ile z ekseni arasindaki ag1 6 dir. Bu yiizden z yoniindeki bilesen
A, =cos® 0<6<I1/2

Benzer sekilde , birim yansima vektorii ile z ekseni arasindaki a¢1 20 dir . bundan
dolay1

R, =c0s20 =2cos® 0 —1=2A%; —1

ve

F’ézx+§2y+ﬁzz=l Ve ﬁzx +ﬁ2y +ﬁ22=1
oldugu hatirlanirsa

Ry:2ﬁxﬁy ve RX=2ﬁZﬁX
elde edilir.

Diger bir teknik birim normal ile birim 151k ve yansima vektorlerinin {i¢liniinde
ayni diizlemde kalmasini saglayan bu vektorlerin vektorel carpimini kullanir. Birim
normal ile birim 151k ve birim normal ile birim yansima vektorlerinin skaler carpimi |,
gelen ve yansiyan agilarin esitligini saglamak icin kullanilir.

Bu kosullar n® L=R ® n verir ve buradan

-n,R, +n R,=n,L, —-nL,
n,R,-n,R,=n.L, —-n,L,
-n,R, +RR, =n,L, —n,L,



elde edilir. Maalesef her 6zel durum igin bu ii¢ denklem bagimsiz degildir.
Gelen ve yansiyan acilarin esit olmasindan

nL=nR
veya
nR,+nR, +nR,=nL +nL +nL,

yazilabilir. Bu denklem gerekli olan ilave kosulu verir ve buradan R,,Ry,R, elde
edilebilir.
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