Wstep do teorii informacji: Wyktad 8

I. WSTEP

Zmierzamy teraz do tzw. asymptotycznej zasady ekwi-
partycji, bedacej informacyjnym odpowiednikiem prawa
wielkich liczb z rachunku prawdopodobienstwa. Bedzie
ona nam pozniej potrzebna do dowodu twierdzenia Shan-
nona o przepustowoéci kanalu informacyjnego. Przypo-
mnijmy zatem podstawowe fakty na temat praw wielkich
liczb.

II. NIEROWNOSC CZEBYSZEWA

Rozpatrzmy zmienna losowa X o wartosciach naleza-
cych do zbioru {z1,...,zy}. Wartoscia $rednia jest
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Rozpatrzmy pawdopodobienstwo
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Odpowiada on takiej procedurze: wybieramy losowo i,
po czym sprawdzamy, jak bardzo x; rézni si¢ od wartosci

sredniej X, a nast¢pnie wybiermy tylko te zdarzenia, dla
ktérych x; rézni sie od X co najmniej o €.

Twierdzenie 8.1 (Nieréwnosé Czebyszewa)
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III. LOSOWE GENEROWANIE BITOW
(PROCES BERNOULLIEGO)

Rozpatrzmy N-krotny rzut moneta (czyli losowe ge-
nerowanie bitéw: orzel 0, reszka 1). Niech prawdopodo-
bienstwa wynoszg odpowiednio p1 = p, pgo =¢=1—p.
Prawdopodobienstwo k-krotnego wyrzucenia reszki przy
N rzutach wynosi
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Niech teraz
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oznacza zmienna losowa odpowiadajaca j-temu rzutowi.
Srednia liczba reszek przy N rutach odpowiada zmiennej
losowej

X 44 X
Yy = 1+N+ N (12)

przyjmujacej wartosci ze zbioru
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Kazda z powyzszych wartoéci pojawia sie z prawdopodo-

bienstwem (10).

Obliczmy srednig i wariancje zmiennej losowej Yy :
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a wiec wynik nie zalezy od ilosci rzutow;
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Twierdzenie 8.2: (Bernoulliego prawo wielkich liczb)
W procesie Bernoulliego
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Dowdd: Zastosujmy nieréwnos$é¢ Czebyszewa do zmiennej
losowej Yy :
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Definicja 8.1: Ciag zmiennych losowych {X,} jest
zbiezny wedlug prawdopodobiefnstwa do stalej ¢ jezeli dla
kazdego € > 0
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Uwagi: (a) W procesie Bernoulliego ciag zmiennych lo-
sowych
X1+ +Xn

Yy = S (32)
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jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa do p. (b) Sred-
nia liczba sukceséw przy N probach moze sie rézni¢ od p
o ¢, ale prawdopodobinstwo takiego zdarzenia zmierza do
zera przy zwigkszajacej sie liczbie rzutéw moneta. Pra-
wa wielkich liczb tak formulowane zwane sa tez stabymi
prawami wielkich liczb.

IV. ASYMPTOTYCZNA ZASADA
EKWIPARTYCJI

Rozpatrzmy N rzutéw moneta. Wynikiem jest upo-
rzadkowany ciag bitéw
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ktéry pojawi sie z prawdopodobienstwem

p(z1,22,...,2N) = plz)p(xa) ... plen) = pg™ (34)
gdzie Ny, N7 to, odpowiednio, liczby wypadnieé¢ ortéw i
reszek, p=p1,¢g=1—p.

Jezeli N jest duza liczba, to orzet wypadl w przybli-
zeniu Ng =~ Npo = Nq razy, a reszka N1 = Np; = Np



razy. Tak wiec

plar, 2o, an) &~ pPgNT = (pPg)V, (35)
log p(x1,22,...,2n) ~ Nlog(pq?)

= N(plogp+ (1 - p)log(1 ~ p))

= —NH(p), (36)
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(por. Wyklad 2). Ostatnia réwno$é mozemy jeszcze prze-
pisaé jako

p(xla‘TZa"'axN) ~ 27NH(p)' (38)

Widaé, ze te przyblizone réwnosci staja sie tym doktad-
niejsze, im wieksze jest V. Mozna to precyzyjniej zapisaé
jako

Zdefiniujmy zmienng losowa Xy o wartosciach

log (p™ (1= p))
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Twierdzenie 8.3: (Asymptotyczna zasada ekwipartycyi
dla procesu Bernoulliego) Ciag zmiennych losowych Xy
jest zbiezny wedlug prawdopodobienstwa do H (p).



