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INTRODUCAO

Nesta dissertagéo estudaremos os principios fundamentais da
Mecanica, isto &, as leis basicas das quais decorrem todas as de-
mais. Procuraremos salientar os pontos que devem ser modificados,
para levar em conta o desenvolvimento das idéias fisicas.

Os problemas da axiomatica constituem o objeto da primeira par
te. Adotamos um ponto de vista mais fisico do que logico - formal,
dando mais énfase ao conteudo experimental que as exigéncias de
completo acabamento logico e metodoldgico.

A segunda parte trata dos principios de conservagéo. O estu-
do da conservacao do momento angular dos sistemas isolados nos per
mite introduzir o spin de um modo muito elementar. Sdo também ana
lisadas as limitagées impostas pelos principios de conservacdo e
de Hamilton aos tipos possiveis de forcas entre pontos materiais.

Na terceira parte estudamos o principio de relatividade de
Galileu. Filiamos ao principio de relatividade as invariancias por
deslocamentos de modo a revelar sua natureza mais profunda e suas
relagées com os principios de conservacao.

Na quarta parte damos uma formulagéo nova dos principios da
Mecénica, nmodificando a de Mach-Blondlet de modo a fazer desapare
cerem oOs inconvenientes e insuficiéncias apontados nas segOes prece-
dentes.

Algumas guestoes complementares sao examinadas nas notas fi-

nais.
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PRIMEIRA PARTE

O OBJETO DA MECANICA TEORICA

1- Nos primdérdios da ciéncia moderna se admitia que a finalida-
de duma teoria fisica consistisse na explicagéo duma determinada
categoria de fenémenos. S6 em fins do século passado foi prevale-
cendo outra concepgao da teoria fisica, que parece ter sido formu
lada explicitamente por Kirchhof e Mach: as teorias fisicas sao
descricdes de classes de fendmenos correlatos.

Em que diferem uma explicagao e uma descrigéo dum fenome-
no? Para fixar as idéias consideremos o caso particular do movi-
mento dum sistema mecanico. Atribuir o movimento a acao de certas
forcas, ou as trocas de energia e momento entre os corpisculos sao
explicacOes. Dar simplesmente as equacgOes de movimento sob forma
finita, diferencial ou integral & uma descrigéo. Uma teoria expli
cativa da ao mesmo tempo uma descrigéo dos fenémenos que estuda,
mas nao & biunivoca a correspondéncia entre descrigéo e explica-
cao. A cada descrigéo podem corresponder varias teorias explica-
tivas.

Objetivamente o que importa numa teoria é a descricao dos
fenomenos que ela contém. Subjetivamente as explicacgdes, além de
seu imenso valor heuristico, s&o indispensaveis. Cada teoria con-
tém necessariamente uma explicagéo, ou como diz Hertz, uma imagem
do fendmeno fisico. Um fildsofo idealista diria que s ha imagens,

mas tal nao é nossa opiniao.

2 - Qualquer teoria dum fendmeno deve satisfazer a duas condi

coes:
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a) Coeréncia 1logica

b) Veracidade experimental

Alias se constata que a condicéo (b) sempre acarreta a condigao (a).
Estritamente nenhuma teoria satisfaz a condicgdo (b). Cada teoria
corresponde a uma determinada fase historica do conhecimento e ce
do ou tarde entra em conflito com os dados experimentais, devendo
ser substituida por outra mais aperfeigoada. Assim a mecanica new
toniana teve que ser substituida pela relativista quando sua opo-
sicdo com a realidade se tornou manifesta ao serem estudados fen§
menos em que intervém grandes velocidades. A mecanica classica re
lativista também sofreu revisOes drasticas para se adaptar aos pro
cessos atdmicos. As teorias sucessivas devem ser consideradas co-
mo aproximacées cada vez melhores no progresso dos conhecimentos.

A condicdo (b) significa que a teoria em consideracao des
creve corretamente os fenémenos ou simplesmente descreve os fend-
menos de que trata, Naturalmente a correcdo da explicacao depende
da nrecisdo da experiéncia comprobatdria. Uma teoria pode expli-
car corretamente o resultado de uma experiéncia grosseira e dis-
cordar do que & obtido por outra mais aperfeicoada. Vemos portan-
to gue de fato a condicao (b) deve ser formulada da maneira se-
guinte:

"Uma teoria satisfatdria deve estar de acordo com os re-
sultados das experiéncias mais precisas feitas até o momento de

sua formulacao".

3- Entre as varias teorias coerentes e experimentalmente sa-
tisfatdrias ha algumas que se assinalam por sua comodidade. A co-
modidade de uma teoria depende do grau de esforco mental necessa-

rio para deduzir as consequéncias das premissas fundamentais. Es-
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te grau de esforgo depende da mentalidade dos cientistas de cada
época histdrica e na mesma época pode variar de um individuo a ou
tro.

Outra caracteristca importante de uma teoria é o seu va-
lor heuristico, isto é, a facilidade com que sugere novos desen-
volvimentos. Um exemplo notavel de teoria altamente heuristica é
o do tratamento hamiltoniano da dinamica. Hamilton compara o mo-
vimento dum corpusculo ao dum raio luminoso num meio transparente.
A imagem hamiltoniana além de ter conduzido ao desenvolvimento da
teoria das transformagdoes da dindmica e & descoberta da equacdo as
derivadas parciais de Hamilton-Jacobi levou Schrédinger a elabora
cao da mecanica ondulatéria.

Convém distinguir o valor heuristico tedrico ou melhor in
trinseco que foi exemplificado no pardgrafo precedente de um va-
lor heuristico experimental. Uma teoria pode ser sugestiva do pon
to de vista experimental e levar a realizacao de experiéncias que
confirmarao ou desmentiréo a sua descrigao dos fenOmenos. Nada mais
util ao progresso da ciéncia que uma teoria que sugere uma expefi
éncia que a desminta.

O conceito de comodidade ou de simplicidade também tem um
duplo aspecto como o de valor heuristico. Ha uma comodidade teori
ca e outra experimental. Uma imagem dum fenOmeno pode ser de uma
grande simplicidade tedrica mas os seus conceitos podem ser difi-
cilmente interpretaveis experimentalmente. A mecdnica de Hertz e-
xemplifica esta possibilidade, outro exemplo é dado pela mecanica
das matrizes de Heisenberg, Born e Jordan. Em geral a dificuldade
de interpretagao experimental ou intuitiva dos conceitos, implica

numa perda de valor heuristico.
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4~ As consideragaes precedentes nos permitem precisar o ob-
jeto da mecanica tedrica e classificar os diversos modos de rea-
lizacdo deste objetivo, isto &, diferentes explicacdes ou imagens
mecanicas.
A mecanica tedrica tem por finalidade descrever o movi-
mento dos corpos, em particular descrever o movimento futuro.
Para que seja possivel a previsao do movimento futuro é
necessario que a experiéncia demonstre que o movimento se proces
sa de modo tal que o conhecimento do movimento anterior a um ins
tante qualquer e das condigOes ambientais posteriores, determi-
nam inteiramente o movimento futuro, isto &é,do movimento em tem
pos posteriores ao instante considerado. No campo em que os efei
tos quanticos sdo ignoraveis a experiéncia mostra que ha de fato
este determinismo: ao conhecimento do estado de movimento dum sis
tema mecanico num instante qualquer t e das condigOes ambientais
a posteriores ao instante t determinam o movimento do sistema nos
instantes posteriores a t. Atualmente, ja parece provavel que ha
ja casos de efeitos hereditarios. Mais precisamente que em al-
guns casos nao basta conhecer o movimento num instante t mas que
seja necessario conhecé—lo igualmente durante todo ou parte do
passado. Justifica-se portanto dizer que o objetivo da mecanica con
siste em descrever o movimento futuro, dados o passado e as con-
digées ambientais enquanto puderem ser ignorados os efeitos quan

ticos.

5 - Para efetuar a descricao dos fendOmenos sao introduzidos
conceitos. Estes conceitos sao idealizacgdes das condicoes fisicas
observadas. Por meio de postulados atribuem-se aos conceitos cer

tas propriedades. Os postulados sdo generalizacdes e idealizacdes
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das leis fisicas. Idealizagées porque se referem aos conceitos que
também o sdo e generalizagées porque sﬁo sempre aplicados em ca-
SOs que escapam de todo ou em parte ao conhecimento experimental.

As diversas teorias explicativas dum fendmeno usam ideali
zacOes diferentes dos dados experimentais e por isso dao imagens
diferentes dos fendmenos. A imagem contida numa teoria & caracte-—
rizada pela escolha dos seus conceitos e postulados, isto é, pelo
que se chama axiomatica da teoria.

Em seguida consideraremos duas imagens diversas dos fendme-—
nos: a newtoniana e a helmholtziana. Na imagem newtoniana os fendme-
nos mecanicos sido explicados pela acao das forcas sobre os pontos
materiais. Na de Helmholtz ou energética a explicacdo de movimen-—

to é dada pela troca de energia e de momento entre os corpusculos.

AXIOMATICA DUMA CIENCIA FIsica

1- Na construgao de qualquer sistema dedutivo parte-se de um
sistema de nogées néo definidas - os conceitos fundamentais - e
de um corpo de postulados. Os postulados sao relacdes entre os
conceitos.

O propésito duma disciplina objetiva consiste em achar as
proposicdes que decorrem logicamente dos postulados. Dai resulta
que o corpo dos postulados pode ser substituido por qualquer ou-
tro equivalente, isto &, qualquer sistema de proposicdes que pos
sa ser deduzido dos postulados e do qual seja possivel deduzi-los.
Um exemplo bem conhecido deste fato € o da geometria euclidiana.
O postulado de Euclides pode ser substituido pela proposigéo de
que a soma dos angulos dum triangulo vale dois retos.

Um corpo de postulados deve satisfazer a duas condigées:
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compatibilidade e irredutibilidade.

Um sistema de postulados € compativel quando néo existir
nenhum par de proposigaes contraditdrias decorrentes dos postula
dos. Essa restricao & absolutamente fundamental, pois como se sa
be, de duas proposigées contraditorias se pode deduzir gqualguer
proposicao.

Diz-se que um sistema de postulados é irredutivel quando
nenhun dos postulados decorre logicamente dos demais. Noutras pa-
lavras, um sistema de postulados €& irredutivel quando ndo ha ne-
nhuma redundancia de proposigées ndo demonstradas. A irredutibi-
lidade é uma propriedade desejavel mas nao indispensavel. Um sis
tema redutivel de postulados nao conduz a proposigdes absurdas con

tanto que eles sejam compativeis.

2 - Historicamente muitas ou talvez todas as ciéncias deduti
vas tiveram um desenvolvimento assaz insatisfatdorio do ponto de
vista 1logico. Alguns dos postulados foram admitidos explicitamen
te, outros tacitamente. SO num estagio posterior &€ que se come-
cou a fazer a critica dos principios e a procurar sistemas com-
pletos de postulados e de conceitos fundamentais.

O estabelecimento dum sistema completo de postulados pa-
ra uma ciéncia dedutiva é de certo modo, o processo inverso do
seu desenvolvimento. Tem-se um conjunto enorme de proposigoes e
procura-se escolher umas poucas que admitam todas as demais como
consequéncias. Como ponto de partida, podemos assumir todas as
proposigées como postulados, assim se tem o maximo de redundan-
cia. Outra alternativa consiste em s admitir algumas das propo-
sigées, correndo o risco de uma insuficiéncia de postulados. Por
meic de uma série de tentativas acaba-se chegando ao resultado.

A escolha dos conceitos fundamentais nao pode ser feita
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com inteira liberdade, sem levar em conta os postuladeos. Pode a-
contecer que em virtude dos postulados uma das nogOes possa ser
definida em termos das demais. Neste caso o sistema dos conceitos
é redutivel e pode ser substituido por outro mais simples.

Como no caso do corpo de postulados, ha também a necessi-
dade de se ter um sistema suficiente de conceitos ou nocgoes funda
mentais. Isto &,dada uma disciplina dedutiva cuja axiomatica se
procura estabelecer, € necessario ter um sistema de conceitos bas
tante amplo para que suas propriedades decorrentes dos postulados

englobem todas as proposicOes da disciplina considerada.

3- As consideragées precedentes sso aplicaveis a axiomatica
dum sistema dedutivo qualquer, a do calculo vetorial como a do e-
letromagnetismo. No caso da axiomatica duma ciéncia fisica, além
das condigbes de compatibilidade, irredutibilidade e suficiéncia dos
corpos de conceitos e postulados ha outras que devem ser satisfei
tas.

Constitul o objeto da axiomatica duma ciéncia fisica esta
belecer um sistema de conceitos e postulados que permita dar uma
descricdo dos fendOmenos em apreco. As exigéncias de compatibilida
de, irredutibilidade e suficiéncia se deve juntar outra: a de ve-
racidade.

Cada conceito duma ciéncia fisica deve corresponder a al-
go observavel e geralmente a uma grandeza mensuravel, isto §&, a
uma grandeza fisica. Os postulados devem ser leis fisicas. Tal o
conteudo da condigcdao de veracidade.

A suficiéncia é a condigao de que a extenséo do sistema de
conceitos e postulados baste para dar uma descrigao completa dos

fendmenos.
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Numa ciéncia dedutiva os conceitos primarios séo nogoes
nao definidas. Isto também ocorre no caso da axiomatica duma cién
cia fisica, mas ha uma circunstidncia especial neste caso: os con-
ceitos devem ser susceptiveis de especificacao experimental. Nou-
tras palavras,deve haver uma correspondéncia entre conceitos e ca
racteristicas observaveis dos fendmenos, como foi dito acima. Dai
resulta que os postulados devem bastar para o estabelecimento de
métodos de medida ou de observacgdo dos elementos observaveis cor-

respondentes aos conceitos.,

AXIOMATICA DA IMAGEM NEWTONIANA

1- A primeira tentativa de axiomatica da mecanica newtoniana
se encontra nos "Principia de Newton" (*). Apesar de ser insatis-
fatoria sob varios aspectos a formulacdao de Newton subsistiu inal
terada durante quase dois séculos. SO em fins do século passado é
que comegaram a surgir novos modos de formular a axiomatica da i-
magem newtoniana. Comecaremos examinando os principios da Mecani-
ca, tais como os enunciou Newton e depois estudaremos as modifica
¢Oes propostas por Mach, Boltzmann e outros.

G. Hamel na sua estéreomecdnica substitui os pontos mate
riais por solidos de dimensoes finitas. Este modo de agir corres-
pondia ao pensamento dominante em principios deste século, que re
pudiava a possibilidade de existirem corpisculos rigorosamente pun
tiformes. Mas hoje a concepgéo de corpusculos elementares sem di-
mensoes, torna a prevalecer e néo nos deteremos longamente sobre

as imagens do tipo estéreomecanico.

(*) Isaac Newton, Philosopiae Naturalis Principia Mathematica, 1687,



CBPF-DH-001/86

Atualmente a questao mais interessante da axiomatica da
Mecanica € a da suficiéncia dos conceitos e postulados newtonia-
nos para a descrigao de todos os tipos de fendmenos mecanicos co

nhecidos. Veremos que tal nao acontece.

A FORMULACAO DOS PRINCIPIA

2 - Nos Principia, Newton introduz oito definig¢des que passa
mos a reproduzir:

I) A quantidade de matéria € a medida da mesma, resultando
da densidade e do volume conjuntamente.

IT) A quantidade de movimento &€ a medida do mesmo, resul-

tando da velocidade e da quantidade de matéria conjuntamente.

III) A "vis insita" ou forga inata da matéria, & um poder
de resisténcia, pelo qual cada corpo, por quanto de si depender,
continua no seu estado presente, seja de repouso ou de movimento
para diante em linha reta.

Essa "vis insita" &€ também chamada de forca de inér-

ciz ("vis inertiae").

IV) Uma forga impressa € uma acgao exercida sobre um corpo,
para mudar seu estado de repouso ou de movimento uniforme em li-
nha reta.

Esta forca sO existe enquanto dura a acdo.

V) Uma forga centrifuga € a que atrai ou impele ou,de qual
guer modo, faz tender os corpos para um centro.

VI) A quantidade absoluta de uma forg¢a centrifuga é a me-
dida da mesma, proporcional a eficiéncia da causa que a propaga
do centro, pelo espag¢o em redor.

VII) A quantidade aceleradora de uma forga centrifuga & a
medida da mesma, proporcional a quantidade de velocidade que ge-

ra num tempo dado.

VIII) A quantidade motora duma forga centrifuga é a medida da
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mesma, proporcional ao movimento que gera num tempo dado.

Scholium

"Até agora enunciei as definic¢des das palavras menos co-
nhecidas e expliquei o sentido em que desejo sejam compreendidas
no discurso seguinte".

Depois de ter exposto as definig¢Oes precedentes, Newton

passa a enunciar os

3- Axiomas ou leis do movimento

Lei I.

Cada corpo continua no seu estado de repouso ou de movi-
mento uniforme em linha reta, salvo se for compelido a mudar este

estado por forgas sobre ele impressas.

Lei IT.

A mudanga do movimento é proporcional a forga motriz im-

pressa, e € feita na direcdo em que a forca é impressa.

Lei III.

A toda acao corresponde uma rea¢ao igual oposta, ou: as
acbes mutuas de dois corpos um sobre o outro s3o sempre iguais e

dirigidas de lados contrarios.
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4 - Das leis, Newton deduz seis corolarios:

1) Um corpo, ativado simultaneamente por duas forcas, des
crevera a diagonal do paralelogramo no mesmo tempo em que descre

veria os lados pelas forgas separadamente.

2) E dai fica explicada a composicao de uma forga direta
AD, a partir de duas forcas obliquas AC e CD; e inversamente, a
resolugcao de qualquer forca direta AD em duas forcas obliquas AC
e CD; as quais composigao e resolugao sao abundantemente confir-

madas pela Mecanica.

3) A quantidade de movimento, que se obtém tomando a so-
ma dos movimentos dirigidos para as mesmas partes, e as diferen-
cas dos que s3o dirigidos para partes contrarias, nao sofre va-

riacao pela acao dos corpos entre si.

4) O centro de gravidade comum a dois ou mais corpos nao
altera seu estado de repouso ou movimento pelas acgdes dos corpos
entre si; e portanto o centro de gravidade comum a todos os cor-
pos agindo uns sobre os outros (excluindo agdes externas e impe-

cilhos) estada em repouso ou se move uniformente em linha reta.

5) Os movimentos mutuos dos corpos incluidos num certo
espaco S30 OS mesmos, guer O espago em repouso ou se mova uniforme-

mente para diante em linha reta sem nenhum movimento circular.

6) Se corpos, movendo-se de gqualquer modo entre si mes-
mos, sao impelidos na direcao de linhas paralelas por forgas ace
leradoras iguais, continuarao todos a se mover entre si, do mes-
mo modo como se nao fossem impelidos por tais forgas.

As citacdes dos 'Philosopiae Naturalis Principia Mathema-
tica" foram tomadas da tradugao inclesa de Motte re-
vista por Cafori, edigcao da University of California Press de 1934.
A traducao inglesa de Motte foi feita da terceira edigao dosﬁhﬁg
cipid‘de 1726, O prefacio da primeira data de 1686. Procuramos
conservar na medida do possivel a linguagem newtoniana. Por ndo
coincidir ela com a nossa de hoje, espero que se compreenda o seu

exotismo.
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5- Exame das definicoes de Newton

Ha dois tipos de definigées: l0gicas e experimentais. Uma
definicdo l6gica reduz uma nogao a outras, isto €, mostra a equi-
valéncia de uma nogéo a grupo de outras. Uma definicao experimen-
tal descreve um método de observacdo de algum elemento observavel.
Vejamos a que tipos pertencem as varias definicdes de Newton.

A definicdao I deve ser tomada como experimental, indican-
do como se pode determinar a massa, conhecidos o volume e a densi
dade. N3o & uma definicdo logica, pois depende do conceito de mas
sa da unidade de volume, pressuposto no termo densidade. Proceden-
do deste modo evitam-se as confusdes sobre o sentido que se deve
atribuir a essa definigao newtoniana, que se encontra frequente-
mente nas criticas feitas pelos matematicos, esquecedores da exis
téncia de duas modalidades de definicao.

E de tipo 1lbgico a definicao II, pois exprime o conceito
de quantidade de movimento aos de massa e velocidade.

Quanto a definicdo III de fato nem & uma definigcao. E uma
forma disfargada da primeira lei.

Também é de tipo experimental a definigdao IV. Ela indica
um modo de se constatar a existéncia de uma forga. Nao especifica
porém se o conceito de forca é susceptivel de expressao quantita-
tiva.

Entre as agOes que se exercem sobre os corpos Newton dis-
tingue trés tipos: choques, pressdes e forcas centrifugas. Supoé
conhecidos o choque e a pressdo e caracteriza a forgca centrifuga
(hoje dir-se-ia centripeta) pela definigdo V. E interessante esta
divisdo das forgcas em trés categorias. Os choques e as pressoes

sao forcas que se transmitem diretamente, as forcas centrifugas
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podem ser agOes a distancia. A intuigao fisica de Newton repugna-
va a idéia de agbOes a distancia, mas viu-se obrigado a introduzi-
las para descrever os efeitos gravitacionais.

Nas definigbes VI, VII e VIII acham-se caracterizados trés
elementos de que depende uma forga centrifuga. Sua quantidade ab-
soluta depende da intensidade da fonte que a cria: massa gravita-
cional, ima, etc. A quantidade aceleradora corresponde as que ho-
je chamariamos de intensidade dum campo e a quantidade absoluta a
forgca total que atua sobre um corpo submetido ao campo.

A definicao VII atribui um carater vetorial a forca. Cum-
pre observar que a definigcao VIII € na realidade uma lei fisica e
um caso particular da segunda lei de movimento. E digno de nota que
a definicao VII implica numa proporcionalidade da forca e acelera
cdo, isto &, a constancia da massa, Tal nao acontece com a defini
gao VIIT em que a forga motriz & proporcional a derivada da quan-

tidade de movimento em relagao ao tempo.

6 — Exame das leis de Newton

A primeira lei é o principio de inércia. Seu enunciado &
indubitavelmente insatisfatorio e presta-se a critica feita  por
Eddington que o interpreta da maneira seguinte: '"every particle
continues in its state of rest or uniform motion in a straight line,
except in so far as it doesn't". Isto resulta de fato da forca im
pressa ser definida como agéo que muda o estado de repouso ou de
movimento retilineo uniforme. Na realidade a situacdao ndao €& tao
desesperadora. Newton indubitavelmente conhecia outros métodos de medida
de forca que nao o da definigdo IV, Supondo conhecida a forca impres

sa, a lei de inércia adgquire um sentido bem claro.

A segunda lei de Newton traduzida analiticamente, da a e-
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quacao fundamental da dindmica:
& @) = F (1)

E importante observar que até agora nada faz supor que a

massa seja constante nem a escrever a eguacao (I) sob a forma:

av

= F
ma— (II)

A terceira lei é o principio da acdo e da reacdo e tem
uma natureza peculiar. Este principio impoé€ uma restricdo aos ti
pos possiveis de forgcas. Como &€ bem sabido, assegura a conserva-
cao da quantidade de movimento de um sistema de dois corpos so-

bre o qual nao atuam forcas exteriores,

7~ Exame dos seis corolarios

Os corolarios (1) e (2) equivalem a lei de composicdo das
forcas aplicadas a um ponto material. Na realidade o raciocinio
pelo qual Newton os estabelece, contém uma peticdo de nrincipio.
Nao & evidentemente possivel das suas trés leis concluir nada so
bre a acao simultanea de varias forgas ou melhor, qualquer rela-
cao entre a variacao da quantidade de movimento sob a acgao simul
tadnea de varias forcas e as variac¢les que sofreria o momento se
elas agissem separadamente. Newton observa que as aceleracdes se
compoeém pela regra do paralelogramo e tomando as forcas propor-
cionais as acelerag¢des, conclui que as forgas também se compoém
vetorialmente. O seu raciocinio admite tacitamente a independén-

cia dos efeitos das forgas, isto &€, que cada forgca produz a mes-
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ma variacao elementar da quantidade de movimento que produziria
se as outras néo atuassem.

O terceiro corolario &€ a lei da conservacdo da quantida-
de de movimento dum sistema isolado. O quarto é o teorema do cen
tro de gravidade no caso particular dum sistema livre de acoes ex
teriores.

0 quinto coroldrio é o principio de relatividade da meca
nica newtoniana - o chamado principio de relatividade de Galileu.
E digno de nota que para estabelecer este principio é preciso su
por que a massa nao depende da velocidade, restrigdo que nio es-
ta contida nas trés leis., Alias pode-se mostrar - falo-e-mos mais
adiante - que impor o principio de relatividade de Galileu e ad
mitir a cinematica classica acarreta necessariamente a constancia

da massa.

CRITICA DA AXIOMATICA NEWTONIANA

8 - Newton supde conhecidos os conceitos geométrico-cinemati
cos de tempo, espago e movimento. Chama porém a atencdo do lei-
tor para os conceitos de espac¢o relativo e de movimento absoluto
e relativo, assim como o de tempo relativo e absoluto.

"O tempo absoluto, verdadeiro e matematico, por si mesmo
€ por sua propria natureza flue igualmente sem rela-
cdao com nada de externo e, com outro nome, €& chamado de duracao.
Tempo relativo, aparente e comum, € qualquer medida sensivel e
exterior (precisa ou nao) da duracdo por meio de movimento, que

é usada em vez do tempo verdadeiro, tais como uma hora, um dia,
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um més, um ano". (*)

"O espaco absoluto, por sua propria natureza, sem rela-
cao com nada externo, permanece semelhante e imdével. Espaco rela
tivo é alguma dimenséo ou medida movel dos espacos absolutos, que
nossos sentidos determinam por suas posig&es em relacdo aos cor-
pos e que € geralmente tomado por espaco imdvel; tal é a dimen-
sao de um espaco subterrdneo, aéreo ou celeste, determinado por
sua posigao em relagéo a terra. Os espacos absolutos e relativos
sdo iguais em figura e magnitude, mas ndo permanece sempre nume-
ricamente iguais . Pois se a Terra, por exemplo, se move, um espa
¢co de nosso ar, que relativamente em relagdo a Terra permanece
sempre igual, sera num tempo uma parte do espaco absoluto pelo
qual o ar passa, noutro tempo serd outra parte dele, e assim, en
tendido absolutamente, tera continuamente mudado". (**)

"Movimento absoluto é a translac¢do dum corpo, dum lugar
absoluto a outro,e movimento relativo a translacdao dum lugar re-
lativo a outro"., (**%*)

"O tempo absoluto, em Astronomia, & distinguido do rela-
tivo, pela equagao ou correcao do tempo aparente". (***%*)

"Talvez nao exista, coisa tal como un movimento igual pe
lo qual o tempo possa ser medido rigorosamente. Todos os movimen
tos podem ser acelerados e retardados, mas o fluir do tempo abso

luto nao esta sujeito a nenhuma mudanca". (****x)

9- Vemos que para Newton as relacdes dos tempos absolutos e

relativos, e dos espacgos absolutos e relativos sao essencialmente

(*) Loc. cit. pag.b (**%%) Loc, cit. pag.7 (**%%%%) Loc. cit. pag.8
(**) Idem, "7 (*%%%) Idem, " 7e8
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diferentes. O tempo absoluto poderia ser medido pelo movimento de
um corpo de movimento rigorosamente uniforme. O espaco absoluto se
ria o espago relativo a um sistema absolutamente fixo, mas Newton
ndo indicou nenhum critério que permitisse distinguir um sistema
desses, de outro em movimento retilineo e uniforme. Alias o coro-
lario (5) mostra que tal distincgao néo pode ser feita por meios me
canicos.

Da existéncia do tempo absoluto, decorre a da simultanei-

dade absoluta.

10-Na axiomatica newtoniana, além dos conceitos geométricos
e cinematicos ha os mecanicos de corpo, massa e forga. Vejamos se
as leis ou postulados bastam para a especificacao experimental das
massas e forcas. X

Para Newton as massas podiam ser medidas com a balanga. A
medida das massas ficava reduzida a das forgas em virtude da se-
gunda lei.

Para medir uma forc¢a, basta equilibra-la por outra conhe-
cida. Isto &, aplicar ao ponto material sobre o qual a primeira
forgca atua outra que anule sua aceleracao. Em virtude da 1% lei
a forga resultante serd nula e pelo teorema de composicao as duas
forcas terdao mesma intensidade e linha de acdo e sentidos contra-
rios. O problema da medida das forgas fica assim reduzido ao do
estabelecimento dum tipo padrao de forcgas.

Pode-se tomar como padrao a forga elastica das molas ou fios e

utilizar o dinamémetro. (*) Em principio esta escolha é insatis-

(*) Reech, Cours de Mécanique d'aprés la nature généralement flexible et élas—
tique des corps, Paris, 1852.
Andrade, Lécons de Mécanique Physique, 1898.
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fatéria porque depende de conhecimento das propriedades das subs-
tancias elasticas, materiais particulares; cujas propriedades nao
decorrem imediatamente dos principios,

Tomando a gravidade como estagéo; aparece O mesmo incon-
veniente, pois dos principios newtonianos nao se pode inferir que
existam forcas deste tipo. Poder-se~ia juntar aos postulados da
Mecdnica mais outro que afirmasse a existéncia de forcas gravita-
cionais, a exemplo do que faz G, Hamel. (*) Esse modo de proce-
der, também ndo é satisfatdério, De resto é desnecessario introdu-
zir um postulado suplementar desta natureza, pois ha uma solucao
para o problema em consideragéo dentro do quadro newtoniano como
foi demonstrado por E. Mach. (**) Anteriormente, Saint Venant ja

expuzera idéias analogas.

11- A terceira lei permite medir a razao das massas de dois pon
tos materiais. Com efeito, se dois pontos materiais P, e P, cons-

tituirem um sistema isolado, teremos:

logo
Mo (D2
) Py

Tomando a massa de P1 como unidade tem-se a massa deum ponto qual-

medindo as aceleragoes B. e P,. Os postulados newtonia-

quer P 1 2

2!

nos s3o portanto suficientes para o estabeleci.ento de métodos

(*) G. Hamel, Handbuch der Physik, woli V, Berlim, 1926,
(#%) E. Mach, Die Mechanik, 1883.
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de medida das massas.

A segunda lei de Newton reduz a medida das forgcas a das
massas e aceleragées. A axiomatica newtoniana permite estabelecer
métodos de medida das forgas e massas e & portanto satisfatdria sob
esse ponto de vista.

Da analise precedente resulta que ha uma superabundancia
de conceitos na axiomatica de Newton, pois torna-se possivel defi
nir a forca em fungao da massa. Este fato ja fora entrevisto pe-

(*)

procuraram reduzir tudo

(%)

los geometras do século XVIII. Uns como Euler

ao conceito de forga, outros como d'Alembert partiam da massa.
- k%%
A corrente dalembertiana atraves de Lazare Carnet( ) e Saint
(*x*x%x) . . (+) _ - C oo
Venant culminou em Mach. Kirchhoff pos em evidéncia a su-

perabundancia dos conceitos newtonianos de maneira bem clara, por

uma analise essencialmente diversa da que adotamos.

12- Quando comegaram a ser tratados os problemas em que inter

véem ligacdes, pareceu que os principios newtonianos fossem insu-

(++)

ficientes. Esta dificuldade levou d'Alembert a enunciar o fa-

PR S . . (+++)
moso principio que tem o seu nome. Posteriormente Fourier

estendeu aos casos de ligagdes unilaterais.

Boltzmann(++++) mostrou que nao ha de fato necessidade de
(*) Euler, Mechanica sive motus scientia analytice exposita, 1736.
(%%) D'Alembert, Traitée de Dynamique, Paris, 1753.

(**%)  Lazare Carnot, Essal sur les machines en général, Paris, 1803.

(**%%) Barré de Saint Venant, Mémoire sur les sommes et les différences géome

triques et sur leur usage pour simplifier la Mécanique, Comptes Rendus,
tomo XXI, 1845.

Principes de Mecanique fondés sur la Cinématique, Paris, 1815.
(+) Kirchhoff, Mechanik, Leipzig, 1876.
(++) D'Alembert, Loc.Cit.
(+++)  Fourier, Journal de 1'Ecole Polytécnique, cahier V, am. VI.

(++++) Boltzmann, Uber die Grundprinzipien und Grundgleichungen der Mechanik,
Popular Schrifften, 1905,
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se introduzir nenhum principio novo para tratar dos movimentos
sujeitos a ligacdes. Sua analise é insatisfatoria sob muitos pon
tos de vista mas tem o mérito de reduzir o principio de d'Alem-
bert aos postulados newtonianos. Tornaremos a esta questao mais

adiante.

A FORMULACAO DE MACH

13-~ Levado pela sua critica penetrante dos principios newto-
nianos, cujos resultados principais expuzemos nos paragrafos 10
e 11, Mach propds uma nova maneira de formular os axiomas da i-
magem newtoniana. Mach procura por claramente em evidéncia a as-
sociagéo existente entre o conceito de massa e o fato experimen-
tal da inércia e da matéria assim como as relagOes entre os con-
ceitos de massa e de forca. Passamos a enunciar os principios se
gundo Mach:

a) Proposigao experimental: dois corpos em presenga induzem
um sobre o outro, em certas circunstancias a serem especificadas
pela fisica experimental, acelerac¢oOes opostas dirigidas segundo

sua linha de juncdo. (Neste, esta incluido o principio de inércia).

b) Definicdo: a razao das massas de dois corpos &€ o inverso
negativo da razao das aceleragOes mutuamente induzidas destes dois

corpos.

c) Proposicao experimental: as aceleragdes gque un namero qual-
quer de corpos A,B,C... induzem num corpo K, sao independentes en
tre si. (Deste resulta imediatamente o principio de paralelogra-

mo das forcas).

d) Proposicdo experimental: as razoes das massas dos corpos
sdao independentes do carater dos estados fisicos (dos dois cor-
pos) que condicionam as aceleracdes mituas produzidas; sejam es-
tes estados elétricos, magnéticos ou quais forem; e além disto
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sao as mesmas, quer sejam obtidas mediato ou imediatamente.

e€) Definicao: Forca motriz é o produto do valor da massa dum

corpo pela aceleracao sobre esse induzida.

CRITICA DA FORMULAGCAO DE MACH

1l4- Na axiomatica de Mach os conceitos primitivos sao os de
corpo - na realidade ponto material - e de presenca de dois corpos. Os
conceitos de massa e de forga s&o derivados, isto &, definidos em
termos dos conceitos primitivos, de ponto material e de presenca
entre pontos materiais.

O principio de inércia & considerado por Mach como um ca
so particular da proposicao (a). Este particular € digno de mui-
ta atencio, pois significa que toda a aceleragao dum ponto mate-
rial é devida a acdo de outros corpos materiais, como resulta de
(a) e da observacdao entre parénteses que a acompanha. De per si
a proposigao (a) afirma apenas que dois corpos em presenca se a-
celeram mutuamente, mas néo implica nada sobre o que pode ocorrer
quando um ponto se encontra isolado. Esta deficiéncia da formula
géo de Mach ja foi reconhecida por Blondlet que juntou o princi-
pio de inércia aos de Mach.

A confusdo reinante sobre a questao da necessidade de e-
nunciar separadamente o principio de inércia deriva da circuns-

tancia da equac¢ao de movimento.

=
2
il

oy

o (a)

ja conter o principio de inércia como caso particular correspon-

dente a F nula. Isto ndo significa que se possa dispensar o prin
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cipio de inércia, pois a equacio de movimento seria
, >
mM—=—z=F +mJ (B)

JO sendo a aceleragéo que teria o corpiusculo isolado.

Se bem que seja sempre possivel conceber as forcas como o-
riundas da presenca de corpos em interacao,ndo deixa de haver in-
convenientes sérios em fazé-lo de modo absoluto. Tomemos, por e-
xemplo, um corpo carregado eletricamente sob a acao de ondas ele-
tromagnéticas. A rigor podemos considerar estas ondas como parte
dos campos retardados de outras cargas e as aceleracoes dos pon-
tos do corpo seriam induzidas pela interacio com as cargas que e-
mitiram as ondas. Ndo ha porém vantagem de proceder sempre assim,
sendo o mais das vezes preferivel trabalhar diretamente com o cam
po sem se procurar saber qual sua origem. Nao se pode excluir que
existam ondas eletromagnéticas que ndo foram emitidas por corpus-
culos. Cumpre também observar que a consideracdo das acoes retar-
dadas escapa aos quadros da mecinica newtoniana, pois a velocida-
de finita de propagacéo das forcas, implica uma modificacdo da lei
de agao e de reacao.

Outra falha da formulacdao de Mach - como das demais - é a
admissdo de que as forcas entre dois pontos materiais sao sempre
dirigidas segundo a linha de juncdo. E bem sabido que as forcas en
tre dipolos elétricos ou magnéticos nao sao dirigidas segundo a
linha de jungéo. Antes da descoberta do momento magnético do ele-
tro, ainda se poderia admitir que pontos materiais nao possuem de
fato momentos magnéticos ou elétricos, que seriam atributos de
sistemas de pontos, de modo gue sempre se poderia excluir a possi
bilidade de forcas destas origens entre corpusculos puntiformes.

Outro tipo de forcas entre corpusculos que ndo sdo centrais & o
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das agOes magnéticas entre cargas em movimento; a direcio da for
ca, depende das velocidades dos dois corpusculos, Este caso ain-
da € mais delicado que o dos dipolos porque as duas forcgas matuas
nem sequer sao iguais.

E importante observar que a hipotese de serem centrais
as forcas entre dois corpusculos puntiformes nd3o intervem no mé-
todo de medida das massas e das forgas discutido anteriormente.

Antes de procurar uma formulagéo mais satisfatodria dos
postulados fundamentais da Mecanica, & necessario discutir os prin
cipios de conservagdo, Veremos que a chave das dificuldades en-—
contradas nos paragrafos precedentes é dada pela anilise dos prin
cipios de conservagao.

A rigor este problema escapa a qualquer teoria ndo rela-
tivista porque as forcas magnéticas entre dois corpusculos sao
da ordem de quociente do produto de suas velocidades pelo quadra
do da velocidade da luz. Nesta aproximagdo os efeitos decorrentes
da velocidade finita de propagacdo das agées, ja devem ser leva-

dos em consideragao. Voltaremos a esta questdo mais tarde.

SEGUNDA PARTE

0S PRINCIPIOS DE CONSERVACAO

Conservagao da quantidade de movimento.

15- A equacao fundamental

D (mp) = F (1)
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mostra que a variacdo da quantidade de movimento de um ponto é i

gual a forca motriz:

Q:l Q
ct Oy

-
= F (2)
Q representando a quantidade de movimento;

-

Em particular, quando o ponto material esta livre:

mP = constante (4)

A equagdo (4) exprime ao mesmo tempo a lei de inércia e o princi
pio da conservacéo da quantidade de movimento e um ponto material
isolado.

O principio da acdo e da reacgdo permite estender (4) ao
caso de um sistema isolado qgualquer. Com efeito, as equacgOes de

movimento dum sistema sao:

o m P ) =F +f, (k=1,2....n) (5)

ﬁk sendo a forga externa aplicada ao k-gésimo ponto, fkﬁ a forga

exercida por P sobre P, e n o numero de pontos do sistema. Em

k

virtude do principio de acao e reacido:

¥
1

1

rhi

K = (6)

&)
P
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de modo que:

4
dat

(L m P) = Fp

Introduzindo a quantidade de movimento do sistema:
> ; *
§=7Jm b (7)
k
podemos escrever:

§§=§ (8)

No caso dum sistema em que a resultante das forcas aplica

das é nula:
_ 53
N m P, = Q = constante (9)

Os sistemas isolados constituem um dos casos em que a re-
sultante ﬁk € nula, porque oS fk sao nulos. A quantidade de movi-

mentos dum sistema isolado & portanto constante.

16- A equacdo (9) que traduz o principio de conservacaoda quan
tidade de movimento & uma generalizagao da equacao (4) gque expri—
me a lei de inércia.

Este principio é portanto uma forma generalizada dalei de-
inércia. Isto se vé de um modo mais intuitivo considerando o movi

mento do centro de gravidade do sistema dos n poutos G:
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(] m) (G=0) = ] m_(p -0) (10)
k k

0 sendo um ponto fixo qualquer.

Derivando ambos os membros de (10) em relagao ao tempo se vé que

. .‘-_g_ ol .
(E mk) G = TS (E m, PQ - (G-0) 3t () mk)
k
de modo que se as massas forem constantes:
m, = constante (11)
ter-se- a:
G = constante (12)

e o movimento do baricentro sera retilineo e uniforme.

A conservacao do momento linear de um sistema isolado &
uma consequéncia direta da lei de acdo e reacao. Isto explica por
que Newton considerava esta lei como uma generalizacao da lei de

inércia.
CONSERVACAO DO MOMENTO ANGULAR

17- Seja 0 um ponto fixo qualgquer, temos a identidade:

S MPA(P-0)) = 3= mB) A (P-O)



CBPF-DH-001/86
- 27—

logo:

a‘dE [(P-0) AmP] = (P-O) AF (13)

em particular se o corpusculo estiver isolado:

(P-0) AmP = constante
ou
Eo = (P—O)l\a = constante (14)
E interessante observar que a relagio (14) - expressio a-

nalitica do principio da conservagéo do momento angular dum cor-
pusculo livre - nao passa de um corolario da lei de inércia. Com
efeito, se P tem um movimento retilineo e uniforme a area varrida
por P -0 & proporcional ao tempo, sendo um tridngulo de altura
constante e base proporcional ao tempo. O plano deste tridngulo é
0 plano fixo definido porO e a trajetdria retilinea. Concluimos

dai que o momento angular & constante, por ser um vetor perpendi-
cular a esse plano e de modulo igual ao dobro do produto da velo-
cidade areolar pela massa, também constante em virtude da unifor-

midade do movimento.

18- Vejamos o que ocorre no caso de um sistema isolado. Aplican
do a equacao geral (13) aos pontos do sistema e levando em conta

que nao ha forcas externas, obtemos:
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a
at

[(P,0) A m,P.] (P,~0) A Z fij (i=1,2,...n)

]

Somando as equacdes correspondentes aos diversos valores de i:

d—,f = Z (P,-0) A ‘fij (15)
1]

—
KO sendo o momento angular do sistema:

+ L]

K, = Z (P;~0) A m, P, (16)
1

O principio da agdo e reagdo permite escrever a relacio

(15) sob a forma:

Sk =17 @-p)nt, (17)
& 1] 1]
ij
Se as forgas entre os pontos do sistema forem centraics,
isto &, se %ij for dirigida segundo Pin, 0os produtos vetoriais

do segundo membro de (17) serao nulos e portanto:

-5
K, = constante (18)
Ora, em geral as forg¢as entre corpusculos nido sao cen-
> ~ -
trais, como admite Mach, e o momento angular Ko nao e constante.
Nos admitinemos o principio da conservacdo do momento angular de
. . > . . .
um si8tema Ls0fLado. K, nao sendo constante temos que introduzir

um momento angular S de outra natureza de modo a ter:

ﬁo-ég = constante (19)
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Comparando (19) e (15) vemos que se deve ter:

nt
I

L (P;-0) A £, (20)
1]

s > - > .
Admitiremos que S € a soma de n vetores Si’ ligados aos

corpusculos de sistema:

(21)

0y

]
Hebt

wy

= ~ a -~ = - .
Os Si sao os spins dos corpusculos e S € o spin total do
sistema, ou momento angular de spin do sistema. Chamaremos de mo

mento angular total do sistema a soma ﬁo de Eo com E:
> > :
M =K +5S (22)

Os spins ndo dependem da escolha do ponto O - sdo varia-
veis caracteristicas do estado cinemidtico do corplisculo como a

posicao e a velocidade.

19—~ Com a introducao do spin, aumenta o numero de variaveis
que descrevem o estado do corpusculo e a equacdo fundamental da
dindmica deixa de ser suficiente. E preciso dar uma equacdo de
movimento do spin, devido a analogia existente entre o spin e um
momento de rotacao de um corpo giroscopico. Tomaremos para o spin

uma equacao de movimento de primeira ordem:

$. = 1. (23)

1 1

-

Chamaremos Mi de momento aplicado ao corplsculo, por ana



CBPF-DH-001/86

logia com a forca aplicada. A equacao (19) é satisfeita tomando:

- >

M, = =) (P,-P.) A £, (24)
J

Veremos porém que esta escolha de ﬁi nao & satisfatdéria. Alias a

equagao (23) ndo é suficiente para calcular o trabalho como se ve

ra adiante.

20- O teorema do momento da quantidade de movimento foi dedu-
zido da equagao de movimento, isto &, da equaqéo que traduz o teo
rema da quantidade de movimento. Inversamente & possivel deduzir
este teorema do relativo ao momento angular. Com efeito, tomemos
dois pontos fixos quaisquer O e O', Sendo valida a equagao (15)

para ambos temos tambémj.

d

._).
—_ .
ac (O!'=0) AF

[(0'-0) A mP] = (0'-0) A ad? (m P)

ou

1]
o

. 4 mp D

(0'-0) A [dt (m P) - FI

mas O e O' sendo dois pontos gquaisquer devemos ter:
d . e
3t (mP) = F

De um modo analogo a conservacao de momento linear dum sis

tema isolado € uma consequéncia da conservacgao do momento angular,

Com efeito, a equacao (20) devendo ser satisfeita para dois pon-
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tos O e 0' quaisquer, temos:

d > >

at (Ko'—Ko) =0
mas
-> > S ' . ' 4 . ' ->
K=K = g [(P;-0') = (P,-0)] Am P, = (O -o)/\%mipj.L = (0'-0) A QO
logo

(0'-0) A § = 0

e devido a escolha arbitraria de O e 0o':

E digno de nota que a conservagéo do momento angular dum sistema
isolado nao decorre da conservagéo do momento linear. Aplicando
a proposicao precedente aos sistemas isolados de dois corplsculos
concluimos que:

"A lei de agéo e reagao & uma consequéncia do principio

da conservagao do momento angular dos sistemas isolados".

21- O principio da conservacao do momento linear junto com os
de conservagao da massa e do momento angular dao a generalizacdo
completa da lei de inércia. Consideremos um triedro triretdngulo
de vértice em G, tendo o eixo dos z na direcéo e sentido do mo-
mento angular total ﬁG’ O eixo dos x segundo a componente de G

perpendicular a ﬁG e 0 plano dos xy normal a M Este triedro tem

c*



CBPF-DH-001/86
- 32 -~

um movimento retilineo e uniforme.
-
Para demonstrar o teorema precedente basta mostrar que MG

-

€ constante, pois ja .sabemos que G o &. Ora:

> . ° °
K, = E (P;-G) A m, P, =§ (P;-0) A m;P. + (0-G) A% m, P,

isto é:

K =Eo + (0-G) A § = K_ + (0-G) A m) G

1

e portanto:

> > d
M, = M_ + (0-G) A z m, 5% (G-0)

O raciocinio usado para deduzir a constancia do momento an
gular dum corpusculo isolado da lei de inércia aplicado ao caso de

G mostra que o produto vetorial da equacao precedente & constante

e portanto que
—>
MG = constante (25)

Esta generalizagao do principio de inércia mostra que pode
mos associar a qualquer sistema isolado um triedro de referéncia a
nimado duma translagao retilinea e uniforme. Ha outro modo de gene
ralizar a lei de inércia. Consideremos os vetores dos momentos 1li-

neares dos pontos dum sistema isolado como um sistema de vetores des
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lizantes. A quantidade de movimento 6 e o momento orbital Eo sao
a resultante geral e o momento resultante em relagéo ‘a O desse
sistema de vetores deslizantes. Logo, se o spin total 3 for cons-
tante, os varios sistemas de vetores correspondentes aos varios va
lores do tempo seréo todos equivalentes.

0 eixo central desses varios sistemas sera portanto o mes
mo e o complexo das retas de momento nulo também sera fixo:

"Quando o spin total dum sistema isolado é constante ha
uma reta e um complexo linear associados ao sistema e que sao fi

X0S no espago".

O PRINCIPIO DA CONSERVAGCAO DA ENERGIA

21- Consideremos um sistema de n pontos materiais Pi e repre
sentemos por fi a resultante das forg¢as interiores que atuam so-
> . ~ .

bre P. e por Fi a resultante das exteriores. As equacoes de movi

mento sao:

Multiplicando escalarmente as equagoes (26) pelos deslocamentos

elementares dos pontos correspondentes e somando obtemos:

ou

_ _ ., _ A
ay (3 m; P}) + 35 z m, Py dt = dr,  + dr,_ (26)
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\\
inr © d oxt sendo respectivamente os trabalhos realizados no
tempo dt pelas forgas interiores e exteriores:

; >
dt, . = LE, xap; dt, . = LF, x dp, (26a)

Definimos a energia cinética pela equacao:

_ g —]_— 02 l L] .2

dE_. = d(% 5 m, P?) +§ (3 m; PY) (27)

Em particular se a massa for constante pode-se tomar:

_ 1l )
Bein = 3 1M ] (272)
A equacao (26) pode ser posta sob a forma:
dEcin = dTint + dText (28)
Integrando entre os tempos t1 e t2:

Ecin(tZ) - Ecin(tl) = Tint ¥ Text (23)

A equacgao (29) exprime o teorema das forcas vivas.

22~ Suponhamos que exista uma funcao V das coordenadas e das

velocidades dos pontos P. tal que (%)

(*) Ver nota I.
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f, =V, v+ 7 V',V (30)
Vo= (2,2 2 voo (23 3
Vo= (ax’ay'az) A (airgyrgg)
Neste caso d Tint € uma diferenga 1 exata:
_ v e V. vV -
ATine = AL-Ve L (o %y +50= ¥; +55- 24)] (31)
1 1 1 1
e (29) toma a forma:
ovV_ = oV« oV ¢ _
A[E_ ; + V g (§§I X, *3y; Yi * 3z z,)] = t__, (32)

A funcdo V é o potencial generalizado. Quando as fommas in
teriores sé dependerem das posicSes V se reduz ao potencial ordina

rio. Chama-se energia de sistema a funcao E:

Yi* 35, z.) (33)
A equacao (32) exprime o principio da energia:

AE

1
~

(34)

ext

Em particular, ha conservacao da energia quando o sistema é isola-

do:

E = constante

23— Ha uma relacao estreita entre o teorema do momento linear e

o principio da energia. Com efeito, integrando em relacdo ao tempo
L)
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ambos os membros de (8) obtemos:

> 't2->
AQ = J’ F. dt (36a)

Explicitando a expressio do trabalho no segundo membro de

(34) vemos que:
2—»
AE = J F.x dP. (36b)
t 1 1

O paralelismo das duas equacées (36) sugere que deve ha-
ver um teorema que tenha a mesma relacéo com o principio da ener
gia que o principio de momento angular com o do momento linear.
Consideremos o caso das forgas internas em que o principio do mo

mento angular é expresso pela equacdo:
K = const = ﬁ(o) (37)

Tomando o ponto O como origem dum sistema de coordenadas

cartesianas ortogonais teremos:

_ . . _ (o)
Ky = E my (ini _ziyi) = K
K = Ym (z,%x, -x.%2.) = K_°) (37a)
y S T i%i y
_ T . . _ (o)
K, = Loy (x;y; -y;%;) = K,

1

Analogamente deveriamos ter:
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) m,(x.t - tx,) = const.
i 1 1 1
g m, (y,t - ty,) = const. (38)
) m; (z £ - tz.) = const.
1

% m, x. = (glni) X,
z m; X, = (grni) X,

de modo que as equacgoOes (38) equivalem a equacdo vetorial:

(G=0) - t C¢ = constante = (GO—O)--tO éo (39)
isto &

G-G =tG -t G (40)

Recordando que o movimento de G é retilineo e uniforme e

que portanto
G-G = (t-t )G
o}
concluimos que a equacao (40) é de fato verdadeira. As equacgdes
horarias do movimento de G estao portanto relacionadas com as

que exprimem a conservacao do momento angular.

24 . Para que as forcas nao dependam das aceleracoes & neces
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sario e suficiente que o potencial generalizado sO dependa line-

armente das componentes das velocidades:
4 L) : . . . N 4 > .
V = W-+§ (Aixi-kBiyi-+Cizi) = W + % U. xP. (41)

os A, B, C e W sendo funcgoes coordenadas X,y,z dos pontos do sis
tema e eventualmente dos spins e do tempo. Supuzemos tacitamente
que V nao depende dos spins nem do tempo; veremos logo mais o

que ocorre quando isto nao se verifica. Levando em conta (41) a-

chamos:

No-a XMoo No.oc (42)
59X 3Y. 3z L
1 1 1
V_E“ (B.V . _é;]— oo 8.\7 éo) = W (43)
£ 3x oy 32z
(e}
E=E . +W (44)
cln

A equagao (44) mostra que a energia total nao depende das ve

locidades; porque W sO depende das coordenadas dos pontos.

25. As equacoes (29) nao bastam para determinar completamen-
te o potencial generalizado V. Se houver outra funcao V' satisfa

zendo as equagdes (29) deveremos ter:
1 _d_ ' ! _ '
-§i(v—v ) + 3¢ %i(v V') =0 (45)

Esta equacdo devendo ser valida para valores quaisquer das

aceleracoes temos:
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27135¥L1.= 0 (46)
BUk BUK
U sendo uma coordenada qualquer de um dos pontos. De (46) resulta
que V-V' & linear nas componentes das velocidades:
. . : \o [ ] - *
V-V' = w + (o.x. +B.y. +Yv.2.) = w+) II.xP. 47
§ J 3 JYJ YJ J) g ] ] (47)
Introduzindo esta expressao em (45) achamos:
—_V*.[w+2_ﬁ.x£°>.] +T. =0
1 N hi 1
]
Isto é:
> z . . . 2 a—ﬁi. a_ﬁi. aﬁi'
=V.[w+) (a.x.+B.y. +v.2.)1+) ( X. + V. + z.) =0 (48)
: L Tox. oy . .
1 FR I A B - j 3 Y571 gz 3
Devendo estas equagdOes serem satisfeitas para valores
quaisquer das velocidades, concluimos que:
3w _ 0w _ dw _ 0
Bxi Byi Bzi
da. aui Bai aej Bai ayj
5%, - 3%, Oy. - 9%, 9z, - ox, °t¢ (49)
] 1 Al 1 3 i

De (49) concluimos ser

jas V. deem os 1.:
1 1

ﬁi

w

constante e existir uma funcao cu

constante
(50)
>
V.Q
1
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logo:

%% + const, (51)

vV=v' =
Vemos que a indeterminacao de V sé afeta o valor de E pe-
la arbitrariedade duma constante aditiva, pois E ndo depende da

parte de V que contém as velocidades.

26 — Resta ver em que condigdes existe um potencial generaliza

do. Levando em conta a equacao (41) as formulas (29) tornam-se:

£. AL A ) _aAz X, + i’ v, + ——8C£é ) + ——dAi\
i,x axi 7 Sxi £ gxi £ axi £ 3t
dA 0B aC dB
aw ,@ . /K . . ]'_
f =—————2(——X + == YV, + — 2,) + — (52)
i,y Byi ¢ Byi L 3yi £ Byi £ at 5
oA oB aC dc.
W £ e £ e £ e i
£ ==y X, + =—— y,+ z,) + —
i,z azi 7 Bzi £ Byi £ Bzi £ dt}

-> ~ 1]
As componentes dos fi devem ser funcoes lineares das com-

ponentes das velocidades. Para isto, € necessario e suficiente que:

82fi v
— Vo= 0 (53)
uk Buz

u indicando uma coordenada qualquer de um ponto P também qual-
quer. Os coeficientes da parte do primeiro grau nos u destas fun-

¢cOes lineares satisfazem a condigdo:

= _ Kk (54)
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Estas equagées mostram que os fi ui sao as componentes
do rotacional de um vetor dum espaco a 3n dimensdes. Em vez de
(54) poder-se-ia escrever um sistema de equacOes as derivadas par
ciais para os £ 07 analogo ao que da a condigdo para que um ve-
tor seja um rotacional.

A parte de fi,u que nao depende das velocidades deve ser
a derivada parcial correspondente duma funcao W, se V nao depen

der do tempo:

logo é necessario e suficiente que

3Ff. of . d%F, 3%F,
1’ui J:ur . 1’ur J’ur -
- =) (— - — ) u, (55)
2u ou. k odu, 9au 2u, Ju.
r 1 k T k 1

As condigoes (53), (54) e (55) sdo necessarias e sufici
entes para gque exista o potencial generalizado quando as forcas nao de

pendem do tempo nem dos spins. Se nao dependerem também das ve-

locidades (53) e (54) sao satisfeitas identicamente e (55) se
reduz a:
af of.
1,ur _],ur
- = 0 (56)
ou au

Outro tipo de condig¢des necessarias e suficientes, vali
das mesmo quando o potencial generalizado ndo é linear nas velo

cidades, sera dado na Nota II.
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27- Quando o potencial generalizado contém o tempo, a equagao

(30) é substituida pela seguinte:

dr, = d-va+d (L x o o L3 s g (57)
int 0 * 1 * L hd 1
i ox, 3y 2z, 3t

de modo que em vez de (31l) passamos a ter:

ty ty
E. +v=J (X 5.+ % g + 2 2l -1+ Nar  (s8)
cin 1 8}.{ 1 8. 1 aé 1 ext at
i ¥y i t t
1 1
Em vez de (33) e (34):
(2 3V
AE = Text +J g,t—_" dt (59)
t
t
2 3v
AE = 7¢ at (60)
t

A equacdo (60) mostra que ndo ha mais conservacdo da ener
gia de um sistema isolado, quando V depende diretamente do tempo.

A equacao (46) ainda €& valida mas (47) se transforma:

" do, BBj . Byj . doy
T oox. Z (8x. X5 3%, Y5 tax, ? ) +z (EET XJ +
i ] i i i j i
. Bai . Bui . aai
+ V. + — Z2.) + =0 (61)
3 ; ] 9z J at

de modo que em vez de (48) as condigOes a que devem satisfazer w,

oa,BR e vy se tornam:

dw  _ 90y dw o8y oW _ AR
3x. | ot 3y, | ot 3z. 9t
Bui ) 8aj aui i BBj Bai i Byj
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As condigoes (62) mostram que w e os a,B,y, sao derivadas

parciais de uma funcgao:

L= 20 ]
i 7 9x,
1
09
B, =
Y (63)
Yi = =7
1
o = 32
= =% J
de modo que:
LS
V-V = T (64)

Agora a arbitrariedade na escolha de V aumenta muito e
isto se reflete na definigcao de E. Em vez da incerteza de uma cons
tante aditiva, teremos agora a derivada parcial em relagcao ao tem
po de uma funcao qualguer das coordenadas e do tempo. A rigor po-
der-se-ia dizer que o conceito de energia perde o sentido. Contu-
do ha casos em que se pode conservar este conceito, tirando-lhe
porém o carater puramente mecanico. E o que acontece quando consi
deramos cargas elétricas num campo eletromagnético variavel. S6

tem sentido falar na energia total sem que se possa separar a me-—

canica da eletromagnética.

28— Quando as forgas que atuam sobre os pontos materiais de-
pendem do spin e ha momentos aplicados, & preciso estender a defi
nicao de trabalho. Temos que considerar tanto o deslocamento do
ponto como a variagéo do spin. Esta variacao poder ser decomposta

em duas partes, uma devida a rotagao do spin e outra a mudanca de
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sua arandeza:
3. = 8,0,
i i7i
§8.= (8S,) 0. +5.685, = 65.0. + duw.As, S. (65)
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
O momento aplicado ﬁi efetua o trabalho elementar(*):
-
sty = Swj i (66)
1]
L.ogo:
N —> N —>
§t, =Y F..x6P, + M . x6w, = J £ . x6p, +7 M. xsu (67)
int <. 1] 1 .9 13 1 S0l 1 : 1
1] 1] 1] 1

Podemos conservar a expressao (29) para o caso de forcas

L (k%)
que dependem do spin K

+ 3x (=) (68)

(*) Esta expressao € analoga a que vale para um solido giroscopico gi-
rando em torno de seu eixo, no instante em que se lhe aplica um momento ex-
terior. Mas, enquanto no caso do solido ® & conhecido por ser o vetor da ro-
tagao instantanea, o mesmo nao se da no caso do spin de um corpisculo punti-
forme. O conhecimento de S, ndo basta para determinar completamente @i. Dai
a insuficiencia da equagéol(23) a que ja aludimos precedentemente. Em vez da
equacao (23) seria necessario ter duas:

as:

= W,

1 1

i~ >\i

(1)

T2 MY

No caso de haver um potencial, obteremos as formulas (74) e (75) que
sao precisamente do tipo I.

(%%) ¢ Calc%lando as forcas pela formula (69), elas dependerao em geral
dos S. Ora os sao analogos as aceleracoes, no sentido de que as equagoes de
movimento dao os seus valores em funcao das variaveis que definem o estado
do corpusculo. Assim como admitimos que as forgas nao dependiam das acelera-
coes, admitiremos que ndo contem. os S. Isto implica que: 2y

.
wn
I
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Supondo que o potencial nao depende do tempo, devemos es-

tabelecer relagoes entre os momentos aplicados e o potencial para

tornar int uma diferencial exata. Isto &, devemos impor a

cao:
L —D 3n
L oswg x e () 5- 65,
i tog=1 %P
Ora:
3n 3n
V=) g 5Sg + ) (L
B=1 °7B R=1 °YB

Comparando (70) e (71) vemos que V

posig¢Oes nem das velocidades:

V. _ 3V _
su_  oua
Y Y
e que:
v — d p)
LM x 8w, = L 188, 55— +85;, 55—+
1 1 1x 1y

Admitindo que os spins podem girar livremente os Gai podem

quaisquer. Logo em virtude de (65):

d 3
Mix = iy 35 -5i, 35!
iz iy
d d
M., = (S, -S._  ==)
i1y iz BSix ix asiz
_ d d
Miz - (Six 0S. —Siy 9S8 )

ix

condi-
= &V (70)
ovV .
u +§1‘1_ (SUB (71)
B
nao deve depender das
(72)
§S S 1 w—v)  (73)
iz 3S.
12
ser
(V=v) )
(V=V) } (74)

(V—V))
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Os Mi sendo ortogonais aos S;+ os S
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sao nulos

(75)

V continua indeterminado, como nio depende das posicdes nem das

velocidades podemos supor que esta englobada na

arbitraria que podemos juntar a Vv, pois isto nao afeta os

funcao aditiva

valo-

res das forcas Fi' Procedendo assim achamos:

De (75) resulta que:

_ 3V
ix ~ (Siy 3S. Siz
12
_ 3V
iy =~ (85, 35— S,
11X
oV
iz ~ T (Six 3S. —Siy
ly
Si = constante

Y )

ER

oV
9S.

12

) (76)

oV )
9S.

1X

"A conservacao da energia dum sistema isolado implica a

constancia dos médulos dos spins".

29~ Resta ver se as equagdes (76) asseguram a constancia do

momento angular. Consideremos o caso dum sistema de dois corpus-

culos.

isto é:

5 >
1[S£+(P£—O)Af£]

n o~

£

A condigao de conservacdo do momento angular &:

0 (78)
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- > - d >
1[—S£AVS V+ (P,=0) A{-*v’,&wEE (V,v)}1 = 0 (79)

i o~

a £

(79) e um sistema de equagées as derivadas parciais para o poten
tial V. Concluimos portanto que s6 havera conservacido do momento
angular se V satisfizer a (79).

Cada equacao do sistema (79) se decompée em varias, pois
devem ser validas para quaisquer velocidades dos dois corpuscu-
los. Os coeficientes das varias componentes, assim como o termo
independente das velocidades, devem se anular separadamente. Te-

mos portanto:

2 > > > 8};@
zzl[—sf AVy W= (Py=0) AV, W+ (P,=0) A= ] = 0 (80)
2 azz R .
Kzl[(Pz—O) A (Tﬁl—)\—vaAu) —S,AV, A 1=0 (81)
V sendo:
V=W+AxD + A xDP (82)

Os vetores simbdélicos 61’ ?E e WS sao definidos do modo

£
seguinte:

A d ) d

Ve (axz’ayz’azz)
> ) ) )

V = ( I3 5 4 L) )

£ axz ayz azK
T o= ( ) ) , ) )

Sp BSKX’BSKy aszz <

W e os vetores KK nao dependem das velocidades nem dos spins. O

sendo um ponto qualquer podemos tornar o vetor P1 -0 arbitrario,
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de modo que:

2 >
> >R
ZZI(EKA.VS ) W= (P,~P) A'v*2W+(PZ-Pl)A—E

=0 (83)
¥4
2 aiz
LVWeggl =0 -
£=1
% 3R, 5 =
[= - A, ] 0
@i} aux L7 \a
3R
2 >
(P,-P,) A(gﬁ;'_VZAAu) =0 (84)

Na vassagem do (81) para (84) foi levado em conta que 0s
Kﬂ nio dependem dos spins, como admitimos anteriormente.
Ora:

W T ad Mt ST (85)

Pondo a primeira equacao (84) sob a forma:

> ¥
8(A1+A2)

—ou, (§1+$2) A

N \u (86)

e comparando-a com (85) concluimos que OS %K sO dependem das ve

locidades por sua diferenca:

£, = fz(P P ;3 (87)

(*)

pois:

* - -
( >E bem conhecido que a solucao geral da equacao

3 d
(— + ) & =0
oup Ay

[N
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e portanto deve ser possivel escolher um V que sO depende das ve

. (%%)
locidades desse modo :

V = W-+A><(P1—P2) (88)
R-R --4%& |
= A = - A, (89)

Com esta escolha a segunda equacao (83) torna-se:
>
(v1+§2) W=0 (90)

donde concluimos que W s6 depende de P1 e P, por sua diferenca:

2
+
W=W (P,-P,;5 ,5, ;t) (91)
A equacao (86) torna-se:

(V.+V,) A, =0 (92)

e mostra que Kk sO depende dos P pela diferenca Pl—Pz. Por ou-

tro lado, da segunda equacao (84) se deduz que:
-
rot A=0 (93)

Esta equacdo & fundamental porque mostra que as forcgas

F %)

Ver nota I.
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nio dependem das velocidades. Podemos portanto tomar:

By
I
o

(94)

Com esta escolha de A a primeira equacao (83) fica sen-

do:

5 > >

[% SpAVS, + (P,-P) AV,] W=0 (95)
Este sistema de equacgao as derivadas parciais pode ser facilmen-

te integrado (ver Nota V) e se vé@ que W é uma funcdo arbitraria

da forma seguinte:

> > - > -
W = W(rlz;sl,Sz;gleZ,aslxrlz,aszxrlz,t) (96)
r,=P=-P
(96a)
e = Vg

Os resultados da discussao precedente podem ser sinteti-
zados no teorema:

"f condicdo necessiria e suficiente para a conservacao do
momento angular dum sistema de dois corpusculos que o potencial

nio dependa das velocidades e seja do tipo (96)".

30- Vejamos como se podem estender as consideragdes do nume-
ro 28 ao caso de sistemas isolados com um numero gqualquer n de
corpisculos. A condigao de conservacdo de momento angular é ana-

loga a (79):
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: > > - d t
} [-(S,A 0 )V-—(PK—O)I\{—$£V-+EE (V,v)31 = 0 (97)

£ £

As equacoes (80), (8l) e (82) sao substituidas pelas se-

guintes:

% DS£A$SEW+(P£—O)AVEW—(PE—O)Ajﬁé] = 0 (98)

n BX

2
(P,-0) A (—=—-V A, )= 0 (99)

/@Zl £ 8u>\ £ hu

V = W-+2 K£><ﬁ£ (100)

2

O sendo um ponto qualquer, o vetor Pl-O pode ser congide

rado arbitrario de modo que:

Y 3% W P.) AV W P.) A E§£ 0 )
EZI[SZ S, + (Pp=Py = (Pp=Py 5t =
n BK
£
Y [V,W-—%] =0
ey b9t > (101)
3R 5A
£ > N -
Y} [a== - V,A, ] =0 > Y [=2e V.2, 1 =0
221 8u>\ £ u ¢ Buz AT Lu
3R
zzl(Pﬂ—Pl) A(gﬁ; - ¥,a,,) =0 )
Em vez de (85) temos agora:
a 2R A R
- > L > . 2
£y "'Vzw*kzl[(axk = VeRyy) Xt (Byk'vaky) y+=l+5¢

A condicdo para que as forcas sO dependam das ' velocida-
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des por meio de suas diferencas é(*):
zaiz P
- A (103)
i Buk i £ ku

e coincide portanto com a terceira equagao (101). Podemos supor,
sem restricao de generalidade, que as forcas sd dependem dos P,

O potencial V pode ser escolhido de modo

(k%)

pelas diferencas Pﬂ—Pl'

a sO depender destas mesmas diferencas, isto &, tal que o
> > >
- A, =A +A,+... + A (104)
Com esta escolha de V a sequnda equag¢ao (101) torna-se:
(Zﬁz)w =0 (105)
£
e mostra que W sO depende dos P por meio de suas diferencas. 0

-> . N ~
mesmo ocorre cCom OsS AK em virtude da terceira equag¢ao (101) que

fica sendo:
(% Vp)a, =0 (106)

- . ~ > -
Ate agora ainda nao levamos em conta que a forca fz & uma soma

de forcas exercidas por cada um dos corpusculos do sistema:

(*)

Utilizamos o teorema classico sobre a solucao da equacio:

que diz ser 9 uma funcao da forma @(qz-ak). Ver paragrafo 35.

(%%)
Ver Nota I.
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> L >
fK = E fzk (107)

Cada um dos fik sG depende dos pontos Pi e Pk e de suas velocida-

des e spins. Ora podemos transformar (102) levando em conta (104)

e (106)
A %A
- > £ . L = .
£,=-V, W+ J [(==-V,A )x + —] +[(==<=-V,A, )%
4 £ kil 9%, £7kx axK L78x" 7L
> ->
aA oA
L] k .
X+ ...1 4+ =—§7>W+2[(————V ) xo + ... ] -
kD TR S S
> >
9A 0k 38,
L 3 : 2 3
- ) (== =V,A )x +2] +—= = = -V, W+ 2[0——-v ) (%, =X ,)
TR Tl 3t AT P! K%y
0k, aXZ
touel + (BZ -V A )(z —zz)] * 5 (108)
. Em virtude de (107) devemos ter:
)\
ya > >
Isto permite escrever a quarta equacao (104) sob a forma:
. ->
E(PK—Pl) A¢£ku =0 (110)
£

Cada termo desta soma dependendo de variaveis diferentes, temos:

BA

(Pp=P,) Ay = (Py=P) A(---% 2ey) = Cppy = Const

s > .
o (n
L Copn = 0 (111)
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Ora P1 sendo arbitrario e os $ nao dependendo desse ponto

as equacoes (11ll) implicam que:

iy = O (112)

De (112) e (108) resulta que as forcas nido dependem das
velocidades. Podemos portanto tomar os KK nulos. A primeira equa-

cao (101) fica entao sendo:

SV W+ (P,-P.) AV =0
1[S£vsz + (P,-P, M = (113)

0~

£

Integrando esta equacao vemos que W & uma funcao da forma:

- > > >

W="W (rij,si,six S eS.xT ot (114)
>
r.. = P, =P,

1] 1 ]

"0 principio da conservacéo do momento angular dum siste-
ma isolado exige que o potencial néo dependa das velocidades e se
ja da forma (114), isto &, invariante por rotacdes ou deslocamen-
tos quaisquer".

Com efeito a equagao (114) é a expressdo geral dos invari
antes por deslocamentos da figura formada pelos pontos P e seus

spins, como veremos mais adiante.

31- Assim como introduzimos um potencial para as forcgas inte-
riores dum sistema, podemos igualmente fazé-lo para as forcas ex-
teriores, se o sistema ndo for isolado. Com as notagdes de nimero

21 temos:
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d |
Fio= =V + 55 (V1) (115)

Por consideracdes analogas as do numero 27 achamos como

equacoes de movimento dos spins:

S, = 3.0V (
;5 - iA Vsi V+V) (116)
e
. )

dt, . +dt . = dl-(y+V) +)u £ (V+V) 1] (117)

onde

. o (Vv

E +V-—§ u, —%ﬁi%l = const (118)

A equacao (1l18) mostra que os sistemas que admitem poten
ciais para as forcas interiores e exteriores tém a integral da

energia.

TERCEIRA PARTE
O PRINCIPIO DE RELATIVIDADE

32- 0 quinto corolario deduzido por Newton de suas “leis do
movimento exprime o principio de relatividade da mecanica newto-
niana, o principio de relatividade de Galileu, segundo a denomi-
nacao de Einstein.

O'priﬁcipio de velatiwvidade de Galileu diz que as equa-

¢oes de movimento de um sistema isolado devem ser invariantes por
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uma transformacao da forma:

x' = x, —v t st =s, )
1 1 X 11X 11X
T - ' =

Y, = ¥; vyt Siy Siy > (1)

z' =z, -v t o=
1 1 zZ 12 1z J

vV, ev, sendo as trés componentes de um vetor constante v qual-

Ha dois pontos de vista admissiveis em relacdo ao principio
de Galileu:

a) Considera-lo como um principio fundamental que restringe

os tipos possiveis de forcas e a variacao da massa com a velocidade.

b) Considera-lo como um teorema que pode ser demonstrado me-

diante certas hipoteses.

A nosso ver o ponto de vista (a) é preferivel porque permite justifi
car muitas hipoteses feitas tacitamente, sobretudo tomando o princi-
pio sob uma forma generalizada que examinaremos depois. Comegaremos po
rém com o ponto de vista (b) para por em evidéncia as hipoteses ne-
cessarias ao seu estabelecimento.

Das formulas (1) decorrem as seguintes:

(2)

As equagoes de movimento dos pontos P. do sistema isolado sao:

d . d . a

ar mi¥) =f5 g myvs) =f g M) = f

: (3)
= M S = M, S =M
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em gque oOs fi e ﬁi dependem das coordenadas e velocidades dos pontos

do sistema, dos spins e do tempo:

Xy 1Y rZyreseX Y 42

Hhy
1

~e

fi(xl,yl,zl....,xn,yn,z t)

e

n n

(4)

=y
=
I

+ . L ] L ]
Mi(xl,yl,zl,...,xn,yn,zn xl,yl,zl,...,xn,yn,zn ; t)

~e

Para evitar maiores complicacdes das formulas, em (4) e nas
equacdes seguintes ficara subentendido que as forcas e momentos po-
dem depender dos spins.

O grupo definido pelas formulas (1) e (2) transforma osfi

s U
e em outras funcoes f! :
i,u
fi u(X',y',z' ;i',&,é ; t) = fi u(X,y,z ;é,é,é ; £)
’ 3
(5)
M]'_ u (x',y',z',;{',{;',é';t) = Miu (X,Y,Z;;{,i},é i t)
A massa m, é uma fungdo de moédulo de ﬁi:
_ 2 *2 >2
m; = mi(xi+yi +zi) (6)

gue em geral ndo é invariante pelo grupo de Galileu e se transforma
noutra funcao mi:

ml

L ED = m e 3E 2D )

As equacoes de movimento (3) se transformam nas seguintes:

oy i v ot 1 - i 'S _ £ . _d_ 1,1y _ £
miv o+ggmixy) = £] GmVo+qpimiy) =£; omVor gpmyzi) =%,

(8)
§r = M S' = M! S. M
1xX 1X 1y 1y 1z 1z
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O principio de Galileu se traduz, portanto, pelas condicgdes:

M: (X'ry'rZ';;{'r§'lé‘;t)

M.U(X',Y',Z';;i'rl./',é'7t)

i,u 1
(9)
fi u(X',Y',Z';i',i}',é';t) = fi u(xlly'lz';;{'l};'lé';t)
U B T A _ Sy 2 v 2 v 2
mi(xi,yi,zi) = m.l(xi +y;t +z ) (10)
Iﬁi =0 (10a)
33— Comparando (6) e (10) vemos que:
o1 2 12 2y _ °2 *2 °2
mi(xi +y:t+zg ) = mi(xi +Y: +zi) (11)

Desta equacao concluimos que os m, devem ser constantes, pois, man-

tendo fixos X.0 ¥y

L] L]
e z;, podemos dar a x'?

+y'?+2'? um valor positi
vo qualquer, pela escolha dum vetor v adequado. Naturalmente isto sO
acarreta, na constancia dos m, NO campo dos valores positivos do seu

argumento, mas estes valores sao os unicos que nos interessam. Ve-

mos pois que o principio de Galileu implica a constancia da massa:
m, = constante (12)

"0 principio de constancia da massa & uma consequéncia do
principio de relatividade de Galileu".

Inversamente para estabelecer o principio de Galileu como um
teorema se deve admitir a constancia da massa. A equacao (l10a) decor

re automaticamente de (12).

34~ Comparando as equacoes (5) e (9) vemos que:
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£. u(X',Y':Z'7§',§',Z'7t) =

1,

i,
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u(x,y,Z;x,§,5;t)

(13)

O segundo membro de (13) nao depende do vetor v, logo o primeiro tam

bém ndo deve depender e portanto:

donde:

fi u(x':y',2'7§',§':é'7t)
fi u(x'ly'lz'7§'l§'ré'7t)
fi u(x'ly'lz';i'l9llz';t)
2 afi u 8fi u
(£ — i 29 = 0
Y 8x£ axﬂ
2 afi u afi u
(t } —) 0
g %Y, o vy
8fi u afi u
b ) o

(14)

(15)

As condigbes (15) e as andlogas para os Miu além de necessa-

rias sao também suficientes para que seja verificada a equacao (13)

porque delas decorrem as equacoes (14).

O sistema (15) se integra imediatamente. Com efeito escolha

mos novas variaveis:

_ v t = v
&1 = X —x%] N =Y, -Y
—_ 1 [ § - 1 4 —
£y = X5 - X) Ny =¥y~ ¥,
ot .| —. —_!
-1 = %01 % M1 ¥n17 Y,
g =x! n. =y
n “n n n

1 n

- ol _ !
Lp=2;-2,
—ol ot
Cn—l_ n-1 “n

,  (16)
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Suas derivadas sao:
gJ J n nJ yJ yn EJ J n
(j=1 n-1)
. _ o‘ Y _ .I . - .'
gn = X nn yn Cn Zn
Logo
of. of. of. of. of. of.
i,u _ i,u i,u _ i,u i,u _ i,u
ox!' 2k . oy ! an. oz! 35,
xJ gJ yJ nJ ] ]
of. of. of.
1,4 - i,u i,u
' J T e
90X Bin BEj
of. of of. of. of . of.
1,u _ 1,u 1,u _ i,u i,u _ i,u
ax! 3L, oy 9 32! 5T,
2;J yJ " ] CJ
of. of. of.
» Y = ,U_E LU Lt e e e senanenees
.' 1] - .
8% a€_ i 9k,
Com as novas variaveis o sistema (15) torna-se:
Of . Of . A
i,u 1,u
+ =0
Bin (tEn)
o, w ¥y
3 + .’ =0g
Bnn a(tnn)
Bfi of.
.,u + t,u - 0)
R a(tcn)
f. & pois uma funcdo arbitraria dos (&.,n., .;é. n,Z.).
iu € P Ge [RE ¢J i Ny J) Para

(17)

(18)

(19)

de-

terminar sua dependéncia de (En,nn,gn;én,ﬁn,in) é preciso integrar

(19).

Tomemos as novas variaveis:



=
li

o0 sistema (19) torna

Logo:

th
i

=
]
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tgn - E‘[1 = tgn + gIl
tnn - nn 0= tn_ +n
tgn'-cn - tCn +C‘n
-se:
of. of. of.
1u - 1u iu =0
ap 00 dT

¢i,u(£j,nj,aj;Ej,nj,Cj;K,u,v;t)

.

i,

nj:ij,bu,\)it)

Os ¢, ¥ sendo funcdes arbitrarias. Voltando as variaveis

obtemos:

Hh
il

1,

i,u

. X.=X aeee} =X e e e}
0 u( 57Xy ; xJ 0 ;

*
tX -X ...
n n

(X. X eeee] X.=X eeee) EX =X v...
j ' n j n n n

t)

t)
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(20)

(21)

(22)

primitivas

(23)

35- As formulas (23) adquirem uma forma mais expressiva introdu-

zindo as coordenadas e velocidades do baricentro G:

(glni)xc
(gmi)yG

(ZIni)zG
1

(24)



CBPF-DH-001/86

- 62 -
Zmlic = zmlil A
§m1§G = §m1§1 k (24.a)
2mléG = Zmléi
i i /
n-1
(Pm,) (kx_-x ) = (Jmg) (£x,-x,) -1 my [E(x,-x ) - (x,-%)]
1 1 =1
n-1
(Qm) by -y ) = (Im;) (ty,-v.) -1 mo [£ly;-y,) - (v;y,)] (25)
1 i j=1
n-1
(Im) (tz -z ) = (Jm;) (tz-2,) -1 mo [e(z,-z) - (2;-2 )]
1 1 j=1

As equacdes (25) mostram que podemos tomar tﬁG-xG, tf;G—yG e

tz -z como varidveis independentes em vez de tx -x , ty -y , tz -z.
G G n 0 n “n n n

J

e por fi u sob a forma:

b

iLu i,u XX : xj—xn.....; th—xG....; t)

Hh
I
rh
*
|
]

(26)
t)

=
1l
=
*
|
»
o]
L]
I
]

nttte : tiG—xG....;
36— Resumindo, vemos que as condigOes necessarias e suficientes
de validez do principio de relatividade de Galileu se exprimem pelas
f6rmulas (12) e (26). Em toda a analise precedente nao utilizamos o
teorema do centro de gravidade nem o principio de composicao das for
cas. Noutras palavras, nossa analise independe da lei de acao e rea-
cdo e da lei de independéncia dos efeitos das forcas.
Levando em conta o teorema do centro de gravidade, consequén

cia do principio de acdao e reacao vemos que fiu é da forma:
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.- F.(x.-x ;}.§.—>.< ; b)

1 ] n

(27)

- L] L]

M, = M. (x.-x_ ;x.-x_ ; t)

1 ] n

porque:
th-xG = const tyG--xG = const tzG-zG:=const

Agora que estabelecemos as condigOes para a validez do prin-
cipio de Galileu devemos ver se elas decorrem dos principios da Meca
nica. A lei de independéncia dos efeitos das agOes, mostra que a for

> - % . - . -
ca fi € a soma das forcas ik exercidas pelos varios corpusculos e

cada uma delas sb depende das posigOes, velocidades e spins dos dois

corpusculos:
%i = z%ik(xi'Yi’zi’xk'-‘l’k'zk”.‘i’3"1'51;’.{1<'3.’1<'ék’§i’gk’ €  (28a)
o = Emik (XY 0205%y Y 2 %Y 08 %Y, 0 28,5, ) (28D)
A lei acdao e reacao impoe a condigao:
0= -F . (29)

ik ki

O principio de conservagao do momento angular dum sistema i-

solado aplicado aos pares de corpusculos da:

> > >
., + (p.-0) AE, = =T .+ (-0 Afki (30)

Evidentemente ndao é possivel deduzir as relagoes (26)de (28),

(29) e (30). Resta ver se é possivel fazé-lo admitindo a existéncia
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dum potencial, isto &,admitindo o principio de Hamilton (ver nota III).

37 - Vemos no nimero 30 que o principio da conservacao do momento

angular aplicado aos sistemas com o potencial, impde que o potencial

nao dependa das velocidades e seja da forma:

vV = V( s, x8 ,e8.x¥, ,t) 31
= TpyrSpr 2x k’e‘jxrkf_’ (31)
Neste caso:
5
r.
- - Vv=e-y ¥ ik oy ov g, (32a)
* L k dr., T "k s(eS.x 1 .) J
ik “ik 1> % ki
e
> - > : 3V <> -
M. = -S.AV,_ V== S.AS, -
L 18y Kk 33.x8 ) * K
1 k
g0V >
-3 €8, A Ty (32b)

> -
k2 a(eszx rk@

> e N s a = s s
fi e Mi sao bem da forma (27) e o principio de Galileu e satisfeito:

"Admitindo a constdncia das massas a existéncia dum potencial
e o principio de conservacao do momento angular e supondo que as for

cas nao dependem das aceleragoes ou velocidades do spin gi’ pode-se

demonstrar o principio de Galileu".

38— O princivio de conservacdo do momento linear &€ um corolario
do principio referente ao momento angular. Vejamos se no caso de ha-
ver um potencial, ja basta para demonstrar o principio de Galileu.
Consideremos para mais simplicidade o caso de um sistema de dois pon

tos materiais P1 e P2. Entao:
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+
% = -V W + E (——— - V A ) X+ Féé-— 3 )§ +
L €1 o, Prx) i - Py Vi
3R

"v’A )z, o+ 2L (33)
82 5t

A conservacao da quantidade do movimento é expressa pela equacao:
£ =-% (34)

Levando em conta (33) concluimos que:

> > \
d(A_+A4.)
a) (V.+V)w - —1L1 2 _ g4
1 2 3t
} (35)
B(Zl+32) NN
b) —=—————_(V_+V.)A = 0
1 2" ku
auk )

As equacOes (35) e (33) mostram que as forcas sé dependem das veloci

dades por sua diferenca, de modo que podemos escolher os A de modo que:

A=A = -3 (36)

para que V sO dependa das velocidades pela diferenca Pl_Pz' Com a es

colha (36) dos XK as equacgoOes (35) dao:
>
(§1+V2)W =0

> >
(V1+V2)Aku =0 (37)

As equacoes (37) mostram que V sO depende da diferenca das
coordenadas. O mesmo ocorre portanto com as forcas e momentos. Logo:
"O principio de conservacido da quantidade de movimento per-

mite estabelecer o de Galileu para um sistema de dois corpusculos que
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admite um potencial, supondo

- 66 —

constantes as massas dos corpusculos".

39- Consideremos agora o caso de um sistema com n corpusculos. Em
verdade (33) temos agora:
>
N . n 0K, ) 0k, i
, = - VW +k2 —= = VA IR+ (= VA )y
=1 axk ayk
S9A 3R
R VoA )2, - (38)
0z ot
k
E em vez de (34)
i
=0 (39)
e b
E em vez de (35):
a) TV, w-212%) =0 )
Y et
(40)
by - J &, -7 ¥,a -o»
ya ¢ £ ¢ £7ku ~
k ‘ /
A equacao (40) pode ser posta sob a forma:
J (=&, -V,a ) =0 (41)
L L7ku’
k auk

gque mostra que os %K sO dependem das diferencas de velocidades. Ra-

. . - - >
ciocinado como no paragrafo 31, vemos que & possivel escolher os AE

modo que:

de

(42)

[ et
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As equacoes (40) tornam-se entao:

(43)

> - .
e mostra que W e os AK sO dependem das coordenadas por suas diferen-

gas. O mesmo ocorre com V, que € portanto uma funcao dosEQ-Pneﬁ P,

o~
e as forcas e momentos sao do tipo (27). Logo:

"O principio de conservacdao do momento linear basta para assegu
rar a invariancia galileana quando ha um potencial e as massas Sao
constantes™.

Este teorema € menos restritivo que o do nlmero (37), ja que o
principio de conservacdo da quantidade de movimento resulta do prin-
cipio de conservagao do momento angular, sem que o acarrete.

E importante observar que os teoremas deste paragrafo e do 38 nao

dependem do principio de independéncia dos efeitos das acdes.

40- Vimos no paragrafo 16 que a lei do movimento retilineo uni-
forme do baricentro resulta do principio de conservacdo do momento 1i
near e da constancia das massas. Ora, a invariabilidade da massa é
uma consequéncia do principio de Galileu, logo:

"Os principios de conservacao da quantidade de movimento e
de Galileu bastam para deduzir a lei de movimento retilineo e unifor

me do baricentro dos sistemas isolados".

41- Este teorema admite uma reciproca:
"0 principio de Galileu e a lei do movimento retilineo uni-
forme do baricentro acarretam a conservacao da quantidade de movimen

to".
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Com efeito da identidade (ver n.16):

. d d
(Exn )G = — z m,p, - (G=0O) — 2 m (44)
et at ¢ ¢t at £ 1
resulta que:
% m,P, = const. (45)
se:
G = const
(46)

equacoes que sao satisfeitas admitindo a lei de movimento retilineo

uniforme do baricentro e o principio de Galileu.

O PRINCIPIO GENERALIZADO DE GALILEU

-

41 - 0 grupo de transformagoes definido pelas formulas (I) a um

subgrupo do seguinte:

x' = bx-+a11x£-+a12y£-w-a13zK - VXt A
) — -

y' = by +a21x£-+a22y£-ra2322 Vyt ‘ (47)
1 —_ —

z' = Db +a3.Xp +83,Y) +a545Z, Vzt

t' = T+t /
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\
RSpu = 311%px * 3125,y * 2135,
RSpy = 22150 *3225p, ¥ 2235, > (47a)
K5z = 33150x * 33252y * 3335, |

» » - 3 + —+ »
"arJl sendo uma matriz unitaria real qualquer, b e V vetores quaisquer

e T um numero real qualquer. K & igual a *1, segundo for positivo ou

negativo o determinante lars

|..1

| (48)

la, 17" = lla
rs st

> 0 (49)
O grupo definido pelas formulas (47), (48) e (49) &€ o grupo
generalizado de Galileu.
O grupo das transformacodoes ( ) € o grupo restrito de Galileu.

A transformacao (47) resulta do produto das trés sequintes:

X(I) = a X + a + a VA \
. T 1% 12Yp 13%2
y(I) = a,.X, + a + a,.z
2 21%¢ 22¥p 23%p
z(I) = a,.x, + a + a,. 2 (501)
2 31%%¢ 32Yp 33%¢
t(I) = t }
a1 _
Sﬂx - allsﬂx * a13817,2
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(I1) (1) )
xﬂ = bX XK
c(ID _ (D k (50 II)
(11) (1)
SKX - SKX
XEIII) ) xgxl) v £(ID)
~ X (50 III)
(I11) (I1)
bﬁx - Sﬂx
gy = (11D \
o= £CITD) oy $ (50 IV)
v o (IT1T)
Sxﬂ_ SKX 4

O grupo (50 I) é formado pelas rotacgdes e reflexdes em toda
origem. O grupo (50 II) é o grupo das translacdes e (50 III) define o

grupo restrito de Galileu. (50 IV) é o grupo das translac¢does no tem-

pO.

42- Vamos agora enunciar o principio de relatividade de Galileu
de modo mais amplo: |
"As equacgOes de movimento dum sistema isolado sao invarian-
tes pelo grupo generalizado de Galileu".
Este principio pode ser enunciado de um modo mais expressivo.
"Nenhuma experiéncia mecdnica realizada no interior de um sis
tema isolado permite Jdeterminar o tempo absoluto, a posicao absolu-
ta no espacgo, o sentido de rotaciao e o movimento retilineo e unifor-

me dum diedro mercial ligado ao sistema”.
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Chamamos de triedro mercial ligado ao sistema um triedro co-
mo o que foi introduzido no paragrafo 22. Devido a arbitrariedade do
vetor em (47) nao se pode determinar a posicido da origem desse trie-
dro. A matriz IIarS” pode ter determinante positivo ou negativo e tor
na-se impossivel decidir se o sentido do triedro associado é dextror
sum ou sinistrorsum. ”ars" sendo unitaria qualquer, também nd3o pode,
pm:emxxiéxiasnecéﬁcas internas, saber quais os angulos dos eixos as
sociados com os fixos. Finalmente, a arbitrariedade de v impede que
se possa determinar a velocidade de translacao do triedro associado.
Fica assim justificado o enunciado.

Ha ainda outro modo de formular o princimio generalizado de
Galileu, interessante sob o ponto de vista matematico:

"De cada solucgao das equacOes de movimento dum sistema isola
do podemos obter, imediatamente, 10 outras por meio das transforma-
coes (47)".

Em relacao ao principio generalizado de Galileu podemos ado-

tar dois pontos de vista, como no caso do principio restrito:

a) Considera-lo como um teorema valido sob certas condicgdes.

b) Considera-lo com um principio fundamental que restringe os

tipos possiveis de acgdOes entre os corpusculos e a variacdo da massa.
Examinaremos ambos os pontos de vista, mas dando preferéncia

a (b), que corresponde ao sentido mais profundo do principio.

43- Para estabelecer as condicOes necessarias e suficientes de
validez do principio generalizado de Galileu basta achar as condicdes
correspondentes para os grupos de transformacoes (50 I), (50 II), (50 III)
e (50 1Iv), (50 III) & o grupo restrito de Galileu, que ja estudamos. Bas
ta considerar (50 I), (50 II) e (50 IVj. Comecemos com (50II). As trans

formagoes:
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\
XK = xt+bx
b )
Yp =Yg *by (5011)
r
ZK = zﬂ-sz
/
nao alteram as componentes das velocidades e das aceleragoes:
g = %y Yp = Yy T %
(51)
—_— vy n v
T % Yp = Yy g = %

Ora, as massas sO podendo depender das velocidades, temos:

mk = mz (52)

As forcas se transformam segundo a lei:

-> . .
£, B 581 it) = E (R B a8 5 t) (53)
para que as equagoes:
d It _ Z - - 54
It (mpP5) = fK(Pk,Pk,Sk,t) (54a)
sejam da mesma forma que:
d ; hd -> . >
é necessario e suficiente que:
_>l . > ' . '
£y (py By, 81, t) = £,(p1,B1 81 ) (55)

Levando em conta (53) obtemos a condigao procurada:
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Sprt) (56)

Para que (56) seja verificada, € preciso e basta que o segundo membro

~ -
nao dependa do vetor b:

n Bf \
s
ox,
k=1 k n sz k
2”—‘3 =0 (57)
k=1 Yk 2
n 9
£
L 5z, = 0
k=1 k )
Estas equacgOes mostram que oS %K sao da forma:
> o >
fﬂ = fK(Pk—Pj;Pk;Sk;t) (58a)
De um modo analogo obteremos:
> - o >
MZ = MK(Pk—Pj;Pk;Sk;t) (58Db)

Estas condicdes (58) serao evidentemente satisfeitas quando o
forem as condigdes (26) relativas ao principio restrito de Galileu. TLogo:

"A invaridncia pelo grupo (50 ITI) acarreta a invariancia por
(50 IT)".

A reciproca desta proposicao sé vale em casos particulares, co

mo o das forcas e momentos que nao dependem das velocidades.

44- 0 grupo (50 I)é constituido por transformacdes que podemos as
similar a rotacdes em torno de eixos e a reflexOes em relagao a pla-
nos, passando pela origem. Estas transformacdes nao alteram os modu-

los das velocidades. Portanto:
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(59)

Consideremos a transformacao correspondente a uma rotacao de

angulo w em torno do eixo dos z. Entao:

bp = Opruw Ty =Ty 2p = %
(60)
wé = W@ + W Séed-sﬂeq Séz— Sﬂz
Y S
£ £x (61)
_ [z 2 A 2
Teg = v¥p*Yy Skeq - Sﬁx * Sﬂy

As velocidades e aceleracgdes se transformam de modo correspondente:

OLII’, = 0L£+w ;Zeq = VKeq zl',' = Zl’,
Xl'l = Xp ll’.eq - J1’,eq Zl"_ =% » (62)
. . Y YR
WK = WK + W Szeq SKeq Sﬂz Stz)
y ¥ S
tguﬂ = T£ tgxK = T£ tgnﬂ = T£Z
) Xp Sex (63)
__Zz *2 _ S es2 s _ /-'2 2
VKeq =YXy tYe JKeq SVt Yy SA‘Zeq - Sﬂx +S£y
Para as forcas temos a transformacao:
f;{ (¢klrélzé7a£lvéeqIzé;w/élséeqlséz) =
(64)

fk(¢£'r£’Zﬂiak’vﬂeq'zﬂ;wﬂ’sﬂeq’SKZ)

Para se ter invariancia das equacbOes do movimento & necessirio e su-
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ficiente que:

= fk(¢k,ré,zé;a'...;w£...;t)

-
!

. (65)
SL = Mk(¢k...;ak...;Wk...;t)

Logo:
etiw[fk Fif, 1., , , = [f, _*+if, ]
X ky  (¢p...i0p ;wz;t) kx ky (qaﬂ...;ocﬂ.. iV it)
1w .
e (M +iM . M

kx™” iMky] (¢£...;a£...;¢£...;t)

Mkz(¢k...;ak...;WE...;t) = Mkz(¢£...;a£...;w£...;t)

sz(¢k...;aé...;wé...;t) = sz(¢£...;a£...;w£...;t)
(66)

Basta considerar notacoes infinitesimais. As condicOes (66) tornam-

se:

. - 8 8 a \
[kat lfky] = 2 + l(8¢ * 53 +3W )[ka_ lfky]
£ £ £ £
(67)
9 L) )
P + +—=)f =0

T T S B .
[ka thky] = % + 1[8¢£+8a£+8w£)[1\4kX iley]

z (88 +88 +38
g 9%y 9o, 9V,

) Mkz =0

Considerando rotacdes infinitesimais em torno dos outros dois eixos
achariamos outros dois grupos de equa¢lOes analogas a (67). O conjun-

to destas equacdes da as condigles de invaridncia das equacOes de mo



CBPF-DH-001/86

-76 -

vimento pelas transformagodes (50 I) de determinante positivo. Introdu

zamos as variaveis:

obtemos entao:

donde:

kx ky
sz

My iiMky
Mkz

HkILkIPJIkINkInkIEJk

Sﬂeq't'

¢ = X \
¢, -¢_ =6
£ n L (68)
wﬂl-¢n = &
Gp =, = Bp )
. - . 9 .
ka ilfky = +1i Y (kailfky) \
3 _
o Tz = O (69)
L
ka iley = + i I (ka iley)
0
X Mkz =0 J
i (X+ny)
=€ k ~Hk(6£'K£'Bﬂ’rﬂ'vﬂeq'sﬂeq’t)\
= Lk((Sze'x«@'Bz'rﬂ'v,@eq's,@eq't) (70)

eii(X+Ek)

Mk(éﬂ,xﬁ,Bﬂ,rz,vzeq,szeq,t) »

= Nk(GK’AK’Bﬂ'r/@'vz@eq'szeq't) }

sendo funcgdes reais quaisquer dos dﬂ,xﬂ,ez,rz,yzav

Levando em conta as equacdes que correspondem as rotagoes em
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torno dos eixos dos x e dos y acha-se finalmente que os fk sao da

forma:

> - . -+
£, = Z (akjrkj +bijj +ijsj)
(71)
U - v [ -1
Mk = Z (akjrkj'kbkjpj +ijSj)

Os a,b,c,a',b' e c' sao funcoes dos elementos geométricos dessa figu

ra, invariantes por rotagdoes em torno da origem:

\
) .
(PK—-O) , (PY,_O) X (Pk—O) , P X (Pk—O)
L . . . ->
Py Py XP, P X5, } (72)
2. > > >
S£ S£><(Pk_0) Sﬂ,x Sk )

As formulas (71) exprimem que oS %k e mk ficam rigidamente ligados a
figura formada pelos corpusculos, suas velocidades e spins nas rota-
gOes em torno da origem.

Pode-se chegar diretamente as formulas (71) sem integrar e-
quagOes as derivadas paraciais. Basta observar que as equacdes (66)
e as demais correspondentes aos outros dois eixos sdao as condicdes
necessarias e suficientes para que os %k e ﬁk acompanhem rigidamente
a figura formada pelos pontos do sistema, suas velocidades e spins

em qualquer rotacao em torno da origem. Os f, e W, sdo portanto da

k
forma (71).

45 - As equacgoes (70) dao condig¢Oes de invaridncia pelas rotacdes
em torno da origem, isto &, pelas transformacdes (50 I) de determinan
te positivo. Qualquer transformacao deste grupo, de determinante ne-

gativo, € o produto duma rotacao por uma simetria em relacdo a ori-
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gem. Basta pois

Xz—

Il
n

Stx

.' _ —.
Pﬂ— Pf, |
L - vp
Para que as equacoOes de movimento
d .
e (MpPp) =
s
) -

achar as condigdes de invaridncia pela transformacao:

sejam invariantes é preciso e basta que:

£ ( =X, =Y ;8

k _XKI_YEI_ZKI—XZI-YKI_ZEI Klt)
M SoX, =V, ,=2,:8, 3t
Kk _XKI_YKI_ZKI_XKI—YKI_Zzl 27 )

46—~ Resta estabelecer as condigdes

Xp =

[
o -
Il

Yp

Si'ix -

|
w0

Ly

Temos:

Zp

Stz

z! ==2Z, t'=t
(73)
Siiz = us
Pé = PK (74)
(75)
£
£
>
Mo
> . >
= —fk(xz,yz,%;xz..;sz,t)
(76)

- M* ( e .§ t
= Kk xﬂ,yz,z,xz.., /e, )
de invariancia por (50 1IV):

t' =t +1

(77a)
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3 218 2
dpj _ dp, 4 P; i d P, \
dt dt dt'z - dt?
dg; dgﬂ 5 (77b)
dt - dt
m' = m /

Para se ter a invaridncia das equac¢lOes do movimento & necessa-

rio e basta que:

. - > . >
fk(PK,PK,SK,t+T) = £, (P,,P,,S,,t)
| (78)
- . > > . >
iy (Ppr®,,8,,t47) = W, (P,,P,,5,,t)
Isto é&:
ot 3
=0
5t
& (79)
.
i
ot y

O principio de Galileu generalizado e as leis de conservacao.

47- vVimos que ndo se pode deduzir o principio restrito de Galileu
dos axiomas fundamentais da Mecanica. Com maior razao o mesmo ocorre
em relacdo ao principio generalizado.

Admitindo a existéncia dum potencial - hipdtese equivalente
3 do principio de Hamilton (ver Nota III) - e as leis de °conservacao
do momento angular e da energia, se pode estabelecer o principio ge-
neralizado de Galileu, se V for invariante pela simetria em relacgao

a um ponto fixo e as massas foram constantes.
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Com efeito, o principio de conservacdo da energia impde ao
potencial a restrigao de néo conter explicitamente o tempo. Do prin
cipio da conservacao do momento angular, resulta que V é da forma
(31). Como vimos este assegura a validez do principio restrito. As
formulas (32) mostram que as condigbes (58), (71) e (72) sdo preen-
chidas. Para satisfazer as condic¢does (76) basta tomar como origem o
ponto em relagao ao qual V € invariante por simetria. Logo:

"Quando existe um potencial invariante por simetria em rela
géo a um ponto do espago, o principio generalizado de Galileu resul
ta das leis de conservagéo da energia, do momento angular e da mas-
sa".

Esta proposigéo admite uma reciproca:

"Quando existe um potencial, o principio generalizado de Ga
lileu acarreta a conservagao do momento linear e do angular, a con-
servagéo da energia e das massas e a lei de movimento retilineo e

uniforme do baricentro".

48- O principio generalizado de Galileu exige que as forcas e mo
mentos aplicados nao dependam explicitamente do tempo. B portanto
possivel escolher um potencial gozando da mesma propriedade:

53
- £ _
Fr 0 sz = 0 (80)
e ha conservacgao da energia.
A invariancia pelo grupo restrito de Galileu impde as condi

cOes (18):

(18)
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> \
JA JdA. 9A
IW ku jv, . T 2y
- z.t§£[§ﬁ— z.(av. T 3u )Vj] * z(vﬁAku_ﬁﬁ_) = 0
3 > ->
— (S, AV_. W) =0 (v £x,y,2)
% BuZ k Sk y
Donde:
0 z Z \
— V,W =0
auk 7 4
A dA.
T ku Y%
LV, ) =0 (83)
b £ v 8uk $
3R
% (j@Aku - 'a'u*) =0 J

) (5 = VpBy,) = 0 (84)

e mostra que as forcas sO dependem das velocidades por suas diferen
cas. As duas primeiras equacdes (83) sao as condigdes para que as
forcas s6 dependam dos pontos por suas diferencas. Em virtude dum

teorema que demonstraremos na Nota I pode-se escolher o potencial V

de modo que:

JV,Ww=0 (85)

Ora, as condicOes (40) sao satisfeitas pois no caso atual

de forcas que nao dependem do tempo, elas se reduzem a

%vzw =0

’ (86)
9 2+ >

— ) A, -)V,A =0

auk ¢ £ I3 £ ku
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Ha portanto conservacdo da quantidade de movimento. A invaridncia pe
lo grupo restrito de Galileu acarreta a constancia das massas, vale
portanto a lei do movimento retilineo e uniforme do baricentro.
Resta demonstrar a parte do teorema relativa a comservacao do
momento angular. Para isto € conveniente dar outra forma Aas condi-

coes de invaridncia pelo subgrupo (50 I).

48 - Com as mesmas notacoes do paragrafo 44 temos:

) .9 *i¢ d i 2
5%, St oy, € k (ar M ) \
k k k k k
8 ,. _9 tio 3 i3 $
1 == = e k ( x ) (87)
axk Byk kaeq vkeq aak
d oV A tia oV i oV
57 (e ti 53) = e " Tk[zia, + =1 ( )
dt axk ayk k dt avkeq vkeq aak )
Logo:
. +iyy , 3V i 9V
£, +if = — e TVK(I— & — ) 4
kx ky Brk ry, 8¢k
+io .. d, oV i oV
+ e K(tia, + =) ( + ) (88)
k' dt BVk vkeq aak
Introduzindo estas expressoes na primeira equacdo (67) obte-
mos:
*id, , 3 i av tio . d oV i oV
- e k ( +— 1) + e k(+ia, +=) ( ) =
ark L 0 K k 4t avkeq vkeq Bak
_ = ii[ga 88 88 ][_eil¢k(aiy ; Eﬁv ) 4
£ 9%y 0%y OV k by
tia d oV i oV
+ Krioy +qp) G — ¢ 5a, )]



CBPF-DH-001/86

- 83 -
Isto é:
£i¢ 9 ) 9 oV . 3V, _
e k) gty ey, Bt o) =
£ £ L £ k k
*io 3 3 0 . * d v i FAY
= e kJI + +=—=—1 [ (tia, + =) * )] (88a)
i3 8¢£ Baz sz k dt kaeq vkeq aak
Levando em conta a estrutura de V, (88a) e a segunda equacao (67),
q

gue agora se torna:

]l PR A A A S (88b)

obteremos:

[ W =0 } (89)
8cbk L 8¢£ awﬂ
>y 9
[ + W = 0
02, £ %%y W )
L N I W B S a)‘zlles_
7 8d>Z aaz ark ry 3 K j=1 ] ]
tia 3 9 d 5 i 3 > .
- e k VI + 1 (fia, +==—) ( + ) } A.xP. =0
¢ 8¢£ Baz k " dt ka q vkeq aak E N 3
% 0 (aAkz 0 izy _ 9
221 ¢ © 2z. 0z,
- 3 (90a)
n 9A 9A 92 A,
3 9 kz _ “Tixy s kz _ “7iyy s _ oo
221[3% * a%]( 0z, azk) X, + (557 azk) Y,

Vé-se facilmente que as duas uUltimas equacgdes (67) podem ser

postas sob a forma:
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(91)

e~
0wy
=
<
N o~18
(o5
+
Q>
d
=
il
o

n
49~ As equacdes (89) mostram que ) [5%—-+§%—]W nao dependem das
£=1 £ L

posigoes dos pontos do sistema. Da equacao (91) se conclui que essa

expressao sO pode depender dos spins por seus médulos. Sendo estes

constantes vemos que:

% [a—iz + S%K]W = a = Const. (92)

Fazendo a mudanca de variaveis definida por (68) a equagao

(92) torna-se:

@
=

(93)

g
1}
O]

W=ad+b (94)

Ora, o potencial sendo monodromo - como supuzemos implicitamente -

nao pode depender linearmente do angulo ¢, que nao é ¢ . Logo:

n
Vo [oo + 221 W = 0 (95)

Esta equagao mostra que W € invariante para rotacdes em tor
no do eixo dos z. Obtivemos assim o teorema:

"Se as equagées de movimento forem invariantes para rota-
coes em torno do eixo dos z o mesmo acontecera com W".

Naturalmente ha teoremas andlogos para rotagdes em torno de
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eixos quaisquer e portanto:

"Da invariancia das equag¢bes de movimento pelo grupo das ro

tacoes em torno de um ponto resulta a invaridncia de W".

50- Consideremos as eguagoes (90). Da identidade:

>
»
e
]
|

[(Akx+ iAky) (xk- i yk) + (Akx— iAky) (xk+ i yk)]

1 , -iq , i
- = k -
+ A 2, =5 Vkeq [ (Akx+ lAky) e + (Akx 1Aky) et %

kz

resulta que:

0 2 .
A.XP. = A _cosa, + A sena
keq j ] ] kx k ky k
1 9 z .
— A.xP. = A cosa, -—A seno
Vkeq aock 5 ] 3 ky k kx k
Donde:
3 i 9 . .
( + ) ) A.xP, = cosa (A _*tiAa )
kaeq vkeq 3oy ; ] ] k "kx ky
- +ia
i + = + k
+ i sena, (Ak _1.Aky) (Ak i Aky)
e
.. d 3 i 3 +iop d .
+ — + = —_ +
(Hlo+3¢) Gy— * 5 T at Pux T8
keq keq k

Introduzindo estas expressoes na primeira equacio (90)

mos:

(96)

(97)

obte-
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+idy, 9 i 9, % 3 ¢ - i
e ( = ) ) Yy A.XP. -3V
Ory Ty 0y gy 90y 5oy I TI 2 Tk
1OL£ 1OL£ _ _
{ (Az +A£y) (A 1A£y)}}
‘2‘ 3 3 a
-V + 1l 3¢ B, #1a, )1 5 =0
2190, T ha, dE kx Ky t Prx TR
(98)
Ora:
d .
ar By TR )= jzl PoxV, (A *A) =
rz‘ 1 —ia:, 3 3 i, 9 3
= [5 Vil g +izam) + e ilg— -1}
i21 jeq Xj 'c)yj ij Byj
. 3 .
+ ZJ 3Tj' [Akx ilAky] (99)

(98) pode ser transformada por meio de (99):

eii¢k( AR 9_) % —é— 7 XP, -v {sena A, -cos¢ 1]
K T, 80, pZy 736, 2y i e 2 g oY
K =

- % 2 % [cosa + seno 2 + 2 9 1 ( +iA )

£=1 3¢£ j=1 v d ] 8yj j 9z kx k

s d
- Kﬁl[vze ( sena, axﬂ + cosa, Yl (a +1.Aky) +

T 3

+ 1jzl[vje (cosa, = + sena ayj) + Z azj](Akx il.Aky) =0 (100)

Levando em conta a arbitrariedade das velocidades podemos de

compor (100):
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oA, - %» o Bt A
¢ ]z £=1 a(bz .

0Ly Ty 90’ ooy 99 92;
. ] . _
+ 1 8_2_: (Akx + 1 Aky) =0 (101a)
tig, 9 . i D v0
e k(ar £ 5__)[ ) ET (cosa.A.X-+senu.A. ) -
kK Tx 9% o1 9% ] 33y

- (sena.A. -coso.A. )] -
171x% J 1y

n
) ) .
- ) =—— (cosa + sena, (A, _xiA ) -
£-1 8¢£ BXJ Y. kx k
0
+ (seno. T coso.. ) §§; (Akx tJ.Aky) *
+ i(cosa, =— + sena. ——) (A, _*iA_) = 0 (101b)
- j axj j oy. kx ky
Podemos em (1l01lb) anular separadamente os coeficientes de
cosa e seno:
tidp, 8 . 4 8, T ORiy Doy 3R TiAL)
e Thlgrt e gg) L [ ¢ Al - ) g %
k Tk %k g=1 2 3y =1 °%2
d , d : _
- —a-y—J (Akx + 1 Aky) + 1 " (AkX + 1 Aky) =0 (1028.)
+1¢ ) i 9 2 aAjy 2 ) a(AkxilAky)
e kgt g UL g - ALl - L 5 5
ko T 9% e J e=1 °% Y
) ) .
+ axj (AkX il.Aky) +1i 5?; (Akx il.Aky) = 0 (102b)

Levando em conta as identidades (87) podemos escrever (10la)

e as equacoes (102) como segue:
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) . ) 2 0 S 3 8(Akx_lAky) . a(Akx _iAky) ‘1
et 5y O 5500 By, - L 55 5z, 1 37 =0
k ko £=1°%g 3% p=1°% i
n n o(A, +iA )
e AV VR SR I S S UL A
K k £=1 °%¢ ) 1V po1 °%¢ j
i(c2- %1 -2) (A,_+iA, ) =0 ‘
AT T kx = T Pky
3 5 . By Doy B Fia )
Gxr i) L Ggs 2y -2 -1 55 3y
j k £=1 £ £=1 £ j
3 . 0
+ (axJ 1 ayj)(AkX iJ.Aky) =0 )
(103)
Podemos ainda separar a parte real e a parte imaginaria nas
equacgoes (103):
N E . (BAjz _ aAkX) oy, . \
221 3¢£ axk azJ sz
o) % ] (aAjz i aAkx) . 3R, s
g1 %%p Yy 0z Zj
n 5 BAjX BAkx BAjy BAkX BAky
c) ] EE) ( 9%, 09X ) o+ 3%, T oy, 3.
£=1 £ k j k 3 X ]
) (104)
n 3 BAjX aAky BAkx ix BAky
a1} 20 ( dy, ~ 0ox )+ 5% oy, 0y
£=1 L k i j k j
n
3 aAjy BAkX aAkx aij aAky
© 1l 555 - w3y R, R 3y
£=1 °%2 k Y i K Y5
£) E 3 (aAjy _ aAky) . aAky_FaAkX “Rix
Pe1 B(b/e oyk 8yj ij Byj Byk )
Das equagoes (d) e (e) resulta que:
BAkX BAjy
= (105a)
ij Byk
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Levando em conta esta relacao, as equacoes (c) e (f) dao:

aAjy Bij
= (106a)
Bxk Syk

Ha naturalmente equacgoes analogas a (105a) e (l06a) para os outros ei-

X0s:

oA oA, dA dA. JA. oA

kx _ jy kx _ jz iy _ k (105)
ij ayk ij sz 8yk BZj
dA. 0A. oA, oA, oA. 9A.

iy _ __ix _ iy _ iz _ jz _ _jz (106)
8xk ayk azk Bjk sz axk

Alias as equacgdes (106) sao uma consequéencia do sistema (105).

Levando em conta (106) a equacao (104a) torna-se:

n

2 5 (aAjX._aAkX) _ BAky %
£=1 8¢£ 8zk sz sz
donde:
BAk JA,
¥ - - 1Yy (107a)
) zj azk

e, portanto, temos o sistema:

oA L aAkX BAjX _ aAkx \
Byk Byj azk azJ
9A oA oA. dA
i y . _ o (107)
axk 90X . 9z, 9z .
i k i
oA z _ aAkz aAjz o BAkZ
axk BxJ Byk Byj J
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De (106) e (107) resulta que:

9A. A

X

etc. (108)

51- Das relacdoes (105), (106), (107) e (108) decorre que %irﬁo de-

pende da velocidade P. Com efeito:

> > azi > . BKi > .
Bpom = VW T Vi) 30t Gy, “Viliy) Yi 7
ok, n 9B, .
ol Yy i) %] +.2 [(BX.'-viAJX) %5 *
i=1 J
+
. (azi “V.A. )y, + (aAi “V.A. ) 2.1 (109)
Byj i3y j BZj ijz j
De (107) resulta que:
BAiX aAiX aéiz aAiy aAiz aAiz
5y. - 9z. - 9x. ~ 8z, . ox, _ 9y. 0 (110)
1 1 1 1 1 1

e sdo portanto nulos os coeficientes de ii’ §i e éi em (109).

Se os %i nio dependem das velocidades dos seus pontos de a-
plicacdo também ndo podem depender das velocidades dos demais pontos
do sistema. Isto porQue se a forga fiz exercida por PZ sobre P. nao
depender de éi e a forcga %Ei que Pi exerce sobre PZ nao depender de

> ~ - . -
PK’ fi nao dependera de P, Ja que

"A invaridncia por rotagdes exclui a possibilidade das for-

cas dependerem das velocidades, no caso de haver um potencial".
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52- Como as forcas nao dependem das velocidades, temos:

£F.= - V.wW
1 1
(109a)
> > ->
M1 = ('SiA VS')W
1
Ora a equacao (95) pode ser posta sob a forma:
) Ty rsh
[(P,-0) AV, +S,A 1W =20 (110)
2Ll L £ £ Sy
Levando em conta (109a) vemos que:
IZl( o) AT é]—o (111
L [ P,- g *Sp1 = 11)

£=1

Ha portanto conservagdo do momento angular e o teorema do pa

ragrafo 47 esta demonstrado.

O PRINCIPIO DE GALILEU E O POTENCIAL

53- 0 principio de conservacdo da energia ndo basta para assegu-
rar a existeéncia dum potencial (ver Nota II). Nem mesmo do conjunto
dos principios de conservacdo acrescido da lei de independéncia dos
efeitos se pode concluir que existe um potencial. Pode-se faze-lo,
admitindo um principio variacional semelhante ao de Hamilton, como
esta feito na Nota III. Admitir a existéncia dum potencial equivale
a supor gue as equacoes de movimento sdo as equacdes dum problema va
riacional de tipo hamiltoniano. Com efeito, se existe um potencial,
vale o principio variacional de Hamilton. Recibrocamente, admitindo

que os movimentos dum sistema correspondem os extremos do problema
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variacional do paragrafo 4 da Nota III, demonstra-se que existe um
potencial.

Vimos que o principio de Galileu decorre dos principios de
conservacao quando existe um potencial. Vimos também que os princi-
pios de conservacao decorrem do principio generalizado de Galileu e
da hipotese de haver um potencial. Mostramés agora que os principios
de conservacao e o de Galileu generalizado bastam para assegurar a
existéncia dum potencial e portanto acarretam o principio de Hamil-
ton. De um modo mais preciso temos o teorema:

"A invariancia galileana generalizada assegura a existéncia
dum potencial para os sistemas isolados, admitindo as leis de conser
vacao do momento angular e da energia, assim como a constancia dos

médulos dos spins".
54- A funcao Wij da Nota II €& caracterizada pela equacao:
£..x(d d = -d 2
ij% P, - PZ) = -=dw. (112)

Se as forgas forem do tipo exigido para a validez do princi-
pio restrito de Galileu, Wij sO dependera de Pi—Pj ﬁi—ﬁj e dos spins.

Temos portanto:
(V.+V.) W.. = 0 (113)

e em virtude da equacao (35a) da Nota II:

> -

015 = ~95; (114)

As equacoes de movimento sendo invariantes pelo grupo dos des



CBPF-DH-001/86
- 93 -

locamentos as forcas estdao rigidamente ligadas a figura (Pi,Pj,éi,ﬁj,

Si’sj) e Wij € um invariante desse grumo. Em particular, Wij é um in
variante do grupo das rotagoes em torno de um ponto fixo qualquer O

e nortanto:

> -> > -~
[(P;-0) AV, + (Pj—O) Avj +5.A vsi+-sjAij] Wij= 0 (115)

Em virtude de (113) podemos escrever:

> > > >
[(Pi—Pj)Avi'+SiAvsi+ sjAvSi]wij =0 (116)

Comparando (116) com a equacao (35b) da Nota II vemos que:
-
(Pi—Pj) A ¢ij =0 (117)
Comparando (114) com a equagao (37) da Nota II concluimos que:
-
¢..x (P.-P.) =0 (118)

Ora de (117) resulta que $ij tem a direcgao de Pi_Pj e de (118)

que é perpendicular a Pi—ﬁj. Devido a arbitrariedade dos vetores

P.-P. e P.-P. vemos que:
T ] L]

$ij =0 (119)

As equacdes (36) da Nota II tornam-se agora:

Hh
1
!
<
[
=

i] (120)

=
1}

1
0t
=
<7

-
=
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Existe portanto um potencial V:
v=21 Tuw (121)
2 A Tij
1]
W.. = W.. (121a)
1] Jj1

QUARTA PARTE

NOVAS FORMULACOES DA AXIOMATICA

55— vVamos dar trés formulacOes diferentes dos conceitos e postu
lados. Em todas figurara o conceito primitivo do ponto material, en
tendido como corplsculo rigorosamente puntiforme e nao como corpo de
pequenas dimensoes.

Na primeira formulacao adotaremos a imagem newtoniana de pon
tos sob a acao de forcas. Estudaremos primeiro a axiomatica dum sis
tema geral e depois introduziremos os postulados adicionais que ca-
racterizam os sistemas conservativos. Nas duas UGltimas formulacgoes
adotaremos a imagem energética ou helmholtziana, considerando o mo-
vimento como troca de energia entre os corpusculos, regulada pelos
principios de conservacao da energia e de Hamilton. Na primeira for
mulacdo energética tomaremos a energia como conceito primitivo e na
sequnda substitui-ld-emos pela lagrangiana. SO nesta Ultima & que o
conceito secundario de forca desaparecerid dos enunciados dos princi
pios. Em compensacdo a primeira formulacdo energética apresenta a
vantagem de s6 lidar com nocles intuitivas e de reduzir o principio
de Hamilton aos de conservagéo, usando os resultados obtidos no fim

da terceira parte. A axiomatica baseada sobre o conceito de lagran-
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giana permite deduzir os principios de conservacido por meio da inva-
riancia galileana ceneralizada.

O principio de Galileu generalizado desempenhard um papel ca
pital nas axiomaticas dos sistemas conservativos, tanto na imagem new-
toniana como nahelmholtziana. Nas duas primeiras formulacdes ele ser
vira para garantir a existéncia do potencial, associado aos pvrinci-
pios de conservagao e a constancia da massa. Na terceira formulacio
ele permitira obter os principios de conservacdo, além de garantir a

constancia das massas.

CONCEITOS DA IMAGEM NEWTONIANA

56—~ Além dos conceitos geométricos e cinematicos introduziremos
O0s seguintes:
a) Ponto material
b) Interagao entre pontos materiais.

c¢) Quantidade de movimento dum ponto material

d) Spin de um ponto material

Precisamos também de duas definigées:

I) Ponto material isolado € o gue ndo esta em interacdo com
nenhum outro.

IT) Sistema material isolado € um conjunto de pontos materi-
ais, todos em interacao e sem interacdo com nenhum outro ponto exte-
rior ao sistema.

O ponto de vista da escola d'Alembertiana, que pretende re-
duzir o conceito de forca ao de massa, ndao € inteiramente justifica-
do. Nas suas formulacOes da axiomatica, encontramos expressdes tais
como pontos em presenga, pontos em interacao e outros equivalentes.
Nao &, de fato, necessario introduzir um conceito tdo especifico co-

mo o de forca, mas nao se pode dispensar o conceito de interacdo ou
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presenca de dois corpusculos. Mesmo assim, s se consegue evitar a
introdugéo do conceito de forca admitindo que o movimento de um pon-
to material sO & condicionado pela presenca de outros pontos, hipote
se fisica que pode ser posta em divida, mas que ndo obstante admiti-

remos.

POSTULADOS DA IMAGEM NEWTONIANA

57-

1) "Os pontos materiais gozam das propriedades dos pontos geo
métricos e cinematicos".
2) "A quantidade de movimento de um ponto material &€ um vetor

polar que sé depende da velocidade, considerada como figura geométri

ca.

Deste postulado decorre gque o vetor quantidade de movimento 3

deve ser paralelo & velocidade V:

- >
Q =mv (1)
m &€ a massa do ponto vetorial e s depende de v:
m = m(v) (2)
3) "A massa dum ponto material é sempre positiva".
4) "O spin de um ponto material & um vetor axial que nao de-

pende dos seus elementos geométricos e cinematicos".
Vamos introduzir algumas definicgodes:
ITI) Quantidade de movimento dum sistema & a soma vetorial das
quantidades de movimento de seus pontos.

IV) Spin dum sistema material € a soma dos spins dos seus pon-
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tos.

V) Momento angular orbital de um sistema em relacio a um pon
to O € a soma vetorial dos momentos das quantidades de movimento de
seus pontos em relagcao a O.

VI) Momento angular total dum sistema em relacdo a um ponto O

€ a soma vetorial do seu spin com o seu momento angular orbital.

5) "O momento angular total dum sistema isolado em relacdo a

um ponto qualquer nao varia com o tempo".

Desta proposicdo decorre o principio de conservacdo da quan-
tidade de movimento dum sistema isolado como vimos anteriormente. Em

particular, se considerarmos um sistema isolado com dois pontos P. e

1
P2, teremos:
d . d °
at mPy) = -z (myP,) (3)
Introduzamos a definicao de forcga:
VII) Chamaremos de forca %ij exercida por P, sobre Pj do vetor
d .
g (mPy):
- d . .
i; T ac (miPi) (1,3=1,2) (4)
A equagao (5) toma a forma:
> >
£ = - £.. (5)

ij j1

e exprime num caso particular a lei de acdo e reacao.

6) "Quando um ponto material P esta sem interacao com varios
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outros Pi e sb com estes a derivada em relagdo ao tempo de sua guan
tidade de movimento € a soma das forgas gque oOs Pi exerceriam sobre
Po' se Os pares (Po’Pi) estivessem isolados, nas mesmas posicOes e

com velocidades e spins idénticos".

foi (6)
Precisamos de mais duas definicgoes:

VIII) Chamaremos de forga %o a aplicada a P a soma ) %01

1

t =V (7)
i
+
3t (m P ) = £ (8)
llevando em conta o postulado (6) a relacao (5) torna-se:
£ o =-1 k,L 2
ke = = i (k,2=0,1,2,....) (9)

e exprime a lei geral de acao e reacao.
Consideremos novamente um sistema isolado formado por dois
pontos P1 e Pz. O postulado (5) se traduz pela equacao:
d

- . > d .
S1 +(P1—O)‘A 3t (mlpl) = - 52'-(P2—O) Aan(mZPZ) (10)

IX) Chamaremos de momento exercido por Pj sobre P. a derivada

0wy

3. =T, (11)
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Podemos dar a (10) a forma seguinte:

d . ol .
- ol = - -0 -
mlz + (P -0) A ¢ (m B.) My, + (Py=0) A = (m,B,) (12)

7) "Quando um ponto Po esta em interacdo com varios pontos Pi
e s6 com estes a derivada §O € a soma dos momentos ﬁoi que os pontos
Pi exerciam sobre PO, se Os pares (Po’Pj) estivessem isolados, nas

mesmas posicdes, com velocidades e spins idénticos".

(13)

wny*
I}
He~]
n g

oi

Definamos o momento aplicado MO:

X) Chamaremos de momento MO aplicado do ponto Py a soma Zh%i'
1

Entao:

S =M (14)

Os postulados (16) e (17) constituem o principio de indepen-
déncia dos efeitos das acdes. Deles decorre que as forgas e momentos
aplicados a um ponto sO podem depender da posicdo, da velocidade e
do spin (ver Nota IV). (8) e (14) sio as equacdes de movimento dum

ponto material.

8) "As equagoOes de movimento dos pontos dum sistema isolado
sao invariantes pelo grupo generalizado de Galileu".

Deste postulado resulta que as massas sdo constantes. Da lei
de conservagao da quantidade de movimento - coroladrio do postulado 5
- e da constancia das massas descerro a lei de movimento retilineo e

uniforme do baricentro dum sistema isolado.

58- Como ja observamos precedentemente, nio basta conhecer ﬁi e
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gi para poder calcular o trabalho elementar produzido por i E pre-

ciso conhecer um certo vetor Ei’ tal que:
S, = dau, 18, +5.5. (15)

Nao € necessario poder calcular o trabalho para determinar o
movimento. As equacOes (8) e (14) bastam para fazé-lo. E s para as
consideragoes energéticas que se impde o calculo do trabalho. Entdo

é preciso juntar aos 8 postulados do numero 57 os seguintes:

> -
9) "O momento Mij exercido por Pj sobre P. e normal ao spin

Deste postulado resulta que o momento ﬂio aplicado a um ponto

material € normal ao seu spin, em virtude de (13) e portanto:
S, = const (16)

10) "f nulo o trabalho das forcas condutoras (ver Nota II) num
movimento qualquer em que o sistema material volta a posicdo inicial
com as mesmas velocidades e as mesmas orientacoOes dos spins".

Como vimos no paragrafo 54,destes postulados decorre a exis-

téncia duma funcao W das posicdes e dos spins tal que:

> >
f. = -« V.W
1 1
(17)
M. = -3.A7V_.
1 1 S1
Entao:
w, = V_.W (18)
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Em vez de tomar os postulados 9 e 10 poderiamos ter admitido

O seguinte:

10a) "O trabalho das forcas e momentos interiores dum sistema i
solado € nulo em qualquer movimento em que o sistema volta a posicao
inicial com as mesmas velocidades e orientacdes dos spins".

Como vimos na Nota II, da proposicido 10a resulta a constancia

dos médulos dos spins e a conservacdo da energia.

59- Ha uma redunddncia dos conceitos do pardgrafo 56, em virtude
dos postulados do numero 57. Com efeito, do oitavo postulado decorre
que as massas sao constantes e, portanto, se pode definir a razdo das
massas a maneira de Mach, como razio inversa das aceleragdes que ad-
quirem dois pontos materiais em interacdo. Definida a massa pode-se
fazer o mesmo com a quantidade de movimento. Torna-se pois dispensa-
vel introduzi-la como conceito primitivo. Contudo, é interessante con-—
servar o sistema de conceitos do nimero 56 , porque pde em evidéncia
o papel do principio de Galileu e sugere como se pode passar da meca

nica newtoniana para a relativista.

AXIOMATICA DA IMAGEM ENERGETICA

60~ I) Conceitos

a) Ponto material
b) Interacao de pontos materiais
c) Spin de um ponto material

d) Energia dum sistema isolado

II) postulados

1) "Os pontos materiais gozam das propriedades dos pontos ge
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ométricos e cinematicos".
2) "O spin de um ponto material € um vetor axial que ndo de-
pende de seus elementos geométricos e cinematicos".
3) "A energia dum sistema material isolado €& uma funcao da
figura formada pelos seus pontos, velocidades e spins".
Precisamos de introduzir algumas definicdes:
I) Energia cinética dum ponto material é a energia que teria
o mesmo ponto, se estivesse isolado, na mesma posicao, com a mesma
velocidade e o mesmo vetor de spin.
II) Energia cinética E ;, dum sistema € a soma das - energias ci
néticas de seus pontos.
ITIT) Energia potencial dum sistema isolado é a diferencga entre

sua energia E e sua energia cinética

Epot = E-ECirl (19)

3. = V.(E . ) (20)

1 1 c1in
Em virtude do terceiro postulado, a energia cinética de P,
é uma funcido do modulo de sua velocidade V.. De modo que:
J(E )P.

__cin "3 P. (21)

1
V.
1

g 1
Qi T 5.
1

V) Massa de um ponto € quociente de 6i por éi:

Q. = m.Pp. (22)
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VI) Chama-se de forca aplicada ?i a um ponto Pi ao produto

de sua massa pOr sua aceleracao:
f. = m.p,
;P (23)

VII) Chama-se de momento mi aplicado ao ponto P, a derivada

em relacao ao tempo de seu spin
fi. = 8. (24)

VIII) Forca interior %i’ atuando sobre um ponto Pi dum sistema,
& a que agiria se o sistema estivesse isolado, com todos os seus pon
tos tendo as mesmas posicOes e velocidades e mesmos vetores de spin.
IX) Momento interior ﬁi aplicado a um ponto Pi dum sistema &
o momento aplicado que agiria se o sistema estivesse isolado com os
seus pontos tendo mesmas posicoes e velocidades e mesmos vetores de
spin".
Agora podemos retomar a enumeracao dos postulados.
5)"As massas dos pontos materiais sao positivas".
6) "O trabalho elementar das forcas e momentos interiores é

a diferencial correspondente da energia potencial”.
Y F oxdp, + M, xdd, = dE (25)
1 1 1 1 P

7) "Quando um ponto material P, esta em interacdo com varios
outros P, e sO com estes, a forca %o a que esta submetido &€ a soma
das forcas %oi que atuariam sobre ele se os pares (Po'Pi) estivessem
isolados, nas mesmas posigées e com velocidades e spins idénticos".

8) "Quando um ponto material P_ estd em interacdo com varios
P o
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- . R > -
pontos Pi’ e so com estes, o momento aplicado MO e a soma dos momen-—
tos aplicados que atuariam sobre os pares (Po’Pi) estivessem isola-

dos, nas mesmas posigOes e com velocidades e spins idénticos".

d . 2
dt (moPo) - g foi
(26)
d > >
3t So = Z oi

Estas sao as equacgoes de movimento do ponto Po'

9) As equagoes de movimento dos pontos dum sistema isolado sao
invariantes pelo grupo generalizado de Galileu.
10) "A soma dos spins e dos momentos das quantidades de movi-

mento em relacao a um ponto fixo qualquer nao varia com o tempo".

61- Do postulado (9) decorre que as massas sao constantes. Levan

do em conta (21), obtemos:

5
5v- Eeinlpi = ™Yy
e
(E ) -1 n.v?4const (27)
cin’pi = 2 MiVi

Os postulados 6, 7, 8, 9 e 10 bastam para mostrar que:

(28)

e que podemos tomar:
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62— A axiomatica da imagem energética torna-se mais simples e e-
legante substituindo o conceito primitivo de energia pelo de lagran-

giana. Com esta escolha os conceitos ficam sendo:

a) Ponto material
b) Interacao de pontos materiais
c) Spin de um ponto material

d) Lagrangiana dum sistema isolado.

O sistema de postulados pode ser o seguinte:

1) "Os pontos materiais gozam das propriedades dos pontos geo
métricos e cinematicos".

2) "O spin S de um ponto material P & um vetor axial que nao
depende dos seus elementos geométricos e cinematicos”.

3) "A lagrangiana L dum sistema material isolado €& umafuncao da
figura formada pelos pontos do sistema, suas velocidades e seus snins".

4) "A lagrangiana L dum sistema de pontos P. € a soma das la-
grangianas Lij que teriam os pares (Pi’Pj)’ se estivessem isolados

nas mesmas posigdes e com velocidades e spins idénticos".
Introduzamos as definicoes:

I) Momento linear dum ponto Pi dum sistema € o vetor Ei:
P. = V'L (30)

. + -
II) Quantidade de movimento Qi dum ponto & o momento gue ele
teria se estivesse isolado, na mesma posig¢ao e com velocidade de spins
idénticos.

Em virtude do postuldado (3) a quantidade de movimento & pa-
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ralela a velocidade ﬁi:
>
Q. = m.P. (31)

III) Massa dum ponto material & o quociente da quantidade de mo
vimento pela velocidade.

IV) Energia cinética dum ponto &€ o valor da lagrangiana que te
ria se estivesse livre na mesma posicao e com velocidade e spins i~
denticos.

V) Potencial dum sistema & a diferenca E_ ;,-L

1in

V=E.-1L (32)

VI) Quantidade de movimento dum sistema & a soma das quantida-
des de movimento de seus pontos.
VII) Energia cinética dum sistema € a soma das energias cinéti-
cas de seus pontos.
VIII) Energia ou hamiltoniana dum sistema & a funcao H(ﬁi,Pi):

H(p,,P,) = ) p. XP. ~T, (33)
1

Agora podemos voltar a enumeracgao dos postulados.

5) "As massas dos pontos materiais sao positivas".

6) "A derivada em relagao ao tempo do momento linear Ei e i-

> 1 1]
gual a _§iH(pi’Pi) .

e >

3

7) "A derivada em relagao ao tempo do spin S, é iqual a
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g = -3.AV. H (35)

8) "As equacgoOes de movimento (34) e (35) sao invariantes pe-

lo grupo generalizado de Galileu".

63—~ Em virtude de (32):

L=E . =V (36)
cln
logo:
-> > >
p; = Q; -V,V (37)
e
5 -4 : 4 (%
P; = g& ™Py) - z& (ViV) (38)

Por outro lado de (33) resulta que:

A > -> -> > ° >
g (V;Hx 6P, + VDinépi) = z (p;x 6P, - V.Lx3P,) (39)

+ . - (]
Vpi sendo o vetor simbolico:

) (40)

A equacao (39) mostra que:
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> >
V.H = = V.L
1 1
(41)
> .
vV .H=2P
pil 1
Levando em conta (38) e (41) a equagao (34) torna-se:
d . > d 2
d_t (miPi) = =- ViV + -d? (ViV) (42)

O postulado (8) mostra entao que m. &€ constante. Ora, (30) e

as definigdoes IV e VII mostram gue:

3, = V. E . (43)

ou

>
m.P. = V, E . (44)

_ 1y 52
ECin =3 g m.Pi + const (45)

64- A equacao (42) estabelece a existéncia dum potencial. Ora,
vimos que neste caso os principios de conservacao decorrem da inva-
ridncia galileana generalizada. Assim ndo & necessario postular a con
servacao da energia e do momento angular.

Este segundo modo de formular a axiomitica da imagem energé-

tica apresenta portanto duas vantagens fundamentais sobre o preceden
te:

-

a) Nio é necessario introduzir o conceito secundario de forga.

b) Nio é necessario postular os principios de conservacgao.
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NOTA I

TEOREMAS SOBRE O POTENCIAL

1- Vamos demonstrar alguns teoremas de que ja fizemos uso ante-

riormente. Consideremos um potencial linear nas velocidades:

> .
V=W+%AKXP£ (1)
A, = AK(Pr) (2)

> ' -
Teorema 1: "Quando as forgas fﬂ’ derivadas de V, sO dependem
das velocidades pelas suas diferencas, € possivel achar um potencial
que também s6 dependa das diferencas das velocidades".

A expressao de %ﬂ é:

.+
dA 3A
z > 72 > . 2 = .
fﬂ = - VKW + § [(§§;'_V£ij) xj + (§§;"V£Ajy) Y +
- aﬁ
A 2 . , £
*olgg = VR ) 251 o (3)

- - . S
As condicoes necessarias e suficientes para que os f2 sO de-

pendam das velocidades por suas diferencgas €& que:

V (==-V,A ) =0 (4)

(u=x,y,z)

Consideremos o sistema de equacgdes as derivadas parciais:

®

(5)

]
b
-
c
|
=~
Qv
c
P
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Este sistema admite solugdes porque as condicOes de compatibilidade:

2 BAkU BAV
( - ) =0 (6)
K sz K

sao satisfeitas em virtude de (4). Em vez de V podemos tomar como po

tencial V*:

vt = v - 4@ (7)

Entao:
3
W*_W §—t—®
(8)
> % > >
A -3%,-7,®
e
LAy =0 (9)

A equacdo (9) mostra que V* sé depende das velocidades por
suas diferencas.

Os Kz satisfazem também as condicOes (4), que sé dependem dos
_—>
f

I Logo:

) >
) —— A% =0 (10)
i auk 4

donde concluimos o Teorema II.

Teorema I11: "Quando as forcas sO dependem das velocidades. por
suas diferencas, & possivel achar um potencial que também sO0 depen-

da das velocidades por suas diferencas e tal que os KZ so dependam
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dos pontos P, por suas diferengas".

k

2— Teorema II1: "Quando as forcas e momentos s6 dependem das di
ferengas Pj—P£ e ﬁj—§£ é possivel achar um potencial que também sO
dependa dos pontos por suas diferencgas".

As condicOes para que oS %K e ﬂﬁ sO dependam das diferencas

dos pontos P, sao:

2
3R \
3 2
) (==-V,) W=20
Lau. Bt T
5 3R 2 $
2 (22 _Va. ) =0 1
E T (avj JV) (11)
J 2 EaVow=0
i dup L s

Em virtude do Teorema II podemos achar um V tal que:

YR =0
X k
(12)
9 =
) =— A =0
K 9%
As equagoes (11) dao, neste caso:
3
() ==—) W =0
K %
(13)
3
S AV, (J =) w=0
27 sk i 8uk
A primeira equacao (13) mostra que
2 w=c (3,,t) (14)
Ju T Tu Rt
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e a segunda que:

3
E o W G, (S,,t)

Os modulos dos spins sendo constantes podemos escrever:
) n
Lgg- W =3,

Introduzamos a funcao:

K(t) = J{( (t) dt

e tomemos o novo potencial V:

<1
n

<
|

Entao:
~_ _ar——ﬁ
W=W TE
X, -k, -%,=
A[‘_E—’en___a
Logo:
a~
) = W =0
k 9%

o~
4
Clo
P
=21
)
1]
o

(15)

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)

(21)
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As formulas (21) provam o Teorema III. Com o novo potencial:
>

VA, = - £(t) (22)
£

>
Devido a arbitrariedade duma constante, pode-se anular .) AK
£

para um valor tO qualquer de t.

3— Teonema IV: "Quando as forgas e momentos ndo dependem do tem

po & possivel escolher um potencial que também ndao o contenha".

As condicoes necessarias e suficientes para que os %Z. e. Hz
nao dependam do tempo sao:
-
D @ty o)
ot £ at’ ~
9R
3 £ = _
~E (53;”'v£Aku) =0 > (23)
> > oW
S AV — = 0
£ Qe ot ),

A terceira equacao (23) mostra que %g sO depende dos spins

pelos seus modulos. Sendo estes constantes podemos escrever:

LIRS 24)

=

As duas primeiras equacoes (23) tornam-se:

90X . 8 (3
auz T 3t (Bt AZU)
. (25)
-9 (BAZV) - ] (aAku)
3uk ot BVK ot
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As equacdes (25) mostram que existe uma funcao ™ tal que:

_ am

X = 3%
anAﬂu _ o am
ot  ~ auK

Consideremos um primitivo P de m:

e tomemos o novo potencial V:

Entao:

= oF
= 3t
= ap
V=v-3¢
3P
>
¢ = By VP
oW om
e = X~ 3g - 0
aAKu _ aAEu_ ERil 0
ot ot auz

0 potencial V ndo depende explicitamente do tempo.

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)
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NOTA II
SOBRE O PRINCIPIO DE CONSERVACAO DA ENERGIA

1- Vamos examinar as conclusodes a que conduz a aplicacao do prin
cipio geral da conservacao da energia ao caso particular dum sistema
mecanico.

O estado dum sistema z formado por n pontos pode ser caracte
rizado por um ponto num espaco a 9n coordenadas: 3n coordenadas pa-
ra especificar as posigdOes dos pontos; 3n componentes de velocidades
e 3n componentes de spins. A qualquer movimento do sistema correspon
de uma trajetoria do ponto representativo no espaco a 9n dimensdes.
Por cada ponto deste espaco passa uma e uma uUnica trajetdria do sis-
tema 2, submetido a forcas e momentos determinados.

Podemos admitir que aplicando ao sistema forgcas e momentos
convenientes - as forcas e momentos condutores - poderemos fazé-lo
descrever qualquer trajetdria aberta ou fechada do E9n considerado.

0 principionda conservacdo da energia aplicado a ) diz que:

"E nulo o trabalho das forgas e momentos condutores quando
) descreve uma curva fechada em Eg s isto €, quando as posicles inicial
e final do ponto representativo coincidem".

Este enunciado pressupoe que nao ha transformacdo da energia
mecanica em outra forma diferente de energia. Dele ocorre que o tra-
balho realizado pelas forcas e momentos condutores sO demendem dos
extremos da trajetoria. Com efeito, consideremos duas trajetorias
MOAI4

e MOBbd de mesmas extremidades. MOADH}BMO € um caminho fecha

1

do e o trabalho das forcas e momentos condutores ao longo deles é nu

1

lo. Logo:
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T = - T (1)
MOAM1 M BM_
e portanto:
T . (2)
MoAMy = = Ty pu ‘
o 1

o que demonstra nossa proposicao.
Conservando Mo fixo e fazendo variar a outra extremidade, que
representaremos agora por M, o trabalho das forgcas e momentos condu-

- - - ~ . > .
tores sO dependera de M e sera uma fungao U(ui7ui;si); os u,, u, e

Siu sendo as 9n coordenadas de M. Aplicando o teorema das forcas vi-

vas ao movimento obtemos:

J(F,+,) xap. = aE_, (3)

clin

mas

- I ->
%(_fix dP + M. x di.) = dU (4)

> - . . >
fi e Mi sendo as forcgas e momentos interiores, ?i e Mi as forcas e

momentos condutores. Logo:
- > -
}ij(f.xdp.- M.xdw,) = d(E_; -U) (5)
Ora
> > > > * >
M. + M. = 8. =wiA§.+S.o. (6)

e portanto:
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Y M.xdp, = - ) M.xdw, + ) §.0. xdo,
- 1 1 . 1 1 v 1 1
i i i
substituindo em (5):
Yy £.xdp, + M,xdw, = d(E_ . -U) =¥ §.3. x du, (7)
i 1 1 1 1 cin 1 11 1

Admitindo a constancia dos modulos dos spins, obtemos:

- t >
Y (f.xdP. +M.x dw,) = A(E_, -U) (8)
i 1 1 1 1 cin
Logo:
"O principio da conservacao da energia e da lei de constan-
cia dos moédulos dos spins resulta que o trabalho elementar das for-

cas e momentos interiores é uma diferencial exata".

2- Consideremos uma funcao que satisfaz a equacao as derivadas

parciais:

. v
V- g Yo Bﬁu - U--E(:in (3)
De (8) e (9) resulta que:
> > > > d >, z >
g(fix dp,;+ M. x do,) = g[-vimd—t Vi)l xap, - gvsibxdsi (10)
Logo:
- > d >t . -> > > = ¢ >
z[fi+ VU-g (V.01 xP; +§(Mi+ si/ﬁsiV) X0, +§VSiVXSiOi =0 (11)

Admitindo a constancia dos spins (1ll1) se reduz a:
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z[%iﬁ/’iv-%(ﬂvnxi»i;LZ(M*.JrEiA% V) xo. = 0 (12)
1 1

As forcas e momentos interiores nao dependem das aceleracdoes e dos

>
Si’ logo:

> > 4 ) ' hd
a) E[fl+ VIV-E U, o ViVl x P. =0
3 > * _
b) g Sﬁg (ViV) X Pi =0 (13)
. Al > . > —.>
c) - iiasa EEN (V.V) xB, +§i;(Mi+ siAv’SiV) Xxw, =0

Derivando ambos os membros de (9) em relacao a GB e levando em conta

(13b) wvemos que:

9
5 (U-Bgy,) = 0 (14)

Isto é:
"A diferenga entre a energia total e a energia cinética nao
depende das velocidades".

Chamaremos de energia potencial a funcao W:
W= U-=-E . (15)
c1in
Em virtude do teorema precedente:

W = W(Pi’si) (16)

A solucao geral de (9) é:
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V=W+Q (17)

Q0 sendo uma funcao homogénea qualquer de 1?9 grau dos ﬁa, pois de (9)
4
e (17) decorre que:
g-Vu S =0 (18)
o

a ol
o

Levando em conta (17) a equacao (13a) torna-se:

-> - . . . EQ _
JE+Twixb + 170 xP, -], 55 =0
i i a o
Isto é:
2(%i+ $iw)}{éi =0 (19)
1
De um modo analogo (13c) torna-se:
> > > -+ 5
-1 8,xV, o+ L+ .0V, V) xuw, =0 (20)
1 1 1 1
ou
- Y b A8 xTg e TS AT V) X0 =0 (21)
i i i i
e portanto:
)+ g7, W xb, =0 (22)

1 1

e >
Sendo arbitrarios os w,
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M, = =3.A7V._ w (23)

3- Consideremos agora o movimento do sistema livre de acdoes ex-

teriores. Entao:
ve >
m.P. = £, (24)
de modo que:
+
y £.x dp, = 4E (25)
i 1 1 c1in
e levando em conta (8) e (23) vemos que:
du =0 (26)
e portanto:
U =2¢C (27)
U é a energia do sistema. Esta definicdo €& mais geral que a do nume-
ro (22) porque continua valida mesmo quando ndo existe o potencial.
A equacao (17) também pode ser escrita:
E . +V=)24 5i£-= C (28)
u
a o
4- Vemos que o principio de conservacao da energia ndo basta pa

ra assegurar a existéncia dum potencial pois a equacao (19) mostra a

penas que:
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£, = - ViW + ¢. (29)
Os % constituindo um sistema de forcas que nao produzem trabalho:
$.xdp. =0 30
¢,xdp, = (30)

Levando em conta o principio de independéncia dos efeitos po
de-se estabelecer o teorema seguinte:

"Se num sistema conservativo isolarmos uma parte dos corpus-
culos, esta também constituird um sistema conservativo".

Com efeito, imaginaremos ter isolado uma parte 2' de ). Para
calcular o trabalho das forgas e momentos condutores aplicados a EI
podemos supor, em virtude da independéncia dos efeitos das acgOes, que
Z' continua integrada em ), que aplicamos a 2—2| forcas e momentos con-
dutores que a i mobilizam, e a 2' forgcas iguais e opostas as que 2—2'
exerce sobre 2'. O trabalho de todas as forcas e momentos aplicados a

é nulo para qualquer caminho fechado do E9n' Ora, as forgas apli-
cadas a z—zl ndo produzem trabalho porque 2—2' estd em repouso. As
forcas e momentos aplicados gue servem para compensar a acao de 2—2'
nio produzem trabalho num percurso fechado, porque este trabalho é& i-
gual e oposto ao das forcas interiores de 2' durante o mesmo percurso,
pois as forgas e momentos exercidos por z' sobre E—Zl nao produzem tra-
balho. Concluimos portanto que as forcas e momentos que fariam 2' iso
lado descrever um percurso fechado produziriam trabalho nulo.

Consideremos em particular os sistemas obtidos assaciando dois

a dois os corplisculos de ). A andlise do nimero 2 mostra que podemos

associar a cada par (Pi’Pj) uma funcgao Wij tal que:
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Eo.o- % ow..+ 3. )
ij i 1] ij
> > >
f.. =~ V.W..+ 0..
1] ] 1] e
y (31)

M., = =S.AV_ w..
1] 1 Si 1]
+

Mo; = - gi’\vs.wij J

5- O principio de conservac¢ao do momento angular aplicado ao sis

tema isolado (Pi’Pj) da:

(P.-0) ANE.. +(P.=0) AE.. + M.. +M.. =0 (32)
1 lJ J _']1 lJ _]l

Pela arbitrariedade de O concluimos:

(B;=0) A (£;,-E.;) = 0

(33)
(p.-P.) A%.. +)_\/l>.. +M>.. =0
] 1 Jl lJ _']1.
A primeira equagdao (33) equivale a lei de acao e reagao:
.= - £, (34)
1] ji
Levando em conta (31) vemos que:
> > >
(Vi+§j) Wij = ¢ij +¢ji (35a)
-> > <> > >
[(Py-P.) AV, +8 AT, + BATe 1w, = (p;-P.) A?ﬁij (35b)

i j

Podemos pois concluir que, mesmo juntando ao principio de con

servacao da energia o de conservacao do momento angular e a lei de
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independéncia dos efeitos, nao se pode provar que existe um poten-

cial. Podemos apenas dizer que:

fi = Z §1Wij +Z $1_]
J J (36)
i, = - §iA$S- ) W,
ij

os $ij satisfazendo as equagoes (35) e a seguinte:
S d 3 dp. = 0 37
¢ij xdp, + ¢., xdP. = (37)

6- Em vez do principio da conservacao da energia como foi enun-
ciando no numero 1, podemos admitir a seguinte proposigao:
"0 trabalho das forcas e momentos interiores dum sistema é
nulo para qualquer percurso fechado em E9n"'
Esta proposicdo tem a vantagem de dispensar a hipotese sobre
a constancia dos médulos dos spins. Com efeito, o trabalho elementar

das forcas e momentos interiores é agora a diferencial exata duma fun-

cao que representaremos por U-E . :

T(f.x dp, +M.x dv,) = A(U-E_, ) (8")
i 1 1 1 1 cin
Temos assim uma equacdo andloga a (8). Repetindo as conside-
racdes do paradgrafo 2 tornamos a obter uma equacao do tipo (11), de

onde concluimos que continuam a valer as duas primeiras equacoes (13),
a terceira sendo substituida por:

— )8 w (Vi) xP o+ D(H, SV, V)xw +¥, Vx$§.5, =0 (13'0)
i

. o S
10 [0 ]. :L

(14), (16), (17), (18) e (19) continuam a ser validas. Em vez de (21)
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temos agora:
3 > > > > > —.> > ¢« > 3 .
- Z(wiA.Sisz.Q) + Z(Mi+ SiAVS.V) X W, +Z(VS.V}{SiGi) =0 (21")
1 1 1 1 1 1
Portanto:
> > —.> > [ o
— 1
Z(Mi+ SiAVS.W)xwi +z VS.W>(SiOi =0 (22")
1 1 1L 1
Sendo arbitrarios os zi
M, = = 8.AV. W (231)
i 1 S.
1
e
S. =0

De (8') e (23') se obtem a equacao (4) que traduz o princinio da

conservagao da energia.
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NOTA III
O PRINCIPIO DE HAMILTON

1- A forma usual do principio de Hamilton:
“1
61 = 6[ (T-v) dt = 0 (1)
t

[o]

em que T & a energia cinética, nao pode ser estendida ao caso de for-
cas dependentes do spin. Com efeito:

t
1 ' > >
ST = [ [{Z$i(T-V)- 2 é% ﬁi(T-V)}><6Pi-Zvs.v}cssi]dt=() (2)
t 1 1

1 1
(o]

> ~ ) - .
Adimitindo que os 6Pi e 68i sao arbitrarios, achamos:

> d =>!
Vi(T'V)"EE Vi(T—V) =0 (3)
?S V = 0 (4)

As equacdes (4) ndo sao satisfeitas. Se em vez de tomarmos oOs

égi arbitrarios admitirmos que:
68, = S0, A, ‘ (5)

P - ~ < e
sendo arbitrarios os 6wi as equacgoes (4) serao substituidas pelas se-

guintes:

S3.AV. V=0 (6)
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igualmente falsas.

As equacoes (3) sao satisfeitas porque:

V.T = 0
1
—> 1 .
vi T = m,P; (7)
> a L >
- le +-d_.'E (VIV) = Fl
de modo que:
Vor-v)-2 V! (r-v) = F b 8
T-Vi-gg v UE=V) =/ -y (8)

2- Na forma (1) do principio de Hamilton sO sao variadas as co-
ordenadas. Ha outra forma em que se ddo variacles arbitrarias as co-

ordenadas e aos momentos conjugados:

ty

{ .
€ o)
o

H sendo a hamiltoniana e P, © momento conjugado de S

5 (T=V)

Py ~ —gﬁg—— (10)

H=1]p,qa - (T-V) (11)
a

sob a forma (9) o principio de Hamilton pode ser aplicado ao caso de

sistemas com spin. Vejamos como se definem os momentos conjugados. Os
g . - . . -

momentos P; conjugados as coordenadas podem ser definidos pela formu

la (10):



CBPF-DH-001/86
- 127 =~

p. = %;(T-v) (12)

1

g + 3
Em vez de dar as componentes cartesianas dos Si consideremos

as coordenadas seguintes do ponto (S._,S. ,S. ):
= 1x'71iy’ 1z

\
S. = /é?-+s% +8?
1 1X 1y 1z
s. =S, ) (13)
S;
¢. = arctg J
1 S.
ix /

As equacoOes de movimento destas coordenadas sao:

S. =0 )
1
A _ 9V _ _ 9V
Siz_ 3S. Siy 3S. Six - 3¢. g (14)
1xX 1y 1
$. = 1 _ & ) = EAY
i 7 a2 2 iy~ ix ix iy’ 39S,
ix Tiy /
Tomaremos Sié para momento conjugado de ¢i:
Poi = Siy (15)
e para hamiltoniana H:
H=]) p, xb, - (T-V) (16)
- = L pl X 5 —_ -
Logo:
oH
3D = u; (17)
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3H __3(T=V)
Bui -

au.
1

Levando em conta (3) a equacao (18) torna-se:

Ora, T e os Ei nao dependem dos spins. Podemos portanto por as

ultimas equacdes (14) sob a forma:

. 3H
¢)i - ap¢i
- _ _ 8H
Pi= =~ 3%

(18)

(19)

duas

(20)

Podemos considerar os modulos Si como momentos conjugados de

variaveis X4 inobservaveis e que ndo aparecem na expressao da hamil-

toniana:

Sl = pxi
: oH
S; = . - 0

(21)

(22)

3- Agora € facil de verificar que ha um principio variacional do

tipo (9):
-> . .
SI = § D(p.xP. + 5., 6. +5;x;)-H] dt = 0

Com efeito:

(23)
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t
5T - | t i V .H) x6 (V.= ;') SP
= [(y=V B x06,; = (V,;H+p,) xOP,
t
(o]
. 9H , 5H
+ (0 55 ) 88, + (X;-5g7) 855
12 1
- (6, +22) 5.+ 8. ay.] at (24)
iz " 3¢ it e 9y
Levando em conta as equagoes (17), (19), (20) e (22) vemos

que §I =0. Inversamente admitindo que I=0 resultam essas equagdes.
Alias, pode-se também obter um principio variacional do tipo
(1) ligeiramente modificado. Basta observar que o integrando de (23)

vale:

(T-v) + J(S; b, +5,%,)
1

e que portanto:

£

S*I = a*f [ (T-V) +§(sizéi +si>'<i)] dt = 0 (25)

- ~ » ~ . = . r
§* indica que sO se dao variagoes arbitrarias aos Pi’ Si’ e X; - In-

versamente de (25) decorrem as equacoes (13) e (14). Com efeito:

d =
< _v’i(T-v)]chPi -

=

1 ;
§*I = 6*[ [z Vi(T—V)-
t

3V 3V 5V . . .
L(gg 80, +55— 08, +5g 65;) + J(b; 65, + X68,) -
1 1 1z 1 1
- g(sizwi +5,68x;) (26)

Logo (25) tem por consequéncia:
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2 -4 e )
U (T-V) - o V. (T-v) =0
§. =0
1
. 5
SlZ - 8¢i
. 3V
¢1 - T 3s.
12

_ oV

Xy = BSi Y,

4- A formulacdo @& principio de Hamilton pressupde a existéncia dum
potencial. Ora, o principio da conservacao da energia nao basta para
assegurar a existéncia do potencial quando as forcgas dependem das ve

locidades, como vimos na Nota ITI. Logo:

"0 principio de Hamilton ndo & uma consequéncia dos principios
newtonianos e do principio da conservacao da energia'.

A hindOtese de haver um notencial basta para estabelecer o}
principio de Hamilton. Vamos ver que esta proposicao admite uma re-
ciproca:

"Se as trajetérias dum sistema de nontos materiais forem as
extremais da integral em relacdo ao tempo duma funcdo das posigoes . ve
locidades e spins, do segundo grau nas componentes das velocidades,

tendo T por parte quadratica e os ¢i e ii agrupados na soma zxsizéi+
+ Siii), havera um potencial”. ’
Chamamos de trajetdria do sistema a que o ponto de coordena
das (ua,ﬁu,sa,éa,xi) descreve no espaco correspondente a 13n dimen-
soes.
Se as trajetdrias forem extremais da integral I:
tl . .
I = J [K+§(siz¢i+sixi)] dt (27)
t

(o]
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teremos:

t
1 .
3 4a 3¢ oK ¢ . oK
8T = % [ [{V,K -3¢ (V.R) I x6P, + (gg— +X;) 68, + (d;+755—) 88,
t 1 12z
. 0
(2K _ & ) 80,3 -5, sx.1 dt = 0 (28)
36 iz i i 9Ky
Logo:
d >0
ViK - 3¢ (ViK) =0 (29)
aK . _ w
55, * X3 =0
1
3K+
55, % =0 ) (30)
12
oK .
56, ~ Ciz 0
S. =0 /
L
A parte quadratica de K sendo T, temos:
> >4 >y . >
V.K = V.T + V.(K-T) = m.P. + V. (K-T) (31)
1 1 1 1 1 1

Introduzindo este valor de %'K em (28):

-5

Ora

5= 4

m B, = V.K - = [V!(K-T)]
> >
V.K = V. (K=T)
1 1

(32)
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porgue a energia cinética nao depende dos Pi' logo:

d

miP' = e

: - V. (T-K) + [Vi(T—K)]

(33)

As trés ultimas equagdes (29) podem ser postas sob a forma:

As equagoes

\
. 3(T-K)
%; = 3%,
1Z
- 3(T-K) $
®i2= T T3¢,
S. =0
L /

NOTA IV

(34)

(32) e (33) mostram que existe um potencial V:

(35)

1- O fato do movimento dum ponto ficar inteiramente determinado

pela sua posigao, velocidade e spin num instante,

fundamentos
renciais do
denadas dos

equacoes de

basicos da Mecanica. Dele resulta que
movimento devem ser de segunda ordem,
pontos e de primeira ordem em relagao

movimento dum corpusculo P sao:

constitui um dos

as equacoes dife-
em relacao as coor

aos spins. Ora, as

(1)
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> ~
Do que precede concluimos que F e M nio podem depender de derivadas

de P de ordem superior a sequnda e de derivadas de S de ordem supe-
_ . 3 .

rior a primeira. No caso de F e M dependerem de P e de S é& preciso

que o sistema (1) possa ser resolvido univocamente em relagao a P e

§. Efetuando a resolucao se obtem o sistema:

(2)

s

- - . i
F* e M* n3o dependendo mais de P e S .
"Os movimentos dum ponto material, sob a acao de forgas e mo
> > .. é . . .
mentos F e M que dependem de P e S, coincidem com os movimentos que
. - > > -
o mesmo ponto teria sob a acdo de forcas e momentos F* e M* que sO

dependem de P, S e b .

2—- Consideremos agora um ponto P sob a acao de varios outros Pi'

O principio de independéncia dos efeitos diz que:

e lg

i
Her~1

Ty

(3)

=

It
Her1

=Y

> -
F; e Mi sendo a forca e o momento que Pi exerce sobre P e que deve-
riam ser os mesmos se P e Pi constituissem um sistema isolado. Ora,

~ > ~ . .
neste caso a aceleracao de P e S nao serlam OS mesSmos, Ppoils

d

3t (mP)(P,Pi) =5
(4)
as o

P,P,;



CBPF-DH~-001/86
-~ 134 -

Vemos portanto que:

"0 principio de independéncia dos efeitos exclui a possibi-
lidade de forcas e momentos dependentes da aceleragao e da deriva-

da do spin".

3- As consideracdes do nimero 2 pdem em evidéncia um fato impor
tante:

"0 principio de independéncia dos efeitos das agoes nao e-
quivale a lei de adigao vetorial das forcas e dos momentos aplica-
dos".

Com efeito, a lei de composicao se traduz pelas formulas (3)
e nao impoe restrigéo alguma aos ﬁi e ﬁi' O que nao acontece com o
principio de independéncia dos efeitos.

Pode-se conceber que desenvolvimentos futuros levem ao aban

dono do principio de independéncia dos efeitos sem afetarem a lei de

adicao vetorial.
NOTA V
INTEGRAGCAQO DE UM TIPO DE EQUACOES AS DERIVADAS PARCIAIS
1- Consideremos o sistema de equagoes.
U=20

(PK—O) A V/&

(1)
(£=1,2,...n)

Para inteqgra-lo tomemos coordenadas polares de centro em O para o



ponto P:

0U oU

EP:4
£
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e

cosez

X

su 9Yyp

8¢£ th

U 0U

8¢£

E)xA,i

+

su g

£

AT
= x’evy£+z

e

+yz+Zz )

37, 36, = Xp 5Y,,

£

0U

¥4

oU £

L]

20 2

X

2 ( 23U
2 sz

cos¢£(z

L.evando em conta

Logo:

£

+ Byﬂ

cosq)K +

oU
K,axz—

RES)

£

oU

ByK

Xp

+ 02

20

£ "7e

oU

- Yy 3%,

sen¢z)-/xz+yz

U

3z

£

U = U(rl,rz,...

O sistema:

) +sen¢£(z

.r )

oU
£ ayﬂ
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au )
—yl’,azﬂ

as equacgoes (3) o sistema (1) torna-se:

(2)

&(3)

)

(4)

(5)

(6)
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& inteiramente analogo a (1) e se integra do modo:

W = W(Sl,SZQ....Sn) (7)
2- Consideremos agora o sistema:
. >

} (P,-0) AT, U =0 (8)

£

Introduzamos um sistema de eixos 0&ng ligados aos PK' tendo
por eixo dos £ a reta OPn e por plano 0Z& o plano OPn Pn-l‘ Vamos to
mar como novas variaveis os n-2 azimuts ¢A(X=l,2,...n—2) referidos a
0O &Eng, as n-1 colatitudes @u(u=l,2,...n—l) correspondentes, as n dis-
tancias r, dos pontos a origem, e os angulos de Euler (¢,6,x) do tri
edro Ofnz em relacdo a Oxy z . A solucdo geral de (8) & dada por
uma funcao U arbitraria dos . ¢A’®u’r£:

U = U(¢1,...,¢n_2;®1....,®n

T ee..T ) (9)
n

-1"71

Este teorema resulta imediatamente do sentido geométrico de
(8) . Raciocinando como no paragrafo 1, vemos que a terceira equacao
(8) equivale a:
I3 =0 (10)
L £
Os ¢£ sendo os azimutes relativos aos eixos fixos Oxy z. Introduzin-

do ‘as novas variaveis:
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1’Ul = ¢1 _¢n
IP2 = (71)2 _Cbn
..... (ll)
1Pn—l - ¢)n—1 _(bn
LN
a equacao (10) torna-se:
2U (12)

v

n

(12) mostra que U nao se altera quando se da ao sistema dos n pontos,
uma rotaééo rigida qualquer em torno de 0Oz, pois numa rotacdo como
esta sO varia b - De um modo analogo se veria que U nao altera para
rotagdes rigidas do sistema dos n pontos em torno de Ox e de Oy. Lo-
go:

"A solugao geral do sistema (8) & dada por uma funcdo arbi-
traria U dos pontos P, invariante para rotag¢des em torno da origem".

Ora, qualquer rotacao em torno da origem & caracterizada por
uma variacao dos angulos de Euler (¢,6,x) do triedro Og¢ng, permane
cendo fixos oOs ¢K'(L e rﬂ. Reciprocamente, se ¢X,®u e r, nao variam,
se tem uma rotacao do sistema em torno da origem. U é portanto da for

ma (9).
3- O sistema

JI(P,=0) AV, + B,A¥,+ 8,00  1U =0 (13)
£
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é analogo a (8), pois basta introduzir os pontos

Pn+1 =0+ Pl
Pn+2 =0+ P2
P2n =0 + Pn

para dar a (13) a forma (8):

3

-
P2n+1 = 0+ Sl
=0+3
“on+2 T o
P. =0+ 8
3n t S,

) [(p-0) AV 1U=0

o=1

Em particular, se U nao depende dos gﬂ’ (13) se reduz a:

£

} [(P,-0) AV

A?S ] U=0

L

(14)

(15)

(16)



