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Îò ïóáëèêàòîðà
Ïóáëèêóåìûå âîñïîìèíàíèÿ Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à áûëè ïðîäèêòîâàíû èì â ïå-

ðèîä ñ êîíöà ÿíâàðÿ ïî êîíåö ìàðòà 1986 ã.. êîãäà îí áûë óæå òÿæåëî áîëåí è
ëåæàë â áîëüíèöå Àêàäåìèè íàóê â Ìîñêâå. Ðàáîòà íà÷àëàñü â ôîðìå ïîäãîòîâêè
ê ïðåäïîëàãàâøåìóñÿ â åãî ñåìèäåñÿòèïÿòèëåòèå äîêëàäó íà Ìîñêîâñêîì ìàòå-
ìàòè÷åñêîì îáùåñòâå. Ê ñîæàëåíèþ, áîëåçíü áûñòðî ïðîãðåññèðîâàëà, è Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ íå óñïåë çàêîí÷èòü ýòîé ðàáîòû, òåì áîëåå, ÷òî îí ÷àñòî îòâëåêàëñÿ íà
äðóãèå òåìû. Â ýòîò ïåðèîä èì áûëè íàïèñàíû áîëüøàÿ ñòàòüÿ ¾Ôóíêöèîíàëü-
íûé àíàëèç¿ äëÿ àíãëèéñêîé ýêîíîìè÷åñêîé ýíöèêëîïåäèè (ñòàòüÿ òàêæå áûëà
îïóáëèêîâàíà â Ñèáèðñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì æóðíàëå, 1987, ò. 28, � 1, ñ. 7�16),
ñòàòüÿ î öåíàõ â ãàçåòó ¾Èçâåñòèÿ¿ (¾Ïðîãðåññ è öåíû¿, 15 ôåâðàëÿ 1986), à â
ñàìûå ïîñëåäíèå äíè � äîêëàä íà êîíôåðåíöèè ïî ïàññàæèðñêîìó òðàíñïîðòó,
èíèöèàòîðîì è îðãàíèçàòîðîì êîòîðîé îí áûë è êîòîðàÿ ñîñòîÿëàñü â Ëåíèíãðàäå
â ïåðâûõ ÷èñëàõ àïðåëÿ 1986 ã. Êðîìå òîãî, îí ìíîãî çàíèìàëñÿ ãîòîâèâøåéñÿ â
òî âðåìÿ â ÖÝÌÈ ìåòîäèêîé îöåíêè ýêîíîìè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè íîâîé òåõíè-
êè, ïèñàë ïðåäëîæåíèÿ ïî òîïëèâíî-ýíåðãåòè÷åñêîìó áàëàíñó, çàíèìàëñÿ äðóãîé
ñðî÷íîé ðàáîòîé.

Òåêñò ïåðâûõ ãëàâ âîñïîìèíàíèé áûë ïðîñìîòðåí Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì, è
îí óñïåë âíåñòè â íåãî íåêîòîðûå ïîïðàâêè, ïîñëåäíèå äâà ðàçäåëà ïðîñìîòðåòü
îí óæå íå ñìîã. Äèêòîâàë îí ïî ïàìÿòè, íå èìåÿ ïåðåä ãëàçàìè íè ñâîèõ ðàáîò,
íè èíûõ ìàòåðèàëîâ. ×àñòî â ïðîöåññå äèêòîâêè îí âîçâðàùàëñÿ ê ïðåäûäóùåìó
òåêñòó, âíîñÿ â íåãî êàêèå-òî äîáàâëåíèÿ è óòî÷íåíèÿ. Âñå ýòî ïîòðåáîâàëî ïðè
ïîäãîòîâêå âîñïîìèíàíèé ê ïå÷àòè áîëüøîé ðåäàêöèîííîé ðàáîòû, â ÷àñòíîñòè,
â òåêñò áûëè âêëþ÷åíû íåîáõîäèìûå ññûëêè íà óïîìèíàåìûå ðàáîòû.

Âïåðâûå ýòè âîñïîìèíàíèÿ áûëè îïóáëèêîâàíû â ¾Óñïåõàõ ìàòåìàòè÷åñêèõ
íàóê¿. Õîòÿ Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, äèêòóÿ òåêñò â 1986 ã., êîãäà ðàìêè ïîëèòè÷åñêîé
öåíçóðû åù¼ íå áûëè ñíÿòû, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ è íå ãîâîðèë îòêðîâåííî, îãðà-
íè÷èâàÿñü ïîëóíàì¼êîì, òåì íå ìåíåå ïðè ïîäãîòîâêå òåêñòà ê ïå÷àòè ãîä ñïóñòÿ,
êîãäà öåíçóðû óæå ïðàêòè÷åñêè íå áûëî, ðåäàêòîð æóðíàëà Î. À. Îëåéíèê íàñòà-
èâàëà íà óäàëåíèè âñåõ, ñ å¼ òî÷êè çðåíèÿ, îïàñíûõ ìåñò. Òîãäà íå ïîìîãëî äàæå
ìî¼ îáðàùåíèå ê àêàäåìèêàì À. Ã. Àãàíáåãÿíó è Â. Ë. Ìàêàðîâó. Ïîñëåäíèé íà-
ïèñàë â ðåäàêöèþ ñëåäóþùåå: ¾Äëÿ ìåíÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àáñîëþòíî áåññïîðíûì,
÷òîáû ¾Ìîé ïóòü â íàóêå¿ áûë îïóáëèêîâàí áåç âñÿêèõ èçìåíåíèé è ðåäàêòîð-
ñêîé ïðàâêè. Ýòî èñòîðè÷åñêèé äîêóìåíò, è â ïóáëèêàöèè îí äîëæåí îñòàâàòüñÿ
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òàêîâûì... ×òî êàñàåòñÿ íåêîòîðûõ îöåíîê èëè âçàèìîîòíîøåíèé ìåæäó ó÷¼íû-
ìè, óïîìÿíóòûõ â íàñòîÿùèõ âîñïîìèíàíèÿõ, òî ýòî ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê
íåîòúåìëåìóþ ÷àñòü òåêñòà. Çíàÿ ïî ëè÷íîìó îïûòó, êàê Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷
îòíîñèëñÿ ê èì íàïèñàííîìó, ñ÷èòàþ ïóáëèêàöèþ ¾Ìîåãî ïóòè â íàóêå¿ â àáñî-
ëþòíî ïîëíîì âèäå ýëåìåíòàðíîé äàíüþ óâàæåíèÿ ê åãî ïàìÿòè¿. À. Ã. Àãàíáåãÿí
òàêæå íàñòàèâàë íà ïóáëèêàöèè ¾áåç ñîêðàùåíèé¿. Òåì íå ìåíåå Î. À. Îëåéíèê
âû÷åðêíóëà èç òåêñòà âñå ¾ïîäîçðèòåëüíûå íàìåêè¿. Áîëüøàÿ ÷àñòü âû÷åðêíó-
òûõ ìåñò áûëà âêëþ÷åíà â àíãëèéñêóþ ïóáëèêàöèþ (L. V. Kantorovich. Selected
Works. London: Gordon & Breach, 1996, vol. 1). Â íàñòîÿùåé ïóáëèêàöèè âñå êó-
ïþðû âîññòàíîâëåíû, à òåêñò åù¼ ðàç ñâåðåí ñ ïåðâîíà÷àëüíûì. Êðîìå òîãî, ìû
ñî÷ëè íóæíûì ñîïðîâîäèòü ýòó ïóáëèêàöèþ äîïîëíèòåëüíûìè êîììåíòàðèÿìè.

22.10.2001

Â. Ë. Êàíòîðîâè÷

ß äîëæåí, ïðåæäå âñåãî, èçâèíèòüñÿ çà íåîáû÷íóþ äëÿ îáùåñòâà ôîðìó
äîêëàäà. ß áóäó ÷èòàòü, ñèäÿ íà ìåñòå, äîêëàä áóäåò ïîñâÿùåí íå òîëüêî
ìàòåìàòèêå, íî è äðóãèì íàóêàì è áóäåò ïåðåáèâàòüñÿ âîñïîìèíàíèÿìè è
íåêîòîðûìè àíåêäîòè÷åñêèìè ñëó÷àÿìè. Ôîðìóëû è òåîðåìû áóäóò ëèøü
ìåëüêàòü íà ñëàéäàõ.

×ëåíû îáùåñòâà õîðîøî çíàþò òðóäû ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûõ
îíè ñëóøàëè ñòóäåíòàìè è ìíîãîêðàòíî âñòðå÷àëè ïîçæå. Èíîãîðîäíèõ ìà-
òåìàòèêîâ çíàþò ãîðàçäî ìåíüøå. Ïîýòîìó ìîÿ öåëü � êàê áû ïðåäñòàâèòü-
ñÿ Ìàòåìàòè÷åñêîìó îáùåñòâó. Âïðî÷åì, âïåðâûå òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïðî-
èçîøëî â ÿíâàðå 1930 ã.,1 êîãäà ñîñòîÿëñÿ ìîé ïåðâûé äîêëàä íà îáùåñòâå,
íî âðÿä ëè êòî-ëèáî èç ïðèñóòñòâîâàâøèõ òîãäà íàõîäèòñÿ â àóäèòîðèè.

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê êîíêðåòíîìó èçëîæåíèþ, ÿ õîòåë áû êîå-÷òî ñêà-
çàòü î ñåáå, òàê ñêàçàòü, çàíÿòüñÿ íåêîòîðîé ñàìîêðèòèêîé. ß íå ýðóäèò.
Îò÷àñòè ýòî ìîæåò áûòü ñâÿçàíî ñ õàðàêòåðîì îáðàçîâàíèÿ � â òî âðå-
ìÿ íè íàó÷íûõ ñòèïåíäèé, íè íàó÷íûõ ñòàâîê íå áûëî, ïîýòîìó è â ñâîå
àñïèðàíòñêîå âðåìÿ, è â ïîñëåäóþùèå ãîäû íàó÷íóþ ðàáîòó ìíå ïðèøëîñü
ñîâìåùàòü ñ äâóìÿ-òðåìÿ ïåäàãîãè÷åñêèìè ñëóæáàìè, òåì áîëåå, ÷òî ñ 1930
ãîäà ÿ áûë îñíîâíûì êîðìèëüöåì ñåìüè. Äîëæåí ïðèçíàòüñÿ, ÷òî è ìîÿ ïà-
ìÿòü, è ñïîñîáíîñòü ê âîñïðèÿòèþ íîâîãî íå íàìíîãî âûøå ñðåäíåãî.

Íåêîòîðûå äåëÿò ìàòåìàòèêîâ íà ìàòåìàòèêîâ, îáëàäàþùèõ ïî ïðåèìó-
ùåñòâó ïðîíèêàþùåé ñèëîé, è ìàòåìàòèêîâ-êîíöåïòóàëèñòîâ. ß ïðèíàäëå-
æó êî âòîðîé êàòåãîðèè. Â îáùåì, ìåíÿ ìàëî ïðèâëåêàëè ïðîáëåìû, ïîñòàâ-
ëåííûå äðóãèìè, è çíàìåíèòûìè ïðîáëåìàìè ÿ ñïåöèàëüíî íå çàíèìàëñÿ.
Âïðî÷åì, òå êîíöåïöèè, êîòîðûå áûëè âûäâèíóòû, ïîçâîëèëè íå íàïðàâ-
ëåííûì ñîñðåäîòî÷åíèåì ñèë, à ïîïóòíî ðåøèòü ðÿä èçâåñòíûõ ïðîáëåì.

Íàêîíåö, äëÿ ìîåé äåÿòåëüíîñòè õàðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîå âçà-
èìîïðîíèêíîâåíèå òåîðèè è ïðàêòèêè, â îòíîøåíèè ïðàêòèêè íåðåäêî äà-
ëåêî âûõîäÿùåå çà ïðåäåëû ìàòåìàòèêè.

1Äîêëàäû Ë.Â.Êàíòîðîâè÷à è Å.Ì.Ëèâåíñîíà íà Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùå-
ñòâå ñîñòîÿëèñü 1 ôåâðàëÿ 1930 ã.
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Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé

Ìîå ïîñòóïëåíèå â óíèâåðñèòåò â ñèëó íåêîòîðîãî ïî÷òè àíåêäîòè÷åñêîãî
ñëó÷àÿ, ïðîèçîøëî òàê, ÷òî ÿ ïðèñòóïèë ê çàíÿòèÿì ëèøü ñ ñåðåäèíû íî-
ÿáðÿ.2 Ïîýòîìó ïåðâûé êóðñ ó ìåíÿ öåëèêîì óøåë íà ó÷åáíóþ ðàáîòó �
íåîáõîäèìî áûëî â îñòàâøååñÿ âðåìÿ ïîäãîòîâèòü è ñäàòü çíà÷èòåëüíûé
êîìïëåêñ ïðåäìåòîâ.

Ìîÿ íàó÷íàÿ ðàáîòà íà÷àëàñü ïðè ïåðåõîäå ñ ïåðâîãî êóðñà íà âòîðîé �
äëÿ ïîäãîòîâêè ê çàíÿòèÿì ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî êðóæêà, êîòîðûå ïðî-
ôåññîð Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö íàìåðåâàëñÿ íà÷àòü ñî âòîðîãî êóðñà, ìíå áûëà
ïðåäëîæåíà òåìà � óñëîâèÿ èíòåãðèðóåìîñòè ôóíêöèè ïî Ðèìàíó. Â ñâÿçè
ñ ýòèì ÿ èçó÷èë òåêñò ðàçäåëîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ôóíêöèÿì âåùåñòâåííîãî
ïåðåìåííîãî, ïî ÷óòü ëè íå åäèíñòâåííîìó â òî âðåìÿ ó÷åáíèêó àíàëèçà
� ïåðåâåäåííîìó êóðñó Âàëëå-Ïóññåíà � è ïî êëàññè÷åñêîé êíèãå Ëåáåãà
îá èíòåãðàëå. Ïðè ýòîì, íå îãðàíè÷èâàÿñü ïðåäìåòîì äîêëàäà, ÿ ïîñòàâèë
çàäà÷ó îá óñëîâèÿõ ñîâïàäåíèÿ âåðõíåãî ðèìàíîâà èíòåãðàëà, íèæíåãî ðè-
ìàíîâà èíòåãðàëà ñ ëåáåãîâûì. Ïðèøëîñü äàòü îïðåäåëåíèå ïîëóíåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè, íåêîòîðûé êîìïëåêñ òåîðåì î íèõ, à óñëîâèå ñîñòîÿëî â òîì,
÷òî ôóíêöèÿ äîëæíà áûòü ïî÷òè âåçäå ïîëóíåïðåðûâíîé, ñîîòâåòñòâåííî,
ñâåðõó è ñíèçó.

Ýòè ðåçóëüòàòû, åñòåñòâåííî, îêàçàëèñü èçâåñòíûìè òàê æå, êàê è ïî-
ïóòíî ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò � õàðàêòåðèñòèêà ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò
áûòü êîëåáàíèÿìè ôóíêöèé îäíîé ïåðåìåííîé � Oscf(x). Ýòî ëþáàÿ ïîëó-
íåïðåðûâíàÿ ñâåðõó ôóíêöèÿ. Îêàçàëîñü, ÷òî ýòó òåîðåìó ïàðó ëåò íàçàä
äîêàçàë Å. Ì. Ëèâåíñîí, ñîàâòîð ðÿäà ìîèõ äàëüíåéøèõ ðàáîò. Ñîâñåì êî-
ðîòêîå åå äîêàçàòåëüñòâî è íàø ñîâìåñòíûé äîêëàä íà ýòó òåìó äîëæíû
áûëè âîéòè â áþëëåòåíü ñòóäåí÷åñêîãî íàó÷íîãî êðóæêà, êîòîðûé, îäíàêî,
òàê è íå áûë èçäàí.

Ñòóäåí÷åñêèé êðóæîê ïîñëå îäíîãî-äâóõ çàñåäàíèé ðàñïàëñÿ, íî â ýòî
âðåìÿ Ãðèãîðèé Ìèõàéëîâè÷ Ôèõòåíãîëüö íà÷àë ñåìèíàð ïî äåñêðèïòèâ-
íîé òåîðèè ôóíêöèé äëÿ òðåòüåãî è ÷åòâåðòîãî êóðñîâ, êîòîðûé ÿ ñòàë
ïîñåùàòü. Ó÷àñòíèêàìè ñåìèíàðà áûëè Ä. Ê. Ôàääååâ, È. Ï. Íàòàíñîí, Ñ.
Ë. Ñîáîëåâ, Ñ. Ã. Ìèõëèí3 è äð.

Ïåðâûì ïðåäìåòîì ñåìèíàðà áûëè êëàññèôèêàöèè ôóíêöèé Áýðà èÞí-
ãà. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ìîè ïåðâûå ðàáîòû, è ÿ õî÷ó óêàçàòü íà èõ èñòî÷íèê.

Èçâåñòíî, ÷òî, êðîìå ðàññìîòðåíèÿ îäíîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå äèôôå-

2Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ïîñòóïàë â óíèâåðñèòåò â âîçðàñòå 14 ëåò. Ïîñêîëüêó äëÿ ýòî-
ãî òðåáîâàëîñü ñïåöèàëüíîå ðàçðåøåíèå, îí áûë óâåðåí, ÷òî íå ïðèíÿò, è óçíàë î ñâîåì
çà÷èñëåíèè ñòóäåíòîì èç ñëåäóþùåãî ïèñüìà, ïîëó÷åííîãî 6 íîÿáðÿ 1926 ã.: ¾Âòîðè÷íî.
Ñòóäåíòó ËÃÓ òîâ. Êàíòîðîâè÷ Ë. Ïðàâëåíèå Ëåíèíãðàäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà èçâåùà-
åò, ÷òî Âàì íàäëåæèò ïðîéòè êîìèññèþ ïî ïëàòíîñòè 9 íîÿáðÿ 1926 ã. Íåïðîõîæäåíèå
â íàçâàííûé ñðîê ïîâëå÷åò çà ñîáîé èñêëþ÷åíèå èç ÷èñëà ñòóäåíòîâ óí[èâåðñèòå]òà áåç
ïðàâà âîññòàíîâëåíèÿ. Îäíîâðåìåííî óâåäîìëÿåì, ÷òî íàçíà÷åííàÿ ïëàòà äîëæíà áûòü
Âàìè âíåñåíà íå ïîçäíåå 9/Õ1-26 ã. Íåâçíîñ ïëàòû âûçîâåò òå æå ïîñëåäñòâèÿ, ÷òî è
íåÿâêà â êîìèññèþ. Çàâ. ñòóä. îòäåëîì¿.

3Ñ. Ã. Ìèõëèí â ñâîèõ âîñïîìèíàíèÿõ îïðîâåðãàåò ñâî¼ ó÷àñòèå â ýòîì ñåìèíàðå è
âûðàæàåò ñîìíåíèå ïî ïîâîäó ó÷àñòèÿ â í¼ì Ñ. Ë. Ñîáîëåâà.
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ðåíöèðóåìîñòè, â êàæäîé òî÷êå íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ìîæíî ðàññìàòðè-
âàòü ÷åòûðå ïðîèçâîäíûå � îáîáùåííûå ïðîèçâîäíûå, ïî ëåíèíãðàäñêîé
òåðìèíîëîãèè, èëè ïðîèçâîäíûå ÷èñëà � nombres deriv�es. ß ïîñòàâèë ïåðåä
ñîáîé òàêóþ îáùóþ ïðîáëåìó: äàòü äåñêðèïòèâíóþ õàðàêòåðèñòèêó ÷åò-
âåðêè ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü îáîáùåííûìè ïðîèçâîäíûìè íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè. Áûëî èçâåñòíî, ÷òî ýòî ôóíêöèè Þíãà âòîðîãî êëàññà,
è åñòåñòâåííîå óñëîâèå, ÷òî íåçàäåâàþùèå óãëû ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ â âèäå
èñêëþ÷åíèÿ, òî åñòü íå áîëåå, ÷åì â ñ÷åòíîì ÷èñëå òî÷åê (òåîðåìà Þíãîâ),
äîëæíî áûòü ñîáëþäåíî. Îäíàêî àíàëèç ýòîé ïðîáëåìû ïîòðåáîâàë îïðå-
äåëåííîé ïîäãîòîâêè. Â ÷àñòíîñòè, òàê êàê âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ïðîèçâîäíûå
ÿâëÿþòñÿ ïðåäåëàìè ñîîòâåòñòâóþùèõ îòíîøåíèé, òî âîçíèêëà ïðîáëåìà,
êàêèå ôóíêöèè Þíãà âòîðîãî êëàññà ìîãóò áûòü âåðõíèì è íèæíèì ïðåäå-
ëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.

Ýòà çàäà÷à-áûëà ïîñòàâëåíà äëÿ ôóíêöèé ëþáûõ êëàññîâ, âêëþ÷àÿ òðàíñ-
ôèíèòíûå, è áûëî ïîëó÷åíî åå ðåøåíèå. Êîãäà ðàáîòà áûëà ïîäãîòîâëåíà
ê ïå÷àòè, ïðèøåë ïîñëåäíèé, XI òîì Fundamenta Mathematicae, ãäå áûëè
ïîìåùåíû ðàáîòû Âÿ÷åñëàâà Âàñèëüåâè÷à Ñòåïàíîâà è åãî ó÷åíèêà Þ. À.
Ãîëüäîâñêîãî [1], [2], â êîòîðûõ ýòè âîïðîñû äëÿ ôóíêöèé Þíãà âòîðîãî
êëàññà áûëè ðåøåíû.

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè îêîí÷àòåëüíîé ïîäãîòîâêå ê ïå÷àòè ðàáîòó ïðèøëîñü
ïåðåäåëàòü, äàòü íåîáõîäèìûå ññûëêè è îãðàíè÷èòüñÿ òîëüêî ïóáëèêàöèåé
òåîðåì î ôóíêöèÿõ ëþáûõ êëàññîâ ñ íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè êîð-
ðåêòèâàìè è ñïåöèàëèçàöèÿìè äëÿ ôóíêöèé âòîðîãî êëàññà, ÷òî îáîáùàëî
è ïîêðûâàëî íàçâàííûå ðåçóëüòàòû ìîñêîâñêèõ àâòîðîâ. Ýòà ðàáîòà áû-
ëà îïóáëèêîâàíà â XIII òîìå Fundamenta Mathematicae [3] è äîëîæåíà íà
ñåìèíàðå ïðîô. Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöà.

×òî êàñàåòñÿ îáùåé ïðîáëåìû, òî ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ìíîþ áûëà ïîëó-
÷åíà òîãäà æå, â 1928�1929 ãã. ß ïðåäïîëàãàë äàæå äîêëàäûâàòü î íèõ íà
Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå â Õàðüêîâå, íî äâà ìîèõ äîêëàäà óæå
ñòîÿëè â ïðîãðàììå è, áóäó÷è ñòóäåíòîì, ÿ ñ÷åë íåýòè÷íûì âêëþ÷àòü åùå è
òðåòèé äîêëàä. Ðàáîòà áûëà äîâåäåíà äî ñâîåé îêîí÷àòåëüíîé ôîðìû, â êî-
òîðîé îíà áûëà îïóáëèêîâàíà, ïîçäíåå � îíà ïîÿâèëàñü â 1932 ã. â Ìàòåìà-
òè÷åñêîì ñáîðíèêå [4]. Ïîñòàâëåííàÿ ïðîáëåìà íå áûëà ðåøåíà ïîëíîñòüþ,
áûëè ïîëó÷åíû ëèøü ÷àñòè÷íûå ðåçóëüòàòû, íî âñå æå äîñòàòî÷íî ñîäåðæà-
òåëüíûå è òîíêèå ïî ìåòîäàì äîêàçàòåëüñòâà. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçûâàëîñü,
÷òî äëÿ ñîâåðøåííûõ ìíîæåñòâ ìåðû íóëü ÷åòâåðêà ôóíêöèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ åñòåñòâåííîìó óñëîâèþ Þíãîâ, ÿâëÿåòñÿ ÷åòâåðêîé ïðîèçâîäíûõ
÷èñåë Äèíè, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà ýòîì ìíîæå-
ñòâå, ÷èñëà Äèíè êîòîðîé ñîâïàäàþò ñ óêàçàííûìè ôóíêöèÿìè. Íåñêîëüêî
èçîëèðîâàííî ñòîèò � 4 ýòîé ðàáîòû, ãäå ïðîñòûìè ìåòîäàìè äîêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî íà ëþáîì ñîâåðøåííîì ìíîæåñòâå ìåðû íóëü äâå ôóíêöèè Þíãà
ñîîòâåòñòâóþùèõ òèïîâ ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé äâóñòîðîííèìè ïðî-
èçâîäíûìè íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ê ñîæàëåíèþ, îïóáëèêîâàííàÿ öåëèêîì
òîëüêî íà ðóññêîì ÿçûêå, îíà îñòàëàñü, âèäèìî, íåèçâåñòíîé çà ðóáåæîì,
è â òî âðåìÿ, êàê îòíîñèòåëüíî äåñêðèïòèâíîé õàðàêòåðèñòèêè ìíîæåñòâ
íåäèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèé èìååòñÿ ñðàâíèòåëüíî áîëüøîå ÷èñëî ðà-
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áîò, ýòà ðàáîòà íå ïîëó÷èëà ïðîäîëæåíèÿ, è íà íåå, âïëîòü äî íàñòîÿùåãî
âðåìåíè, èìåþòñÿ ëèøü åäèíè÷íûå ññûëêè.4

Ê ýòîìó æå öèêëó ïðèìûêàåò íåñêîëüêî äðóãèõ íåáîëüøèõ ðàáîò. Îò-
ìå÷ó ðàáîòó îá óíèâåðñàëüíûõ ôóíêöèÿõ, ñîäåðæàùóþ ðåøåíèå äâóõ ïðî-
áëåì, ïîñòàâëåííûõ ïðîô. Ôèõòåíãîëüöåì, èìåííî, ñóùåñòâóåò ëè äëÿ ôóíê-
öèé þíãîâñêîãî òèïà è äëÿ ôóíêöèé áýðîâñêîãî òèïà, êîíå÷íûõ è áåñêîíå÷-
íûõ, óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ òîãî æå òèïà. Ôóíêöèÿ äâóõ ïåðåìåííûõ íà-
çûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé äëÿ äàííîãî êëàññà, åñëè ïðè ñïåöèàëèçàöèè îäíîé
èç ïåðåìåííûõ ïîëó÷àþòñÿ âñå ôóíêöèè ýòîãî êëàññà. Äëÿ êëàññîâ Þíãà
óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ óäàëîñü ïîñòðîèòü, à äëÿ êëàññèôèêàöèè Áýðà
áûëî äîêàçàíî, ÷òî ýòî íåâîçìîæíî ([5]�[7]).

ß õî÷ó îòìåòèòü ýòó ðàáîòó, âî-ïåðâûõ, ïîòîìó, ÷òî î íåé ÿ äåëàë ñâîé
ïåðâûé äîêëàä íà Ëåíèíãðàäñêîì ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå, ïðåä-
ñåäàòåëåì êîòîðîãî áûë ÷ë.-êîðð. ÀÍ ÑÑÑÐ Íèêîëàé Ìàêñèìîâè÷ Ãþíòåð.
Äåëî â òîì, ÷òî åå ïóáëèêàöèÿ ïðåäïîëàãàëàñü â æóðíàëå Îáùåñòâà è, ñî-
ãëàñíî èìåâøåéñÿ òðàäèöèè, ÿ äîëæåí áûë ïðåäâàðèòåëüíî âûñòóïèòü ñ
äîêëàäîì. Ýòî áûëî âåñíîé 1929 ã. Ëþáîïûòíî, ÷òî íà ýòîì æå çàñåäà-
íèè âòîðûì áûë äîêëàä Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ¾Çàìå÷àíèå ïî ïîâîäó ðàáîò Í. Í.
Ñàëòûêîâà, îòíîñÿùèõñÿ ê óðàâíåíèÿì ïåðâîãî ïîðÿäêà ñ ÷àñòíûìè ïðîèç-
âîäíûìè¿.

Âî-âòîðûõ, ýòà ðàáîòà ïîçäíåå íàøëà êîñâåííîå îòðàæåíèå â ìîèõ ïðè-
êëàäíûõ ðàáîòàõ ïî ìàòåìàòè÷åñêèì ìàøèíàì. Èìåííî, â ¾ôóíêöèîíàëü-
íîì ïðåîáðàçîâàòåëå¿, èçîáðåòåíèå êîòîðîãî îòíîñèòñÿ ïðèìåðíî ê 1948 ã.,
áûëà ñäåëàíà ñïåöèàëüíàÿ êîììóòàöèîííàÿ äîñêà, êîòîðàÿ òàê è íàçûâà-
ëàñü � ¾óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ¿. Íà ýòîé äîñêå îäíîâðåìåííî ïîìåùà-
ëîñü äåñÿòü ôóíêöèé (ñèíóñ, ëîãàðèôì, òàíãåíñ, ýêñïîíåíöèàëüíàÿ è äð.),
è ñïåöèàëèçàöèÿ ïàðàìåòðà ïîçâîëÿëà ïîëó÷àòü íóæíóþ â äàííûé ìîìåíò
ôóíêöèþ, òàê ÷òî ñàì òåðìèí ¾óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ¿ çäåñü áûëî âïîëíå
óìåñòíî óïîòðåáèòü. Êîíå÷íî, ýòè ðàáîòû êîíêðåòíî íå ñâÿçàíû, íî èäåéíî
áëèçêè.

Íàêîíåö, â-òðåòüèõ, â ýòîé ðàáîòå áûëî èñïîëüçîâàíî àáñòðàêòíîå ïîíÿ-
òèå àíàëèòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè, ïðèìûêàþùåå ê ñëåäóþùå-
ìó öèêëó ðàáîò.

Óïîìÿíó âñêîëüçü, ÷òî ïîñëå àãèòàöèîííîé ïîåçäêè Ïàâëà Ñåðãååâè-
÷à Àëåêñàíäðîâà â Ëåíèíãðàä â 1929 ã. ñ öèêëîì ëåêöèé ïî òîïîëîãèè
ó íàñ íà÷àëàñü íåêîòîðàÿ ðàáîòà â ýòîì íàïðàâëåíèè. Àíäðåé Àíäðååâè÷

4Íà ýòó ðàáîòó îáðàùàåò âíèìàíèå Í. Í. Ëóçèí â ñâîåì ïëåíàðíîì äîêëàäå ¾Ñîâðå-
ìåííûå ïðîáëåìû òåîðèè ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî¿ íà ìàòåìàòè÷åñêîì
ñúåçäå 1934 ã. Ïåðâûé ðàçäåë, ¾Ìåòðè÷åñêàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé¿, íà÷èíàåòñÿ òàê: ¾Ñðå-
äè ðàáîò ýòîãî ðîäà ñëåäóåò, â ïåðâóþ î÷åðåäü, îòìåòèòü èññëåäîâàíèÿ ïî ïðèíöèïàì
äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ. Èçâåñòíî, ÷òî óæå äàâíî áûë ïðåäëîæåí ðÿä êðèòåðè-
åâ, íåîáõîäèìûõ èëè äîñòàòî÷íûõ äëÿ òîãî, ÷òîáû äàííàÿ ôóíêöèÿ f(x) áûëà òî÷íîé
ïðîèçâîäíîé. Íàèáîëåå ãëóáîêèå ðåçóëüòàòû â ýòîì íàïðàâëåíèè ïîëó÷åíû íåäàâíî Ë.
Â. Êàíòîðîâè÷åì, ïîñòàâèâøèì ïðîáëåìó îòûñêàíèÿ êðèòåðèåâ äëÿ òîãà, ÷òîáû ÷åòûðå
çàäàííûõ ôóíêöèè: f1(x), f2(x), f3(x), f4(x) áûëè äëÿ êàæäîãî x ÷åòûðüìÿ ïðîèçâîäíû-
ìè ÷èñëàìè Dini îò íåêîòîðîé ôóíêöèè F (x)¿ (Áþëëåòåíü âòîðîãî Âñåñîþçíîãî ñúåçäà
ìàòåìàòèêîâ â Ëåíèíãðàäå, 24-30 èþíÿ 1934 ã. Ë.: Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1934, ñ. 8-9).
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Ìàðêîâ îòêðûë òîïîëîãè÷åñêèé êðóæîê, ãäå, ïî ïðåèìóùåñòâó, èçó÷àëàñü
òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííàÿ òîïîëîãèÿ. Òîïîëîãèåé ÿ òàê è íå óâëåêñÿ, íî,
ó÷àñòâóÿ â ðàáîòå êðóæêà, îïðåäåëåííîå ïðåäñòàâëåíèå î íåé ïîëó÷èë. Äëÿ
ìåíÿ âàæíî, ÷òî ñ ýòîãî âðåìåíè ó ìåíÿ íà÷àëîñü çíàêîìñòâî è êîíòàêò ñ
çàìå÷àòåëüíûì ìàòåìàòèêîì À. À. Ìàðêîâûì (ìë.), îòëè÷èòåëüíîé îñî-
áåííîñòüþ êîòîðîãî áûëî óìåíèå îöåíèòü çíà÷èìîñòü íîâûõ íàïðàâëåíèé
ìàòåìàòèêè è ñòðåìëåíèå ïðèâëå÷ü ê íåé âíèìàíèå íåçàâèñèìî îò ñîáñòâåí-
íûõ íàó÷íûõ èíòåðåñîâ.

Ôóíêöèè íàä ìíîæåñòâàìè, àíàëèòè÷åñêèå (àëåê-
ñàíäðîâñêèå) è ïðîåêòèâíûå ìíîæåñòâà

Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðèîä ïðèìåðíî ñ 1915 ïî 1925 ãã., èññëåäîâàíèÿ ïî àíàëè-
òè÷åñêèì ìíîæåñòâàì (A-ìíîæåñòâàì èëè àëåêñàíäðîâñêèì ìíîæåñòâàì),
îòêðûòûì è èçó÷åííûì Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâûì, Ì. ß. Ñóñëèíûì è Í. Í.
Ëóçèíûì, çàíèìàëè öåíòðàëüíîå ìåñòî â ðàáîòàõ ìíîãèõ ìîñêîâñêèõ ìàòå-
ìàòèêîâ (À. Í. Êîëìîãîðîâ, Ï. Ñ. Íîâèêîâ è äð.). Â Ëåíèíãðàäå ýòè ðàáîòû
áûëè ïî÷òè íåèçâåñòíû âïëîòü äî 1927 ã., êîãäà ñîñòîÿëñÿ Âñåðîññèéñêèé
ìàòåìàòè÷åñêèé ñúåçä. Íà ó÷àñòâîâàâøåãî â íåì ïðîô. Ã. Ì. Ôèõòåíãîëü-
öà ýòè ðàáîòû ïðîèçâåëè áîëüøîå âïå÷àòëåíèå, è â 1928�1929 ãã. îí îòêðûë
ñåìèíàð ïî èçó÷åíèþ A-ìíîæåñòâ è ñìåæíûõ âîïðîñîâ. Â åãî ðàáîòå ó÷àñò-
âîâàëè Ä. Ê. Ôàääååâ, Ñ. Ë. Ñîáîëåâ, Ñ. Ã. Ìèõëèí5, Â. Í. Ôàääååâà, È. Ï.
Íàòàíñîí è ðÿä äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ. Ñåìèíàð ïîñåùàëè òàêæå ÿ è Å. Ì.
Ëèâåíñîí, êîòîðûé ïîñòóïèë â óíèâåðñèòåò íà òðè ãîäà ðàíüøå ìåíÿ, íî
ïî íå çàâèñÿùèì îò íåãî îáñòîÿòåëüñòâàì ïðåðûâàë îáó÷åíèå è ôîðìàëüíî
ñ÷èòàëñÿ íà ìîåì êóðñå, êîí÷àë óíèâåðñèòåò îí âìåñòå ñî ìíîé.

Íà ñåìèíàðå èçó÷àëèñü æóðíàëüíûå ñòàòüè, â òîì ÷èñëå íåñêîëüêî ìåìó-
àðîâ Í. Í. Ëóçèíà, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçäåëû êíèãè Õàóñäîðôà (2-å íåìåö-
êîå èçäàíèå 1927 ã.), ãäå âïåðâûå áûëî äàíî îðèãèíàëüíîå ìîíîãðàôè÷åñêîå
èçëîæåíèå ýòîé òåîðèè (êíèãà Í. Í. Ëóçèíà [8] îá ýòèõ ïðîáëåìàõ âûøëà
ïîçäíåå, â 1930 ã.).

Â Ìîñêâå ýòà îáëàñòü óæå íà÷àëà âûõîäèòü èç ìîäû. Àíàëèòè÷åñêèå
ìíîæåñòâà áûëè ê òîìó âðåìåíè èçó÷åíû äîñòàòî÷íî äîñêîíàëüíî, îäíà-
êî ïî ïðîåêòèâíûì ìíîæåñòâàì ðåçóëüòàòîâ ïî÷òè íå áûëî, õîòÿ îíè òîæå
èìåþò åñòåñòâåííîå ïðîèñõîæäåíèå. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñíîé áûëà ïðîáëå-
ìà, âïîñëåäñòâèè ôèãóðèðîâàâøàÿ â êíèãå Í. Í. Ëóçèíà, î âçàèìîîòíîøå-
íèè äâóõ ïóòåé ðàñøèðåíèÿ ïîíÿòèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ. Îäèí ïóòü
� ãåîìåòðè÷åñêèé � ñêàæåì, ìíîæåñòâî èç âòîðîãî êëàññà ïðîåêòèâíûõ
ìíîæåñòâ ïîëó÷àåòñÿ êàê ïðîåêöèÿ ìíîæåñòâà, äîïîëíèòåëüíîãî ê àíàëè-
òè÷åñêîìó. Äðóãîé ïóòü � ïîî÷åðåäíûì ïðèìåíåíèåì àëåêñàíäðîâñêîé A-
îïåðàöèè � ïðèìåíèòü åå ê àíàëèòè÷åñêèì ìíîæåñòâàì, çàòåì ê áîðåëåâûì,
çàòåì ê äîïîëíåíèÿì àíàëèòè÷åñêèõ ìíîæåñòâ (CA-ìíîæåñòâàì), çàòåì ê
èõ äîïîëíåíèþ è ò. ä.

5Ñì. ïðèìå÷àíèå 3.
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Â ïðîöåññå ðàáîòû ñåìèíàðà áûëî, ñîáñòâåííî, äâà ïðîäâèæåíèÿ. Âî-
ïåðâûõ, äëÿ δs-îïåðàöèé Õàóñäîðôà áûë ïîñòàâëåí âîïðîñ îá èçó÷åíèè ìíî-
æåñòâà èíäåêñîâ, òî åñòü ñèñòåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, ïî êîòîðûì ïðîèçâî-
äèòñÿ ñóììèðîâàíèå ìíîæåñòâ. Îêàçàëîñü óäîáíûì èõ èçó÷àòü ñ ïîìîùüþ
èçîáðàæåíèÿ íà âåùåñòâåííîé ïðÿìîé, òîãäà èõ ìîæíî áûëî ðàññìàòðèâàòü
óæå íå êàê ìíîæåñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, à êàê ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë. Áûëè ïîëó÷åíû íåêîòîðûå òåîðåìû î òîì, êàê ìå-
íÿþòñÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ïðè îáúåäèíåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâ,
ïðè ñîñòàâëåíèè ñëîæíîé îïåðàöèè è ò. ä. Ýòà ðàáîòà áûëà ïðîäåëàíà åùå
â ïåðâûé ãîä çàíÿòèé ñåìèíàðà Å. Ì. Ëèâåíñîíîì è ìíîé. Ìåæäó ïðî÷èì,
èäåÿ èíòåðïðåòàöèè èíäåêñíûõ ìíîæåñòâ êàê ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èð-
ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, áûëà ïðåäëîæåíà Ä. Ê. Ôàääååâûì, õîòÿ îí ýòèìè
âîïðîñàìè ñïåöèàëüíî íå çàíèìàëñÿ.

Âî-âòîðûõ, ñòàâèëñÿ âîïðîñ î ïðåäñòàâëåíèè ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ.
Äëÿ A-ìíîæåñòâ áûëî èçâåñòíî êðàñèâîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç δs-îïåðàöèþ
ñ êîðòåæàìè, äëÿ ïðîåêòèâíûõ íè÷åãî ïîäîáíîãî íå ñóùåñòâîâàëî. Ìíå óäà-
ëîñü ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ âòîðîãî êëàññà,
îíî äîïóñêàëî è ðàñïðîñòðàíåíèå. Ýòà ðàáîòà áûëà ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç àêà-
äåìèêà Í. Í. Ëóçèíà â Comptes Rendus è îïóáëèêîâàíà â 1929 ã. [9].

Ïîæàëóé, â ñëåäóþùåì ó÷åáíîì ãîäó ñåìèíàð óæå íå ïðîäîëæàëñÿ, íî
ìû ñ Å. Ì. Ëèâåíñîíîì îñåíüþ ïðîâåëè èíòåíñèâíóþ ðàáîòó. Â ÷àñòíî-
ñòè, ñóùåñòâåííîå çíà÷åíèå èìåëà ïðîñòàÿ èäåÿ ñõåìû: êëàññ ìíîæåñòâ, ïî-
ëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå δs-îïåðàöèè íàä äàííûìè ìíîæåñòâàìè (åñëè áàçó
δs-îïåðàöèè èçîáðàçèòü ìíîæåñòâîì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë), èìååò ïðîñòóþ
äâóìåðíóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ êàðòèíó, èç êîòîðîé ìîæíî ëåãêî èçâëå÷ü ðàç-
ëè÷íûå ñëåäñòâèÿ.

Ìû ñàìè ñåáå íå ïîâåðèëè, ÷òî èç ýòîé ãðóïïû òåîðåì íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò ðåøåíèå îäíîé ïðîáëåìû Í. Í. Ëóçèíà: âñå ìíîæåñòâà ñèñòåìû
Å. À. Ñåëèâàíîâñêîãî, òî åñòü ïîëó÷åííûå àíàëèòè÷åñêèì ïóòåì, ÿâëÿþò-
ñÿ ïðîåêòèâíûìè ìíîæåñòâàìè íå âûøå âòîðîãî êëàññà, âåðíåå, ïðèíàäëå-
æàò ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ âòîðîãî êëàññà è äîïîëíèòåëüíîãî êëàññà. Ìû
äàæå ðåøèëè, ÷òî ðàç ïîëó÷èëñÿ òàêîé ðåçóëüòàò, òî ÷òî-òî íåâåðíî, íî
òùàòåëüíàÿ ïðîâåðêà ïîëíîñòüþ åãî ïîäòâåðäèëà. Ïîïóòíî áûëà ðåøåíà è
áîëåå ëåãêàÿ ïðîáëåìà î áîðåëåâñêîé íàäñòðîéêå íàä ñèñòåìîé A-ìíîæåñòâ
è CA-ìíîæåñòâ � îêàçàëîñü, ÷òî è îíè óêëàäûâàþòñÿ â ïåðåñå÷åíèå ìíî-
æåñòâ âòîðîãî è äîïîëíèòåëüíîãî êëàññîâ.

Îáå ýòè ïðîáëåìû ôèãóðèðîâàëè â êíèãå Í. Í. Ëóçèíà, âûøåäøåé â
1930 ã. â Ïàðèæå â ñåðèè Áîðåëÿ [8], è â íåé èìååòñÿ ïðèìå÷àíèå, ÷òî, êàê
Íèêîëàé Íèêîëàåâè÷ óçíàë èç ïèñüìà Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöà, îíè ðåøåíû â íà-
øèõ ðàáîòàõ.6 Ðàáîòû áûëè êðàòêî àíîíñèðîâàíû â Äîêëàäàõ ôðàíöóçñêîé

6Ýòè ññûëêè áûëè âíåñåíû Í. Í. Ëóçèíûì óæå â êîððåêòóðó êíèãè, ïîÿâèâøåéñÿ
ïî÷òè ñðàçó ïîñëå ïóáëèêàöèè ðàáîò â Comptes Rendus. Ðàáîòû îòìå÷åíû è â öèòèðî-
âàííîì óæå äîêëàäå Í. Í. Ëóçèíà (ñì. ïðèìå÷àíèå 4) íà ñúåçäå òðèäöàòü ÷åòâ¼ðòîãî
ãîäà: ¾Çäåñü íóæíî â ïåðâóþ î÷åðåäü óïîìÿíóòü î ïðåêðàñíûõ ðåçóëüòàòàõ, ïîëó÷åííûõ
Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì è Å. Ì. Ëèâåíñîíîì â îáëàñòè ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâ¿ (ðàçäåë 2,
¾Äåñêðèïòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé¿).
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àêàäåìèè [10, 11], à çàòåì ìû âçÿëèñü çà íàïèñàíèå áîëüøîãî ìåìóàðà. Ïåð-
âûå äâå ÷àñòè áûëè îïóáëèêîâàíû â Fundamenta Mathematicae [12], òðåòüþ
÷àñòü � òî ëè ÿ çàíÿëñÿ äðóãèìè ïðîáëåìàìè, òî ëè ó Å. Ì. Ëèâåíñîíà áûëè
êàêèå-òî îñëîæíåíèÿ7 � íàïèñàòü íå óäàëîñü. Âïðî÷åì, òðåòüÿ ÷àñòü äîëæ-
íà áûëà áûòü ïîñâÿùåíà ñàìèì ïðîåêòèâíûì ìíîæåñòâàì, è åå ðåçóëüòàòû
ïðåäñòàâëÿëè ñîâåðøåííî íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ðåçóëüòàòîâ ïåðâûõ
äâóõ ÷àñòåé.

Â ÿíâàðå 1930 ã.8 ïî ïðèãëàøåíèþ Ï. Ñ. Àëåêñàíäðîâà è À. Í. Êîëìîãî-
ðîâà ìû âûñòóïèëè ñ äîêëàäàìè íà ýòó òåìó â Ìîñêîâñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì
îáùåñòâå. Ìû áûëè î÷åíü ëþáåçíî ïðèíÿòû, ïðåäñåäàòåëüñòâîâàë, åñëè íå
îøèáàþñü, È. È. Ïðèâàëîâ, êàê âñåãäà ìíîãî âîïðîñîâ çàäàë Â. Â. Ñòåïà-
íîâ. Ïîñëå äîêëàäà ìû áûëè ïðèãëàøåíû íà ÷àé ê Àíäðåþ Íèêîëàåâè÷ó è
Ïàâëó Ñåðãååâè÷ó, íå ïîìíþ òî÷íî íà ÷üþ êâàðòèðó, êàê áóäòî íà Òðóáíè-
êîâñêóþ, ê À. Í. Êîëìîãîðîâó (áûëî íåìíîãî è íå ÷àÿ). Ïðè ýòîì Àíäðåé
Íèêîëàåâè÷ ñîîáùèë, ÷òî ó íåãî èìååòñÿ ñòàðàÿ ðóêîïèñü, îòíîñÿùàÿñÿ ïðè-
ìåðíî ê 1921�1922 ãã., êîòîðóþ îí õî÷åò íàì ïåðåäàòü äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ
è ÷àñòè÷íîãî åå èçëîæåíèÿ â íàøåì ìåìóàðå.9

Â ýòîé ðóêîïèñè ñîäåðæàëîñü îïðåäåëåíèå àíàëèòè÷åñêîé îïåðàöèè íàä
ìíîæåñòâàìè, òèïà δs-îïåðàöèè Õàóñäîðôà, íî, ïî-âèäèìîìó, ââåäåííîé
ðàíüøå, ÷åì ó Õàóñäîðôà (íåáîëüøàÿ ÷àñòü ýòîé ðàáîòû áûëà îïóáëèêîâàíà
â 1928 ã. â Ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå [4]). Ìû ïîñâÿòèëè ýòîé ðàáîòå îäíó
èç ãëàâ âòîðîé ÷àñòè Ìåìóàðà � ¾Îá R-îïåðàöèÿõ À. Í. Êîëìîãîðîâà¿.
Ýòî íå áûëî áóêâàëüíûì âîñïðîèçâåäåíèåì � íåêîòîðûå åãî òåîðåìû áûëè
äàíû ñ äðóãèìè äîêàçàòåëüñòâàìè, ïðèâåäåí ðÿä äîïîëíèòåëüíûõ òåîðåì,
÷àñòü ðóêîïèñè íå íàøëà îòðàæåíèÿ â íàøåé ðàáîòå. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷
êàòåãîðè÷åñêè çàïðåòèë óêàçûâàòü âðåìÿ íàïèñàíèÿ åãî ðóêîïèñè. Íàøåé
îøèáêîé áûëî òî, ÷òî ïî ìîëîäîñòè ìû íå âêëþ÷èëè ýòó ðàáîòó â ïîëíîì
èçëîæåíèè, è âïåðâûå öåëèêîì îíà âûøëà óæå â ñî÷èíåíèÿõ À. Í. Êîëìî-
ãîðîâà.

Ïîñêîëüêó òåîðåìû î ïðîåêòèâíûõ ìíîæåñòâàõ ïðåäïîëàãàëîñü èçëî-
æèòü â òðåòüåé ÷àñòè Ìåìóàðà, êîòîðàÿ íå áûëà îïóáëèêîâàíà, è î íèõ
ãîâîðèëîñü òîëüêî âî ââåäåíèè, ïðèìåðíî â 1936 ã. àêàäåìèê Êàçèìåæ Êó-
ðàòîâñêèé îïóáëèêîâàë äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì.10 Ýòî âûíóäèëî íàñ
îïóáëèêîâàòü â 1937 ã. â Comptes Rendus íåáîëüøóþ çàìåòêó [14], â êîòîðîé
áûëè ïðèâåäåíû ïîëíûå äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ òåîðåì, êàæäîå èç êîòîðûõ
òðåáîâàëî ëèøü îäíîãî àáçàöà è îïèðàëîñü íà îïóáëèêîâàííûå ðåçóëüòàòû
Ìåìóàðà.

Îá ýòèõ ðàáîòàõ ìû äîêëàäûâàëè òàêæå íà Ïåðâîì âñåñîþçíîì ìàòå-

7Âåðîÿòíî, è òî è äðóãîå. Â ïèñüìå À. Í. Êîëìîãîðîâó îò 10.04.1931 Ëåîíèä Âèòà-
ëüåâè÷ ïèøåò: ¾ß ñàì ìåìóàðîì çàêàí÷èâàþ ñâîè ðàáîòû ïî ýòèì âîïðîñàì è íà÷àë
çàíèìàòüñÿ äðóãèì¿. Ïðåðâàëà ïóáëèêàöèþ è âûñûëêà èç Ëåíèíãðàäà îòöà Å. Ì. Ëè-
âåíñîíà, âûíóäèâøàÿ åãî ïåðååõàòü â Óôó.

8Ñì. ïðèìå÷àíèå 1.
9Ñì. ïåðåïèñêó Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è À. Í. Êîëìîãîðîâà 1930�1932 ãã.

10C. Kuratowski. les ensambles projectifs et l'op�eration (A) // CR Acad Sci (Paris), 1936,
t. 203, n. 19, ð. 911�913; K. Kuratowski. Les ensembles projectifs et l'induction trans�nie //
fund. Math., 1936, t. 27, 5. 269�276.
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ìàòè÷åñêîì ñúåçäå, ñîñòîÿâøåìñÿ â Õàðüêîâå â 1930 ã. Ýòî áûëî áîëüøèì
ñîáûòèåì äëÿ íàñ, íî äîêëàä ïðîøåë íå î÷åíü óäà÷íî. Äåëî â òîì, ÷òî ïà-
ðàëëåëüíî íà äðóãîé ñåêöèè áûë ïîñòàâëåí äîêëàä Áîðèñà Íèêîëàåâè÷à
Äåëîíå î ÷åòûðåõìåðíîì êèíî è âñå ïîâàëèëè íà ýòî êèíî, äàæå ñïåöè-
àëèñòû ïî òåîðèè ìíîæåñòâ, õîòÿ îíè è èçâèíèëèñü ïåðåä íàìè. Ñ êèíî
êîíêóðèðîâàòü òðóäíî.

Ñúåçä ïðîøåë î÷åíü èíòåðåñíî, ÿ ïîçíàêîìèëñÿ (èëè âñòðåòèëñÿ, âî âñÿ-
êîì ñëó÷àå) ñ òàêèìè ìàòåìàòèêàìè, êàê Àäàìàð, Ìîíòåëü, Áëÿøêå, Ôðå-
øå, Äàíæóà, à òàêæå ñ ðóññêèìè ìàòåìàòèêàìè. Ïðåäñåäàòåëåì áûë Ñ. Í.
Áåðíøòåéí, ñ êîòîðûì ÿ ïîçíàêîìèëñÿ ðàíüøå, à èç áîëåå ìîëîäûõ � Ìàðê
Ãðèãîðüåâè÷ Êðåéí, Ëåâ Ñåìåíîâè÷ Ïîíòðÿãèí, Àëåêñàíäð Îñèïîâè÷ Ãåëü-
ôîíä,11 Ìèõàèë Àëåêñååâè÷ Ëàâðåíòüåâ, Ìñòèñëàâ Âñåâîëîäîâè÷ Êåëäûø,
êîòîðûé òîãäà áûë åùå ñòóäåíòîì òðåòüåãî êóðñà, à ÿ óæå áûë ïåðåä ïîëó-
÷åíèåì äèïëîìà.12

Â ïåðåâîäå íà ðóññêèé ÿçûê êíèãè Õàóñäîðôà [15] â ðåäàêöèè Ï. Ñ. Àëåê-
ñàíäðîâà è À. Í. Êîëìîãîðîâà èìååòñÿ ññûëêà íà íàøè ðàáîòû è êðàòêîå
èõ èçëîæåíèå. Âïîñëåäñòâèè, êàê èçâåñòíî, ðÿä áîëåå òîíêèõ èññëåäîâàíèé
â ýòîì íàïðàâëåíèè áûë îñóùåñòâëåí Ï. Ñ. Íîâèêîâûì, Ìàòóêåòè Êîíäî,
à òàêæå À. À. Ëÿïóíîâûì è äðóãèìè àâòîðàìè.

Êîíñòðóêòèâíàÿ òåîðèÿ ôóíêöèé

Ýòèìè âîïðîñàìè ÿ è çàíèìàëñÿ íå òàê ìíîãî, äà è ðåçóëüòàòû íå î÷åíü
çíà÷èòåëüíû, íî âñå æå òâîð÷åñêàÿ ðàáîòà â ýòîé îáëàñòè èìåëà äëÿ ìåíÿ
áîëüøîå çíà÷åíèå â äàëüíåéøåì.

Ðàáîòà íà÷àëàñü ñëó÷àéíî. Â îæèäàíèè ó÷åíèêà, êîòîðûé çàïàçäûâàë,
ÿ ïðîñìàòðèâàë XIII òîì Fundamenta Mathematicae è óâèäåë â íåì çàìåòêó
ìîñêîâñêîãî ìàòåìàòèêà È. Í. Õëîäîâñêîãî, ñâÿçàííóþ ñ ïîëèíîìàìè Ñ. Í.
Áåðíøòåéíà. Â íåé ÿ âïåðâûå óâèäåë ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà, êîòîðûå áû-
ëè èì ïðåäëîæåíû â 1912 ãîäó äëÿ ýëåìåíòàðíîãî äîêàçàòåëüñòâà èçâåñòíîé
òåîðåìû Âåéåðøòðàññà, èñïîëüçóþùåãî âåðîÿòíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ. Ìíå

11¾Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óïîìèíàíèå Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì â ýòîì ðÿäó Ì. Ôðåøå
è À. Î. Ãåëüôîíäà íå ïîäòâåðæäàåòñÿ îôèöèàëüíûì ïåðå÷íåì ó÷àñòíèêîâ¿ (Ñ. Ñ. Êó-
òàòåëàäçå. ×åòûðå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñúåçäà â æèçíè Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à// Îïòèìèçàöèÿ,
1991, 50 (67), ñ. 135-136).

12Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ðàññêàçûâàë, ÷òî åãî çíàêîìñòâî ñ Ì. Â. Êåëäûøåì íà÷àëîñü
ñ êîíôëèêòà. Ãóëÿÿ ïî Õàðüêîâó, îíè ñ êåì-òî èç ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòèêîâ çàøëè â
êàôå è ñåëè çà ñòîëèê. ×åðåç íåêîòîðîå âðåìÿ òóäà âîøåë áîéêèé þíîøà, êîòîðûé òî-
íîì êîìñîìîëüñêîãî âîæàêà ïîòðåáîâàë, ÷òîáû îíè ïîêèíóëè êàôå: ¾Ñåé÷àñ ïðèäóò îáå-
äàòü äåëåãàòû ìàòåìàòè÷åñêîãî ñúåçäà!¿ Ëåíèíãðàäöû, áóäó÷è òàêèìè æå ó÷àñòíèêàìè
ñúåçäà, ñî÷ëè åãî òðåáîâàíèå íåîñíîâàòåëüíûì. Ïî ñ÷àñòüþ, êîíôëèêò âñêîðå ðàçðåøè-
ëè ïîäîøåäøèå âçðîñëûå (Êàíòîðîâè÷ó òîãäà áûëî 18, Êåëäûøó � 19 ëåò) ìîñêîâñêèå
ìàòåìàòèêè, çíàâøèå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à. Âîçìîæíî, ÷òî ýòîò ýïèçîä íàëîæèë îòïå-
÷àòîê íà èõ äàëüíåéøèå îòíîøåíèÿ, êîòîðûå âñåãäà îñòàâàëèñü íåñêîëüêî íàòÿíóòûìè,
õîòÿ ïî÷òè ñî âñåìè ìîñêîâñêèìè ìàòåìàòèêàìè, âî âñÿêîì ñëó÷àå â òðèäöàòûå ãîäû, ó
Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à áûëè î÷åíü òåïëûå îòíîøåíèÿ, â òîì ÷èñëå è ñ ñåñòðîé Êåëäûøà
Ëþäìèëîé Âñåâîëîäîâíîé è åå ìóæåì Ï. Ñ. Íîâèêîâûì.
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ñðàçó ïîäóìàëîñü, à íåëüçÿ ëè â ýòèõ ïîëèíîìàõ çàìåíèòü çíà÷åíèå ôóíê-
öèè â îòäåëüíûõ òî÷êàõ íà áîëåå óñòîé÷èâûå ñðåäíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â
ñîîòâåòñòâóþùåì èíòåðâàëå.

Ýòî îêàçàëîñü âîçìîæíûì, è ïîëèíîìû â òàêîì âèäå ìîãëè áûòü íàïè-
ñàíû óæå íå òîëüêî äëÿ íåïðåðûâíîé, íî è äëÿ ëþáîé ñóììèðóåìîé ïî Ëå-
áåãó ôóíêöèè. Ìíå óäàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî òàêèå ïîëèíîìû, êàê ÿ èõ íàçâàë,
ïîëèíîìû â ôîðìå Ñ. Í. Áåðíøòåéíà, ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âåçäå ê çíà÷åíèÿì
ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè.

Áåç òðóäà áûëè ïîñòðîåíû òàêîãî æå ðîäà ïîëèíîìû äëÿ ôóíêöèé ïåð-
âîãî êëàññà Áýðà è óñòàíîâëåíà èõ ñõîäèìîñòü âñþäó, çà èñêëþ÷åíèåì ìíî-
æåñòâà òî÷åê ïåðâîé êàòåãîðèè. Ñîîòâåòñòâóþùèå äâå çàìåòêè áûëè îïóá-
ëèêîâàíû â Äîêëàäàõ Àêàäåìèè íàóê çà 1930 ã. [16] è ñîñòàâèëè ñîäåðæàíèå
ìîåãî âòîðîãî äîêëàäà íà Âñåñîþçíîì ìàòåìàòè÷åñêîì ñúåçäå. Òàì æå áû-
ëî îòìå÷åíî ïî÷òè î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå, îòíîñÿùååñÿ ê ïåðâîé òåîðåìå, ÷òî
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñàìèõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà äëÿ ëþáîé àáñîëþòíî
íåïðåðûâíîé ôóíêöèè äîïóñêàåò ïî÷òè âåçäå ïî÷ëåííîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå.

Â äðóãîé íåáîëüøîé ðàáîòå [17], òàêæå èñïîëüçóÿ ïîëèíîìû â ôîðìå
Ñ. Í. Áåðíøòåéíà, ÿ äîêàçûâàþ âîçìîæíîñòü àíàëîãè÷íîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ ïðîèçâîëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè âî âñåõ åå òî÷êàõ àïïðîêñèìàòèâíîé
íåïðåðûâíîñòè. Ê ðàññìàòðèâàåìîìó öèêëó îòíîñèòñÿ òàêæå ðàáîòà [18], â
êîòîðîé ðåøàåòñÿ çàäà÷à î òîì, íàñêîëüêî óõóäøèòñÿ ïðèáëèæåíèå íåïðå-
ðûâíîé ôóíêöèè ìíîãî÷ëåíàìè, åñëè ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ áûëè öåëûìè ÷èñëàìè. Ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîë-
æåíû Àëåêñàíäðîì Îñèïîâè÷åì Ãåëüôîíäîì â 1955 ãîäó [19].

Íàèáîëåå èíòåðåñíîé èç ýòîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà î ñõîäèìîñòè ïîëè-
íîìîâ Ñ. Í. Áåðíøòåéíà çà ïðåäåëàìè îñíîâíîãî èíòåðâàëà [20]. Èìåííî, â
íåé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî äëÿ àíàëèòè÷åñêîé, à òàêæå äëÿ êóñî÷íî-àíàëèòè÷åñêîé
ôóíêöèè ñõîäèìîñòü îáû÷íûõ ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà èìååò ìåñòî â íàä-
ëåæàùåé îáëàñòè ãîëîìîðôíîñòè ôóíêöèè. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, äëÿ àíà-
ëèòè÷åñêîé ôóíêöèè � ýòî íàèáîëüøèé ýëëèïñ ñ ôîêóñàìè 0 è 1, â êîòîðîì
ôóíêöèÿ îñòàåòñÿ ðåãóëÿðíîé. Ïðàâäà, â äîêàçàòåëüñòâå îäíîé èç òåîðåì
èìååòñÿ ëàêóíà � âî âðåìÿ êîððåêòóðû ìíå êàçàëîñü, ÷òî ÿ åå çàêðûë, è
íå âíîñèë ïðàâêè â ïå÷àòíûé òåêñò. Ïîçæå âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòî íå ñîâñåì
òàê, íî ÿ óæå íå èìåë âîçìîæíîñòè ê ýòîìó âîçâðàùàòüñÿ.

Ôàêò ñõîäèìîñòè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà â êîìïëåêñíîé îáëàñòè îêà-
çàëñÿ íåîæèäàííûì äàæå äëÿ ñàìîãî Ñåðãåÿ Íàòàíîâè÷à. Èì áûëî îïóá-
ëèêîâàíî íåñêîëüêî ðàáîò, â êîòîðûõ ýòè èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîäîëæåíû
è ïîëó÷åíû áîëåå òîíêèå è òî÷íûå ðåçóëüòàòû13 [21]�[23].

Äëÿ ìåíÿ âàæíî, ÷òî â ñâÿçè ñ ýòèìè ðàáîòàìè ÿ áîëåå ãëóáîêî îçíà-
êîìèëñÿ ñ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèåé ôóíêöèé, ïðî÷åë îñíîâíîé ìåìóàð Ñ.
Í. Áåðíøòåéíà � åãî çíàìåíèòóþ äîêòîðñêóþ äèññåðòàöèþ, õîðîøî íà-

13Â ðàáîòå [23] Ñ. Í. Áåðíøòåéí ïèøåò: ¾Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè â êîìïëåêñíîé îáëàñòè
ìíîãî÷ëåíîâ... âïåðâûå áûë ðàññìîòðåí Ë. Â. Êàíòîðîâè÷åì â ïðåêðàñíîé ðàáîòå ¾Î
ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Ñ. Áåðíøòåéíà âíå îñíîâíîãî ïðîìåæóòêà¿.
Ïîñëå ýòîãî ÿ ïîñâÿòèë òîìó æå âîïðîñó äâå ñòàòüè¿. [23]
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ïèñàííóþ êíèãó Âàëëå-Ïóññåíà, à òàêæå íåïëîõîé êóðñ Â. Ë. Ãîí÷àðîâà.
Òâîð÷åñêîå çíàêîìñòâî ñ êîíñòðóêòèâíîé òåîðèåé ôóíêöèé áûëî ìíîþ â
äàëüíåéøåì ìíîãîêðàòíî èñïîëüçîâàíî â ðàçëè÷íûõ ðàáîòàõ ïî ÷èñòîé è
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå.

Íàêîíåö, â çàêëþ÷åíèå îòìå÷ó, ÷òî â âûøåäøåé â ÔÐÃ íåáîëüøîé ñïå-
öèàëüíîé ìîíîãðàôèè Ã. Ð. Ëîðåíöà14 ÷àñòü ìîèõ ðåçóëüòàòîâ èçëîæåíà,
÷àñòü îïóùåíà, íî èìåþòñÿ è íåòî÷íîñòè, â ÷àñòíîñòè, òåîðåìà î ïî÷ëåí-
íîé äèôôåðåíöèðóåìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëèíîìîâ Áåðíøòåéíà ïðè-
ïèñàíà äðóãîìó ëèöó.

Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû àíàëèçà

Â êîíöå äâàäöàòûõ � íà÷àëå òðèäöàòûõ ãîäîâ â ñâÿçè ñ ïîòðåáíîñòÿìè èí-
äóñòðèàëèçàöèè îãðîìíîå ðàñøèðåíèå ïîëó÷èëà âóçîâñêàÿ ñåòü. Â äåñÿòêè
ðàç óâåëè÷èëñÿ ïðèåì ñòóäåíòîâ, ÷èñëî âóçîâ. Ìíîãèå âóçû ðàçäåëèëèñü.
Òàê, íà áàçå Ëåíèíãðàäñêîãî ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòà áûëî ñîçäàíî äå-
âÿòü èíäóñòðèàëüíûõ èíñòèòóòîâ. Ïîòðåáîâàëîñü áîëüøîå ÷èñëî ïðåïîäà-
âàòåëåé, â òîì ÷èñëå ìàòåìàòèêîâ. Íàïðèìåð, ïåðâîå âðåìÿ êàôåäðàìè ìà-
òåìàòèêè âî âñåõ äåâÿòè âûäåëèâøèõñÿ èç Ïîëèòåõíè÷åñêîãî èíñòèòóòàõ
çàâåäîâàë Ð. Î. Êóçüìèí. Ïîýòîìó ÿ ïî îêîí÷àíèè óíèâåðñèòåòà ïîëó÷èë
ñåìü ðàçëè÷íûõ ïðåäëîæåíèé, òàê æå, êàê è ìîè òîâàðèùè.

Âûïóñêè òîãäà áûëè íåáîëüøèå, íàø âûïóñê ñîñòîÿë èç äåñÿòè ÷åëîâåê,
ïðåäûäóùèé � èç ñåìè. Ïðàâäà, â èõ ÷èñëî âõîäèëè Ñ. Ë. Ñîáîëåâ, Ñ. À.
Õðèñòèàíîâè÷, Ñ. Ã. Ìèõëèí, Á. Á. Äåâèñîí, Ãîàðèê Àìáàðöóìÿí (ñåñòðà
Â. À. Àìáàðöóìÿíà), Â. Í. Çàìÿòèíà (Ôàääååâà).

Áóäó÷è àñïèðàíòîì óíèâåðñèòåòà, ÿ îäíîâðåìåííî ðàáîòàë â ñòðîèòåëü-
íîì èíñòèòóòå, â ïåðâûé ãîä â äîëæíîñòè àññèñòåíòà, âî âòîðîé � äîöåíòà,
à íà òðåòèé, ÷òî ñîâïàëî ñ äîñðî÷íûì îêîí÷àíèåì àñïèðàíòóðû, � ïðî-
ôåññîðà. Îäíîâðåìåííî â 1932 ã. ÿ áûë èçáðàí íà äîëæíîñòü ïðîôåññîðà è
çàâåäóþùåãî êàôåäðîé Èíñòèòóòà ïðîìûøëåííîãî òðàíñïîðòà.15

Íå áóäó ïðèâîäèòü ðàçëè÷íûõ àíåêäîòè÷åñêèõ ïðîèñøåñòâèé, ñëó÷àâ-
øèõñÿ â òó ïîðó ñî ìíîé. Êàê-òî, ïðèäÿ íà ëåêöèþ äëÿ íîâîãî ïîòîêà, ÿ
ïîäíÿëñÿ íà êàôåäðó â åùå íå óòèõîìèðèâøåéñÿ àóäèòîðèè. Òîò÷àñ ïàðà

14Ã. Ð. Ëîðåíö áûë äî âîéíû äîöåíòîì êàôåäðû àíàëèçà Ëåíèíãðàäñêîãî óíèâåðñèòåòà
è ó÷åíèêîì Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à. Òàê, íà ñîñòîÿâøåéñÿ â ñåíòÿáðå 1937 ã. ñåññèè Ãðóïïû
ìàòåìàòèêè ÀÍ, ïîñâÿùåííîé ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, ãäå âûñòóïèëè ñ äîêëàäàìè
ñàì Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ è åãî ó÷åíèêè Á. 3. Âóëèõ, Ì. Ê. Ãàâóðèí, âûñòóïèë è Ã. Ð.
Ëîðåíö ñ äîêëàäîì ¾Òîïîëîãè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ¿ (ñì. ñî-
îáùåíèå îá ýòîì â ÓÌÍ, 1938, âûï. 5, ñ. 258). Ñîâìåñòíàÿ ðàáîòà Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à
è Ã. Ð. Ëîðåíöà áûëà íàïðàâëåíà â 1940 ã. â Èçâåñòèÿ Òîìñêîãî óíèâåðñèòåòà, îäíàêî
íà÷àâøàÿñÿ âîéíà ïîìåøàëà ýòîé ïóáëèêàöèè (â àðõèâå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñîõðàíè-
ëèñü ðóêîïèñü äâóõ ïîñëåäíèõ ïàðàãðàôîâ ýòîé ñòàòüè è åå ðåçþìå). Âî âðåìÿ âîéíû Ã.
Ð. Ëîðåíö, íåìåö ïî ïðîèñõîæäåíèþ, ïåðåøåë ëèíèþ ôðîíòà è ïîñëå âîéíû ïðîæèâàë â
Çàïàäíîé Ãåðìàíèè.

15Â êà÷åñòâå îäíîãî èç âîçìîæíûõ ïðåòåíäåíòîâ íà çàâåäîâàíèå ýòîé êàôåäðîé ôèãó-
ðèðîâàë Ñ. Í. Áåðíøòåéí, ïåðååçæàâøèé â ýòî âðåìÿ â Ëåíèíãðàä (ïèñüìà È. Ï. Íàòàí-
ñîíà îò 13 è 24 èþëÿ 1932 ã.).
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ñòóäåíòîâ ñòàëà ñòÿãèâàòü ìåíÿ � ¾Ñàäèñü íà ìåñòî! Ñåé÷àñ âåäü ïðîôåñ-
ñîð ïðèäåò¿. ×àñòî, îäíàêî, àíåêäîòè÷åñêèå ñëó÷àè, ïðîèñõîäèâøèå â òó
ïîðó ñ ìîëîäûìè ïðåïîäàâàòåëÿìè, ïåðåñêàçûâàëèñü êàê ïðîèçîøåäøèå ñî
ìíîé.

Ñòðîèòåëüíûé èíñòèòóò, âûäåëèâøèéñÿ èç Ïîëèòåõíè÷åñêîãî, èìåë äî-
âîëüíî ñèëüíûé ïðåïîäàâàòåëüñêèé ñîñòàâ. Åãî âîçãëàâëÿë èçâåñòíûé ñïå-
öèàëèñò ïî òåîðèè óïðóãîñòè è ñòðîèòåëüíîé ìåõàíèêå àêàäåìèê Áîðèñ Ãðè-
ãîðüåâè÷ Ãàë¼ðêèí, ó êîòîðîãî áûë öåëûé ðÿä òàëàíòëèâûõ ìîëîäûõ ó÷å-
íèêîâ. Óñòàíîâèëèñü íàó÷íûå êîíòàêòû. Ýòî ïîáóäèëî ìåíÿ ïîçíàêîìèòüñÿ
ñ ïðèêëàäíîé òåìàòèêîé, è, â ñâîþ î÷åðåäü, àñïèðàíòû è ìîëîäûå ïðåïî-
äàâàòåëè òåõíè÷åñêèõ êàôåäð ñòàëè â ñâîèõ ðàáîòàõ øèðîêî èñïîëüçîâàòü
íîâûå ÷èñëåííûå ìåòîäû, â òîì ÷èñëå è ðàçðàáîòàííûå ìíîé.

Ê ýòîìó æå âðåìåíè îòíîñèòñÿ ìîå çíàêîìñòâî ñ Àëåêñååì Íèêîëàåâè-
÷åì Êðûëîâûì, ôèãóðîé î÷åíü êîëîðèòíîé. Êîðàáëåñòðîèòåëü è ìàòåìà-
òèê, ïðàâäà, áîëåå êëàññè÷åñêîãî òîëêà, îí íåîäíîêðàòíî ïðåäñòàâëÿë ïî
ïðåäëîæåíèþ Â. È. Ñìèðíîâà ìîè ðàáîòû â Äîêëàäû ÀÍ. Äî âûáîðîâ 1929
ã. îí áûë åäèíñòâåííûì ìàòåìàòèêîì â Àêàäåìèè íàóê � À. Ì. Ëÿïóíîâ,
À. À. Ìàðêîâ è Â. À. Ñòåêëîâ óìåðëè íåçàäîëãî äî ýòîãî, ß. Â. Óñïåíñêèé
áûë â ýìèãðàöèè.

Åãî êíèãó ¾Òåîðèÿ áàëîê, ëåæàùèõ íà óïðóãîì îñíîâàíèè¿ [24] ÿ ïåðå-
èçëîæèë ïî-íîâîìó, â èíòåãðàëàõ Ñòèëòüåñà îáû÷íûõ íåñîáñòâåííûõ è èí-
òåãðàëàõ Ñòèëòüåñà âûñøåãî ïîðÿäêà [25, 26]. Ñ ýòèì ñâÿçàíî íåñêîëüêî ðà-
áîò îá èíòåãðàëå Ñòèëòüåñà, êîòîðûå èíòåðåñíû òåì, ÷òî îòíîñèëèñü óæå ê
òåîðèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé èëè òåîðèè ðàñïðåäåëåíèé, ïðàâäà, êîíå÷íîãî
ïîðÿäêà [27]. Èíòåðåñ ê ýòèì âîïðîñàì ñòèìóëèðîâàë Íèêîëàé Ìàêñèìîâè÷
Ãþíòåð. Îí ÷èòàë áîëüøîé êóðñ, êîòîðûé ïîòîì âûøåë ïÿòèñîòñòðàíè÷-
íûì ìåìóàðîì îá èíòåãðàëå Ñòèëòüåñà [28], à åãî îñíîâíûìè ñëóøàòåëÿìè
áûëè Ñ. Ë. Ñîáîëåâ è ÿ. È â äàëüíåéøåì òåîðèÿ îáîáùåííûõ ôóíêöèé ïðè-
âëåêàëà ìîå âíèìàíèå.

Îäíîâðåìåííî ñ ðàñøèðåíèåì âóçîâñêîé ñåòè áûëè îòêðûòû è ìíîãèå
íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèå è ïðèêëàäíûå èíñòèòóòû, êóäà òàêæå ïðèâëåêà-
ëèñü ìàòåìàòèêè. Ïðè ýòîì íàèáîëüøàÿ çàèíòåðåñîâàííîñòü áûëà íå â òåî-
ðåòè÷åñêîì çíàíèè, íå â ìàòåìàòè÷åñêîì èññëåäîâàíèè êëàññè÷åñêèõ ïðî-
áëåì, à â ñîçäàíèè è ðàçðàáîòêå ìåòîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ýôôåêòèâíî ïðî-
èçâîäèòü ðàñ÷åòû, íåîáõîäèìûå ïðè ïðîåêòèðîâàíèè êðóïíûõ îáúåêòîâ �
ìîùíûõ òóðáèí, ñàìîëåòîâ, ñëîæíûõ ñòðîèòåëüíûõ ñîîðóæåíèé. Ïîýòîìó
ïðîáëåìû ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ àíàëèçà ñòàëè ïðèâëåêàòü âñå áîëüøåå
âíèìàíèå.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â òî âðåìÿ êàê ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êâàäðàòóð áûëè õîðîøî ðàç-
ðàáîòàíû åùå ñî âðåìåí Ãàóññà è Ýéëåðà, ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì âûñ-
øåãî àíàëèçà � óðàâíåíèÿì â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, èíòåãðàëüíûì è ôóíê-
öèîíàëüíûì óðàâíåíèÿì � èìåëèñü ëèøü åäèíè÷íûå ðàáîòû (Ðóíãå, Íè-
ñòðåì, Ðèòö).

Â ñâÿçè ñ ýòèì Âëàäèìèðîì Èâàíîâè÷åì Ñìèðíîâûì â 1931 ãîäó áûë
îòêðûò ñïåöèàëüíûé ñåìèíàð ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì âûñøåãî àíàëèçà.

12



Êðîìå ìåíÿ è Â. È. Êðûëîâà â íåì ïðèíÿëè ó÷àñòèå Ã. Ì. Ãîëóçèí è Ï. Â.
Ìåëåíòüåâ.

Â ýòî æå âðåìÿ Â. È. Êðûëîâ è ÿ ðàáîòàëè íàä êóðñîì âàðèàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ, ñîñòàâëåííûì ïîä ðóêîâîäñòâîì Â. È. Ñìèðíîâà ïî åãî ëåêöè-
ÿì, ÷èòàâøèìñÿ ñòóäåíòàì-ôèçèêàì, ëåêöèÿì Í. Ã. ×åáîòàð¼âà è ëèòåðà-
òóðíûì èñòî÷íèêàì. Ýòîò êóðñ [29] áûë âûïóùåí èçäàòåëüñòâîì ÊÓÁÓ×
â 1933 ãîäó, íåêîòîðîå âðåìÿ ñëóæèë îñíîâíûì ó÷åáíèêîì, è ìàòåìàòèêè
ñòàðøåãî ïîêîëåíèÿ âñïîìèíàþò, ÷òî èìåííî ïî íåìó îíè èçó÷àëè âàðèà-
öèîííîå èñ÷èñëåíèå.

Ñåìèíàð Â. È. Ñìèðíîâà íà÷àëñÿ ñ îçíàêîìëåíèÿ ñ íåìíîãî÷èñëåííûìè
ðàáîòàìè ïî ïðèáëèæåííûì ìåòîäàì � ðàáîòàìè î ìåòîäå Ðèòöà, ïî ðàç-
íîñòíûì óðàâíåíèÿì, ðàáîòàìè Íèñòðåìà ïî èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì.
Âñêîðå, îäíàêî, íà÷àëàñü ñàìîñòîÿòåëüíàÿ ðàáîòà ó÷àñòíèêîâ ñåìèíàðà.

Â 1932 ãîäó ìíîþ áûë ïðåäëîæåí íîâûé âàðèàöèîííûé ìåòîä [30], ÿâ-
ëÿþùèéñÿ ñóùåñòâåííûì îáîáùåíèåì è âèäîèçìåíåíèåì ìåòîäà Ðèòöà. Â
êíèãå Ë. Ý. Ýëüñãîëüöà ¾Âàðèàöèîííîå èñ÷èñëåíèå¿ [31] ýòîìó ìåòîäó ïî-
ñâÿùåí îòäåëüíûé ïàðàãðàô ïîä íàçâàíèåì ¾Ìåòîä Êàíòîðîâè÷à¿. Â ìåòî-
äå Ðèòöà ðåøåíèå ðàçûñêèâàåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåêîòîðûõ
àïðèîðíî çàäàííûõ ôóíêöèé ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòî-
ðûå íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìèçàöèè íåêîòîðîãî èíòåãðàëà, òàêèì îáðà-
çîì, ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ èëè çàäà÷è îá ýêñòðåìóìå
äâîéíîãî èíòåãðàëà ñâîäèòñÿ ê ìàòðè÷íîé çàäà÷å. Â ïðåäëîæåííîì ìíîþ
ìåòîäå ôîðìà ðàçûñêèâàåìîãî ðåøåíèÿ âêëþ÷àåò è ïðîèçâîëüíûå ôóíê-
öèè îäíîãî ïåðåìåííîãî, áëàãîäàðÿ ýòîìó ÷àñòü ñòðóêòóðû ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ áåðåòñÿ â çàäàííîì âèäå, à ÷àñòü îïðåäåëÿåòñÿ èç ñàìîé çàäà÷è
� ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà, ïðåâðàùàþùåãîñÿ â îäíîìåðíóþ çàäà÷ó. Ýòîò
ìåòîä ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ è êà÷åñòâåííîãî èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è îêàçàëñÿ
îñîáåííî ýôôåêòèâíûì äëÿ óçêèõ îáëàñòåé è âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿë
íàõîäèòü íå òîëüêî õîðîøåå ÷èñëåííîå ðåøåíèå, íî è ïðèáëèæåííîå àíàëè-
òè÷åñêîå ðåøåíèå èñõîäíîé äâóìåðíîé çàäà÷è.

Ýòà èäåÿ áûëà ïðèìåíåíà è ïðè ñîçäàíèè ìåòîäà, àíàëîãè÷íîãî ìåòîäó
Ãàë¼ðêèíà � Áóáíîâà, êîòîðûé îñíîâàí íå íà âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïàõ, à
íà ðåøåíèè ìîìåíòíûõ óðàâíåíèé [32]. Òà æå èäåÿ áûëà ïîçäíåå èñïîëü-
çîâàíà À. À. Äîðîäíèöûíûì [33], à òàêæå â ðàáîòàõ åãî ó÷åíèêîâ Î. Ì.
Áåëîöåðêîâñêîãî [34, 35], Ï. È. ×óøêèíà [36] è äð.

Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ñðàçó ñòàëè èñïîëüçîâàòüñÿ â Ñòðîèòåëüíîì èí-
ñòèòóòå, ãäå ÿ ïðåïîäàâàë, ïðèìåíÿëèñü îíè è çà ðóáåæîì [37]. Ðàñïðî-
ñòðàíåíèþ íàøåãî âàðèàöèîííîãî ìåòîäà ñóùåñòâåííî ñïîñîáñòâîâàë ìîé
äîêëàä, ïîñòàâëåííûé ïî èíèöèàòèâå Àíàòîëèÿ Èñàêîâè÷à Ëóðüå íà çàñå-
äàíèè Ìåõàíè÷åñêîãî îáùåñòâà, êàæåòñÿ, â 1935 ã. Èíòåðåñíûå ïðèëîæåíèÿ
è âèäîèçìåíåíèÿ ìåòîäà ïðåäëîæèë ñàì À. È. Ëóðüå [38], îí èñïîëüçîâàëñÿ
òàêæå â ðàáîòàõ áîëüøîãî ÷èñëà åãî ó÷åíèêîâ, â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòàõ Í.
X. Àðóòþíÿíà [39, 40], ñòàâøåãî âïîñëåäñòâèè Ïðåäñåäàòåëåì Ïðåçèäèóìà
Âåðõîâíîãî Ñîâåòà Àðìåíèè.

Äðóãàÿ ìîÿ ðàáîòà áûëà ïîñâÿùåíà âîïðîñàì ïðèáëèæåííîãî êîíôîðì-
íîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà íà îáëàñòü, áëèçêóþ ê íåìó, èëè âîîáùå îáëàñòè
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íà áëèçêóþ ê íåé [41, 42]. Èäåÿ ìåòîäà ñîñòîÿëà â òîì, ÷òî îòîáðàæàþ-
ùàÿ ôóíêöèÿ ðàçûñêèâàåòñÿ â ôîðìå ðÿäà ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà.
Ïðè ýòîì ÷ëåíû ðÿäà íàõîäèëèñü ëèáî èç áåñêîíå÷íîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, ëèáî ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïðèáëèæåíèÿìè. Ïîòðåáíîñòü â òàêîì
ìåòîäå îïðåäåëÿëàñü ðàñïðîñòðàíèâøèìèñÿ ê òîìó âðåìåíè ïðèìåíåíèÿìè
ìåòîäîâ òåîðèè ôóíêöèé êîìïëåêñíîé ïåðåìåííîé â ðàñ÷åòàõ ïî ãèäðîäè-
íàìèêå (Ì. À. Ëàâðåíòüåâ, Â. Â. Ãîëóáåâ). Â ÷àñòíîñòè, îíè øèðîêî ïðèìå-
íÿëèñü â ÖÀÃÈ, òàê ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä íàõîæäåíèÿ îòîáðàæàþùèõ
ôóíêöèé èìåë áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, Ì. À. Ëàâðåíòüåâ
î÷åíü öåíèë ýòó ðàáîòó.16

Áûëî ïðîâåäåíî ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà â îïðå-
äåëåííûõ ãðàíèöàõ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà. Ýòîò ðåçóëüòàò, à òàêæå åãî äî-
êàçàòåëüñòâî, áûëè èñïîëüçîâàíû â èçâåñòíîì öèêëå ðàáîò Ã. Ì. Ãîëóçèíà
ïî òåîðèè îäíîëèñòíûõ ôóíêöèé17 (ìåæäó ïðî÷èì, òîëüêî â ïåðâîé ðàáî-
òå áûëà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ññûëêà, à äàëüøå îí ññûëàëñÿ òîëüêî íà ñâîè
ðàáîòû [43]).

Ðàáîòà î ïðèáëèæåííîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè, åùå äî ïóáëèêàöèè
åå â Ìàòåìàòè÷åñêîì ñáîðíèêå, áûëà âêëþ÷åíà Â. È. Ñìèðíîâûì â âû-
øåäøèé â 1933 ã. òðåòèé òîì åãî êëàññè÷åñêîãî ðóêîâîäñòâà ¾Êóðñ âûñøåé
ìàòåìàòèêè¿ â âèäå îòäåëüíîãî ïàðàãðàôà � ¾Ñïîñîá ñîïðÿæåííûõ òðèãî-
íîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ¿. Ìíîé áûëà ñäåëàíà ïîïûòêà ðàñïðîñòðàíèòü ýòîò
ìåòîä íà ìíîãîñâÿçíûå îáëàñòè, íî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàáîòà áûëà íàïèñàíà
äîâîëüíî íåðÿøëèâî è íóæäàëàñü â êîðåííîé ïåðåðàáîòêå. Îíà áûëà îïóá-
ëèêîâàíà [44], íî â ñâîåé ðàáîòå 1937 ãîäà ÿ óêàçûâàþ, ÷òî åé íåëüçÿ âåðèòü
[45]. Ìåòîäîì ïðèáëèæåííîãî êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ ÿ çàíèìàëñÿ è â
äàëüíåéøåì, åìó ïîñâÿùåí ðÿä ñòàòåé ìîèõ àñïèðàíòîâ.

Âî âðåìÿ âèçèòà Æàêà Àäàìàðà â Ëåíèíãðàä, êàæåòñÿ â 1933 ã., íà
âñòðå÷å ñ íèì â êàáèíåòå ðåêòîðà óíèâåðñèòåòà Â. È. Ñìèðíîâ ñäåëàë êðàò-
êèé äîêëàä î íåñêîëüêèõ äîñòèæåíèÿõ ëåíèíãðàäñêèõ ìàòåìàòèêîâ, â òîì
÷èñëå ðàññêàçàë è î ðàáîòå î ïðèáëèæåííîì êîíôîðìíîì îòîáðàæåíèè. Ðà-
áîòà çàèíòåðåñîâàëà Àäàìàðà, è îí øóòÿ âûñêàçàë îïàñåíèå, êàê áû Êàí-
òîðîâè÷à íå ïîñòèãëà ñóäüáà Ãàëóà. Â îòâåò êòî-òî ñêàçàë, ÷òî ó ìåíÿ íå
òàêîé àãðåññèâíûé õàðàêòåð.

Ïåðåõîæó ê íàøåé ñîâìåñòíîé ñ Â. È. Êðûëîâûì êíèãå ¾Ïðèáëèæåííûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿ [46]. Õî÷åòñÿ îòìåòèòü
ëþáîïûòíûé ñëó÷àé, êîãäà ïëàíîâûå ïðåäíà÷åðòàíèÿ ñûãðàëè ïîëîæèòåëü-
íóþ ðîëü. Â ïðîñïåêòå, âûïóùåííîì ¾Èçäàòåëüñòâîì îáùåòåõíè÷åñêîé ëè-
òåðàòóðû è íîìîãðàôèè¿, ïîìèìî ïåðå÷íÿ êîíêðåòíûõ ïðåäïîëàãàâøèõñÿ
ê èçäàíèþ êíèã, óêàçûâàëñÿ ðÿä òåì, ïî êîòîðûì èçäàòåëüñòâî ãîòîâî âû-

16¾Â íàïðàâëåíèè ïðèáëèæåííîãî ïðåäñòàâëåíèÿ êîíôîðìíûõ îòîáðàæåíèé ó íàñ ðà-
áîòà íà÷àëàñü ëèøü â ñàìûå ïîñëåäíèå ãîäû. Îòìåòèì çäåñü, ïðåæäå âñåãî, ðàáîòó Êàí-
òîðîâè÷à, â êîòîðîé àâòîð, ïîëüçóÿñü òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè ðÿäàìè, äàåò ñõîäÿùèéñÿ
ïðîöåññ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíôîðìíîãî îòîáðàæåíèÿ êðóãà íà îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü, áëèç-
êóþ ê êðóãó. Ìåòîä Êàíòîðîâè÷à, íà íàø âçãëÿä, èìååò ðÿä ïðåèìóùåñòâ ïî ñðàâíåíèþ
ñ äðóãèìè ìåòîäàìè äëÿ ðåøåíèÿ òîé æå çàäà÷è¿. (Ì À. Ëàâðåíòüåâ. Òåîðèÿ àíàëèòè-
÷åñêèõ ôóíêöèé // Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà 15 ëåò. Ë.: ÃÒÒÈ, 1932, ñ. 52).

17Ýòè ðàáîòû Ã. Ì. Ãîëóçèíà áûëè óäîñòîåíû Ñòàëèíñêîé ïðåìèè â 1948 ã.
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ïóñòèòü êíèãè, íî íå èìåëî èõ â ïîðòôåëå, â òîì ÷èñëå è ïî ïðèáëèæåí-
íîìó ðåøåíèþ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Ýòî çàìåòíî îáëåã÷èëî
ôîðìàëüíîñòè, ñâÿçàííûå ñ çàêëþ÷åíèåì äîãîâîðà è ïðîõîæäåíèåì ðóêî-
ïèñè, íî, êðîìå òîãî, èìåëî äëÿ íàñ è îïðåäåëåííîå ïñèõîëîãè÷åñêîå çíà÷å-
íèå18. Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî ê òîìó âðåìåíè íè îäíîé ïîäîáíîé êíèãè îáùåãî
õàðàêòåðà â ìèðîâîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå íå èìåëîñü. Â ýòîé ðàáîòå, äà-
æå ñòðóêòóðà êîòîðîé íàì â ïåðâûé ìîìåíò íå áûëà ÿñíà, áûëà èçëîæåíà
æóðíàëüíàÿ ëèòåðàòóðà ïî ýòèì âîïðîñàì è ñîáñòâåííûå óæå ïðîäâèíóòûå
ðàçðàáîòêè.

Â ïðîöåññå ðàáîòû íàä êíèãîé áûëè ïðîâåäåíû è íîâûå èññëåäîâàíèÿ
(ïîãðåøíîñòè, ñõîäèìîñòè), âîçíèê ðÿä íîâûõ ìåòîäîâ, òàê ÷òî ìíîãèå ðå-
çóëüòàòû âïåðâûå áûëè îïóáëèêîâàíû òîëüêî â ñàìîé êíèãå. Òàê, â ïåðâîé
ãëàâå, ïîñâÿùåííîé ìåòîäó Ôóðüå, áûë ðàçâèò ìåòîä ðåøåíèÿ, îñíîâûâà-
þùèéñÿ íà ñâåäåíèè ãðàíè÷íîé çàäà÷è ê áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé è áûëà èçëîæåíà, â îñíîâíîì îðèãèíàëüíàÿ, òåîðèÿ áåñêîíå÷íûõ
ñèñòåì.19 Çäåñü æå áûëè èçëîæåíû íåïîñðåäñòâåííî ê ýòîìó ïðèìûêàâøèå
ìåòîäû óëó÷øåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðèáëèæåííîì ðå-
øåíèè ãðàíè÷íûõ çàäà÷ � âîïðîñ, ê êîòîðîìó ÿ ìíîãîêðàòíî âîçâðàùàëñÿ
è ïîçäíåå [47].

Âòîðàÿ ãëàâà, ïîñâÿùåííàÿ ïðèáëèæåííîìó ðåøåíèþ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé Ôðåäãîëüìà, ñîäåðæàëà ïðàêòè÷åñêè âïåðâûå äàííûå îöåíêè ïîãðåø-
íîñòè, âîçíèêàþùåé â ðåçóëüòàòå çàìåíû èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ñèñòå-
ìîé ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ è àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ, ïðèìåíåíèÿ èíòåãðàëüíîãî
óðàâíåíèÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Äèðèõëå, à òàêæå èçëîæåí ìåòîä àíãëèéñêîãî
ìàòåìàòèêà Áýòìåíà. Ïîæàëóé, ýòî áûëî ïåðâîå ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæå-
íèå ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

18Äîãîâîð íà èçäàíèå ýòîé êíèãè áûë çàêëþ÷åí 28 èþíÿ 1933 ã. ñ îáÿçàòåëüñòâîì
ïðåäñòàâèòü ðóêîïèñü ê 1 ÿíâàðÿ 1934 ã., îäíàêî ê ýòîìó âðåìåíè ðóêîïèñü íå áûëà
ãîòîâà, è èçäàòåëüñòâî äàæå ïîäàëî íà àâòîðîâ â ñóä. Âîïðîñ áûë ðåøåí ïîëþáîâíî �
ñðîê ïðåäñòàâëåíèÿ ðóêîïèñè ïðîäëåí.

19Ñ ýòèì ðàçäåëîì êíèãè ñâÿçàíà îäíà èñòîðèÿ, óïîìèíàåìàÿ, â ÷àñòíîñòè, â âîñïîìè-
íàíèÿõ Ï. ß. Êî÷èíîé (Íàóêà, ëþäè, ãîäû. Ì: Íàóêà, 1988). Ïðîôåññîð Á. Ì. Êîÿëîâè÷
îáðàòèëñÿ ñ çàÿâëåíèåì â àâòîðñêî-ïðàâîâîå áþðî Ëåíèíãðàäñêîãî äîìà ó÷åíûõ ñ òðåáî-
âàíèåì ¾ïðèâëå÷ü Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è Â. È. Êðûëîâà ê òîâàðèùåñêîìó ñóäó ïî îáâèíå-
íèþ â ïëàãèàòå, îòÿã÷åííîì ïîëåìè÷åñêèìè âûïàäàìè¿. Îí ïèøåò: ¾àâòîðû îäíîé ðóêîé
ùåäðî ÷åðïàþò èç ìîåé ðàáîòû íàèáîëåå îðèãèíàëüíûå è ïëîäîòâîðíûå ìûñëè, à äðó-
ãîé ðóêîé � òàê æå ùåäðî îñûïàþò åå êëåâåòíè÷åñêèìè âûïàäàìè¿. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷
â ñâîåì îòâåòå ñîîáùàåò, ÷òî ¾íåñìîòðÿ íà ñâîé çíà÷èòåëüíûé îáúåì (120 ñòð.), ñòàòüÿ
Êîÿëîâè÷à ñîäåðæèò î÷åíü íåìíîãî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ (çà èñêëþ÷åíèåì íåâåðíûõ)¿, è
ïîýòîìó ïðè åå öèòèðîâàíèè àâòîðû áûëè âûíóæäåíû óêàçûâàòü ëèáî íà ïåðâîèñòî÷-
íèê ðåçóëüòàòîâ, ëèáî íà èõ îøèáî÷íîñòü. Åäèíñòâåííûé óïðåê â ïëàãèàòå, êîòîðûé ìîã
áû ñ÷èòàòüñÿ ñïðàâåäëèâûì, îòíîñèòñÿ ê ¾äâóõñòðî÷íîìó çàìå÷àíèþ â êîíöå ï. 3¿, è,
ïèøåò Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, ¾åñëè Á. Ì. Êîÿëîâè÷ ñ÷èòàåò ýòî çàìå÷àíèå âûñøèì äîñòè-
æåíèåì âñåé ñâîåé íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè, òî ÿ ãîòîâ â ñëåäóþùåì èçäàíèè íàøåé êíèãè
ñíàáäèòü åãî ñïåöèàëüíûì ïðèìå÷àíèåì ñîîòâåòñòâóþùåãî ñîäåðæàíèÿ¿. Ïîñêîëüêó Êî-
ÿëîâè÷ ïðîäîëæàë ñâîè îáâèíåíèÿ, â êîíöå êîíöîâ, â àïðåëå 1938 ã. äåëî ðàçáèðàëîñü
íà Ïðåçèäèóìå ãðóïïû ìàòåìàòèêè ÀÍ, êîòîðûé óñòàíîâèë, ÷òî ¾Á. Ì. Êîÿëîâè÷ âìå-
ñòî òîãî, ÷òîáû ïðîäóìàòü âîçðàæåíèÿ ñâîèõ îïïîíåíòîâ, ïðîñòî îò íèõ îòìàõèâàëñÿ,
ïûòàÿñü äèñêðåäèòèðîâàòü ñâîèõ îïïîíåíòîâ, íåîñíîâàòåëüíî ïðèïèñûâàÿ èì îøèáêè¿.
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Ãëàâà î ìåòîäå ñåòîê îñíîâûâàëàñü íà èìåâøåéñÿ ëèòåðàòóðå è, ïîæà-
ëóé, áûëà íåäîñòàòî÷íî ðàçâåðíóòà.20 Â ãëàâå î âàðèàöèîííûõ ìåòîäàõ áû-
ëè èçëîæåíû íåîáõîäèìàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà è ñâÿçàí-
íûõ ñ íèìè âàðèàöèîííûõ çàäà÷, êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ðèòöà. Ñïåöèàëüíûé
ïàðàãðàô áûë ïîñâÿùåí íîâîìó ìåòîäó ïðèâåäåíèÿ ê îáûêíîâåííûì äèô-
ôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì, î êîòîðîì óæå øëà ðå÷ü.

Áîëüøîé ðàçäåë êíèãè îòíîñèëñÿ ê ìåòîäàì ïðèáëèæåííîãî êîíôîðì-
íîãî îòîáðàæåíèÿ. Çäåñü, íàðÿäó ñ ìåòîäîì Áèáåðáàõà è àíàëîãè÷íûì åìó
ìåòîäîì îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ, çíà÷èòåëüíîå âíèìàíèå â èçëîæåíèè
óäåëåíî ìåòîäó ðàçëîæåíèÿ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì ìàëîãî ïàðàìåòðà, î êî-
òîðîì óæå ãîâîðèëîñü, à òàêæå àíàëîãè÷íîìó ìåòîäó, ðàçðàáîòàííîìó Â.
È. Êðûëîâûì äëÿ ñëó÷àÿ îòîáðàæåíèÿ îáëàñòè íà êðóã. Èçëàãàëñÿ òàêæå
èíòåðåñíûé ìåòîä Ï. Â. Ìåëåíòüåâà, ìàòåìàòèêà è èçîáðåòàòåëÿ, ñî÷åòàâ-
øèé ãðàôè÷åñêèå è àíàëèòè÷åñêèå ïðèåìû. Îòäåëüíûé ïàðàãðàô ïîñâÿùåí
çàäà÷å îòîáðàæåíèÿ ïîëóïëîñêîñòè íà îáëàñòü, îãðàíè÷åííóþ ìíîãîóãîëü-
íèêîì. Êëàññè÷åñêàÿ ôîðìóëà Êðèñòîôôåëÿ � Øâàðöà òåîðåòè÷åñêè äàåò
òî÷íîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, îäíàêî, ôàêòè÷åñêîå íàõîæäåíèå ïàðàìåòðà
ïðåäñòàâëÿåò íåìàëûå òðóäíîñòè. Çäåñü ïîëåçíîé îêàçàëàñü èäåÿ ïðèìåíå-
íèÿ ìåòîäà Íüþòîíà, ðàçðàáîòàííàÿ â äèññåðòàöèè Í. Ï. Ñòåíèíà [48]. Â
ïîñëåäíåé ãëàâå äàþòñÿ ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ ïðèáëèæåííîãî êîíôîðìíî-
ãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ê ðåøåíèþ îñíîâíûõ çàäà÷ (Êîøè, Íåéìàíà, Äèðèõëå è
äð.) äëÿ êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòåé.

Â êíèãå áûë äàí è ðÿä äðóãèõ íåáåçûíòåðåñíûõ ìåòîäîâ. Ïðåäëîæåí
ìåòîä êîëëîêàöèè (ñîâïàäåíèÿ) äëÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, êî-
ãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ íà ñèñòåìó óðàâíåíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê
îòäåëüíûì ëèíèÿì, òî åñòü òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óäî-
âëåòâîðÿëî óðàâíåíèþ ëèøü íà íåñêîëüêèõ ëèíèÿõ [49]. Ñîáñòâåííî, òà-

20Â ÓÌÍ (1938, âûï. 5, ñ. 263�265) ïîìåùåíà ðåöåíçèÿ Ä. Þ. Ïàíîâà: ¾Êíèãà ïîñâÿùå-
íà ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûì è àêòóàëüíûì âîïðîñàì ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè. Ðàçâèòèå
òåõíèêè óæå äàâíî ïîñòàâèëî íà î÷åðåäü ðåøåíèå òàêèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåì, êîòî-
ðûå äàëåêî âûõîäÿò çà ðàìêè ýëåìåíòàðíûõ ìåòîäîâ àíàëèçà. Ê ÷èñëó òàêèõ ïðîáëåì
â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòíåñòè ïðàêòè÷åñêîå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Òðóäíî â íàñòîÿùåå âðåìÿ óêàçàòü êàêóþ-íèáóäü îòðàñëü ïðî-
ìûøëåííîñòè, â êîòîðîé íå ïðèõîäèëîñü áû ñòàëêèâàòüñÿ ñ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ
òàêèõ çàäà÷, íå ãîâîðÿ îá àâèàöèîííîé ïðîìûøëåííîñòè, ýíåðãåòèêå, ñâÿçè è ò. ï., ãäå
ëþáàÿ èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà óïèðàåòñÿ â âîïðîñû ýòîãî ðîäà... Äî ñèõ ïîð â ìèðî-
âîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå íå òîëüêî íå ñóùåñòâîâàëî êíèãè, â êîòîðîé áûëè áû ñîáðàíû
ïðàêòè÷åñêèå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
íî äàæå íå èìåëîñü ñêîëüêî-íèáóäü ïîëíîãî îáçîðà ðàáîò â ýòîé îáëàñòè...¿. Âìåñòå ñ
òåì ðåöåíçåíò îòìå÷àåò, ÷òî, ¾÷èòàÿ êíèãó, íåëüçÿ îòäåëàòüñÿ îò âïå÷àòëåíèÿ, ÷òî âåñü
ïðèâîäèìûé àâòîðàìè ìàòåðèàë äåëèòñÿ íà äâå êàòåãîðèè: à) ìàòåðèàë, èíòåðåñíûé äëÿ
àâòîðîâ, è á) ìàòåðèàë íåèíòåðåñíûé, ïîìåùàåìûé äëÿ ïîëíîòû, â ïîðÿäêå ¾îòïèñêè¿. Ê
ïåðâîé êàòåãîðèè îòíîñÿòñÿ ãëàâû (ìåæäó ïðî÷èì, � ëó÷øèå ãëàâû êíèãè), ïîñâÿùåííûå
ìåòîäàì è ïðèåìàì ðåøåíèÿ, ñâÿçàííûì ñ ïðåêðàñíûìè ðàáîòàìè Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à.
Êî âòîðûì � ïî÷òè âñå îñòàëüíîå...¿ (Î íåðàâíîöåííîñòè ãëàâ, íàïèñàííûõ êàæäûì èç
ñîàâòîðîâ, ãîâîðèë è Ñ. Ã. Ìèõëèí). Ðåöåíçåíò ÿçâèòåëüíî îòìå÷àåò òàêæå íåêîòîðóþ
íåáðåæíîñòü â ññûëêàõ, êîòîðàÿ ïðèâîäèò ¾äàæå ê àíåêäîòàì. Òàê, àâòîðû ñî ñïîêîé-
íûì ñåðäöåì ïðåâðàùàþò îäíó æåíùèíó � Õèëüäó Ïîëëà÷åê-Ãåéðèíãåð â äâóõ ìóæ÷èí
� Ïîëëà÷åêà è Ãåéðèíãåðà¿. Çàêëþ÷àÿ ðåöåíçèþ, Ïàíîâ ïèøåò, ÷òî êíèãà áåçóñëîâíî
¾ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðóïíîå ÿâëåíèå â íàøåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðå¿.
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êîé æå õàðàêòåð íîñèò ìåòîä Íèñòð¼ìà äëÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ
îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé îí áûë ïðåäëîæåí â ðàáîòå
Äóíêàíà [50], âûøåäøåé â 1937 ã. Íàøà ðàáîòà áûëà íàïèñàíà â 1934 ã.,
òàê ÷òî âîïðîñ î ïðèîðèòåòå îñòàåòñÿ íåÿñíûì. Ìíå êàæåòñÿ, ýòîò ìåòîä
ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ.

Äðóãîé ìåòîä îñíîâàí íà òîì, ÷òî ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â
÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ñ ãðàíè÷íîé çàäà÷åé ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ðàçûñêè-
âàëîñü êàê ôóíêöèÿ, èìåþùàÿ ðàçëè÷íûå àíàëèòè÷åñêèå çàäàíèÿ â ðàç-
íûõ ÷àñòÿõ îáëàñòè ñ òðåáîâàíèåì ñîõðàíåíèÿ íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè.
Ýòîò ìåòîä íàïîìèíàåò ìíîãî ïîçæå ïîÿâèâøèéñÿ ìåòîä ñïëàéí-ôóíêöèé.
Âçàèìîñâÿçÿìè ýòèõ ìåòîäîâ çàíèìàëñÿ íåäàâíî õàðüêîâñêèé ìàòåìàòèê,
óêðàèíñêèé àêàäåìèê Â. Ë. Ðâà÷åâ.

Çàêàí÷èâàÿ îáçîð ðàáîò ïî ÷èñëåííûì ìåòîäàì, çàìå÷ó, ÷òî ó ìåíÿ áûëî
è íåñêîëüêî ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò, îòíîñÿùèõñÿ ê êëàññè÷åñêîìó ïðèáëèæåí-
íîìó àíàëèçó. Òàê, â 1934 ã. ÿ îïóáëèêîâàë êîðîòêóþ çàìåòêó î âû÷èñëå-
íèè îïðåäåëåííûõ èíòåãðàëîâ è íåêîòîðûõ ìåòîäàõ âûäåëåíèÿ îñîáåííî-
ñòåé [17], ãäå ïðåäëàãàëîñü âûäåëèòü èç ôóíêöèè îñîáåííóþ, íåðåãóëÿðíóþ
÷àñòü, à ê îñòàâøåéñÿ ÷àñòè, ñðàâíèòåëüíî ðåãóëÿðíîé, ïðèìåíèòü îäíó èç
êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë. Â òàêîì âèäå ýòà çàìåòêà âûãëÿäèò äåéñòâèòåëüíî
ýëåìåíòàðíîé, òàê ÷òî îäèí èç ìîèõ äðóçåé-ìàòåìàòèêîâ, Ñ. Â. Âàëëàíäåð,
äàæå óäèâëÿëñÿ: ¾×òî æå âû, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, òàêîé ýëåìåíòàðíûé ìà-
òåðèàë î âû÷èñëåíèè íåñêîëüêèõ èíòåãðàëîâ ïîìåùàåòå â Ìàòåìàòè÷åñêîì
ñáîðíèêå?¿.

Îäíàêî ïðèìåíåíèå ýòîãî æå ïðèåìà ê èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ îò-
íþäü íå î÷åâèäíî, è òîò ôàêò, ÷òî íåãëàäêîå óðàâíåíèå çàìåíÿåòñÿ ãëàäêèì,
èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, â ðàñ÷åòàõ, ñâÿçàííûõ ñ ïðèêëàäíûìè
ðàáîòàìè, çà êîòîðûå ìíå áûëà ïðèñóæäåíà Ïðàâèòåëüñòâåííàÿ ïðåìèÿ â
1949 ã., èñïîëüçîâàíèå ýòîãî ïðèåìà ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ¾ïåðåõîäà¿
äàëî íå òîëüêî áîëüøîé âûèãðûø â ðàçìåðíîñòè ðåøàåìîé ñèñòåìû. Ïà-
ðàëëåëüíî ðàñ÷åòû âåëèñü åùå â îäíîì àâòîðèòåòíîì áþðî ïî ñîðîêà êâàä-
ðàòóðíûì òî÷êàì, ó íàñ æå ïðèìåíÿëîñü âñåãî äâà-òðè óçëà, à ðåçóëüòàò
ïîëó÷èëñÿ òî÷íåå, ïðè÷åì è êà÷åñòâåííî èíîé, ÷òî èìåëî ïðèíöèïèàëüíîå
çíà÷åíèå. Â ýòîé îáëàñòè ôèçèêè ¾ýëåìåíòàðíûé¿ ïðèåì ïðèìåíÿëñÿ â òå-
÷åíèå ìíîãèõ ëåò ïîñëå íàøåé ðàáîòû.21 Ê òàêèì æå ýëåìåíòàðíûì ðàáîòàì
îòíîñèòñÿ çàìåòêà î ìåòîäå âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ äëÿ ÷åòíûõ è íå÷åòíûõ
ôóíêöèé, êîòîðûé ïîçâîëÿåò âäâîå ñîêðàòèòü ÷èñëî óçëîâ [51].

Â íà÷àëå 1935 ã., óæå ïîñëå ôàêòè÷åñêîãî íàïèñàíèÿ êíèãè ïî ïðèáëè-
æåííûì ìåòîäàì, ÿ ïîëó÷èë èíòåðåñíîå è ïî÷åòíîå ïðèãëàøåíèå îò äè-
ðåêòîðà ÍÈÈÌÌ ÌÃÓ À. Í. Êîëìîãîðîâà. Ïðåäëàãàëàñü ðàññ÷èòàííàÿ íà
ìåñÿö íàó÷íàÿ ïðîãðàììà è êîíòàêòû ñ ìîñêîâñêèìè ìàòåìàòèêàìè. Ïðî-
ãðàììà, â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàëà ÷òåíèå íåáîëüøîãî ñïåöèàëüíîãî êóðñà.
Â êà÷åñòâå òåìû ÿ èçáðàë ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ óðàâíåíèé â ÷àñò-

21Ýòè ðàñ÷¼òû áûëè ñâÿçàíû ñ ñîçäàíèåì .ñîâåòñêîé àòîìíîé áîìáû. Êàê ðàññêàçûâàë
àêàäåìèê Â. Ñ. Âëàäèìèðîâ? ó÷àñòâîâàâøèé â ýòîé ðàáîòå, çàäà÷à ñîñòîÿëà â îïðåäå-
ëåíèè êðèòè÷åñêîé ìàññû ïëóòîíèÿ. Ïàðàëëåëüíûå ðàñ÷¼òû âåëèñü ó Ì. Â. Êåëäûøà â
Îòäåëå ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÌÈÀÍ.
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íûõ ïðîèçâîäíûõ. Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè â Ëåíèíãðàäå ïðèêëàäíàÿ ìà-
òåìàòèêà òðàäèöèîííî ïîëüçîâàëàñü âíèìàíèåì è óâàæåíèåì, òî â Ìîñêâå
â òî âðåìÿ îòíîøåíèå ê íåé áûëî èíûì (âïðî÷åì, â Êèåâå òîãäà èíòåðåñ-
íûå èññëåäîâàíèÿ âåëè Í. Ì. Êðûëîâ è Í. Í. Áîãîëþáîâ). Õàðàêòåðíûé
ðàçãîâîð ïðîèçîøåë ó ìåíÿ ñ Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíûì, ñ êîòîðûì ÿ áûë â òó ïî-
ðó â õîðîøèõ îòíîøåíèÿõ.22 Íàïðàâëÿÿñü íà ìîþ ëåêöèþ, ïåðåä êîòîðîé
îí äîëæåí áûë ïðåäñòàâèòü ìåíÿ àóäèòîðèè, Ïîíòðÿãèí ñïðîñèë: ¾Ïî÷å-
ìó òû, Ëåîíèä, çàíÿëñÿ âû÷èñëåíèÿìè, ó òåáÿ âåäü áûëè òàêèå èíòåðåñíûå
òåîðåòè÷åñêèå ðàáîòû?¿ È äîáàâèë, ÷òî â Ìîñêâå çà âû÷èñëåíèÿ áðàëèñü
òîëüêî ñàìûå ñëàáûå èç ñòóäåíòîâ-ìàòåìàòèêîâ åãî êóðñà.23 ß îòâåòèë: ¾Ó
âàñ òàê, à ó íàñ � èíà÷å¿. Âïðî÷åì, ïðåäñòàâèâ ìåíÿ, îí îñòàëñÿ äî êîíöà
ëåêöèè î áåñêîíå÷íûõ ñèñòåìàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è î÷åíü âíèìàòåëüíî
ïðîñëóøàë åå, ÷òî ïðîèçâåëî íà ìåíÿ ïðèÿòíîå âïå÷àòëåíèå.

Ìîæåò áûòü, ìîè ëåêöèè â êàêîé-òî ìåðå ñïîñîáñòâîâàëè ïîÿâëåíèþ èí-
òåðåñà ê ýòèì ïðîáëåìàì ó ìîñêîâñêèõ ìàòåìàòèêîâ, êîòîðûå, âèäèìî, íåäî-
îöåíèâàëè òåîðåòè÷åñêóþ òðóäíîñòü èññëåäîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ.
È äåéñòâèòåëüíî, â òî âðåìÿ áîëüøèíñòâî ðàáîò ñîñòîÿëî èç îïèñàíèÿ ïðåä-
ëàãàåìîãî àëãîðèôìà è ýêñïåðèìåíòàëüíîãî îïûòà åãî ïðèìåíåíèÿ. Ìåæ-
äó òåì, íàïðèìåð, ñõîäèìîñòü ìåòîäà Ãàë¼ðêèíà äëÿ ñëó÷àÿ îäíîìåðíîãî
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, óñòàíîâëåííàÿ ïîñëå ïðåäâàðèòåëüíîé ðà-
áîòû àêàäåìèêà Ã. È. Ïåòðîâà [52] Ìñòèñëàâîì Âñåâîëîäîâè÷åì Êåëäûøåì
â ðàáîòå 1942 ã. [53], ñ÷èòàåòñÿ îäíèì èç åãî ÿðêèõ äîñòèæåíèé. È ñåé÷àñ
îñòàåòñÿ ðÿä íåïðîñòûõ íåðåøåííûõ ïðîáëåì, íàïðèìåð, â çàäà÷å î êîí-
ôîðìíîì îòîáðàæåíèè � âîïðîñ îá îáëàñòè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà, â êîòîðîé
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ.

22Î òåïëîì îòíîøåíèè Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà ê Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó â òî âðåìÿ ñâèäåòåëü-
ñòâóþò åãî ïèñüìà ñ íåæíûì îáðàùåíèåì ¾Äîðîãîé Ë¼íå÷êà¿ è ïðèñûëàåìûå îòòèñêè.
Ïîñëåäíåå èç ïîëó÷åííûõ Ëåîíèäîì Âèòàëüåâè÷åì ïèñåì îò Ïîíòðÿãèíà � äîâîëüíî
ñóõîå ïîçäðàâëåíèå ñî Ñòàëèíñêîé ïðåìèåé â 1949 ã. Ñ ýòîãî âðåìåíè, à èìåííî òîãäà
íà÷àëàñü èçâåñòíàÿ êîìïàíèÿ ïðîòèâ ¾áåçðîäíûõ êîñìîïîëèòîâ¿, ó Ïîíòðÿãèíà âñå àê-
òèâíåå ñòàë ïðîÿâëÿòüñÿ àíòèñåìèòèçì (ãîâîðÿò, ÷òî, âîçìîæíî, ýòî áûëî ñâÿçàíî è ñ åãî
æåíèòüáîé). Â ïîñëåäíèå ãîäû, î÷åâèäíî, Ïîíòðÿãèí èñïûòûâàë ê Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó
è ëè÷íóþ íåïðèÿçíü. Íè÷åì èíûì íåëüçÿ, íàïðèìåð, îáúÿñíèòü ïîÿâëåíèå ñëåäóþùåãî
ïàññàæà â åãî ñòàòüå â æóðíàëå ¾Êîììóíèñò¿ (1980, � 14): ¾Â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìîæíî
âñòðåòèòü, íàïðèìåð, òàê íàçûâàåìûå ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ðàáîòû, íàñûùåííûå
ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ñèìâîëèêîé, íî íå ñîäåðæàùèå íè îäíîãî êîíêðåòíîãî, ÷èñ-
ëåííîãî ïðèìåðà, � íåïîíÿòíûå, íåäîñòóïíûå è ôàêòè÷åñêè íåíóæíûå ýêîíîìèñòàì, à
ñ òî÷êè çðåíèÿ ìàòåìàòèêîâ � ïðåäñòàâëÿþùèå íè÷òîæíóþ öåííîñòü, ëèáî âîîáùå íå
îáëàäàþùèå åþ¿. Íàïðàâëåííàÿ ïðîòèâ ñòàòüè Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è Ñ. Ë. Ñîáîëåâà ¾Ìà-
òåìàòèêà â ñîâðåìåííîé øêîëå¿ (Ìàòåìàòèêà â øêîëå // 1979, � 4), ýòà ñòàòüÿ ïî ñâîåé
òåìå áûëà íèêàê íå ñâÿçàíà ñ ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèì íàïðàâëåíèåì, è òîëüêî èìÿ
îäíîãî èç àâòîðîâ, â òî âðåìÿ óæå Íîáåëåâñêîãî ëàóðåàòà, ñ êîòîðûìè âåäåòñÿ ïîëåìèêà,
ìîãëî èíèöèèðîâàòü ýòîò òåêñò.

23Òàêîå îòíîøåíèå ê âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå áûëî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííûì è
ñîõðàíÿëîñü åùå äîëãîå âðåìÿ. Ñâèäåòåëüñòâî òîìó, íàïðèìåð, âûñòóïëåíèå À. À. Äî-
ðîäíèöûíà íà ñåññèè ÀÍ ïî àâòîìàòèçàöèè: ¾Íå èçæèòî åùå ñòàðîå ïðåäñòàâëåíèå, ÷òî
÷èñëåííûé àíàëèç è âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà � ýòî ÷åðíàÿ ðàáîòà, è ñïîñîáíûå ñòó-
äåíòû íåîõîòíî èäóò ïî ýòîé ñïåöèàëüíîñòè¿ (Ñåññèÿ ÀÍ ÑÑÑÐ ïî íàó÷íûì ïðîáëåìàì
àâòîìàòèçàöèè 15�20 îêòÿáðÿ 1956 ã. Ïëåíàðíûå çàñåäàíèÿ. Ì.: Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1957, ñ.
156).
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Âî âðåìÿ ìîåãî ïðåáûâàíèÿ â Áîëøåâî â äîìå îòäûõà Êîìèññèè ñîäåé-
ñòâèÿ ó÷åíûì ÿ èìåë ìíîãî ëè÷íûõ êîíòàêòîâ ñ ìàòåìàòèêàìè, à À. Î.
Ãåëüôîíä ïîçíàêîìèë ìåíÿ è ñî ìíîãèìè ôèçèêàìè � È. Å. Òàììîì, Ë. È.
Ìàíäåëüøòàìîì, òîëüêî ÷òî ïðèáûâøèì â ÑÑÑÐ Ï. Ë. Êàïèöåé. Ïîáûâàë
ÿ è ó Ëàâðåíòüåâûõ. Â Áîëøåâî ñî ìíîé ïðîèçîøåë îäèí íåïðèÿòíûé èí-
öèäåíò. Ñïóñòèâøèñü íà ëûæàõ ñ ãîðû ê Êëÿçüìå, ÿ ïðîâàëèëñÿ â ïðîðóáü
è íàïîëîâèíó ïîãðóçèëñÿ â âîäó. Ìíå ïîìîãëè âûáðàòüñÿ è äîéòè äî äîìà
îòäûõà, ãäå ìåíÿ ñðàçó æå óëîæèëè â ïîñòåëü, è, ê çàâèñòè îñòàëüíûõ, íà-
ïîèëè ïîðòâåéíîì. ß íå õîòåë áåñïîêîèòü ñâîþ ìàòü è íå ðàññêàçûâàë åé
îá ýòîì ýïèçîäå. Îäíàêî îêàçàëîñü, ÷òî èç íåñêîëüêèõ ïèñåì ìîñêâè÷åé â
Ëåíèíãðàä îíà î÷åíü ïîäðîáíî óçíàëà îá ýòîì.24

Ñ óäîâîëüñòâèåì âñïîìèíàþ è äðóãóþ, áîëåå ðàííþþ ïîåçäêó â Ìîñê-
âó. Åñëè íå îøèáàþñü, â 1933 èëè â íà÷àëå 1934 ã. â Ìîñêâå ïðîâîäèëàñü
êîíôåðåíöèÿ ìîëîäûõ ó÷åíûõ, íà êîòîðóþ èç ìàòåìàòèêîâ ïîåõàëè Ñ. Ë.
Ñîáîëåâ è ÿ, à òàêæå ôèçèîëîã Ý. À. Àñðàòÿí, ýêîíîìèñò À. Ã. Ìèëåéêîâ-
ñêèé, ãåîëîã Ê. Ê. Ìàðêîâ. Ñåðãåé Ëüâîâè÷ ðàññêàçàë î ñåðèè ñâîèõ ðàáîò
ïî ïðèìåíåíèþ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé ê çàäà÷àì ñåéñìîëîãèè. ß ïðî-
÷åë íåáîëüøîé äîêëàä, ïîñâÿùåííûé îáîáùåíèþ ôîðìóëû Ïàðñåâàëÿ íà
íåïðåðûâíûé ñëó÷àé � ñîîòâåòñòâóþùàÿ çàìåòêà ïå÷àòàëàñü â ýòî âðåìÿ
â æóðíàëå Compositio Mathematica [54]. Åñëè ñåìåéñòâî ÿäåð, çàâèñÿùåå îò
ïàðàìåòðà, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ñåìåéñòâîì, òî åñòü íåò îðòîãîíàëüíûõ ê íåìó,
òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà, âíåøíå àíàëîãè÷íàÿ ôîðìóëå Ïàðñåâàëÿ � ñóììà
êâàäðàòîâ íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ ñðåäíèõ ñîâïàäàåò ñ èíòåãðàëîì êâàä-
ðàòà ôóíêöèè. Ýòîò ôàêò èíòåðåñåí íå òîëüêî êàê îáîáùåíèå èçâåñòíîé
ôîðìóëû, íî è ïî ñïîñîáó äîêàçàòåëüñòâà, â êîòîðîì ñóùåñòâåííóþ ðîëü
èãðàëè âåðîÿòíîñòíûå ñîîáðàæåíèÿ. Íà êîíôåðåíöèè ÿ âïåðâûå âñòðåòèë-
ñÿ ñ Èçðàèëåì Ìîèñååâè÷åì Ãåëüôàíäîì, êîòîðûé ñòàë àñïèðàíòîì À. Í.
Êîëìîãîðîâà, íå çàêîí÷èâ óíèâåðñèòåòà. Õîòÿ â òî âðåìÿ ó Ãåëüôàíäà áûëî
îïóáëèêîâàíî, êàæåòñÿ, òîëüêî äâå íåáîëüøèõ çàìåòêè â ãàçåòå, èçäàííîé
ïî ñëó÷àþ äàííîé êîíôåðåíöèè, â òîì ÷èñëå åãî èçâåñòíàÿ ëåììà î ñëà-
áîé ñõîäèìîñòè, áåñåäû ñ íèì áûëè äëÿ ìåíÿ ÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíû. Â
òî âðåìÿ â Ìîñêâå áîëüøå çíàëè ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç, òàì ðàáîòàë À.
È. Ïëåñíåð,25 ñèñòåìàòè÷åñêè ÷èòàëèñü ëåêöèè, � â Ëåíèíãðàäå ìû òîëüêî

24Èç ïèñüìà Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöà îò 3 ìàðòà 1935 ã.: ¾Äîðîãîé Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷,
î÷åíü îáåñïîêîåí ñîîáùåíèåì Âë[àäèìèðà] Èâàíîâè÷à Ñìèðíîâà] î Âàøåì ëåäÿíîì êó-
ïàíèè. Ìàòóøêà Âàøà, ïî-âèäèìîìó, îá ýòîì íè÷åãî íå çíàåò, èáî � íà âîïðîñ î Âàøåì
ñàìî÷óâñòâèè � ñîîáùèëà, ÷òî Âû óæå äâà ðàçà êàòàëèñü íà ëûæàõ, çíà÷èò, ÷óâñòâóåòå
ñåáÿ õîðîøî! Íàïèøèòå, êàê ñåáÿ ÷óâñòâóåòå íà ñàìîì äåëå¿.

25Àáðàì Èåçåêèèëîâè÷ Ïëåñíåð (1900�1961) ó÷èëñÿ è ðàáîòàë â Ãåðìàíèè, â ÷àñòíîñòè,
â Ã¼òòèíãåíå. Â 1932 ã., â ñâÿçè ñ óãðîçîé ôàøèçìà, ýìèãðèðîâàë è ðàáîòàë â Ìîñêâå. Â
îáçîðíîé ñòàòüå ¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç¿ (Ìàòåìàòèêà â ÑÑÑÐ çà òðèäöàòü ëåò. Ì.;
Ë., 1948, ñ. 612�613) Ì. Ã. Êðåéí è Ë. À. Ëþñòåðíèê îòìå÷àëè ¾âûäàþùóþñÿ ðîëü À.
È. Ïëåñíåðà â ôîðìèðîâàíèè Ìîñêîâñêîé øêîëû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà¿. È äàëåå:
¾Â åãî îðèãèíàëüíûõ êóðñàõ, ðóêîâîäèìûõ èì ñåìèíàðàõ è äèññåðòàöèÿõ åãî ó÷åíèêîâ
âîïðîñû ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà ñòàâèëèñü ñ áîëüøîé øèðîòîé... Íà ýòèõ ñåìèíàðàõ è
êóðñàõ áûë âîñïèòàí áîëüøîé êîëëåêòèâ ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ; èç íèõ È. Ì. Ãåëüôàíä
ñòàë âñêîðå öåíòðîì êðèñòàëëèçàöèè íîâûõ îðèãèíàëüíûõ íàïðàâëåíèé ôóíêöèîíàëü-
íîãî àíàëèçà¿.
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íà÷àëè åãî èçó÷åíèå. Íàøè áåñåäû ñ È. Ì. Ãåëüôàíäîì êàñàëèñü íå òîëüêî
ýòîãî ïðåäìåòà, íî è ìíîãèõ äðóãèõ. Ìåíÿ ïîðàçèëî åãî ñîâåðøåííî èíîå
ïîíèìàíèå, êàê áû ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåêîòîðûõ âîïðîñîâ, êîòîðûå ÿ õîðî-
øî çíàë è êîòîðûìè äàæå çàíèìàëñÿ, íàïðèìåð, àïïðîêñèìàöèÿ ôóíêöèé.
Âïå÷àòëåíèå áûëî òàêîå, ÷òî ÿ âìåñòå ñ òåìè ðóêîâîäñòâàìè, êîòîðûå èçó-
÷àë, ñìîòðåë íà ïðåäìåò ñíàðóæè, à Ãåëüôàíä ðàññêàçûâàë, ÷òî òàì âíóòðè.
Ìîè ñâÿçè ñ íèì, èíîãäà áîëåå èíòåíñèâíûå, èíîãäà ìåíåå, ïðîäîëæàþòñÿ
äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè.

Òåîðèÿ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ

Äâàäöàòûå � íà÷àëî òðèäöàòûõ ãîäîâ îçíàìåíîâàëèñü áûñòðûì ðàçâèòèåì
íîâîé îòðàñëè ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà � ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà. Ïî-
ñëå êëàññè÷åñêèõ ðàáîò Ä. Ãèëüáåðòà ïîñëåäîâàëè ôóíäàìåíòàëüíûå èññëå-
äîâàíèÿ Ô. Ðèññà (1918), Ñ. Áàíàõà (1922�1923). Áûëî ÿñíî, ÷òî ýòà îáëàñòü
ïðèîáðåòàåò âñå áîëüøóþ ïîïóëÿðíîñòü. Êîíå÷íî, áûëè è ñêåïòèêè, íåäî-
îöåíèâàâøèå åå çíà÷åíèå, ñ÷èòàâøèå, ÷òî ýòî ïðîñòî ïåðåñêàç íà äðóãîì,
áîëåå îáùåì ÿçûêå èçâåñòíûõ ôàêòîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà.

Áîëüøîå çíà÷åíèå èìåëî ïîÿâëåíèå â 1927 ã. êíèãè Äæ. ôîí Íåéìàíà
¾Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè¿,26 â êîòîðîé ôóíêöèîíàëü-
íûé àíàëèç (ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà è ïð.) áûë ñ óñïåõîì ïðèìåíåí äëÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî îôîðìëåíèÿ íîâûõ ñëîæíûõ ôèçè÷åñêèõ òåîðèé, ïîÿâèâ-
øèõñÿ íåçàäîëãî äî ýòîãî, èäåé Ï. Äèðàêà è äð. Ï. Äèðàê óæå â 1933 ã.
ïîëó÷èë Íîáåëåâñêóþ ïðåìèþ çà ñâîè ðàáîòû ïî êâàíòîâîé ìåõàíèêå.

Ìû â Ëåíèíãðàäå ìàëî çíàëè î ðàáîòàõ ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.
Â. È. Ñìèðíîâ, îáëàäàâøèé èñêëþ÷èòåëüíîé ýðóäèöèåé è áûñòðîé îðèåí-
òèðîâêîé â íîâûõ îáëàñòÿõ, ïåðâûì îöåíèë çíà÷åíèå ýòîãî íàïðàâëåíèÿ.
×èòàÿ ëåêöèè ó ôèçèêîâ, îí, â îòëè÷èå îò ìíîãèõ äðóãèõ ìàòåìàòèêîâ,
áûë è â êóðñå íîâåéøèõ ðàáîò ïî òåîðåòè÷åñêîé ôèçèêå.

Â 1933 ã. â óíèâåðñèòåòå áûë îáúÿâëåí áîëüøîé íàó÷íûé ñåìèíàð ïî
ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, â êîòîðîì ïðèíÿëè ó÷àñòèå íå òîëüêî ðàáîòàâ-
øèå â îáëàñòè òåîðèè ôóíêöèé, íî è äðóãèå àêòèâíûå ìàòåìàòèêè Ëåíèí-
ãðàäà òîãî âðåìåíè. Ïîìíèòñÿ, ÷òî íà ïåðâîì çàñåäàíèè áûëè Í. Ì. Ãþí-
òåð, Ð. Î. Êóçüìèí, Ñ. Ã. Ìèõëèí. Íàðÿäó ñ òèòóëîâàííûìè (À. À. Ìàðêîâ
(ìë.), Â. À. Òàðòàêîâñêèé, Ñ. À. ßí÷åâñêèé) â ñåìèíàðå ïðèíÿë ó÷àñòèå è
ðÿä ìîëîäûõ ìàòåìàòèêîâ, àñïèðàíòîâ è ñòóäåíòîâ (Á. 3. Âóëèõ, Ì. Ê. Ãàâó-
ðèí, Ñ. Ì. Ëîçèíñêèé). Íåáåçûíòåðåñíî âçãëÿíóòü íà ôîòîãðàôèþ îäíîãî
èç ïåðâûõ çàñåäàíèé ñåìèíàðà.27

Ðàáîòà ñåìèíàðà ñíà÷àëà íîñèëà ÷èñòî ó÷åáíûé õàðàêòåð � ðÿä ââîä-
íûõ ëåêöèé ïðî÷åë Â. È. Ñìèðíîâ, íåñêîëüêî äîêëàäîâ áûëî ñäåëàíî ìíîé.
Ñèñòåìàòè÷åñêè èçó÷àëàñü êíèãà Ñ. Áàíàõà ¾Òåîðèÿ ëèíåéíûõ îïåðàöèé¿,
äîêëàäûâàëèñü îòäåëüíûå êðóïíûå ìåìóàðû. Íåñêîëüêî çàñåäàíèé áûëî

26Êíèãà áûëà îïóáëèêîâàíà â 1932 ã., íî ãëàâíûå ðåçóëüòàòû ïîÿâèëèñü â ñòàòüÿõ Äæ.
ôîí Íåéìàíà â 1927. � Ïðèì. Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå.

27Ýòà ôîòîãðàôèÿ ïóáëèêîâàëàñüâ òîì æå òîìå.
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ïîñâÿùåíî òåîðèè Ôàíòàïïèà.28 Äëÿ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà áûëà õà-
ðàêòåðíà ÷ðåçâû÷àéíàÿ ðàçáðîñàííîñòü è øèðîòà � ýòà íàóêà âîçíèêëà èç
ðàçíîîáðàçíûõ çàäà÷ � òåîðèè ôóíêöèé, ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, òåîðèè
âåðîÿòíîñòåé è äð. Åñòåñòâåííî, ÷òî íåêîòîðûå ðàáîòû íîñèëè ñëó÷àéíûé
õàðàêòåð è íå ïîëó÷èëè äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ.

Ïî÷òè ñðàçó íà÷àëèñü è íåêîòîðûå ñàìîñòîÿòåëüíûå ðàáîòû ó÷àñòíèêîâ
ñåìèíàðà, ïðèìûêàâøèå ê èçâåñòíûì íàïðàâëåíèÿì. Òàê, ïðîô. Ã. Ì. Ôèõ-
òåíãîëüöåì è ìíîé áûëà äàíà òåîðåìà îá îáùåé ôîðìå ëèíåéíîãî ôóíêöèî-
íàëà â ïðîñòðàíñòâå âñåõ èçìåðèìûõ îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé, ãäå èñïîëüçî-
âàëñÿ èíòåãðàë Ðàäîíà. Ïîïóòíî áûëà ðåøåíà íåïîñðåäñòâåííî îòíîñÿùà-
ÿñÿ ê ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ïðîáëåìà ìîùíîñòè ìíîæåñòâà ôóíêöèî-

íàëîâ â ýòîì ïðîñòðàíñòâå, îêàçàâøåéñÿ ðàâíîé 22
2ℵ0

. Ðàáîòà ñîäåðæàëà è
ðÿä äðóãèõ ïðåäëîæåíèé, íàïðèìåð, î ñëàáîé ñõîäèìîñòè â ýòîì ïðîñòðàí-
ñòâå. Îíà áûëà îòïðàâëåíà â Studia Mathematica è îïóáëèêîâàíà â ïÿòîì
òîìå çà 1935 ã. è â ÄÀÍ [55, 56]. Âïðî÷åì, íåêîòîðûå ïóíêòû ýòîé ðàáîòû
âàðøàâñêèì ñïåöèàëèñòàì áûëè óæå èçâåñòíû. Íà ðàáîòó ïîÿâèëñÿ îòêëèê
Ôåëèêñà Õàóñäîðôà, êîòîðûé âìåñòî íàøåãî äîâîëüíî ãðîìîçäêîãî òðàíñ-
ôèíèòíîãî ïîñòðîåíèÿ â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû î ìîùíîñòè ìíîæåñòâà
ôóíêöèîíàëîâ ïðåäëîæèë äëÿ ëåììû, íà êîòîðóþ îíî îïèðàëîñü, ãîðàçäî
áîëåå êîðîòêîå äîêàçàòåëüñòâî âñåãî â ïîëòîðû ñòðàíèöû.

Ñëåäóþùàÿ ìîÿ ðàáîòà áûëà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ðàñïðîñòðàíåíèÿ ôóíê-
öèîíàëîâ êàê õàðàêòåðèñòèêå ïðîñòðàíñòâà Ãèëüáåðòà [57]. Èìåííî, â íåé
óñòàíàâëèâàåòñÿ íåêîòîðûé êëàññ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, â êîòî-
ðûõ, ïîäîáíî Ãèëüáåðòîâûì, ìîæíî ðàñïðîñòðàíÿòü âñå ôóíêöèîíàëû ñ
ïîäïðîñòðàíñòâà íà âñ¼ ïðîñòðàíñòâî ñ ñîõðàíåíèåì àääèòèâíîñòè. Êàê
áûëî îòìå÷åíî â ðåöåíçèè â Zentralblatt, òàêèõ ïðîñòðàíñòâ, êðîìå Ãèëü-
áåðòîâà, íåò. Îäíàêî ýòó òåîðåìó ìîæíî îáåðíóòü è ðàññìàòðèâàòü òàêèì
îáðàçîì, ÷òî òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî åùå îäíî ñâîéñòâî, âûäåëÿþùåå ïðî-
ñòðàíñòâî Ãèëüáåðòà èç êëàññà âñåõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâ, êàê ýòî
äåëàåò Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå [58].

Ê ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ïðèìûêàëè è âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ òåî-
ðèåé îáîáùåííûõ ôóíêöèé, ðàçâèòûå ó íàñ Ñ. Ë. Ñîáîëåâûì, à ïîçäíåå �
øêîëàìè Ë. Øâàðöà, È. Ì. Ãåëüôàíäà. ß óæå îòìå÷àë ñâîé èíòåðåñ ê ýòîé
ïðîáëåìàòèêå, êîòîðàÿ ìíå êàçàëàñü âàæíîé è â àíàëèçå è â ôóíêöèîíàëü-
íîì àíàëèçå, è ñäåëàë íåñêîëüêî ðàáîò â ýòîì íàïðàâëåíèè. Ìíîþ áûëè
íàìå÷åíû íåêîòîðûå îòëè÷íûå îò íàçâàííûõ ïîäõîäû ê ýòîé ïðîáëåìå è
ïóòè äàëüíåéøåé ðàáîòû. Â 1935 ã. áûëè îïóáëèêîâàíû äâå çàìåòêè [59, 60]
î ìåòîäàõ ðàñøèðåíèÿ ïðîñòðàíñòâ Ãèëüáåðòà, îáùèõ è ÷àñòíûõ. Òðåòüÿ
çàìåòêà, â êîòîðîé ÿ õîòåë ýòî ñâÿçàòü ñ ïðèëîæåíèÿìè ê àíàëèçó, íå áûëà
çàâåðøåíà è íå îïóáëèêîâàíà. Äî íàñòîÿùåãî âðåìåíè ÿ íå çíàþ, íàñêîëüêî
ýòîò ïóòü áûë ðåàëåí è ïëîäîòâîðåí.29

28Òåîðèåé Ôàíòàïïèà çàíèìàëñÿ Ñ. À. ßí÷åâñêèé. Ñì., íàïðèìåð, ñîîáùåíèå î åãî
äîêëàäå â ÓÌÍ, 1938, âûï. 5, ñ. 258.

29Îá ýòèõ ðàáîòàõ ïèøåò È. Ì. Ãåëüôàíä ¾...Ïî ñóùåñòâó, Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ïåðâûì
ïîíÿë çíà÷åíèå îáîáùåííûõ ôóíêöèé è íàïèñàë îá ýòîì çàäîëãî äî Ëîðàíà Øâàðöà. È,
ÿ äóìàþ, íå ñëó÷àéíî, ÷òî íå åãî ðàáîòà îêàçàëàñü øèðîêî èçâåñòíîé. Äëÿ êîíöåïöèè
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Äåëî â òîì, ÷òî êàê ðàç â ýòî âðåìÿ ìåíÿ ïðèâëåêëà äðóãàÿ òåìà, íîâûé
êðóã ïðîáëåì. Â êàêîé-òî ìåðå â âûáîðå òåì èãðàþò ðîëü è âíåøíèå îáñòî-
ÿòåëüñòâà. Çà íåñêîëüêî ëåò äî ýòîãî Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüö, È. Ï. Íàòàíñîí è
ÿ íàìåòèëè ðàçðàáîòêó ëåíèíãðàäñêîãî êóðñà òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé. ß áûë îòñòàþùèì, íà ìíå ëåæàëî èçëîæåíèå äåñêðèïòèâ-
íîé òåîðèè. Íà÷àâ ýòó ðàáîòó â Òåáåðäå, â îäíîì èç ïîïóëÿðíûõ êóðîðòîâ
Êîìèññèè ñîäåéñòâèÿ ó÷åíûì, ÿ äîëãî ðàçìûøëÿë î òîì, êàê æå ââåñòè
äåñêðèïöèþ. Ââîäèòü åå êàê îáû÷íî äëÿ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé áûëî â
êàêîé-òî ìåðå óæå ñòàðîìîäíî, à êàê ýòî ñäåëàòü ñ áîëåå îáùèõ ïîçèöèé
ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, áûëî íåïîíÿòíî. Óæå è èç ðàññêàçà î ìîèõ ðà-
áîòàõ âèäíî, êàêóþ ðîëü â äåñêðèïòèâíîé òåîðèè èãðàåò óïîðÿäî÷åíèå �
íî îíî îòñóòñòâîâàëî â èçâåñòíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðîñòðàíñòâàõ.

Òîãäà è âîçíèêëà èäåÿ îáîãàùåíèÿ àïïàðàòà ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà
� ââåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ, â êîòîðûõ îïðåäåëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà. Ìíå
ïîêàçàëîñü äàæå ñòðàííûì, ÷òî ýòî î÷åíü ñóùåñòâåííîå ñâîéñòâî áîëüøèí-
ñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ äî òåõ ïîð íå ïîëó÷èëî îòðàæåíèÿ â ôóíê-
öèîíàëüíîì àíàëèçå. Áûëè ïîñòðîåíû ïîëóóïîðÿäî÷åííûå ïðîñòðàíñòâà, â
êîòîðûõ äëÿ íåêîòîðîãî äîñòàòî÷íî áîãàòîãî íàáîðà èõ ýëåìåíòîâ îïðåäå-
ëåíî îòíîøåíèå ïîðÿäêà ñ èçâåñòíûìè ñâîéñòâàìè.

Óæå â Äîêëàäàõ ÀÍ çà 1935 ã. áûëà îïóáëèêîâàíà ìîÿ çàìåòêà î ëè-
íåéíûõ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ [61]. ß äàæå äóìàë î âêëþ÷å-
íèè äîïîëíèòåëüíîãî ñîîáùåíèÿ íà ïðåäñòîÿùåé â ñåíòÿáðå òîïîëîãè÷åñêîé
êîíôåðåíöèè â Ìîñêâå, íî, âèäèìî, îò êóïàíèÿ â õîëîäíûõ ãîðíûõ îçåðàõ
Òåáåðäû ÿ äîâîëüíî òÿæåëî çàáîëåë.30 Õîòÿ ÿ è ïîïàë íà ñàìó êîíôåðåí-
öèþ,31 íî áûë íå â ñèëàõ ïîäãîòîâèòü âûñòóïëåíèå íà ñîîòâåòñòâóþùåì
óðîâíå. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ÿ íå áûë âïîëíå çäîðîâ, ýòà òåìà ìåíÿ íà-
ñòîëüêî óâëåêëà, ÷òî â 1935�1936 ãã. ïîÿâèëàñü öåëàÿ ñåðèÿ ìîèõ çàìåòîê â
ÄÀÍ è Comptes Rendus, ïîñâÿùåííàÿ ýòîé íîâîé òåîðèè. Ìíîé áûëî ñäå-
ëàíî è íåñêîëüêî äîêëàäîâ íà ñåìèíàðå ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.

Ïåðâàÿ àêñèîìàòèêà ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ âûãëÿäåëà î÷åíü
ãðîìîçäêîé. Êàæåòñÿ, â íîÿáðå 1935 ã., êîãäà óäàëîñü ïîñòðîèòü äîâîëüíî

Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ýòî áûë òîëüêî ìàëåíüêèé ôðàãìåíò. Òî, ÷òî áûëî âñåé æèçíüþ
èëè îñíîâîé òâîð÷åñòâà äëÿ äðóãèõ, áûëî ìàëåíüêèì ôðàãìåíòîì âûñòðàèâàþùåéñÿ ó
íåãî êàðòèíû ìàòåìàòèêè è å¼ ñâÿçåé ñ ìèðîì. ß äóìàþ, ÷òî ñäåëàííàÿ íàìíîãî ïîçæå
ðàáîòà À. Ã. Êîñòþ÷åíêî è ìîÿ îá èñïîëüçîâàíèè îáîáùåííûõ ôóíêöèé äëÿ ñïåêòðàëü-
íîãî àíàëèçà îïåðàòîðîâ áûëà èìåííî òîé, êîòîðóþ Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ íå íàïèñàë â
ñâîå âðåìÿ. Ïî ñóùåñòâó æå îí ÷åòêî è ÿñíî ïîíèìàë ýòó ðàáîòó, êàêèå òåîðåìû ìîæíî
ïîëó÷èòü¿. (Ðàáîòà Ë. Øâàðöà áûëà îòìå÷åíà Çîëîòîé ìåäàëüþ è ïðåìèåé Äæ. Ôèëäñà
â 1950 ã.)

30Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ ðàññêàçûâàë, ÷òî òîãäà îí äîëãî áîëåë, ïðè÷åì åìó áûë ïîñòàâ-
ëåí äèàãíîç ¾êèøå÷íûé òóáåðêóëåç¿, â òî âðåìÿ íåèçëå÷èìàÿ áîëåçíü. Íåñìîòðÿ íà ýòî,
îí ðàáîòàë èñêëþ÷èòåëüíî èíòåíñèâíî, íàäåÿñü óñïåòü êàê ìîæíî äàëüøå ïðîäâèíóòü
ñâîè èññëåäîâàíèÿ. Îí ðàññêàçàë îá ýòîì âî âðåìÿ ñâîåé ïîñëåäíåé áîëåçíè, óáåæäàÿ
íàñ ñîîáùèòü åìó èñòèííûé äèàãíîç, à óçíàâ åãî, â¼ë ñåáÿ èñêëþ÷èòåëüíî ìóæåñòâåííî,
ìíîãî ðàáîòàë, áûë íåèçìåííî äîáðîæåëàòåëåí.

31Ïåðâàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ïðîõîäèëà â Ìîñêâå 4�10 ñåí-
òÿáðÿ 1935 ã. Â íåé, ïîìèìî ñîâåòñêèõ, ó÷àñòâîâàëè ïðàêòè÷åñêè âñå âåäóùèå ìàòåìàòèêè
ìèðà: Äæ. Àëåêñàíäåð, Ã. Áèðêãîô, À. Âåéëü, Ñ. Ëåôøåö, Äæ. ôîí Íåéìàí, Ì. Ñòîóí,
X. Ôðåéäåíòàëü, X. Õîïô è ìíîãèå äðóãèå. Ñì. ÓÌÍ, 1936, âûï. 1, ñ. 260�262.
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ïðîñòóþ è êðàñèâóþ àêñèîìàòèêó [62], ÿ âûñòóïèë ñ äîêëàäîì â Ìîñêîâ-
ñêîì ìàòåìàòè÷åñêîì îáùåñòâå. Àíäðåé Íèêîëàåâè÷ Êîëìîãîðîâ ðàññêàçû-
âàë ìíå î ñâîèõ âïå÷àòëåíèÿõ î äîêëàäå � ñíà÷àëà òå ïðèìåðû, êîòîðûå
ðàññìàòðèâàëèñü, íå ïîêàçàëèñü åìó èíòåðåñíûìè, íî êîãäà åìó ñàìîìó
ïðèøëà â ãîëîâó ìûñëü, ÷òî êàê ïîëóóïîðÿäî÷åííîå ìîæåò ðàññìàòðèâàòü-
ñÿ ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé îãðàíè÷åííîé âàðèàöèè, ñ÷èòàÿ ïîëîæèòåëüíîé
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ, îí ïîíÿë ðàçíîîáðàçèå ýòèõ îáúåêòîâ.
Ýòîò ïðèìåð îí, åñòåñòâåííî, îáíàðóæèë åùå äî òîãî, êàê ÿ äîøåë äî íåãî
â ñâîåì èçëîæåíèè.32

Òåîðèÿ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ ìíå ïðåäñòàâëÿëàñü öåëûì íà-
ïðàâëåíèåì â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå, íîâûì è ïåðñïåêòèâíûì. ß ñàì çà-
íèìàëñÿ åþ â ïîñëåäóþùèå ãîäû è ïðèâëåê ê ýòîé ðàáîòå ñâîèõ ó÷åíèêîâ �
Á. 3. Âóëèõà, À. Ã. Ïèíñêåðà è äð. Âûÿñíèëîñü, ÷òî ýòà ïðîáëåìàòèêà ñòàëà
èíòåíñèâíî ðàçðàáàòûâàòüñÿ è íà Çàïàäå, ãäå ýòèõ âîïðîñîâ êàñàëèñü ðàáî-
òû Ãàððåòà Áèðêãîôà, X. Ôðåéäåíòàëÿ, Äæ. ôîí Íåéìàíà.33 Â Ñîâåòñêîì
Ñîþçå áëèçêóþ ê ýòîìó òåîðèþ ïðîñòðàíñòâ ñ êîíóñàìè ïîëîæèòåëüíûõ
ýëåìåíòîâ íåñêîëüêî ïîçæå ðàçâèë Ì. Ã. Êðåéí è åãî øêîëà. Îäíàêî êëàññ
ëèíåéíûõ ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ áûë, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ââå-
äåí ìíîþ. Â êàêîé-òî ìåðå ê ýòîìó ïîäîøåë Ô. Ðèñå â ñâîåì äîêëàäå íà
Áîëîíñêîì êîíãðåññå [63], íî, ïî ñóùåñòâó, îáùåé òåîðèè òàêèõ ïðîñòðàíñòâ
ó íåãî íå áûëî. Èçó÷àëèñü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèîíàëîâ ñ òàêèìè ñâîéñòâà-
ìè. Â âûøåäøåé â 1940 ã. êíèãå Ã. Áèðêãîôà ¾Òåîðèÿ ñòðóêòóð¿ òåîðèÿ
ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ ñâÿçûâàåòñÿ ñ ìîèì èìåíåì è åé ïîñâÿùå-
íà îòäåëüíàÿ ãëàâà [64].

Ìíîé áûë ïîäãîòîâëåí ðÿä ìåìóàðîâ, ÷àñòè÷íî âûøåäøèõ ïîçäíåå, è
óæå â 1936 ã. ÿ èìåë âîçìîæíîñòü ÷èòàòü ñïåöèàëüíûé êóðñ ¾Ôóíêöèîíàëü-
íûé àíàëèç íà îñíîâå òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ¿. Îäíèìè èç
ïåðâûõ ñëóøàòåëåé áûëè ìîè áóäóùèå ñîàâòîðû Á. 3. Âóëèõ, À. Ã. Ïèíñêåð,
à òàêæåÌ. Ê. Ãàâóðèí, Í. À.Øàíèí è äð. ×àñòü ðåçóëüòàòîâ áûëà èçëîæåíà
â ìåìóàðàõ, ÷àñòü òîëüêî àíîíñèðîâàíà â çàìåòêàõ, íî áûëî ñîâåðøåííî ÿñ-
íî, ÷òî ýòà íîâàÿ òî÷êà çðåíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ âêëþ÷åíèåì óïîðÿäî÷åíèÿ â
èññëåäîâàíèå îáúåêòîâ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, çíà÷èòåëüíî èõ îáîãàùà-
åò è ðàçíîîáðàçèò. Äàæå íåêîòîðûå ôàêòû òåîðèè ôóíêöèé âåùåñòâåííîé
ïåðåìåííîé òóò âûãëÿäåëè ïî-íîâîìó, íàïðèìåð, òåîðåìà Ôðåøå, òåîðåìà
Âèòàëè. Ïîëó÷àëèñü íîâûå òåîðåìû � íå çíàþ, áûëà ëè ðàíåå äîêàçàíà
òàêàÿ òåîðåìà, ÷òî âñÿêîå ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ èçìåðèìûõ ôóíêöèé
èìååò òî÷íóþ âåðõíþþ ãðàíü, òî åñòü ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðå-
âîñõîäèò êàæäóþ èç ýòîãî ìíîæåñòâà âî âñåõ òî÷êàõ (êðîìå, ìîæåò áûòü,
ìíîæåñòâà òî÷åê ìåðû íóëü) è ïðèòîì íàèìåíüøàÿ èç òàêèõ ôóíêöèé.

Îäíèì èç íàïðàâëåíèé, êîòîðîå ïðèâëåêëî ìîå âíèìàíèå, áûëî àíàëèòè-
÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ëèíåéíûõ îïåðàöèé, ïðåîáðàçóþùèõ îäíî ïðîñòðàí-
ñòâî â äðóãîå. Â äàííîì ñëó÷àå âûäåëÿëîñü òðè êëàññà òàêèõ îïåðàöèé

32Â ïèñüìå, íàïðàâëåííîì â 1938 ã. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ó Ä. À. Âàñèëüêîâûì, áûâøèì
â òî âðåìÿ àñïèðàíòîì ÍÈÈÌ ÌÃÓ, åñòü ñîîáùåíèå î òîì, ÷òî À. Í. Êîëìîãîðîâ âåë â
1936 ã. â ÌÃÓ ñåìèíàð ïî òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ.

33Ñì. ïåðåïèñêó ñ ýòèìè ìàòåìàòèêàìè.
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ââèäó íàëè÷èÿ äâóõ âèäîâ ñõîäèìîñòè â êàæäîì ïîëóóïîðÿäî÷åííîì ïðî-
ñòðàíñòâå � o-ñõîäèìîñòè è t-ñõîäèìîñòè. Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü ýòèõ ðàáîò
áûëà âûïîëíåíà ìíîé ñîâìåñòíî ñ Á. 3. Âóëèõîì [65, 66]. Êàê èçâåñòíî,
âîïðîñû ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàöèé â áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ áûëè ïðåäìå-
òîì ïåðâûõ ðàáîò È. Ì. Ãåëüôàíäà [67], â êîòîðûõ îí ïðåäëîæèë ñâåæèå
ïîäõîäû è ïîëó÷èë ðÿä òîíêèõ ðåçóëüòàòîâ. Ìû ñ íèì èìåëè îïðåäåëåííûå
êîíòàêòû ïî ýòèì âîïðîñàì, è íàøè ðàçðàáîòêè ÷àñòè÷íî âçàèìîïåðåñåêà-
ëèñü. Ãëóáîêàÿ òåîðåìà î ðàñøèðåíèè ïðîñòðàíñòâ, ñâÿçàííàÿ ñ ïîíÿòèåì
äèçúþíêòíîñòè ýëåìåíòîâ, áûëà ïîëó÷åíà À. Ã. Ïèíñêåðîì [68]. ×àñòè÷íî
ýòà ðàáîòà, õîòÿ è â äðóãîé òåðìèíîëîãèè, ñìûêàåòñÿ ñ ðàáîòàìè ÿïîíñêèõ
ìàòåìàòèêîâ, à òàêæå èññëåäîâàíèÿìè ãðóïïû Ì. Ã. Êðåéíà.

Ïðåäñòàâëÿþò òàêæå èíòåðåñ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé
â ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ. Äåëî â òîì, ÷òî ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ,
ïðèíöèï ìàæîðàíò, øèðîêî ïðèìåíÿþùèéñÿ â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå, íå
ïîëó÷èë äî òîãî âðåìåíè îòðàæåíèÿ â ôóíêöèîíàëüíîì àíàëèçå. Íà ÿçû-
êå ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ óäàëîñü äîñòàòî÷íî ñîäåðæàòåëüíî è
åñòåñòâåííî ñôîðìóëèðîâàòü ïðèíöèï ìàæîðàíò, íåêîòîðûå îáùèå òåîðå-
ìû î ìàæîðàöèè. Ïðè ýòîì ïîòðåáîâàëîñü ïîéòè åùå íà îäíî îáîáùåíèå
� íàðÿäó ñ îáû÷íûìè íîðìèðîâàííûìè ïðîñòðàíñòâàìè ââåñòè â ðàññìîò-
ðåíèå ïðîñòðàíñòâà, íîðìèðîâàííûå ýëåìåíòàìè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðî-
ñòðàíñòâ (íàïðèìåð, äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ � ïðîñòðàíñòâà BK). Òàê
êàê ýëåìåíòû ïîëóóïîðÿäî÷åííîãî ïðîñòðàíñòâà âî ìíîãîì î÷åíü áëèçêè ê
ïîíÿòèþ ÷èñëà ïî ñâîèì ñâîéñòâàì, îíè, òàê æå êàê âåùåñòâåííûå ÷èñëà,
ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ â êà÷åñòâå íîðìû. Ýòî äàëî îáùèé è óäîáíûé ïðèí-
öèï ìàæîðàöèè, êîòîðûé, â ÷àñòíîñòè, ÿ ïðèìåíèë â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ ïî
÷èñëåííûì ìåòîäàì, î êîòîðûõ ãîâîðèëîñü âûøå, íàïðèìåð, â òåîðèè áåñ-
êîíå÷íûõ ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è äð. Çäåñü áûë èñòî÷íèê ïîëó÷åíèÿ
íîâûõ ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ñõîäèìîñòè, îöåíêàì ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ è åãî õàðàêòåðèñòèêàì, ïîëó÷àåìûì ñ ïîìîùüþ ìàæîðèðóþùåãî
óðàâíåíèÿ. Ýòà ðàáîòà áûëà îïóáëèêîâàíà ó íàñ [69], à òàêæå ïî ïðåäëîæå-
íèþ Ò. Êàðëåìàíà, ïðèåçæàâøåãî â 1938 ã. â ÑÑÑÐ,34 íàïðàâëåíà â Acta
Mathematica è îïóáëèêîâàíà òàì â 1939 ã. [70], òàê ÷òî îíà îêàçàëàñü äî-
âîëüíî èçâåñòíîé.

Ìîé êóðñ, ïðàâäà íå î÷åíü õîðîøî îôîðìëåííûé (ó ìåíÿ áûëà èäåÿ
èçäàíèÿ ìîíîãðàôèè ïî ýòèì âîïðîñàì, íî òîãäà ìíå íå óäàëîñü åå îñó-
ùåñòâèòü), áûë ïðåäñòàâëåí â âèäå ðóêîïèñè íà ïðîõîäèâøèé êàê ðàç â
ýòî âðåìÿ â Ëåíèíãðàäå (1937) êîíêóðñ ðàáîò ìîëîäûõ ó÷åíûõ, è åìó áû-
ëà ïðèñóæäåíà îáùàÿ (ïî âñåì ñïåöèàëüíîñòÿì) ïåðâàÿ ïðåìèÿ.35 Ãîäîì
ïîçæå ïðîâîäèëñÿ òàêîé æå Âñåñîþçíûé êîíêóðñ, è ýòà ðàáîòà ïîëó÷èëà

34Âåðîÿòíî, Êàðëåìàí ïðèåçæàë â ÑÑÑÐ â 1937 ãîäó (î åãî äîêëàäå â ñåíòÿáðå 1937
ñì. ÓÌÍ, 1938, âûï. 5, ñ. 258).

35Îáùåãîðîäñêîé êîíêóðñ áûë ýòàïîì Âñåñîþçíîãî êîíêóðñà, ïðîâîäèâøåãîñÿ ÖÊ
ÂËÊÑÌ è ÀÍ ÑÑÑÐ ïî èíèöèàòèâå Áîòàíè÷åñêîãî èíñòèòóòà ÀÍ (â ýòî âðåìÿ íèêà-
êèõ íàó÷íûõ ïðåìèé â ÑÑÑÐ íå ñóùåñòâîâàëî: ïðåìèè èì. Ëåíèíà áûëè ëèêâèäèðîâàíû
â 1935 ã., à Ñòàëèíñêèå ó÷ðåæäåíû â 1940 ã.). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåíèåì î êîíêóðñå
â íåì ìîãëè ó÷àñòâîâàòü ëèöà, îêîí÷èâøèå ñîâåòñêèå âóçû íå ïîçäíåå 1928 ã.
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ïåðâóþ ïðåìèþ ïî ìàòåìàòèêå íàðÿäó ñ ðàáîòàìè Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, À. Ä.
Àëåêñàíäðîâà, Ë. Ñ. Ïîíòðÿãèíà. Â 1938 ã. â çàëå Ëåíèíãðàäñêîé ôèëàðìî-
íèè ñîñòîÿëîñü òîðæåñòâåííîå çàñåäàíèå ïî èòîãàì êîíêóðñà, ãäå àêàäåìèê
Ë. À. Îðáåëè âðó÷èë ìíå äèïëîì è ÿ ñäåëàë êðàòêèé äîêëàä.36

Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå

Ìíîãèõ óäèâëÿåò, êàê ýòî âäðóã ñëó÷èëîñü, ÷òî ÿ ñòàë ýêîíîìèñòîì. Íóæíî
ñêàçàòü, ÷òî íåêîòîðûé èíòåðåñ ê ýêîíîìèêå, ê ýêîíîìè÷åñêèì ðåøåíèÿì
ó ìåíÿ âñåãäà áûë. Íàïðèìåð, ÿ ñ áîëüøèì èíòåðåñîì ñëóøàë ëåêöèè ïî
ïîëèòýêîíîìèè, êîòîðûå íàì ÷èòàë íà òðåòüåì êóðñå À. À. Âîçíåñåíñêèé, â
ïîñëåäóþùåì ðåêòîð óíèâåðñèòåòà, áðàò èçâåñòíîãî ýêîíîìèñòà, ïðåäñåäà-
òåëÿ Ãîñïëàíà, ÷ëåíà Ïîëèòáþðî Í. À. Âîçíåñåíñêîãî. ß ÷àñòî ïîäõîäèë ê
íåìó ïîñëå ëåêöèé ñ âîïðîñàìè. Ìàðêñîâà òåîðèÿ êàïèòàëèñòè÷åñêîãî õî-
çÿéñòâà, â îñîáåííîñòè â ÷àñòè, îòíîñÿùåéñÿ ê òðåòüåìó òîìó ¾Êàïèòàëà¿,
âûãëÿäåëà íàó÷íî ñòðîéíîé è ñîäåðæàòåëüíîé. Ýêîíîìèêà ñîöèàëèçìà êàê
áóäòî íàì òîãäà íå ÷èòàëàñü.

Ìíå äàæå ïðèøëîñü ðàáîòàòü ýêîíîìèñòîì. Ïîñëå òðåòüåãî êóðñà � ëå-
òîì 1929 ã. � ìû äîëæíû áûëè ïîéòè íà ïðàêòèêó. Ó ìàòåìàòèêîâ ïðàêòèêà
çàêëþ÷àëàñü â òîì, ÷òîáû ñ÷èòàòü öèôðû îò îäíîãî äî äåñÿòè � îáëà÷-
íîñòü â ãåîôèçè÷åñêîé îáñåðâàòîðèè èëè íà ñ÷åòàõ â ñáåðêàññå. ß íàøåë
åäèíñòâåííîå ïîäõîäÿùåå ìåñòî � ýòî ðàáîòà ñòàòèñòèêîì â Òàøêåíòå, â
óïðàâëåíèè Ñðåäàçâîäõîç (îãðîìíîå óïðàâëåíèå, êîòîðîå çàíèìàëîñü ïðî-
åêòèðîâàíèåì è ñòðîèòåëüñòâîì ñèñòåì îðîøåíèÿ ïî âñåé Ñðåäíåé Àçèè).
Äîëæíîñòè ñòàòèñòèêà íå îêàçàëîñü, è ÿ áûë çà÷èñëåí íà äîëæíîñòü ìëàä-
øåãî ýêîíîìèñòà. Íåáåçûíòåðåñíî, ÷òî ìîèì ðóêîâîäèòåëåì îêàçàëàñü Ìà-
ðèÿ Ñïèðèäîíîâà,37 ðàáîòàâøàÿ òàì, íàõîäÿñü â ññûëêå.

Ïîëîâèíó âðåìåíè ÿ çàíèìàëñÿ èçó÷åíèåì ýêîíîìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ,
îïèñàíèåì óñëîâèé îðîøåíèÿ, èñïîëüçîâàíèÿ âîäíûõ ðåñóðñîâ è èõ ðàñïðå-
äåëåíèÿ. ß ðàáîòàë ïî ×ó-Òàëàññêîé âîäíîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ ïðîõîäèëà
÷åðåç äâå ðåñïóáëèêè � Êèðãèçèþ è Óçáåêèñòàí. Äðóãàÿ ïîëîâèíà âðåìåíè
ìíå äàâàëàñü äëÿ ñîáñòâåííûõ çàíÿòèé � ÿ ïèñàë íåêîòîðûå ïàðàãðàôû

3615 àïðåëÿ 1938 ã. ¾Ëåíèíãðàäñêàÿ ïðàâäà¿ ïå÷àòàåò ïîðòðåò Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è
íåáîëüøóþ çàìåòêó ¾Ðàáîòû ìîëîäûõ ó÷åíûõ¿ î ïðîøåäøåì êîíêóðñå: ¾Ïðåêðàñíóþ
îöåíêó ïîëó÷èëà ðàáîòà 25-ëåòíåãî ëåíèíãðàäñêîãî ïðîôåññîðà ìàòåìàòèêè Ë. Â. Êàíòî-
ðîâè÷à � ¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç íà îñíîâå òåîðèè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ¿.
Îòëè÷íûå îöåíêè ïîëó÷èëè òðóäû ìîëîäûõ ó÷åíûõ � Ý. À. Àñðàòÿíà � ¾Êîðà áîëü-
øîãî ìîçãà è ïëàñòè÷íîñòü íåðâíîé ñèñòåìû¿ è Á. Ñ. Ìåéëàõà � ¾Ïóøêèí è ðóññêèé
ðîìàíòèçì¿...¿ (Àñðàòÿí è Ìåéëàõ òàêæå ïîëó÷èëè ïåðâóþ ïðåìèþ). Êàê ó÷àñòíèêè ñî-
áðàíèÿ â Ôèëàðìîíèè â çàìåòêå íàçâàíû àêàäåìèêè Ñ. È. Âàâèëîâ è À. À. Áàéêîâ, à Ë.
À. Îðáåëè íå óïîìÿíóò.

37Ì. À. Ñïèðèäîíîâà (1884-1941) áûëà çíàìåíèòîé òåððîðèñòêîé, à â ïåðèîä îêòÿáðü-
ñêîãî ïåðåâîðîòà � ëèäåðîì ïàðòèè ëåâûõ ýñåðîâ. Ýòà ïàðòèÿ, òîãäà òåñíî ñîòðóäíè-
÷àâøàÿ ñ áîëüøåâèêàìè è åäèíñòâåííàÿ, êðîìå áîëüøåâèêîâ, âõîäèâøàÿ â ïåðâîå ïðà-
âèòåëüñòâî, áûëà âñêîðå ïîñëå ðåâîëþöèè çàïðåùåíà, à å¼ ÷ëåíû àðåñòîâàíû è ðåïðåñ-
ñèðîâàíû. Âñòðåòèòü Ñïèðèäîíîâó â 1929 ã. áûëî äëÿ ìîëîäîãî Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à â
âûñøåé ñòåïåíè óäèâèòåëüíî. � Ïðèì. Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå.
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èç íàøåãî ñ Ëèâåíñîíîì ìåìóàðà îá àíàëèòè÷åñêèõ è ïðîåêòèâíûõ ìíîæå-
ñòâàõ, êîòîðûå áûëè ïîòîì ÷àñòè÷íî èñïîëüçîâàíû.

Îäíàêî ýòî áûëî ñêîðåå ýïèçîäîì. Êàê ÿ ãîâîðèë, íà âûáîð òåì äëÿ
íàó÷íûõ çàíÿòèé, íàðÿäó ñ âíóòðåííèìè èíòåðåñàìè è ìàòåìàòè÷åñêèìè
óñòðåìëåíèÿìè, îïðåäåëåííîå âëèÿíèå îêàçûâàëè è âíåøíèå ôàêòîðû, îá-
ùàÿ îáñòàíîâêà. Â 1936�1937 ãã., êîãäà ÿ çàêàí÷èâàë ñâîè ðàáîòû ïî ïîëóó-
ïîðÿäî÷åííûì ïðîñòðàíñòâàì, ÿ ïî÷óâñòâîâàë íåêîòîðóþ íåóäîâëåòâîðåí-
íîñòü ìàòåìàòèêîé. Íå òî ÷òîáû ðàáîòà áûëà íåèíòåðåñíîé èëè áåçóñïåø-
íîé, íî ìèð íàõîäèëñÿ ïîä ñòðàøíîé óãðîçîé êîðè÷íåâîé ÷óìû � íåìåöêîãî
ôàøèçìà. Áûëî ÿñíî, ÷òî ÷åðåç íåñêîëüêî ëåò íàñòóïèò òÿæåëåéøàÿ âîé-
íà, óãðîæàþùàÿ öèâèëèçàöèè. È ÿ ïî÷óâñòâîâàë îòâåòñòâåííîñòü, ïîíèìàÿ,
÷òî íåçàóðÿäíûå ëþäè äîëæíû ÷òî-òî ñäåëàòü.

Êîíå÷íî, ìîè ðàáîòû ïî ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå íàõîäèëè èñ-
ïîëüçîâàíèå, â òîì ÷èñëå è â ñïåöòåìàòèêå.38 Â òî æå âðåìÿ ó ìåíÿ áûëî
ÿñíîå îùóùåíèå, ÷òî ñëàáûì ìåñòîì, ñíèæàþùèì íàøó èíäóñòðèàëüíóþ è
ýêîíîìè÷åñêóþ ìîùü, áûëî ñîñòîÿíèå ýêîíîìè÷åñêèõ ðåøåíèé. Ýòî áûëà
íå òîëüêî ìîÿ îöåíêà. Â îñíîâíîì äîêëàäå Ã. Ì. Ìàëåíêîâà íà XVIII ïàðò-
êîíôåðåíöèè,39 ïîñâÿùåííîé âîïðîñàì ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ óïðàâëåíèÿ íà
ïðåäïðèÿòèÿõ, ãîâîðèëîñü, ÷òî òîëüêî îò îäíîãî óñòðàíåíèÿ ÿâëåíèÿ øòóð-
ìîâùèíû40 âûïóñê ïðîäóêöèè ìîæåò âîçðàñòè íà 20-25%. È ýòî áûë äàëåêî
íå åäèíñòâåííûé íåäîñòàòîê, ñâèäåòåëüñòâóþùèé î íåñîâåðøåíñòâå óïðàâ-
ëåíèÿ ýêîíîìèêîé.

Â ýòî âðåìÿ êàê ðàç áûëà ââåäåíà íîâàÿ Êîíñòèòóöèÿ, âûáîðû, îáðà-
çîâàí Âåðõîâíûé Ñîâåò. Ñîçäàëàñü íåñêîëüêî áîëåå äåìîêðàòè÷åñêàÿ îá-
ñòàíîâêà äëÿ îáñóæäåíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîáëåì, è ÿ âñå ÷àùå äóìàë îá
ýòèõ âîïðîñàõ, ñêîðåå, ïðàâäà, íà äèëåòàíòñêîì óðîâíå, ÷åì íàó÷íî, íî âñå
æå èñïîëüçóÿ îáùóþ èíòóèöèþ. Íàïðèìåð, ìíîé áûëà íàïèñàíà â Âåðõîâ-
íûé Ñîâåò çàïèñêà î íåëåïîì ïîëîæåíèè ñ êíèæíîé òîðãîâëåé, ñèñòåìîé
òèðàæåé è öåí, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà ê íåîïðàâäàííîìó êíèæíîìó äåôèöèòó,
ñïåêóëÿöèè, áîëüøèì ïîòåðÿì ãîñóäàðñòâà è íàñåëåíèÿ.41

Ïåðåä XVIII ïàðòñúåçäîì42 ñîñòîÿëàñü îòêðûòàÿ äèñêóññèÿ, ïîäîáíî òî-
ìó, êàê ñåé÷àñ ïåðåä XXVII, ìîæíî áûëî ïèñàòü ïðåäëîæåíèÿ, ñîîáðàæå-
íèÿ, è ÿ òîæå íàïðàâèë ñòàòüþ î êðàéíåì èñêàæåíèè ñèñòåìû öåí èç-çà
òîãî, ÷òî â íèõ íå îòðàæàåòñÿ ôîíäîåìêîñòü, è îá óùåðáå, êîòîðûé èç-çà
ýòîãî ïðîèñõîäèò. Íàïå÷àòàíà îíà íå áûëà, íî ìíå áûë ïðèñëàí îòâåò èç
Áþðî öåí Ãîñïëàíà, ÷òî îíè ðàññìîòðåëè ñòàòüþ, íî-äå ìîè ïðåäëîæåíèÿ
íå ó÷èòûâàþò ñóùåñòâóþùåãî ïîðÿäêà îïðåäåëåíèÿ öåí è ïîëèòèêó öåí.
Îäíèì ñëîâîì, áûëà ïîñëàíà îòïèñêà.43

38Ñåêðåòíûå íàó÷íî-òåõíè÷åñêèå òåìû, ñâÿçàííûå ñ âîåííûìè ïðèëîæåíèÿìè.� Ïðèì.
Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå.

391941 ã., ôåâðàëü.
40Êðàéíÿÿ íåðàâíîìåðíîñòü ðàáîòû ïðåäïðèÿòèÿ, êîãäà ïî÷òè âñ¼ çàäàíèå, çàïëàíè-

ðîâàííîå íà ïåðèîä (ìåñÿö, êâàðòàë, ãîä), âûïîëíÿåòñÿ â êîíöå åãî.
41Ýòà çàïèñêà ñîõðàíèëàñü.
421939 ã., ìàðò.
43Îòâåò ¾Ïðàâäû¿ (13 ìàðòà 1939 ã.): ¾Âàøå ïèñüìî íàïå÷àòàòü â ¾Äèñêóññèîííîì

ëèñòêå¿ íå ïðåäñòàâèëîñü âîçìîæíûì, è ïîòîìó ìû ïåðåñëàëè åãî â Ãîñïëàí ÑÑÑÐ,
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Îäíàêî íåïîñðåäñòâåííûì ïîâîäîì ê ïåðåõîäó íà çàíÿòèÿ ýêîíîìèêîé
ïîñëóæèë â êàêîé-òî ìåðå äàæå ñëó÷àéíûé ôàêò. Áóäó÷è ïðîôåññîðîì óíè-
âåðñèòåòà, ÿ òàêæå çàâåäîâàë îòäåëîì ìàòåìàòèêè â Èíñòèòóòå ìàòåìàòèêè
è ìåõàíèêè ËÃÓ (äèðåêòîðîì áûë Â. È. Ñìèðíîâ) è âûïîëíÿë â ñâÿçè ñ
ýòèì íåêîòîðûå àäìèíèñòðàòèâíûå îáÿçàííîñòè. Îäíàæäû êî ìíå çà êîí-
ñóëüòàöèåé ïðèøëî íåñêîëüêî èíæåíåðîâ èç ëàáîðàòîðèè ôàíåðíîãî òðå-
ñòà ñ äîâîëüíî ãðàìîòíî ïîñòàâëåííîé çàäà÷åé. Ïðè îáðàáîòêå íà ëóùèëü-
íûõ ñòàíêàõ ðàçíîãî âèäà ìàòåðèàëîâ ïîëó÷àåòñÿ ðàçëè÷íàÿ ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü; â ñâÿçè ñ ýòèì âûõîä ïðîäóêöèè ýòîé ãðóïïû ñòàíêîâ çàâèñåë
îò òàêîãî, êàçàëîñü áû, ñëó÷àéíîãî ôàêòà, êàêàÿ ãðóïïà ñûðüÿ íà êàêîé
ëóùèëüíûé ñòàíîê áûëà íàïðàâëåíà. Êàê ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ðàöèîíàëüíî
èñïîëüçîâàòü?

Ìåíÿ ýòà çàäà÷à çàèíòåðåñîâàëà, íî âñå-òàêè ïîêàçàëàñü äîâîëüíî ÷àñò-
íîé, ýëåìåíòàðíîé, òàê ÷òî ÿ íå ñòàë, áðîñèâ âñ¼, åþ çàíèìàòüñÿ. ß ïîñòàâèë
ýòó çàäà÷ó íà îáñóæäåíèå íà çàñåäàíèè îòäåëà ìàòåìàòèêè, ãäå áûëè òà-
êèå êðóïíûå ñïåöèàëèñòû, êàê Í. Ì. Ãþíòåð, ñàì Â. È. Ñìèðíîâ, Ð. Î.
Êóçüìèí, Â. À. Òàðòàêîâñêèé. Âñå ïîñëóøàëè, íî íèêòî íå ïðåäëîæèë ðå-
øåíèÿ; ê êîìó-òî îíè óæå îáðàùàëèñü ðàíüøå â èíäèâèäóàëüíîì ïîðÿäêå,
êàê áóäòî ê Ð. Î. Êóçüìèíó. Îäíàêî ýòà çàäà÷à âñå-òàêè âèñåëà íàäî ìíîé.
Ýòî áûë ãîä ìîåé æåíèòüáû, òàê ÷òî ÿ áûë îòâëå÷åí è ýòèì. Ëåòîì èëè
ïîñëå îòïóñêà ìíå ñòàëè ïðèõîäèòü â ãîëîâó êîíêðåòíûå, â êàêîé-òî ìåðå
ïîõîæèå ýêîíîìè÷åñêèå, èíæåíåðíûå è õîçÿéñòâåííûå ñèòóàöèè, ãäå òîæå
òðåáîâàëîñü ðåøåíèå çàäà÷è ìàêñèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè ðÿäà ëèíåéíûõ
îãðàíè÷åíèé.

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå îäíîãî-äâóõ ïåðåìåííûõ òàêèå çàäà÷è ðåøàþòñÿ
çàïðîñòî � ïåðåáðàòü âñåâîçìîæíûå êðàéíèå òî÷êè è âûáðàòü íàèëó÷øóþ.
Íî óæå, ñêàæåì, â çàäà÷å ôàíåðíîãî òðåñòà ïðè ïÿòè ñòàíêàõ è âîñüìè âè-
äàõ ìàòåðèàëà òàêîé ïåðåáîð ïîòðåáîâàë áû ðåøåíèÿ ïðèìåðíî ìèëëèàðäà
ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, è áûëî î÷åâèäíî, ÷òî ýòî íåðåàëüíûé ïóòü.
ß ñòðîèë ÷àñòíûå ïðèåìû ðåøåíèÿ îòäåëüíûõ âèäîâ òàêèõ çàäà÷, ãåîìåò-
ðè÷åñêèå ïðèåìû è, âåðîÿòíî, âïåðâûå äîêëàäûâàë îá ýòîé çàäà÷å â 1938
ã. íà Îêòÿáðüñêîé íàó÷íîé ñåññèè Ãåðöåíîâñêîãî èíñòèòóòà,44 ïðè÷åì â îñ-
íîâíîì ýòî áûëà ïîñòàíîâêà ðÿäà çàäà÷ è íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ ïî èõ
ðåøåíèþ.45

áþðî öåí äëÿ ñâåäåíèÿ¿.
44Ëåíèíãðàäñêèé ïåäàãîãè÷åñêèé èíñòèòóò èì. Ãåðöåíà.
45Â àðõèâå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñîõðàíèëàñü îòíîñÿùàÿñÿ ê 1938 ã. ðóêîïèñü ¾Î íåêî-

òîðûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðîáëåìàõ ýêîíîìèêè ïðîìûøëåííîñòè, ñåëüñêîãî õîçÿéñòâà è
òðàíñïîðòà¿, êîòîðàÿ ïî ñîäåðæàíèþ, âåðîÿòíî, ñîîòâåòñòâóåò óïîìÿíóòîìó äîêëàäó.
Ýòà ðóêîïèñü, çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñòðàíèö, êîòîðûå áûëè îáíàðóæåíû ïîçäíåå, íà-
ïå÷àòàíà â ñáîðíèêå íàó÷íûõ òðóäîâ Âîðîíåæñêîãî óíèâåðñèòåòà, ïîñâÿùåííîì ïàìÿòè
Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à (Ýêîíîìèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ìåòîäû. Âîðîíåæ, 1989, ñ. 13�
18). Ïî ñóùåñòâó, â ýòîé ðàáîòå îïèñûâàåòñÿ ñèìïëåêñ-ìåòîä. Òî, ÷òî ðàáîòà íå áûëà
òîãäà æå îïóáëèêîâàíà, ñâÿçàíî ñ î÷åâèäíîé íåýôôåêòèâíîñòüþ ñèìïëåêñ-ìåòîäà ïðè
ñ÷åòå âðó÷íóþ äëÿ ñêîëüêî-íèáóäü ðåàëüíûõ çàäà÷ (à âåäü ìàøèí òîãäà íå áûëî). Êàê
âñïîìèíàåò Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, óæå â ÿíâàðå 1939 ã. èì áûë ïðåäëîæåí ìåòîä ðàçðå-
øàþùèõ ìíîæèòåëåé (è ñ åãî ïîìîùüþ, íàïðèìåð, â 1949 ã. ðåøàëèñü âðó÷íóþ çàäà÷è
ðàöèîíàëüíîãî ðàñêðîÿ ñ ñîòíÿìè îãðàíè÷åíèé). Ëþáîïûòíî, ÷òî ñèìïëåêñ-ìåòîä ïîêà-
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Óíèâåðñàëüíîñòü ýòîãî êëàññà çàäà÷, ñîïðÿæåííàÿ ñ èõ òðóäíîñòüþ, çà-
ñòàâèëà ìåíÿ çàíÿòüñÿ ýòèì âñåðüåç, âêëþ÷èòü ñâîè ìàòåìàòè÷åñêèå çíà-
íèÿ, â ÷àñòíîñòè, íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ èç îáëàñòè ôóíêöèîíàëüíîãî àíà-
ëèçà.

Ðå÷ü èäåò î êëàññå çàäà÷ íà ýêñòðåìóì, â êîòîðûõ òî÷êà ýêñòðåìóìà
ëåæèò íà ãðàíèöå ðàññìàòðèâàåìîé îáëàñòè. Òàêèå çàäà÷è õàðàêòåðíû äëÿ
ýêîíîìèêè. Íåêîòîðûé ýêîíîìè÷åñêèé ïðîöåññ õàðàêòåðèçóåòñÿ äâóìÿ âåê-
òîðàìè: x ∈ X � ðåçóëüòàòû ïðîöåññà è y ∈ Y � èñïîëüçóåìûå ðåñóðñû, X
è Y � íåêîòîðûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåàëèçóåìûõ ïðîöåññîâ T . Êàæäîìó çíà÷å-
íèþ ïàðàìåòðà t ∈ T îòâå÷àåò íåêîòîðûé ïðîöåññ, õàðàêòåðèçóåìûé åãî
çàòðàòàìè è ðåçóëüòàòîì (xt, yt). Ìíîæåñòâî {(xt, yt) : t ∈ T} ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ âûïóêëûì, òî åñòü âìåñòå ñ êàæäîé ïàðîé ïðîöåññîâ â íåãî âõîäèò è èõ
óñðåäíåíèå. Òî÷êà (x0, y0) íàçûâàåòñÿ ýêñòðåìàëüíûì ñîñòîÿíèåì ïðîöåññà,
åñëè ïåðåñå÷åíèå êîíóñà ïîëîæèòåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñ âåðøèíîé â ýòîé òî÷-
êå ñ ìíîæåñòâîì {(xt, yt) : t ∈ T} ïóñòî. Ýêîíîìè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íå
ñóùåñòâóåò âàðèàíòà ïðîöåññà, â êîòîðîì áû è ðåçóëüòàòû x áûëè áîëüøå
x_0, è çàòðàòû y ìåíüøå y0.

Êàæäîìó ýêñòðåìàëüíîìó ñîñòîÿíèþ îòâå÷àåò íåêîòîðûé ëèíåéíûé ôóíê-
öèîíàë, äîñòèãàþùèé ýêñòðåìóìà â ýòîé òî÷êå � îïîðíàÿ ïëîñêîñòü, îòäå-
ëÿþùàÿ ýòó òî÷êó îò âíóòðåííèõ. Åñëè íàïèñàòü êàêîå-ëèáî íîðìèðîâàííîå
óðàâíåíèå ýòîé ãèïåðïëîñêîñòè, òî êàæäîé êîîðäèíàòå (x, y) áóäåò îòâå÷àòü
íåêîòîðîå ÷èñëî (ξ, η), ïðè÷åì ξx+ ηy = 0.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäîé ýêñòðåìàëüíîé òî÷êå (x0, y0) îòâå÷àåò äâîéñòâåí-
íàÿ åé ñèñòåìà ÷èñåë (ξ0, η0), êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü îöåíêàìè îòäåëüíûõ
êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y . Ýòèìè îöåíêàìè êðàéíèå òî÷êè (èëè
ýêñòðåìàëüíûå ñîñòîÿíèÿ) âïîëíå õàðàêòåðèçóþòñÿ � êàæäîìó âèäó êîíå÷-
íûõ ðåçóëüòàòîâ è êàæäîìó âèäó çàòðàò ðåñóðñîâ ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ îöåí-
êà. Íàëè÷èå äëÿ äàííîãî âàðèàíòà ïðîöåññà òàêîé ñèñòåìû îöåíîê ÿâëÿåòñÿ
ñâèäåòåëüñòâîì åãî ýêñòðåìàëüíîñòè, íåóëó÷øàåìîñòè â äàííûõ óñëîâèÿõ,
òî åñòü ïðè äàííûõ ðåñóðñàõ è çàäàííûõ êîíå÷íûõ ðåçóëüòàòàõ. Îòñþäà
âûòåêàåò òàêæå àëãîðèôì íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëüíîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîöåññà
� åñëè ìû èìååì íåêîòîðûé âàðèàíò, ïûòàåìñÿ äëÿ íåãî îïðåäåëèòü ýòè
îöåíêè è èõ íå îáíàðóæèâàåòñÿ, òî åñòåñòâåííî óêàçàòü ïóòü, íàïðàâëå-
íèå ñäâèãà ê âíóòðåííèì òî÷êàì, äàþùåå â êàêîì-òî ñìûñëå ãðàäèåíòíîå
íàïðàâëåíèå ïåðåõîäà ê ëó÷øåìó ñîñòîÿíèþ è, òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâà-
òåëüíûìè óëó÷øåíèÿìè ïåðåéòè ê íóæíîìó ðåøåíèþ.

ß îïèñàë îáùóþ çàäà÷ó. Îòìåòèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ, êîãäà
îòîáðàæåíèå t → (xt, yt) ëèíåéíî. Åñëè òðåáóåòñÿ íàéòè ýêñòðåìàëüíîå ñî-
ñòîÿíèå ïðè äàííûõ ðåñóðñàõ è çàäàííîì àññîðòèìåíòå êîíå÷íîé ïðîäóê-
öèè, òî åñòü òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü íà ëó÷å, èñõîäÿùåì èç ïîâåðõíîñòè äàí-

çàëñÿ ñíà÷àëà è Äæ. Äàíöèãó ñëèøêîì òðóäî¼ìêèì äàæå ïðè ìàøèííîì ñ÷¼òå, è òîëüêî
èñïûòàíèÿ íà òåñòîâûõ ïðèìåðàõ óáåäèëè åãî â îáðàòíîì. Îá ýòîì, íàïðèìåð, ïèøåò Ñ.
Áðåíòüåñâ ñòàòüå ¾Ê èñòîðèè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ¿ (ñì.: Ë. Êàíòîðîâè÷, Â.
Ëàññìàíí, X. Ùèëàð, Ê. Øâàðö, Ñ. Áðåíòüåñ. Ýêîíîìèêà è îïòèìèçàöèÿ. Ì.: Íàóêà,
1990, ñ. 244).
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íûõ ðåñóðñîâ, êðàéíþþ òî÷êó � òî ýòî òàê íàçûâàåìàÿ îñíîâíàÿ ïðîèçâîä-
ñòâåííàÿ çàäà÷à. Åñëè ïðè äàííîì êîíå÷íîì çàäàíèè òðåáóåòñÿ ïîëó÷èòü
ðåçóëüòàò ñ íàèìåíüøåé çàòðàòîé ðåñóðñîâ, â âåêòîðíîé ôîðìå èëè â âèäå
èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè � òî ýòî îñíîâíàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììè-
ðîâàíèÿ.

Íàñêîëüêî ìíå ïîìíèòñÿ, â ÿíâàðå 1939 ã. ìíîþ áûë ñîçäàí ìåòîä ðàçðå-
øàþùèõ ìíîæèòåëåé, â êîòîðîì ðåøåíèå ñàìîé ñèñòåìû â êàêîì-òî ñìûñëå
çàìåíÿëîñü, îáúåäèíÿëîñü ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ íåêîòîðûõ ìíîæèòåëåé,
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàæäîìó âèäó ïðîäóêöèè, ÷òî ãàðàíòèðîâàëî îïòèìóì
íàéäåííîãî ðåøåíèÿ è äàâàëî ýôôåêòèâíûé ïóòü äëÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé
çàäà÷è. Ñîçäàííûé ìåòîä îòëè÷àëñÿ òåñíûì îáúåäèíåíèåì ïðîöåññîâ ðå-
øåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷, îí áûë ïîõîæ íà àëãîðèôì äëÿ îäíî-
âðåìåííîãî ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷, ðàçðàáîòàííûé ìíîãî
ïîçäíåå Äàíöèãîì, Ôîðäîì è Ôóëêåðñîíîì [74].

Ñòàëà ÿñíîé è ðàçðåøèìîñòü ýòèõ çàäà÷ è áîëüøîå èõ ðàñïðîñòðàíå-
íèå, ïîýòîìó íà îáñóæäåíèå ìîåãî äîêëàäà â óíèâåðñèòåòå áûëè ïðèãëà-
øåíû ïðåäñòàâèòåëè ïðîìûøëåííîñòè.46 Ýòîò äîêëàä ñîñòàâèë îñíîâíîå
ñîäåðæàíèå áðîøþðû ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâà-
íèÿ ïðîèçâîäñòâà¿ [72]. Àíàëîãè÷íûé äîêëàä, îòíîñÿùèéñÿ ñïåöèàëüíî ê
ñòðîèòåëüíîìó ïðîèçâîäñòâó, ÿ ñäåëàë â Ñòðîèòåëüíîì èíñòèòóòå. Óíèâåð-
ñèòåòîì â ñðî÷íîì ïîðÿäêå áûëà âûïóùåíà ìîÿ áðîøþðà, êîòîðàÿ áûëà
ðàçîñëàíà ïÿòèäåñÿòè íàðêîìàòàì.47 Îíà áûëà ðàñïðîñòðàíåíà òîëüêî â
Ñîþçå, òàê êàê âûøëà óæå â ïîñëåäíèå äíè ïåðåä íà÷àëîì Ìèðîâîé âîéíû
è òèðàæîì âñåãî òûñÿ÷à ýêçåìïëÿðîâ.

×èñëî îòêëèêîâ áûëî íåâåëèêî. Áûë äîâîëüíî ñîäåðæàòåëüíûé îòçûâ
èç Íàðêîìàòà ïóòåé ñîîáùåíèÿ, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàëèñü íåêîòîðûå îï-
òèìèçàöèîííûå çàäà÷è, íàïðàâëåííûå íà óìåíüøåíèå ïðîáåãà âàãîíîâ, è
áûëà õîðîøàÿ ðåöåíçèÿ íà áðîøþðó â æóðíàëå ¾Ëåñíàÿ ïðîìûøëåííîñòü¿,
íàïèñàííàÿ ïðîôåññîðîì Ãóòåðìàíîì, òåñòåì Ì. È. Âèøèêà, áëàãîäàðÿ êî-
òîðîìó, âèäèìî, Ãóòåðìàí è îáðàòèë âíèìàíèå íà íåå.

Â íà÷àëå 1940 ã. ÿ îïóáëèêîâàë ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêóþ âåðñèþ ýòîé ðàáî-
òû â Äîêëàäàõ ÀÍ [73], âûðàæåííóþ â òåðìèíàõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà

46Ñîõðàíèëàñü ñòåíîãðàììà ýòîãî äîêëàäà è åãî îáñóæäåíèÿ 13 ìàÿ 1939 ã. Õîòÿ â ñòå-
íîãðàììå è íå óêàçàíû ôàìèëèè ó÷àñòíèêîâ, èçâåñòíî, ÷òî â¼ë çàñåäàíèå Â. È. Ñìèðíîâ
(ñì. îá ýòîì â ñòàòüå Ë. Â. Êàíòîðîâè÷à è Ì. Ê. Ãàâóðèíà ¾Ìàòåìàòèêà è ýêîíîìèêà
� âçàèìîïðîíèêíîâåíèå íàóê¿ â Âåñòíèêå ËÃÓ, 1977, � 13). Ïî òåêñòàì âûñòóïëåíèé
ìîæíî óñòàíîâèòü ó÷àñòèå â äèñêóññèè Í. Ì. Ãþíòåðà è Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöà. Îñòàëüíûå
âûñòóïàâøèå � ýòî, âåðîÿòíî, ïðèãëàø¼ííûå èíæåíåðû è ðàáîòíèêè ïðîìûøëåííîñòè.
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ îæèäàë (îá ýòîì îí íåîäíîêðàòíî ãîâîðèò â ïðîöåññå îáñóæäåíèÿ)
îò ïðàêòè÷åñêèõ ðàáîòíèêîâ ïîñòàíîâêè êîíêðåòíûõ ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷, êîòîðûå
ìîæíî áûëî áû ðåøàòü ïðåäëàãàåìûìè èì ìåòîäàìè, ñ÷èòàÿ, ÷òî ïðèäóìàííûå èì, òåî-
ðåòèêîì, ïðèìåðû òàêèõ çàäà÷ îòîðâàíû îò æèçíè. Íèêàêèõ íîâûõ ïîñòàíîâîê íà ýòîì
ñîáðàíèè ïðåäëîæåíî íå áûëî. Ñàìîå æå óäèâèòåëüíîå, î ÷¼ì ÷óòü íèæå ïèøåò Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷, ññûëàÿñü íà êíèãó Äæ. Äàíöèãà, ÷òî ïðèäóìàííûå èì ïðèìåðû îõâàòûâà-
ëè ¾ïî÷òè âåñü êðóã ïðèìåíåíèé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êîòîðûé áûë èçâåñòåí â
ÑØÀ ê 1960 ã.¿.

47Ðåçîëþöèÿ ñîáðàíèÿ 13 ìàÿ 1939 ã. è ñïèñîê,"ïî êîòîðîìó áûëà ñäåëàíà ðàññûëêà
áðîøþðû, ñîõðàíèëèñü è îïóáëèêîâàíû.
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è àëãåáðàè÷åñêèõ. Îäíàêî íå ñäåëàë â íåé äàæå ññûëêè íà ñâîþ âûøåäøóþ
áðîøþðó � ó÷èòûâàÿ îáñòàíîâêó, ÿ íå õîòåë, ÷òîáû òà ìîÿ ïðàêòè÷åñêàÿ
ðàáîòà áûëà èñïîëüçîâàíà âíå ñòðàíû.

Òîé æå âåñíîé 1939 ã. ÿ ñäåëàë åùå íåñêîëüêî äîêëàäîâ � â Ïîëèòåõ-
íè÷åñêîì èíñòèòóòå è â Äîìå ó÷åíûõ, íî íåñêîëüêî ðàç âñòðå÷àëñÿ ñ âîç-
ðàæåíèÿìè, ÷òî ðàáîòà èñïîëüçóåò ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, à íà Çàïàäå
ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà â ýêîíîìèêå � ýòî àíòèìàðêñèñòñêàÿ øêîëà, è ìà-
òåìàòèêà � ñðåäñòâî àïîëîãåòèêè êàïèòàëèçìà. Ýòî âûíóäèëî ìåíÿ ïðè
íàïèñàíèè áðîøþðû ìàêñèìàëüíî èçáåãàòü òåðìèíà ¾ýêîíîìè÷åñêîå¿, à ãî-
âîðèòü îá îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèè ïðîèçâîäñòâà; ðîëü è ñìûñë ðàçðå-
øàþùèõ ìíîæèòåëåé ïðèøëîñü äàòü ãäå-òî íà îêðàèíå âòîðîãî ïðèëîæåíèÿ
è ïîëóýçîïîâñêèì ÿçûêîì.

Â ìîåé êíèãå 1939 ã. áûë îïèñàí øèðîêèé êðóã çàäà÷ � ðàçìåùåíèå ïðî-
èçâîäñòâà, ðàñïðåäåëåíèå ðàáîò, ðàöèîíàëüíûé ðàñêðîé, íåêîòîðûå òðàíñ-
ïîðòíûå çàäà÷è è ò. ä., òî åñòü ïðàêòè÷åñêè âåñü êðóã çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ íà íèçîâîì óðîâíå. Äæ. Äàíöèã â ñâîåé êíèãå ¾Ëèíåéíîå
ïðîãðàììèðîâàíèå, åãî îáîáùåíèÿ è ïðèìåíåíèÿ¿ [74] îòìå÷àåò, ÷òî ìíîþ
áûë îïèñàí ïî÷òè âåñü êðóã ïðèìåíåíèé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êî-
òîðûé áûë èçâåñòåí â ÑØÀ ê 1960 ã. Òàêîå îãðàíè÷åíèå çàäà÷àìè íèçîâîãî
óðîâíÿ áûëî îò÷àñòè ñâÿçàíî ñ òåìè íåáåçîïàñíûìè âîçðàæåíèÿìè, î êîòî-
ðûõ ÿ óæå ãîâîðèë.

Îäíîâðåìåííî, ðàçâèâàÿ ìîäåëè è îñìûñëèâàÿ èõ â áîëåå êðóïíîìàñ-
øòàáíûõ çàäà÷àõ ïëàíèðîâàíèÿ, ÿ ñòàë ÿñíî ïîíèìàòü çíà÷åíèå ýòèõ ìîäå-
ëåé äëÿ ðàçðàáîòêè ïðèíöèïîâ öåíîîáðàçîâàíèÿ, îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè, âî
âñÿêîì ñëó÷àå, ýôôåêòèâíîñòè êàïèòàëîâëîæåíèé, òî åñòü â îñíîâíûõ ÷åð-
òàõ ñîçäàâàëàñü òåîðèÿ ëèíåéíîé ýêîíîìèêè ñîöèàëèñòè÷åñêîãî õîçÿéñòâà,
âûðàæåííàÿ ìàòåìàòè÷åñêèì ÿçûêîì.

Â êàêîé-òî ìåðå áûëè çàäåòû è çàäà÷è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
íî ìîå âíèìàíèå áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íà ðàñêðûòèè ïîíÿòèé è êîëè÷åñòâåí-
íûõ ñîîòíîøåíèé îñíîâíûõ õàðàêòåðèñòèê ñîöèàëèñòè÷åñêîé ýêîíîìèêè,
õîòÿ áûëè âèäíû è âîçìîæíîñòè ïðèìåíåíèÿ ðàçðàáîòàííîãî àïïàðàòà è
ê íåêîòîðûì ìàòåìàòè÷åñêèì ïðîáëåìàì, íàïðèìåð, àïïðîêñèìàöèè ôóíê-
öèé, íî ÿ ñ÷èòàë, ÷òî ñåé÷àñ ýòî èìååò âòîðîñòåïåííîå çíà÷åíèå.

Â ýòî âðåìÿ ìíîþ áûë íàïèñàí ðÿä îñòàþùèõñÿ íåèçäàííûìè ñòàòåé è
ðóêîïèñåé íà ýòó òåìó. Îá ýòîì êðóãå ïðèêëàäíûõ âîïðîñîâ ÿ äîêëàäûâàë
â Ìîñêâå, â Ìàòåìàòè÷åñêîì èíñòèòóòå, è äîêëàä âûçâàë áîëüøîé èíòå-
ðåñ. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ðåøåíèè âîïðîñà î ñîçäàíèè ËÎÌÈ (ëåíèíãðàäñêîãî
îòäåëåíèÿ èíñòèòóòà) íàëè÷èå ýòîãî êîìïëåêñà ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñûãðàëî
îïðåäåëåííóþ ðîëü � ËÎÌÈ áûëî îòêðûòî â ìàðòå 1940 ã.48

48Â ïðîòîêîëå ñîâåùàíèÿ ïðåäñòàâèòåëåé ìàòåìàòè÷åñêèõ èíñòèòóòîâ ÀÍ ÑÑÑÐ è ÀÍ
ÓÑÑÐ îò 26�27 îêòÿáðÿ 1939 ã., ïîñâÿùåííîãî îðãàíèçàöèè ËÎÌÈ, òàê ôîðìóëèðóåòñÿ
òåìàòèêà ðàáîò áóäóùåãî èíñòèòóòà: ¾Èíñòèòóò, îðãàíèçîâàííûé â Ëåíèíãðàäå, ìîã áû
ïîñòàâèòü èññëåäîâàíèÿ ïî ðÿäó âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ïðîáëåì ÷èñòîé è ïðèêëàäíîé ìà-
òåìàòèêè, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè îñíîâíûìè íàïðàâëåíèÿìè: 1) àëãîðèòìè-
÷åñêèå ïðîáëåìû îïåðàòîðíîé àëãåáðû è êîìáèíàòîðíîé òîïîëîãèè, 2) ôóíêöèîíàëüíûé
àíàëèç, 3) òåîðèÿ ôóíêöèé, 4) äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, 5) òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé
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Ïåðâîé èç ðàáîò â ýòîé îáëàñòè, âûïîëíåííîé â ËÎÌÈ, áûëà ñîâìåñòíàÿ
ðàáîòà ïî òðàíñïîðòíîé çàäà÷å ñ íåäàâíî çàùèòèâøèì êàíäèäàòñêóþ äèñ-
ñåðòàöèþ Ì. Ê. Ãàâóðèíûì. Ýòà çàäà÷à ó íàñ âîçíèêëà ñàìà ñîáîé, íî âñêî-
ðå ìû óçíàëè, ÷òî çàäà÷åé ïëàíèðîâàíèÿ ïåðåâîçîê íà æåëåçíîäîðîæíîì
òðàíñïîðòå, ïðèìåíèòåëüíî ê âîïðîñàì ïåðåãîíà ïîðîæíÿêà è ïåðåâîçêàì
òÿæåëûõ ãðóçîâ, æåëåçíîäîðîæíèêè óæå çàíèìàëèñü. Íà ýòó òåìó èìåëàñü
áðîøþðà À. Í. Òîëñòîãî [75], è áûëè íåêîòîðûå ïîïûòêè âíåäðåíèÿ ýòîé
ðàáîòû ñî ñòîðîíû ñîîòâåòñòâóþùåãî îòäåëà Íàðêîìàòà ïóòåé ñîîáùåíèÿ.
Îäíàêî íè ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêè ýòîé çàäà÷è, íè ýôôåêòèâíîãî
ìåòîäà åå ðåøåíèÿ íå áûëî (â 1941 ã. Õè÷êîêîì áûëî äàíî ìàòåìàòè÷åñêîå
îïèñàíèå çàäà÷è, íî áåç åå àíàëèçà è óêàçàíèÿ ìåòîäà ðåøåíèÿ).

Â ðàáîòå ñ Ì. Ê. Ãàâóðèíûì [76] áûëè â ðàçâåðíóòîé ôîðìå äàíû ýô-
ôåêòèâíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷è (ýòî áûë íåêîòîðûé âàðèàíò ìåòîäà
ðàçðåøàþùèõ ìíîæèòåëåé, íî ñïåöèàëüíûé � ìåòîä ïîòåíöèàëîâ), êðèòå-
ðèé îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ, ïîñòàâëåíû íåêîòîðûå áîëåå îáùèå çàäà÷è,
â òî âðåìÿ íå ðåøàåìûå ïðè èìåâøèõñÿ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâàõ. Áûë
ðàñêðûò ýêîíîìè÷åñêèé ñìûñë ýòèõ ïàðàìåòðîâ êàê òåððèòîðèàëüíûõ öåí
äëÿ äàííîãî ãðóçà, áûëà ðàññìîòðåíà è çàäà÷à ðàöèîíàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ
ïðîèçâîäñòâà. Â ïå÷àòíîì âèäå ýòî áûëî ñèëüíî ñîêðàùåíî ïî ñðàâíåíèþ ñ
ðóêîïèñíûì âàðèàíòîì, êîòîðûé, ê ñîæàëåíèþ, óòåðÿí. Ýòà ðàáîòà â ÿíâà-
ðå 1941 ã. áûëà äîëîæåíà íà ìàòåìàòè÷åñêîé ñåêöèè Ëåíèíãðàäñêîãî Äîìà
ó÷åíûõ.49

Ïóáëèêàöèÿ ýòîé ðàáîòû âñòðåòèëà áîëüøèå çàòðóäíåíèÿ. Îíà áûëà ñäà-
íà â ïå÷àòü åùå â 1940 ã. â æóðíàë ¾Æåëåçíîäîðîæíûé òðàíñïîðò¿, íî èç-çà
óïîìÿíóòîé ìàòåìàòèêîáîÿçíè íè â íåì, íè â æóðíàëå ¾Èçâåñòèÿ Òðàíñ-
ïîðòíîé àêàäåìèè¿, íè â êàêîì-ëèáî äðóãîì æóðíàëå îíà òîãäà íàïå÷àòàíà
íå áûëà,50 íåñìîòðÿ íà ïîääåðæêó àêàäåìèêîâ À. Í. Êîëìîãîðîâà è Â. Í.

è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà, 6) ïðèáëèæ¼ííûå è ýêñïåðèìåíòàëüíûå ìåòîäû ðåøåíèÿ
ïðîáëåì àíàëèçà, 7) ìàòåìàòè÷åñêèå ïðîáëåìû ñîâðåìåííîé ôèçèêè, 8) ìàòåìàòè÷åñêèå
ïðîáëåìû, âîçíèêàþùèå â ïðîìûøëåííîñòè, â ÷àñòíîñòè, ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû â âî-
ïðîñàõ îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà¿. Òðè èç ýòèõ âîñüìè íàïðàâëåíèé
(âòîðîå, øåñòîå è âîñüìîå) èìåþò íåïîñðåäñòâåííîå îòíîøåíèå ê Ëåîíèäó Âèòàëüåâè-
÷ó. Â òîì æå ïðîòîêîëå: ¾Ðàáîòó, ñâÿçàííóþ ñ ïðîâåäåíèåì íàñòîÿùåãî ïîñòàíîâëåíèÿ
â æèçíü, ïîðó÷èòü êîìèññèè â ñîñòàâå: àêàäåìèêà À. Í. Êîëìîãîðîâà, àêàäåìèêà Ñ. Í.
Áåðíøòåéíà, àêàäåìèêà Ñ. Ë. Ñîáîëåâà, àêàäåìèêà Í. È. Ìóñõåëèøâèëè, ïðîôåññîðà Ë.
Â. Êàíòîðîâè÷à, àêàäåìèêà Á. Ã. Ãàë¼ðêèíà¿.

49Â 1940-41 ãã. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ âîçãëàâëÿë ìàòåìàòè÷åñêóþ ñåêöèþ ëåíèíãðàäñêîãî
Äîìà ó÷¼íûõ.

50Â àðõèâå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ñîõðàíèëàñü ïåðåïèñêà, ñâÿçàííàÿ ñ ïóáëèêàöèåé
ýòîé ðàáîòû. Ïèñüìîì îò 3 äåêàáðÿ 1940 ðåäàêöèÿ ¾Æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà¿ ïî-
òðåáîâàëà ñîêðàòèòü ñòàòüþ ïî÷òè â äåñÿòü ðàç (íà 50�60 ñòðàíèö). Íà÷èíàÿ ñ 1941 ã.
ñòàòüÿ íàõîäèëàñü â ðåäàêöèè ¾Èçâåñòèé ÀÍ. Îòäåëåíèå òåõíè÷åñêèõ íàóê¿, ïî òðåáî-
âàíèþ êîòîðîé íåñêîëüêî ðàç ïåðåäåëûâàëàñü, íî â êîíöå êîíöîâ áûëà îòâåðãíóòà <,â
ñâÿçè ñ ïåðåñìîòðîì ðåäàêöèîííîãî ïîðòôåëÿ è íåäîñòàòêîì ìåñòà â æóðíàëå¿ (ïèñüìî
îò 8 àïðåëÿ 1945 ã.). Çàòåì ñòàòüÿ áûëà ïåðåäàíà â Òðóäû Ëåíèíãðàäñêîãî èíñòèòó-
òà èíæåíåðîâ æåëåçíîäîðîæíîãî òðàíñïîðòà; ïèñüìî îò 11 àïðåëÿ 1946 ã. èçâåùàåò î
¾íåâîçìîæíîñòè åå ïîìåùåíèÿ â Ñáîðíèêå Èíñòèòóòà¿. 5 ìàÿ 1948 ã. Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷
äîêëàäûâàë ýòó ðàáîòó íà ñîâìåñòíîì ñåìèíàðå Èíñòèòóòà ãîðíîãî äåëà è Òðàíñïîðòíîé
ñåêöèè ÀÍ (àêàäåìèêè Ë. Ä. Øåâÿêîâ, À. Ì. Òåðïèãîðåâ, Â. Í. Îáðàçöîâ è äð.), êîòîðûé
ðåêîìåíäîâàë ðàáîòó ê ïóáëèêàöèè, õîòÿ, êàê óêàçàíî â ïðîòîêîëå, àêàäåìèê Øåâÿêîâ
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Îáðàçöîâà, òðàíñïîðòíîãî ãåíåðàëà.51 Ê ñ÷àñòüþ, ÿ ñäåëàë àáñòðàêòíûé
âàðèàíò ýòîé çàäà÷è � çàìåòêó î ïåðåìåùåíèè ìàññ â êîìïàêòíîì ìåòðè-
÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå [77], â êîòîðîé áûë è êðèòåðèé è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ. Â
êîíöå ïðèâîäèëèñü äâå çàäà÷è � çàäà÷à î æåëåçíîäîðîæíûõ ïåðåâîçêàõ (ñî
ññûëêîé íà íàõîäÿùóþñÿ â ïå÷àòè íàøó ñòàòüþ ñ Ì. Ê. Ãàâóðèíûì) è çà-
äà÷à î âûðàâíèâàíèè ïëîùàäè àýðîäðîìà, êîòîðàÿ òîæå íîñèò ïðèêëàäíîé
õàðàêòåð. Ýòà ðàáîòà, îïóáëèêîâàííàÿ â 1942 ã. íà ðóññêîì è àíãëèéñêîì
ÿçûêàõ,52 ïî-âèäèìîìó, áûëà ïåðâîé, èç êîòîðîé ñïåöèàëèñòû íà Çàïàäå
óçíàëè î ìîèõ ðàáîòàõ ïî ëèíåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, íî ýòî ïðîèçî-
øëî òîëüêî â íà÷àëå 50-õ ãîäîâ.53

Ïðèìåðíî òàêàÿ æå ñóäüáà ïîñòèãëà è ìîþ ðàáîòó î òðåõìåðíîì ðàöèî-
íàëüíîì ðàñêðîå äðåâåñèíû íà ïèëîâî÷íèê íàèáîëåå âûñîêîé öåííîñòè [78].
Îíà ïðîëåæàëà â ðåäàêöèè æóðíàëà ¾Ëåñíàÿ ïðîìûøëåííîñòü¿ äî 1949 ã.
è òîëüêî òîãäà âûøëà â ñâåò, � ýòî áûë ãîä, êîãäà ÿ, ïðàâäà çà äðóãèå
ðàáîòû, ïîëó÷èë Ñòàëèíñêóþ ïðåìèþ.

Ïðèìåðíî ê ëåòó ñîðîêîâîãî ãîäà îòíîñèòñÿ ìîå çíàêîìñòâî ñ Âèêòîðîì
Âàëåíòèíîâè÷åì Íîâîæèëîâûì, îäíèì èç íàèáîëåå êâàëèôèöèðîâàííûõ
ýêîíîìèñòîâ-ñòàòèñòèêîâ íàøåé ñòðàíû, èìåâøèì äîðåâîëþöèîííîå ýêîíî-
ìè÷åñêîå îáðàçîâàíèå è õîðîøóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó. Îí ðàáîòàë
â Ïîëèòåõíè÷åñêîì èíñòèòóòå è çàíèìàëñÿ çàäà÷åé íàèáîëåå ýôôåêòèâíî-
ãî èñïîëüçîâàíèÿ êàïèòàëîâëîæåíèé, ðàññìàòðèâàÿ åå êàê ýêñòðåìàëüíóþ
� ìàòåìàòè÷åñêè ýòà çàäà÷à íå î÷åíü èíòåðåñíà, ïîòîìó ÷òî ýòî îäíîïà-
ðàìåòðè÷åñêèé ñëó÷àé è çàäà÷à ðåøàåòñÿ ââåäåíèåì îäíîãî ðàçðåøàþùåãî
ìíîæèòåëÿ. Íî, âî âñÿêîì ñëó÷àå, çíàíèå ýêîíîìè÷åñêîé òåîðèè è ïðàêòè÷å-
ñêèé îïûò ó íåãî áûëè áîëüøèå. Âîîáùå, Â. Â. Íîâîæèëîâ áûë ýêîíîìèñòîì
øèðîêîãî ïðîôèëÿ è èíòåðåñîâàëñÿ ìíîãèìè çàäà÷àìè. Íàøå çíàêîìñòâî
ñîñòîÿëîñü ïî èíèöèàòèâå Âèêòîðà Âàëåíòèíîâè÷à, íà êîòîðîãî ìîÿ áðî-
øþðà ïðîèçâåëà áîëüøîå âïå÷àòëåíèå � èñïîëüçîâàíèå íåñêîëüêèõ ðàçðå-
øàþùèõ ìíîæèòåëåé ïîçâîëèëî åìó äàòü áîëåå øèðîêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷,
êîòîðûìè îí ðàíüøå çàíèìàëñÿ.

Â 1940�1941 ãã. íàìè áûë ïðîâåäåí ñîâìåñòíûé ñåìèíàð â Ïîëèòåõíè÷å-
ñêîì èíñòèòóòå ñ ó÷àñòèåì ðÿäà ìîëîäûõ ñîòðóäíèêîâ Èíñòèòóòà, ãäå îí è ÿ
ñäåëàëè ñåðèþ äîêëàäîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê îïèñàíèþ êîíêðåòíûõ çàäà÷ ñîöè-
àëèñòè÷åñêîé ýêîíîìèêè. Äîêëàäû ïðîõîäèëè ñ èíòåðåñíûìè äèñêóññèÿìè.

îòìåòèë, ¾÷òî èçëîæåíèå, äàííîå â äîêëàäå è â ñàìîé ðàáîòå, òðóäíî äîñòóïíî äëÿ èíæå-
íåðà¿. Òåïåðü â ýòî íåâîçìîæíî ïîâåðèòü � òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó è ìåòîä ïîòåíöèàëîâ
ëþáîé ñòóäåíò ïîíèìàåò çà íåñêîëüêî ìèíóò, äà è ñòàòüÿ íàïèñàíà èñêëþ÷èòåëüíî ÿñíî.
È òîëüêî â 1949 ã. ðàáîòà áûëà íàêîíåö îïóáëèêîâàíà.

51Îáðàçöîâ èìåë ÷èí ¾ãåíåðàëà-äèðåêòîðà äâèæåíèÿ I ðàíãà¿ (â òî âðåìÿ ñîâåòñêèå
æåëåçíûå äîðîãè áûëè âîåíèçèðîâàííûìè).� Ïðèì. Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå.

52Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, âèäèìî, îøèáñÿ � ðàáîòà áûëà îïóáëèêîâàíà òîëüêî ïî-ðóññêè.
53Ñòàòüÿ ¾Î ïåðåìåùåíèè ìàññ¿ áûëà ïåðâîé èç ðàáîò Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à ïî ëè-

íåéíîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, ïåðåâåäåííûõ â ÑØÀ (Management Science, 1958, V. 5, �
1).
¾Äîðîãîé ïðîôåññîð Êàíòîðîâè÷. Íåäàâíî ìíå ïðåäñòàâèëñÿ ñëó÷àé ïîçíàêîìèòüñÿ ñ ýê-
çåìïëÿðîì Âàøåé ñòàòüè ¾Î ïåðåìåùåíèè ìàññ¿ â Äîêëàäàõ Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ çà
1942 ã. Ìíå ñðàçó ñòàëî ÿñíî, ÷òî ÷àñòüþ Âû ðàçâèâàëè ïàðàëëåëüíî, íî â áîëüøåé ÷àñòè
ïðåäâîñõèòèëè ðàçâèòèå òðàíñïîðòíîé òåîðèè â ÑØÀ¿, � òàê íà÷èíàåòñÿ ïåðâîå ïèñüìî
Ò. Êóïìàíñà (îò 12 íîÿáðÿ 1956), îòêðûâøåãî äëÿ Çàïàäà ðàáîòû Êàíòîðîâè÷à.
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Ìíå ïîìíèòñÿ, ÷òî òîãäà æå ñîñòîÿëàñü çàùèòà äîêòîðñêîé äèññåðòàöèè Â.
Â. Íîâîæèëîâà,54 � ãëàâíûì îïïîíåíòîì âûñòóïàë àêàäåìèê Ñ. Ã. Ñòðó-
ìèëèí, êîòîðûé õîòÿ è ïîäâåðã ðåçêîé êðèòèêå ìàòåìàòè÷åñêèé ïîäõîä, íî
âñå æå îöåíèë âûñîêèé óðîâåíü èññëåäîâàíèÿ è âûñêàçàëñÿ çà ïðèñóæäåíèå
ñòåïåíè.

Äàæå â ïîñëåäíèå äíè ïåðåä íà÷àëîì âîéíû áûëè íàçíà÷åíû âñòðå÷è
íà çàâîäàõ, ïîñâÿùåííûå ïîïûòêàì âíåäðåíèÿ îòäåëüíûõ çàäà÷. Íà÷àëî
âîéíû, êîíå÷íî, âñå èçìåíèëî.

ß íå ãîâîðèë, ÷òî ïàðàëëåëüíî, ðàçóìååòñÿ, øëà ñëóæåáíàÿ, â òîì ÷èñëå
è äðóãàÿ íàó÷íàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ðàáîòà. Áûë èçäàí ìîé ó÷åáíèê ¾Îïðå-
äåëåííûå èíòåãðàëû è ðÿäû Ôóðüå¿ [79].55 ß ÷èòàë â âîåííîì âóçå êóðñ
òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è íàïèñàë ó÷åáíèê, îðèãèíàëüíûé â òîì ñìûñëå, ÷òî
îí áûë ðàññ÷èòàí íà îáùåìàòåìàòè÷åñêèå çíàíèÿ ñòóäåíòîâ âòîðîãî êóðñà
òåõíè÷åñêîãî âóçà è ñîäåðæàë ðÿä èíòåðåñíûõ ïðèìåðîâ èç âîåííîé îáëàñòè
[80]. Ïðîäîëæàëàñü ïóáëèêàöèÿ íåêîòîðûõ ðàáîò ïî ïðåäûäóùèì íàïðàâëå-
íèÿì. Ïîìèìî ðàáîò ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó â ýòîò ïåðèîä áûëè äàíû
íîâûå òåîðåìû î ìåòîäå Ðèòöà [81] è ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè
âàðèàöèîííûõ ìåòîäîâ è ìåòîäà ïðèâåäåíèÿ ê îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöè-
àëüíûì óðàâíåíèÿì [83, 82]. Îò÷àñòè ýòî ïðèìûêàëî ê èçâåñòíîé ðàáîòå Í.
Ì. Êðûëîâà è Í. Í. Áîãîëþáîâà [84]. Ýòè ðàáîòû áûëè âûïîëíåíû â ñâÿçè
ñ ïîäãîòîâêîé âòîðîãî èçäàíèÿ êíèãè î ïðèáëèæåííûõ ìåòîäàõ, êîòîðàÿ
áûëà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì ïåðåðàáîòàíà è îáîãàùåíà è âûøëà óæå ïîä
íàçâàíèåì ¾Ïðèáëèæåííûå ìåòîäû âûñøåãî àíàëèçà¿ â ïåðâûå äíè âîéíû
|citelkKry.

Â èññëåäîâàíèÿõ ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ áûëè ñóùåñòâåí-
íî èñïîëüçîâàíû ìåòîäû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé. Ïîçäíåå, â ïÿ-
òèäåñÿòûå ãîäû, ýòè èäåè ïîëó÷èëè ðàçâåðíóòîå ðàçâèòèå â ðàáîòàõ ìîèõ
ó÷åíèêîâ È. Þ. Õàððèê è Â. Ï. Èëüèíà [86, 87, 88].

Äåëàë ÿ è îòäåëüíûå çàìåòêè ïî ýêîíîìè÷åñêèì ïðîáëåìàì, íî â óñëî-
âèÿõ áëîêàäû, âîåííîé ñëóæáû ýòà ðàáîòà íå ìîãëà èäòè äîñòàòî÷íî èíòåí-
ñèâíî, òåì áîëåå, ÷òî ÿ áûë ïðèâëå÷åí è ê ñïåöòåìàòèêå.56

Ïîñëå âûåçäà èç Ëåíèíãðàäà â ÿíâàðå 1942 ã. â ßðîñëàâëü, êóäà áûëî
ïåðåìåùåíî ÁÈÒÓ ÂÌÔ, â êàêîé-òî ìåðå âîçîáíîâèëàñü ðåãóëÿðíàÿ äåÿ-
òåëüíîñòü � ëåêöèè è èññëåäîâàòåëüñêàÿ ðàáîòà. Èìåííî â ýòî âðåìÿ ìíîé
áûëà íàïèñàíà áîëüøàÿ ðóêîïèñü ¾Ýêîíîìè÷åñêèé ðàñ÷åò, îáåñïå÷èâàþùèé

54Â. Â. Íîâîæèëîâ çàùèùàë äèññåðòàöèþ â ìàðòå 1941 ã.; îá ýòîì ýïèçîäå Ëåîíèä
Âèòàëüåâè÷ âñïîìèíàë (îøèáî÷íî óêàçûâàÿ 1940 ãîä) è â ñâî¼ì âûñòóïëåíèè íà çàùèòå
äèññåðòàöèè Â. Í. Ëèâøèöà, ñòåíîãðàììà êîòîðîãî ïðèâåäåíà â åãî ñòàòüå (ñ. 188).

55Îá èñòîðèè íàïèñàíèÿ ýòîãî ó÷åáíèêà ñì. âûñòóïëåíèå Â. À. Çàëãàëëåðà íà çàñåäàíèè
Ëåíèíãðàäñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îáùåñòâà, à òàêæå åãî âîñïîìèíàíèÿ (Î âñòðå÷àõ ñ
Ë.,Â. Êàíòîðîâè÷åì // Îïòèìèçàöèÿ, 1982, âûï. 28 (45), ñ. 58�61).

56Â îñíîâíîì ýòî ðàáîòû, ñâÿçàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé äëÿ îöåí-
êè ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ çàùèòû ïðè áîìáîìåòàíèè è ñïîñîáîâ ðàññòàíîâêè ìèííûõ
ïîëåé. Îäíà èç ýòèõ ðàáîò âïåðâûå îïóáëèêîâàíà íåäàâíî â Íîâîñèáèðñêå: Ë. Â. Êàí-
òîðîâè÷. Ïðèíöèïû ìåòîäèêè îïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíîé ñòåïåíè ðàññðåäîòî÷åíèÿ è
ñðàâíèòåëüíîé îöåíêè ðàçëè÷íûõ ìåð ïîâûøåíèÿ æèâó÷åñòè // Ñèáèðñêèé æóðíàë èí-
äóñòðèàëüíîé ìàòåìàòèêè, 2001, ò. 4, � 2, ñ. 29�58.
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íàèáîëåå öåëåñîîáðàçíîå èñïîëüçîâàíèå ðåñóðñîâ¿, íàçâàíèå êîòîðîé ÿ ïî-
òîì íåñêîëüêî èçìåíèë.57 Ýòîò òðóä ïðè ïîääåðæêå àêàäåìèêà Ñ. Ë. Ñîáî-
ëåâà, áûâøåãî òîãäà äåïóòàòîì Âåðõîâíîãî Ñîâåòà ÐÑÔÑÐ, áûë íàïðàâëåí
â Ãîñïëàí è ðàññìîòðåí íåêîòîðûìè åãî ðóêîâîäèòåëÿìè � Â. Í. Ñòàðîâ-
ñêèì, Ã. Ï. Êîñÿ÷åíêî, òîãäàøíèìè çàìåñòèòåëÿìè ïðåäñåäàòåëÿ Ãîñïëàíà,
� íî íå âñòðåòèë îäîáðåíèÿ. Â ýòî æå âðåìÿ ÿ äîêëàäûâàë îá ýòîé ðàáîòå
â Ìîñêâå â Èíñòèòóòå ýêîíîìèêè íà ñåìèíàðå ïîä ïðåäñåäàòåëüñòâîì Ê. Â.
Îñòðîâèòÿíîâà. Â îáñóæäåíèè ó÷àñòâîâàë ðÿä âèäíûõ ýêîíîìèñòîâ � 3. Â.
Àòëàñ, À. È. Íîòêèí è äð.

Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî îáñóæäåíèå â Ãîñïëàíå áûëî âðåìåíàìè äîñòàòî÷-
íî îñòðûì. Îäèí èç àâòîðèòåòíûõ ñòàòèñòèêîâ, ïðîô. Á. Ñ. ßñòðåìñêèé
ñêàçàë: ¾Êàíòîðîâè÷ ïðåäëàãàåò îïòèìóì, à êòî åùå ïðåäëàãàë îïòèìóì?
Ôàøèñò Ïàðåòî, ëþáèìåö Ìóññîëèíè¿.58

Äîêëàäûâàë ÿ ýòó ðàáîòó è â Êàçàíè, ãäå â ýòè ãîäû áûëè ðàçìåùåíû
ÌÈÀÍ è ËÎÌÈ. Â ýòî æå âðåìÿ ÿ ïîçíàêîìèëñÿ è ñ íåêîòîðûìè ýêîíîìè-
ñòàìè. Êîå-êòî ðåøàëñÿ ÷èòàòü ðóêîïèñü, íî ïîñëå ýòîãî äàæå ñòîðîíèëñÿ
ìåíÿ ïðè âñòðå÷å.

Íóæíî ñêàçàòü, ÷òî èíæåíåðû îòíåñëèñü ê ýòîé ðàáîòå ñîâåðøåííî èíà-
÷å.59 Òàê, âîåííîå çàâåäåíèå, ãäå ÿ ðàáîòàë, â 1943 ã. ñîáèðàëîñü âûäâèíóòü
åå íà Ñòàëèíñêóþ ïðåìèþ. Òàê êàê îíî íå áûëî äîñòàòî÷íî êîìïåòåíòíî
â ýòèõ âîïðîñàõ, òî ïðåäïîëàãàëîñü ïðåäñòàâèòü åå ÷åðåç Ëåíèíãðàäñêèé
óíèâåðñèòåò. Îíî îáðàòèëîñü ê ïðîô. Ã. Ì. Ôèõòåíãîëüöó, êîòîðûé îçíàêî-
ìèë ñ ýòîé ðàáîòîé ðåêòîðà � À. À. Âîçíåñåíñêîãî. Ðåêòîð ïðîçîíäèðîâàë
ïî÷âó â Ìîñêâå è çàòåì ðåøèòåëüíî îòâåðã ýòó âîçìîæíîñòü ïî ïðè÷èíå
¾àïîëîãåòè÷åñêîãî õàðàêòåðà ðàáîò ìàòåìàòè÷åñêîãî íàïðàâëåíèÿ¿.

Âñ¼ ãîâîðèëî î òîì, ÷òî íåîáõîäèìî íà îïðåäåëåííîå âðåìÿ îñòàâèòü ýòè
ðàáîòû. Èõ ïðîäîëæåíèå ñòàíîâèëîñü îïàñíûì � êàê ÿ óçíàë âïîñëåäñòâèè,

57Êíèãà áûëà çàâåðøåíà 20 ñåíòÿáðÿ 1942 ã. Îïóáëèêîâàíà â 1959 ã. ïîä íàçâàíèåì
¾Ýêîíîìè÷åñêèé ðàñ÷åò íàèëó÷øåãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåñóðñîâ¿.

58Âûñòóïàÿ 5 àïðåëÿ 1960 ã. íà çàêëþ÷èòåëüíîì çàñåäàíèè Íàó÷íîãî ñîâåùàíèÿ î
ïðèìåíåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìåòîäîâ â ýêîíîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ è ïëàíèðîâàíèè
è îòâå÷àÿ íà íàïàäêè êîíñåðâàòîðîâ, Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ ñêàçàë: ¾Òîâàðèù Áîÿðñêèé, èñ-
÷åðïàâ äðóãèå àðãóìåíòû, ïûòàëñÿ ìåíÿ äèñêðåäèòèðîâàòü, ñîïîñòàâëÿÿ ìîè âûâîäû ñ
öèòàòàìè Òóãàí-Áàðàíîâñêîãî. Ìåíÿ Òóãàí-Áàðàíîâñêèì íå èñïóãàåøü! ß ïîìíþ áîëåå
ñåðüåçíûé ñëó÷àé, êîãäà â ñîðîê òðåòüåì ãîäó ßñòðåìñêèé íà ñîâåùàíèè â Ãîñïëàíå ïðè-
âåë òàêîé àðãóìåíò: ¾Âû ñòàâèòå çàäà÷ó íà îïòèìóì, à âû çíàåòå, êòî ñòàâèë òàêóþ æå
çàäà÷ó? Ôàøèñò Ïàðåòî!¿ ß òîãäà ñêàçàë, ÷òî õîòÿ Ïàðåòî è ôàøèñò, íî ìû íå áóäåì
äîáèâàòüñÿ ìèíèìóìà ïðîäóêöèè, ìàêñèìóìà çàòðàò, ìèíèìóìà äîõîäíîñòè òîëüêî äëÿ
òîãî, ÷òîáû íå áûëî ñ íèì íèêàêîãî ñõîäñòâà¿.

59Ðÿä ìàòåðèàëîâ, ñîõðàíèâøèõñÿ â àðõèâå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à, ñâèäåòåëüñòâóåò, ÷òî
ê ýòèì ðàáîòàì âî âðåìÿ âîéíû áîëüøîé èíòåðåñ ïðîÿâëÿë è ßðîñëàâñêèé îáêîì ÂÊÏ(á).
Íàïðèìåð, ïèñüìî îò 20.12.1942 ã.: ¾Óâàæàåìûé òîâ. Êàíòîðîâè÷! Çàâîäû ìàøèíîñòðîè-
òåëüíîé ïðîìûøëåííîñòè îáëàñòè, áåçóñëîâíî, íóæäàþòñÿ â ðàçðåøåíèè ðÿäà âîïðîñîâ
îðãàíèçàöèè è ïëàíèðîâàíèÿ ïðîèçâîäñòâà, êîòîðûå, íàñêîëüêî íàì èçâåñòíî, èíòåðåñó-
þò è Âàñ, êàê íàó÷íîãî ðàáîòíèêà. Â áëèæàéøåå âðåìÿ íàìè áóäåò ñîçâàíî ñîâåùàíèå
ãë. èíæåíåðîâ çàâîäîâ, íà êîòîðîì áóäåò ñîñòàâëåíà òåìàòèêà íàèáîëåå àêòóàëüíûõ ðà-
áîò...¿. Â èþëå 1943 ã. áûëà îðãàíèçîâàíà êîíôåðåíöèÿ äëÿ ìåòàëëîîáðàáàòûâàþùèõ
çàâîäîâ ßðîñëàâñêîé îáëàñòè, ãäå Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ âûñòóïèë ñ äîêëàäîì ¾Ìåòîäèêà
ðàñêðîÿ ìàòåðèàëîâ â ñåðèéíîì ïðîèçâîäñòâå¿.
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ìîè ïðåäïîëîæåíèÿ áûëè íåáåçîñíîâàòåëüíûìè. Âàðèàíò ìîåé èçîëÿöèè
âñåðüåç îáñóæäàëñÿ.60 Êîíå÷íî, ýòî áûëî æåñòîêèì óäàðîì äëÿ ìåíÿ, òàê
êàê ÿ âîçëàãàë áîëüøèå íàäåæäû íà ýòè ðàáîòû. Íåêîòîðîå âðåìÿ ÿ äàæå
áûë â ñîñòîÿíèè äåïðåññèè � ñòàë ñîìíåâàòüñÿ, ñìîãó ëè óñïåøíî çàíè-
ìàòüñÿ íàóêîé � ýòè ðàáîòû íàäî áûëî îòëîæèòü, à â ìàòåìàòèêå ÿ çà ýòî
âðåìÿ îòñòàë.

Ýòî áûëè óæå ïîñëåäíèå ìåñÿöû âîéíû, ìû âåðíóëèñü ñ âîåííûì ó÷èëè-
ùåì, â êîòîðîì ÿ ðàáîòàë, â Ëåíèíãðàä.61 Â Ëåíèíãðàä âåðíóëñÿ è óíèâåð-
ñèòåò, îæèäàëîñü âîçâðàùåíèå ËÎÌÈ. Â óíèâåðñèòåòå ÿ âîçîáíîâèë ðàáîòó
ñðàçó, ñ ËÎÌÈ áûëî òðóäíåå62 � ÷óâñòâà Èâàíà Ìàòâååâè÷à63 êî ìíå ÿâíî
ïåðåìåíèëèñü.

Ëþáîïûòíî, ÷òî â ñåðåäèíå ïÿòèäåñÿòûõ ãîäîâ ìîè ðàáîòû áûëè âíîâü
ïîñëàíû â Ãîñïëàí è äðóãèå îðãàíû è îïÿòü áûëè âñòðå÷åíû îòðèöàòåëüíî,
ïðàâäà, íå ñòîëü æåñòêî.

Âû÷èñëåíèÿ, ìàøèíû, ïðîãðàììèðîâàíèå

Åùå â 1943 ã., áóäó÷è â êîìàíäèðîâêå â Ìîñêâå, ÿ ïîïàë, ïî ïðèãëàøåíèþ
Ëàçàðÿ Àðîíîâè÷à Ëþñòåðíèêà, íà ñåìèíàð, ãäå îáñóæäàëèñü ïðîáëåìû
èñïîëüçîâàíèÿ ìàøèí äëÿ áîëüøèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ðàáîò. Â ýòî âðåìÿ â
Ìîñêâå ïðîâîäèëèñü íåêîòîðûå òàêèå ðàñ÷åòû. Ñíà÷àëà øëà ðå÷ü î ïðè-
ìèòèâíûõ ìàøèíàõ � ñ÷åòíî-àíàëèòè÷åñêèõ, êîòîðûå áûëè ïðèîáðåòåíû â
ñâÿçè ñ ïåðåïèñüþ íàñåëåíèÿ 1939 ã. è ïîñëå ýòîãî ïðàêòè÷åñêè íå èñïîëüçî-
âàëèñü. Ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ýòè ìàøèíû áûëè ïðèìåíåíû äëÿ íåêîòîðûõ

60Êàê ñòàëî èçâåñòíî âïîñëåäñòâèè, ïîñëå îáñóæäåíèÿ â Ãîñïëàíå äîêëàäà Ëåîíèäà
Âèòàëüåâè÷à â êàáèíåòå ïðåäñåäàòåëÿ Ãîñïëàíà Í. À. Âîçíåñåíñêîãî ñîñòîÿëîñü çàêðû-
òîå ñîâåùàíèå, ãäå ñòàâèëñÿ âîïðîñ îá àðåñòå Êàíòîðîâè÷à. Îäèí èç ó÷àñòíèêîâ ýòîãî
ñîâåùàíèÿ, Ø. ß. Òóðåöêèé, óæå â øåñòèäåñÿòûå ãîäû ðàññêàçàë î í¼ì À. È. Êàöåíå-
ëèíáîéãåíó, êîòîðûé è ñîîáùèë ýòî Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó. Êàê ïèøåò Êàöåíåëèíáîéãåí,
¾òîëüêî áëàãîäàðÿ ÷óäó Êàíòîðîâè÷ó óäàëîñü âûæèòü <...>. Ðóêîâîäñòâî Ãîñïëàíà ðàñ-
ñìàòðèâàëî ëþáîå ïðåäëîæåíèå êàê ëè÷íóþ êðèòèêó. Ïîìèìî áþðîêðàòè÷åñêîé ðåàêöèè,
ñàìûì ëåãêèì ïóòåì çàæèìà êðèòèêè áûëî îáâèíèòü àâòîðà âðàãîì, êîòîðûé ñòàðàåòñÿ
îòâëå÷ü ïåðñîíàë îò âûïîëíåíèÿ ìèññèè, âîçëîæåííîé íà íåãî ïàðòèåé¿ (À. Êàöåíåëèí-
áîéãåí. Ë. Â. Êàíòîðîâè÷: Ïîëèòè÷åñêàÿ äèëåììà â íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè // Ýêîíîìèêà
è ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû, 1997, ò. 33, âûï. 3, ñ. 38).

61Â îêòÿáðå 1944.
62Âíîâü íà ðàáîòó â Ëåíèíãðàäñêîå îòäåëåíèå ÌÈÀÍËåîíèä Âèòàëüåâè÷ áûë çà÷èñëåí

ñ 1 ÿíâàðÿ 1945 ã., ÷òî, âèäèìî, ïîòðåáîâàëî íåìàëî óñèëèé ñî ñòîðîíû À. À. Ìàðêîâà,
âîçãëàâëÿâøåãî òîãäà ËÎÌÈ, � èìåííî Ìàðêîâ ñîîáùèë Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó î åãî
çà÷èñëåíèè.

63Àêàäåìèê Èâàí Ìàòâååâè÷ Âèíîãðàäîâ áûë áîëåå ïÿòèäåñÿòè ëåò äèðåêòîðîì ÌÈ-
ÀÍ. Â ïîñëåâîåííîå âðåìÿ áûë èçâåñòåí ñâîèì àíòèñåìèòèçìîì (âîçìîæíî, ýòî ñâÿçàíî è
ñî ñòàâøèì ïðîÿâëÿòüñÿ óæå âî âðåìÿ âîéíû ãîñóäàðñòâåííûì àíòèñåìèòèçìîì, ñì., íà-
ïðèìåð, âîñïîìèíàíèÿ Ñ. Ã. Ìèõëèíà). Íà ïåðâûõ êóðñàõ óíèâåðñèòåòà, êàê âñïîìèíàë
Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷, îí õîäèë íà ñåìèíàð È. Ì. Âèíîãðàäîâà è äàæå èíîãäà áåñåäîâàë
ñ íèì ïîñëå çàíÿòèé, ïðîâîæàÿ åãî äîìîé. Êàê ïåðåäàâàëè Ëåîíèäó Âèòàëüåâè÷ó, óæå
â ïîæèëîì âîçðàñòå Âèíîãðàäîâ ðàññêàçûâàë ñâîèì ìîëîäûì ó÷åíèêàì, êàê áëåñòÿùå
Êàíòîðîâè÷ ðåøàë çàäà÷è ïî òåîðèè ÷èñåë íà åãî ñåìèíàðå; äî âîéíû îòíîøåíèå Âèíî-
ãðàäîâà ê Ë. Â. Êàíòîðîâè÷ó áûëî äîñòàòî÷íî ò¼ïëûì. Ñì. îá ýòîì òàêæå â ñòàòüå Â.
Ì. Òèõîìèðîâà.
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÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîô. È. Í. ßíæóëîì èç Àñòðîíîìè÷åñêîãî èíñòèòó-
òà â Ëåíèíãðàäå.64 Íà ñåìèíàðå îáñóæäàëèñü âîçìîæíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ
ýòèõ ìàøèí äëÿ äðóãèõ ðàñ÷åòîâ. Îíè áûëè î÷åíü ìåäëåííûìè � òàáóëÿ-
òîð äåëàë ñëîæåíèå çà ïîëñåêóíäû, óìíîæåíèå � â òå÷åíèå ïÿòè-âîñüìè
ñåêóíä. Âñêîëüçü ãîâîðèëîñü î íà÷àâøèõñÿ ðàçðàáîòêàõ ïî ýëåêòðîííûì
ìàøèíàì è ñ÷åòíî-àíàëèòè÷åñêèì, ïîñòðîåííûì íà òåõ æå ïðèíöèïàõ (òè-
ïà ¾Ìàðê I¿, ¾Ìàðê II¿ â ÑØÀ). Ìåíÿ ýòè âîïðîñû î÷åíü çàèíòåðåñîâàëè,
è ÿ òóò æå íà ñåìèíàðå ïðåäëîæèë ðÿä âàðèàíòîâ èõ ïðèìåíåíèÿ.

Ïîñëå âîçâðàùåíèÿ â Ëåíèíãðàä ìíå áûëà ïîðó÷åíà ñíà÷àëà ãðóïïà â
ËÎÌÈ, à çàòåì è îòäåë ¾Ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèé¿, êîòîðûé äîëæåí
áûë çàíèìàòüñÿ ðàçðàáîòêîé ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ è ïðîâîäèòü áîëüøèå êîí-
êðåòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ðàáîòû ïî çàäàíèþ òåõ èëè èíûõ îðãàíèçàöèé
(êàê ïðàâèëî, ñâÿçàííûõ ñ ôèçèêîé).

Íàìè áûëà óñòàíîâëåíà ñâÿçü ñ ëåíèíãðàäñêîé ìàøèííî-ñ÷åòíîé ôàá-
ðèêîé, çàíÿòîé ïðîñòåéøèìè áóõãàëòåðñêèìè âû÷èñëåíèÿìè íà ìàøèíàõ,
îñòàâøèõñÿ òàì ïîñëå ïåðåïèñè íàñåëåíèÿ. Ì. Ê. Ãàâóðèí è ÿ ïðåäëîæè-
ëè íåêîòîðûå íîâûå ñõåìû èñïîëüçîâàíèÿ ýòèõ ñ÷åòíûõ ìàøèí. Îñíîâ-
íîé ïðèíöèï èõ ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçîâàíèÿ � ýòî çàïàðàëëåëèâàíèå àíà-
ëîãè÷íûõ âû÷èñëåíèé, áëàãîäàðÿ ÷åìó ïîÿâëÿëàñü âîçìîæíîñòü ââåäåíèÿ
ïðîñòåéøèõ ïðîãðàììíûõ èçìåíåíèé íà êîììóòàöèîííîé äîñêå (êîíå÷íî,
âðó÷íóþ).

Òàê, áûëè ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñêîðîé âûáîðêè èç òàáëèö è ñïîñîá ðàñ-
÷åòà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ íå óìíîæåíèåì, à ñëîæåíèåì íà òàáóëÿòîðå,
ïðè ýòîì îäèí èç ñîìíîæèòåëåé ôîðìèðîâàëñÿ íå â äåñÿòè÷íîé, à â äâîè÷-
íîé ñèñòåìå [89].

Ñåðüåçíûì êîíêðåòíûì äîñòèæåíèåì áûëî âû÷èñëåíèå íà ýòîé ïðèìè-
òèâíîé òåõíèêå òàáëèö Áåññåëåâûõ ôóíêöèé äî 120 ïîðÿäêà íà áîëüøîì
èíòåðâàëå [90]. Íàèáîëåå èíòåðåñíûì òóò áûëî çàïàðàëëåëèâàíèå âû÷èñ-
ëåíèé65 ïðè èíòåãðèðîâàíèè íà ýòèõ ìàøèíàõ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äëÿ Áåññåëåâûõ ôóíêöèé. Çàïàðàëëåëèâàíèå äîñòèãàëîñü òåì, ÷òî
ïðîìåæóòîê èíòåãðèðîâàíèÿ áûë ðàçáèò íà íåñêîëüêî èíòåðâàëîâ è ôóíê-
öèè ðàçíûõ íîìåðîâ íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ âû÷èñëÿëèñü îäíîâðåìåííî,
ïîýòîìó ïîëó÷àëèñü äîñòàòî÷íî áîëüøèå ìàññèâû îäèíàêîâûõ îïåðàöèé,
êîòîðûå ýôôåêòèâíî îñóùåñòâëÿëèñü íà ýòèõ ìàøèíàõ.

Ýòà ðàáîòà áûëà ñäåëàíà ïðè ìîåì ó÷àñòèè Ì. Ê. Ãàâóðèíûì è Â. Í.

64Î ðàáîòàõ È. Í. ßíæóëà ïèøåò, â ÷àñòíîñòè, Ë. À. Ëþñòåðíèê: ¾Ìû îñòàíîâèìñÿ
íà äåÿòåëüíîñòè Èâàíà Íèêîëàåâè÷à ßíæóëà. Îí áûë àâòîðîì ëó÷øåé ó íàñ êíèãè ïî
ìàøèíèçàöèè ó÷åòà. Íå áóäó÷è ìàòåìàòèêîì ïî ñïåöèàëüíîñòè, îí îáëàäàë îñòðîé èíòó-
èöèåé â âîïðîñàõ âû÷èñëåíèé è ïðèäóìàë ðÿä íîâûõ äëÿ ñâîåãî âðåìåíè è îñòðîóìíûõ
ïðèåìîâ âû÷èñëåíèé íà ÑÀÌ... Â ÿíâàðå 1942 ã. È. Í. ßíæóë ñêîí÷àëñÿ â Ëåíèíãðàäå
âî âðåìÿ áëîêàäû; â ëèöå ýòîãî òàëàíòëèâîãî ÷åëîâåêà íàøà âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòè-
êà ïîíåñëà òÿæåëóþ óòðàòó¿ (Ë. À. Ëþñòåðíèê. Ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ñ÷åòíàÿ ñòàíöèÿ //
ÓÌÍ, 1946, ò. 1, âûï. 3/4, ñ. 202�205).

65Ëåîíèä Âèòàëüåâè÷ áûë îäíèì èç ïèîíåðîâ ïàðàëëåëèçìà. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé è àðõèòåêòóð Îí øèðîêî èñïîëüçîâàë è âïîñëåäñòâèè â ïðåä-
ëîæåííûõ èì êîìïüþòåðàõ, íàïðèìåð, â êîíâåéåðíîì ïðîöåññîðå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëè-
íåéíîé àëãåáðû, èçâåñòíîì ïîä íàçâàíèåì ¾Àðèôìåòè÷åñêîé ìàøèíû¿ (ÀÌ). � Ïðèì.
ß. È. Ôåòà.

36



Ôàääååâîé. Ëþáîïûòíî, ÷òî ïàðàëëåëüíî òàáëèöû Áåññåëåâûõ ôóíêöèé
ðàññ÷èòûâàëèñü â ÑØÀ íà ìàøèíàõ ¾Ìàðê¿ è äàæå ¾ÝÍÈÀÊ¿. Íàøà ðà-
áîòà íà÷àëàñü äâóìÿ ãîäàìè ïîçæå è áûëà âûïîëíåíà âñåãî çà ïîëòîðà ãîäà,
åùå äî òîãî, êàê áûëî çàêîí÷åíî èçäàíèå àìåðèêàíñêèõ òàáëèö.

Ìîå âíèìàíèå ïðèâëåêëà è ñàìà âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà. Âîçíèêëà
èäåÿ � âàæíóþ, ÷àñòî âñòðå÷àþùóþñÿ îïåðàöèþ âûáîðêè çíà÷åíèé ôóíê-
öèè èç òàáëèö îñóùåñòâëÿòü àâòîìàòè÷åñêè. Äëÿ ýòîãî áûëî ñïðîåêòèðîâà-
íî ñïåöèàëüíîå óñòðîéñòâî � ¾ôóíêöèîíàëüíûé ïðåîáðàçîâàòåëü¿ íà ïðî-
ñòåéøåé ýëåêòðîìåõàíèêå, ïîëóïðîâîäíèêàõ � êóïðîêñàõ è ñåëåíàõ, âêëþ-
÷àâøåå áîëåå 10 òûñÿ÷ ïîëóïðîâîäíèêîâûõ ýëåìåíòîâ. Ïî çàêàçó Ìàòåìà-
òè÷åñêîãî èíñòèòóòà è çàèíòåðåñîâàííûõ îðãàíèçàöèé ýòî óñòðîéñòâî áûëî
èçãîòîâëåíî â íåñêîëüêèõ ýêçåìïëÿðàõ íà çàâîäå ñ÷åòíî-àíàëèòè÷åñêèõ ìà-
øèí â Ìîñêâå. Îíî ïîçâîëÿëî îïåðàöèþ ðàñ÷åòà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè � âû-
áîðêè îñíîâíîãî çíà÷åíèÿ èç òàáëèöû è ðàñ÷åòà ïîïðàâêè � äåëàòü çà êî-
ðîòêîå âðåìÿ. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè òðåáîâàëàñü ñâîÿ ñèñòåìà êîììóòàöèè.
Âïðî÷åì, êàê ÿ óæå ãîâîðèë, áûëà è äîñêà ñ óíèâåðñàëüíîé êîììóòàöèåé,
êîòîðàÿ îäíîâðåìåííî ïîçâîëÿëà âû÷èñëÿòü äåñÿòü ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé, íî
ñ ìåíüøåé òî÷íîñòüþ. Â äàëüíåéøåì ¾ôóíêöèîíàëüíûé ïðåîáðàçîâàòåëü¿
áûë çàðåãèñòðèðîâàí êàê èçîáðåòåíèå [91], íåêîòîðîå âðåìÿ ïðèìåíÿëñÿ,
íî ýòî áûëî óæå âðåìÿ ïåðåõîäà íà ýëåêòðîííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ òåõíè-
êó.66 Ó íàñ ïîÿâèëèñü ïåðâûå ÝÂÌ � ¾Ñòðåëà¿ è ÁÝÑÌ, ñ êîòîðûìè íàøå
óñòðîéñòâî êîíêóðèðîâàòü íå ìîãëî. Íî, âåðîÿòíî, ýòî áûëà ïåðâàÿ â ìèðå
âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàøèíà, â êîòîðîé øèðîêî èñïîëüçîâàëèñü ïîëóïðîâîäíè-
êè.

Ïåðâûå ãîäû ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíàÿ òåõíèêà áûëà ìàëîïðîèçâîäè-
òåëüíà, äîðîãà è äîñòóïíà òîëüêî íåêîòîðûì ïðèîðèòåòíûì ó÷ðåæäåíèÿì.
Ìåæäó òåì ðàñ÷åòû âåëèñü âî ìíîãèõ îðãàíèçàöèÿõ � íàó÷íûõ, ïðîåêòíûõ,
ãåîäåçè÷åñêèõ è äðóãèõ, â êîòîðûõ ðàáîòàëè äåñÿòêè è ñîòíè âû÷èñëèòåëåé-
îïåðàòîðîâ, è èìåííî èìè ôàêòè÷åñêè âûïîëíÿëèñü ìàññîâûå âû÷èñëåíèÿ.
Ýòè îïåðàòîðû ðàáîòàëè íà ñ÷åòíûõ ìàøèíàõ ìåõàíè÷åñêîãî òèïà � àðèô-
ìîìåòðàõ. Íàèáîëåå ñîâåðøåííûìè èç íàñòîëüíûõ ñ÷åòíûõ ìàøèí áûëè â
òî âðåìÿ ¾Ìåðñåäåñ-Ýâêëèä¿ è ¾Ðåéíìåòàëë¿, êîòîðûå èìïîðòèðîâàëèñü
èç-çà ãðàíèöû.

Ïîïûòêè ñîáñòâåííîãî ïðîèçâîäñòâà ïîäîáíûõ àâòîìàòîâ âñòðåòèëè çíà-
÷èòåëüíûå òðóäíîñòè � íóæíû áûëè âûñîêîêà÷åñòâåííûå ìàòåðèàëû è
î÷åíü òî÷íàÿ ìåõàíè÷åñêàÿ îáðàáîòêà. Áûëî ïðîèçâåäåíî ëèøü íåñêîëüêî
äåñÿòêîâ èëè ñîòåí òàêèõ ìàøèí, ïðè÷åì ðàáîòàëè îíè íåóäîâëåòâîðèòåëü-
íî. Ìåæäó òåì è çàðóáåæíûå ìàøèíû òàêæå èìåëè íåäîñòàòêè � áûëè íå
î÷åíü íàäåæíû, òðåáîâàëè ÷àñòîãî è ñëîæíîãî ðåìîíòà, çàïàñíûõ ÷àñòåé,
òàê ÷òî êàæäûå ïÿòü ðàáîòàþùèõ ìàøèí äîëæåí áûë îïåêàòü êâàëèôèöè-

66Êàê ñëåäóåò èç èìåþùåãîñÿ â àðõèâå äîêóìåíòà: ¾Äàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ðàçðàáîòêå
¾ôóíêöèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàòåëÿ¿, îí áûë èçîáðåòåí â 1946 ã. Îïûòíûé æå ýêçåìïëÿð
áûë èçãîòîâëåí òîëüêî â 1952 ã., è çà øåñòü ëåò îí, åñòåñòâåííî, óñòàðåë. Åñëè ó÷åñòü,
÷òî ýòî èçîáðåòåíèå òàê ìåäëåííî îñóùåñòâëÿëîñü äàæå ïðè òîì, ÷òî â ýòî âðåìÿ â
îòäåëå Ëåîíèäà Âèòàëüåâè÷à âåëèñü îòâåòñòâåííûå ðàñ÷åòû ïî àòîìíîé áîìáå, ìîæíî
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî èíà÷å îíî âîîáùå íå áûëî áû âíåäðåíî.
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ðîâàííûé ìåõàíèê.
Çäåñü ïðèãîäèëñÿ íàø îïûò â îáëàñòè ñîñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ, âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ïðèåìîâ è êîíñòðóèðîâàíèÿ óñòðîéñòâ, íàêîïëåííûé â ïðîöåññå
ðàáîòû íàä ¾ôóíêöèîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàòåëåì¿ è íåêîòîðûìè äðóãèìè
ýêñïåðèìåíòàëüíûìè îáðàçöàìè. Íà îñíîâå ýòèõ ýëåìåíòîâ áûëè ñêîíñòðó-
èðîâàíû îðèãèíàëüíûå îáðàçöû íàñòîëüíûõ ñ÷åòíûõ àâòîìàòîâ, ïðè÷åì
áûëà èñïîëüçîâàíà òåõíèêà, êîòîðàÿ íå ïðèìåíÿëàñü ðàíåå íè ó íàñ, íè çà
ðóáåæîì. Ýòî áûëî çàðåãèñòðèðîâàíî êàê èçîáðåòåíèå [?]. Ñêîíñòðóèðîâàí-
íûå ìàøèíû áûëè íåñêîëüêî áîëåå ïðîèçâîäèòåëüíûìè, ÷åì ìåõàíè÷åñêèå
àâòîìàòû, è î÷åíü ïðîñòûìè â ýêñïëóàòàöèè è ðåìîíòå � äîñòàòî÷íî áûëî
çàìåíû îäíîãî èç íåñêîëüêèõ òèïîâ ýëåìåíòîâ.

Âíåäðåíèå èõ â ïðàêòèêó îêàçàëîñü äåëîì äîâîëüíî òðóäíûì. È â Ìîñêâå,
è â Ëåíèíãðàäå èõ îòêàçàëèñü ïðîèçâîäèòü, íî, ê ñ÷àñòüþ, òîãäà áûëî âðåìÿ
ñîâíàðõîçîâ,67 è â Êèðîâå íàøåëñÿ çàâîä è êîíñòðóêòîðñêîå áþðî, êîòîðûå
áûëè ìàëî çàãðóæåíû è ïðèíÿëè ýòî èçîáðåòåíèå ê ðåàëèçàöèè. Âñ¼ æå â
òå÷åíèå ãîäà èëè ïîëóòîðà ëåò îíè íå ïðèñòóïàëè ê ðàáîòå, æåëàÿ ñîçäàòü
àíàëîãè÷íóþ ìàøèíó, íî ñîáñòâåííîé ðàçðàáîòêè. Îäíàêî ðàáîòà âîøëà â
ïëàí, ñðîêè ïîäæèìàëè, è ó íàñ çàïðîñèëè ÷åðòåæè. Â äîâîëüíî êîðîòêèé
ñðîê áûëî íà÷àòî èçãîòîâëåíèå ýòèõ ìàøèí íà òðåõ çàâîäàõ, â òîì ÷èñ-
ëå â Êèðîâå � ìàøèíà ¾Âÿòêà¿ � è â Âèëüíþñå � ìàøèíà ¾Âèëüíþñ¿
(ïðàêòè÷åñêè îíè ñîâïàäàëè).

Â òå÷åíèå äåñÿòè ëåò áûëî âûïóùåíî îêîëî ñîðîêà òûñÿ÷ ìàøèí, ÷òî â
îñíîâíîì óäîâëåòâîðèëî íóæäû ñòðàíû è ïîçâîëèëî ïî áîëüøåé ÷àñòè îñâî-
áîäèòüñÿ îò èìïîðòà. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîé ýôôåêò îò ðåàëèçàöèè íàøåãî
èçîáðåòåíèÿ, àâòîðñêîå âîçíàãðàæäåíèå ìû ïîëó÷èëè äàëåêî íå ïîëíîñòüþ
è íå ñðàçó. Ëèøü îêîëî ñåìèäåñÿòîãî ãîäà íà÷àëè ïðîèçâîäèòü íàñòîëüíûå
ýëåêòðîííî-ñ÷åòíûå êëàâèøíûå ìàøèíû, êîòîðûå ïåðâîå âðåìÿ áûëè íà-
ìíîãî äîðîæå è ìåíåå óäîáíû â ýêñïëóàòàöèè. Íî ïðîãðåññ íåèçáåæåí.

Ïî÷òè ñðàçó æå ïîñëå ïîÿâëåíèÿ ýëåêòðîííûõ ìàøèí íà÷àëàñü ðàáî-
òà ïî óïðîùåíèþ è àâòîìàòèçàöèè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ìû â Ëåíèíãðàäå
òàêæå âêëþ÷èëèñü â ýòó ðàáîòó. Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ñóùåñòâîâàâøåé
ñèñòåìû, íà ìîé âçãëÿä, áûëî ðåçêîå ðàçëè÷èå ÿçûêà äëÿ ìàøèíû è ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ÿçûêà, íà êîòîðîì îïèñûâàëñÿ àëãîðèôì. Â ìàòåìàòè÷åñêîì
îïèñàíèè èñïîëüçîâàëèñü ñèìâîëû, êðóïíûå îïåðàöèè, ðàçëè÷íûå ìàòåìà-
òè÷åñêèå ïîíÿòèÿ, à â ìàøèííîé ïðîãðàììå âñå ýòî íàäî áûëî äîâîäèòü äî
ñòàíäàðòíûõ îïåðàöèé íàä ÷èñëàìè. Êîíå÷íî, áîëüøèì äîñòèæåíèåì áûëà
ñèñòåìà óïðàâëåíèÿ è ïåðåñûëêè, â ñîçäàíèè êîòîðîé áîëüøóþ ðîëü ñûãðàë
Äæ. ôîí Íåéìàí.

Ïåðâûì íîâøåñòâîì íàøåé ñèñòåìû áûëî äðóãîå îïèñàíèå âû÷èñëèòåëü-
íîé ñõåìû, èìåííî, â íåé ïðèìåíÿëèñü íå òîëüêî ïðîñòåéøèå àðèôìåòè÷å-
ñêèå îïåðàöèè, íî è ìíîãèå óêðóïíåííûå ìàòåìàòè÷åñêèå îïåðàöèè. Äðó-
ãèì, êîíå÷íî, áûëî òî, ÷òî ýëåìåíòàìè ñõåìû áûëè íå îòäåëüíûå ÷èñëà, à
öåëûå èõ ìàññèâû ñ îïèñàíèÿìè ðàñïîëîæåíèÿ è äð. Â ðåçóëüòàòå ñõåìà

67Í. Ñ. Õðóùåâ â íà÷àëå øåñòèäåñÿòûõ ãîäîâ ëèêâèäèðîâàë ìíîãèå îòðàñëåâûå ìèíè-
ñòåðñòâà, ïåðåäàâ óïðàâëåíèå ïðåäïðèÿòèÿìè ðåãèîíàëüíûì ñòðóêòóðàì � ñîâíàðõîçàì.
Ïîñëå ñíÿòèÿ Õðóùåâà ñîâíàðõîçû áûëè ëèêâèäèðîâàíû. � Ïðèì. Ñ. Ñ. Êóòàòåëàäçå.
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ðàñ÷åòà çàïèñûâàëàñü ñ âû÷èñëèòåëüíîãî ïëàíà ñ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçÿìè è
ïåðåõîäàìè, äîâîëüíî êîðîòêîãî è îáîçðèìîãî.

Äëÿ óêðóïíåííûõ îïåðàöèé � óïîðÿäî÷åíèå, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå,
îïåðàöèè íàä ìàòðèöàìè è ò. ä. � áûëè ñîçäàíû ïîäïðîãðàììû, èõ ðå-
àëèçóþùèå. Òàêæå âûäåëÿëèñü è ñïåöèàëüíûå îïåðàöèè, åñëè îíè ÷àñòî
âñòðå÷àëèñü â êàêîì-òî ðàñ÷åòå. Ïðè ýòîì âìåñòî ìàøèííûõ àäðåñîâ èñ-
ïîëüçîâàëèñü èíâåíòàðíûå àäðåñà, ÷òî ìîæíî íàçâàòü ïàñïîðòîì äàííûõ
ìàññèâà èëè îïåðàöèè. Ýòà ñèñòåìà â ñîîòâåòñòâèè ñ ìîäíûì òîãäà òåðìè-
íîì, ïðèìåíÿâøèìñÿ â ñòðîèòåëüñòâå, áûëà íàçâàíà ¾êðóïíîáëî÷íûì ïðî-
ãðàììèðîâàíèåì¿.

Ýòè èäåè èìåëè è äðóãîå âîïëîùåíèå � áëàãîäàðÿ èñïîëüçîâàíèþ ëî-
ãè÷åñêîé ñõåìû äëÿ çàïèñè ïðîöåññà ðàñ÷åòà ïîÿâëÿëàñü âîçìîæíîñòü îïå-
ðèðîâàíèÿ ñ ýòèìè ñõåìàìè è èõ ïðèìåíåíèÿ íå òîëüêî äëÿ ÷èñëåííûõ, íî
è äëÿ àíàëèòè÷åñêèõ âûêëàäîê. Ñêàæåì, ïðîãðàììà ïîçâîëÿëà ïðîèçâî-
äèòü àíàëèòè÷åñêîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ëþáîé ôóíêöèè, ñîñòàâëåííîé èç
ýëåìåíòàðíûõ èëè ñïåöèàëüíûõ. Ýòè ðàáîòû âåëèñü íà÷èíàÿ ñ 1953 ã., íî
âîçìîæíîñòü ïåðâûõ ïóáëèêàöèé îòíîñèòñÿ ê 1956 ã. [93, 94, 95, 96].

Äîâåñòè ýòó ðàáîòó äî êîíöà è ñîçäàòü öåëüíóþ ñèñòåìó àâòîìàòèçèðî-
âàííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íå óäàëîñü. Êàê èçâåñòíî, ñîçäàíèå òàêèõ ñè-
ñòåì òðåáóåò äåñÿòêîâ è ñîòåí ðàçðàáîò÷èêîâ. Êðîìå òîãî, â íàøåé ñèñòå-
ìå íåñêîëüêî áîëüøåå ìåñòî çàíèìàëè îïåðàöèè óïðàâëåíèÿ, òàê ÷òî ïðè
òîãäàøíåì ãîëîäå ìàøèííîãî âðåìåíè åå áûëî öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü
òîëüêî ê ìàññîâûì çàäà÷àì. Ñõåìíàÿ çàïèñü âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàíîâ íà-
øëà èñïîëüçîâàíèå â ñîçäàííîé â Êèåâå ìàøèíå ¾Ìèð-3¿, à âïîñëåäóþùåì
èñïîëüçîâàëàñü ôèçèêàìè äëÿ ïðîâåäåíèÿ íà ìàøèíàõ ñëîæíûõ àíàëèòè-
÷åñêèõ âûêëàäîê [97].

Â ýòî æå âðåìÿ áûëè ñîñòàâëåíû (â êîìàíäíîì è àâòîìàòèçèðîâàííîì
èñïîëíåíèè) ïðîãðàììû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, äëÿ òðàíñïîðòíîé çàäà÷è. Â êîìïàêòíîé è áûñòðîäåéñòâóþ-
ùåé ïðîãðàììå, îïóáëèêîâàííîé â 1958 ã. Ì. À. ßêîâëåâîé, áûë ðåàëèçîâàí
ìåòîä ïîòåíöèàëà [98]. Ðàçðàáîòêîé ýòèõ ïðîãðàìì è ñèñòåìû ¾êðóïíîáëî÷-
íîãî¿ ïðîãðàììèðîâàíèÿ çàíèìàëèñü ìîè ñîòðóäíèêè Ë. Ò. Ïåòðîâà, Â. À.
Áóëàâñêèé, Ì. À. ßêîâëåâà, Ð. À. Çâÿãèíà.

Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ïðèáëèæåííûå ìå-
òîäû

ß óæå ãîâîðèë î ñâîåì èññëåäîâàíèè ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â ïîëó-
óïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ãäå ìíå âïåðâûå óäàëîñü ñâÿçàòü ñâîè ðà-
áîòû ïî ôóíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó ñ ðàáîòàìè â îáëàñòè âû÷èñëèòåëüíîé
ìàòåìàòèêè [?, ?]. Îäíàêî â ïîëíîé ìåðå ÿ ñìîã ýòî îñóùåñòâèòü óæå â
ïîñëåâîåííûå ãîäû. Â áîëüøîé ñòàòüå, îõâàòûâàþùåé íåñêîëüêî öèêëîâ
ìîèõ èññëåäîâàíèé, ñàìî íàçâàíèå êîòîðîé çâó÷àëî òîãäà ïàðàäîêñàëüíî �
¾Ôóíêöèîíàëüíûé àíàëèç è ïðèêëàäíàÿ ìàòåìàòèêà¿ [99], áûëè óêàçàíû
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øèðîêèå âîçìîæíîñòè ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåíåíèé èäåé ôóíêöèîíàëüíîãî
àíàëèçà äëÿ ðàçâèòèÿ âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè è óñòàíîâëåíû ðàçíîîá-
ðàçíûå ñâÿçè ìåæäó íèìè. Â ýòîé ðàáîòå ñîäåðæàëàñü îáùàÿ òåîðèÿ ïðè-
áëèæåííûõ ìåòîäîâ è áûëè èçó÷åíû ñëåäóþùèå ãðóïïû ìåòîäîâ: 1) ìåòîä
íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà è äðóãèå ãðàäèåíòíûå ìåòîäû; 2) ìåòîäû íüþòîíîâ-
ñêîãî òèïà; 3) ïðèíöèï ìàæîðàíò è ìåòîäû ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèáëèæå-
íèÿ.

Èç ýòîãî öèêëà ðàáîò íàèáîëåå âàæíîé ìíå ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàáîòà ïî
îáùåé òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ [?]. Èìååòñÿ âåñüìà áîëüøîå ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ äëÿ ðàçíûõ êëàññîâ çàäà÷ è óðàâíåíèé,
è èõ êîíñòðóèðîâàíèå è èññëåäîâàíèå â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå ïðåä-
ñòàâëÿëî íåìàëûå òðóäíîñòè. Ïîýòîìó âîçíèêëà ìûñëü î ïîñòðîåíèè îáùåé
òåîðèè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ, êîòîðàÿ ïîçâîëÿëà áû èõ ñòðîèòü è èññëå-
äîâàòü èç íåêîåãî åäèíîãî èñòî÷íèêà. Ýòà òåîðèÿ îñíîâûâàëàñü íà èäåå
ñâÿçè äàííîãî ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðîì çàäàíî èññëåäóåìîå óðàâíåíèå, ñ
íåêîòîðûì áîëåå ïðîñòûì, â êîòîðîå èñõîäíîå ïðîñòðàíñòâî îòîáðàæàåò-
ñÿ. Íà îñíîâå èññëåäîâàíèÿ ¾ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ¿ â áîëåå ïðîñòîì
ïðîñòðàíñòâå îòêðûâàëàñü âîçìîæíîñòü ñòðîèòü è èçó÷àòü êîíêðåòíûå ïðè-
áëèæåííûå ìåòîäû â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Óäàëîñü äîêàçàòü îáùèå òåî-
ðåìû, ïîçâîëÿâøèå íà îñíîâàíèè ñâåäåíèé î òî÷íîì ðåøåíèè óñòàíàâëèâàòü
ðàçðåøèìîñòü ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ è ñõîäèìîñòü ïðèáëèæåííîãî ðå-
øåíèÿ ê òî÷íîìó, à òàêæå òåîðåìû, ïîçâîëÿþùèå íà îñíîâå ðàçðåøèìîñòè
ïðèáëèæåííîãî óðàâíåíèÿ óñòàíàâëèâàòü ñóùåñòâîâàíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ
è îïðåäåëÿòü îáëàñòü åãî ðàñïîëîæåíèÿ.

Ïîìèìî ïîðîæäåííîãî íà ýòîé áàçå îãðîìíîãî ÷èñëà ýôôåêòèâíûõ ðàñ-
÷åòíûõ ìåòîäîâ ñ òî÷íîé õàðàêòåðèñòèêîé áûñòðîòû ñõîäèìîñòè, îíà äàåò
è ðÿä âàæíûõ ñðåäñòâ òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà. Ñ åå ïîìîùüþ â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ìîæåò ñòðîãî äîêàçûâàòüñÿ ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, óñòàíàâëèâàòüñÿ
îáëàñòü åäèíñòâåííîñòè è íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ. Ïðèáëèæåííîå ðå-
øåíèå ìîæåò ïîëó÷àòüñÿ íå ÷èñëåííî, à â ôîðìóëüíîì âèäå íà êîìïüþòåðå.
Ýòà íîâàÿ îáëàñòü ìàòåìàòèêè ïîëó÷èëà íàçâàíèå ¾äîêàçàòåëüíûå âû÷èñ-
ëåíèÿ¿.

Òåîðèÿ ïîëó÷èëà ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåíåíèÿ âî ìíîãèõ âîïðîñàõ. Íà-
çîâó ðàáîòû Â. Ñ. Âëàäèìèðîâà îá óðàâíåíèÿõ ¾ïåðåíîñà¿ [101], À. È. Êà-
ëàíäèÿ [102], Ý. Á. Êàðïèëîâñêîé [103]. Â ÷àñòíîñòè, â ïîñëåäíåé ðàáîòå
íà îñíîâå îáùåé òåîðèè áûëà äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà êîëëîêàöèè äëÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ÷òî íå óäàâàëîñü ñäåëàòü âïðÿìóþ.

Ìíå êàæåòñÿ, ÷òî îñíîâíàÿ èäåÿ ýòîé òåîðèè íîñèò îáùèé õàðàêòåð è
îòðàæàåò îáùèé ãíîñåîëîãè÷åñêèé ïðèíöèï èññëåäîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì.
Îí, ðàçóìååòñÿ, ïðèìåíÿëñÿ è ðàíüøå, ïðèìåíÿåòñÿ è â ñèñòåìíîì àíàëè-
çå, íî íå èìååò ñòðîãîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà. Ïîïðîñòó ýòîò ïðèí-
öèï ñîñòîèò â òîì, ÷òî äàííàÿ áîëüøàÿ ñëîæíàÿ ñèñòåìà, ðàñïîëîæåííàÿ
â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå, ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ áîëåå ïðîñòîé, ìàëîðàçìåðíîé
ìîäåëüþ, ðàñïîëîæåííîé â ýòîì æå èëè áîëåå ïðîñòîì ïðîñòðàíñòâå, ïî-
ñðåäñòâîì îäíîçíà÷íîãî èëè îäíî-ìíîãîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ. Èçó÷åíèå
ýòîé óïðîùåííîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ, åñòåñòâåííî, áîëåå äîñòóïíûì è îñó-
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ùåñòâèìûì. Ýòîò ìåòîä ïðåäúÿâëÿåò, êîíå÷íî, îïðåäåëåííûå òðåáîâàíèÿ ê
êà÷åñòâó àïïðîêñèìèðóþùåé ñèñòåìû.

Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ñðåäñòâà ïîñòðîåíèÿ òàêèõ óïðîùåííûõ ñèñòåì.
Ñêàæåì, â ýêîíîìèêå � èçó÷åíèå ìàëîðàçìåðíûõ çàäà÷, ãëîáàëüíûõ ìî-
äåëåé. Îäíèì èç îáùèõ ïðèåìîâ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ óïðîùåííûõ ñèñòåì ÿâ-
ëÿåòñÿ ìåòîä àãðåãèðîâàíèÿ. ×ðåçâû÷àéíî àêòóàëüíûì äëÿ ýêîíîìèêè ÿâ-
ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå âîïðîñà î áëèçîñòè ðåøåíèÿ, ïðèíèìàåìîãî íà îñíîâå
àãðåãèðîâàííîé ìîäåëè è ðàñïîëîæåííîãî â àïïðîêñèìèðóþùåì ïðîñòðàí-
ñòâå, ïîëó÷åííîì ïîñðåäñòâîì àãðåãèðîâàíèÿ ïåðåìåííûõ, ê èñêîìîìó ðå-
øåíèþ, ðàñïîëîæåííîìó â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå. Äðóãèì îáùèì ïðèå-
ìîì ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå, îñíîâàííîå íà èñïîëüçîâàíèè â êà÷åñòâå íîðìû
â èñõîäíîì ïðîñòðàíñòâå ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî ïîëóóïîðÿäî÷åííîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Ñêàæåì, ôóíêöèÿ íîðìèðóåòñÿ íå ñâîèì ìàêñèìóìîì íà âñåì
èíòåðâàëå, à íåêîòîðûì íàáîðîì ÷èñåë � ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè íà
ïîäûíòåðâàëàõ. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêàÿ íîðìà ãîðàçäî òî÷íåå õàðàêòåðèçóåò
ôóíêöèþ.

Òàê èëè èíà÷å áîëüøèå ñèñòåìû óïðîùàþòñÿ äî ñèñòåì ìåíüøåé ðàç-
ìåðíîñòè, íî âñå æå äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê íèì. Â òåîðèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ îáùèå ïðèíöèïû è êîíêðåòíûå òåîðåìû ïîçâîëÿþò íà îñíîâå èññëå-
äîâàíèÿ ìàëûõ, áîëåå ïðîñòûõ ñèñòåì äåëàòü çàêëþ÷åíèÿ î ïåðâîíà÷àëüíîé
áîëüøîé ñèñòåìå � ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ, åãî åäèíñòâåííîñòü, àñèìïòî-
òè÷åñêèå ñâîéñòâà, íàêîíåö, ïîëó÷àòü ÷èñëåííûå îöåíêè. Ìíå ïðåäñòàâëÿ-
åòñÿ, ÷òî äîëæíûì îáðàçîì îáîáùåííàÿ òåîðèÿ òèïà òåîðèè ïðèáëèæåííûõ
ìåòîäîâ äîëæíà íàéòè øèðîêèå ïðèìåíåíèÿ â ñèñòåìíîì àíàëèçå è â ýêî-
íîìè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ.

Îïèðàÿñü íà ðåçóëüòàòû è òåîðåìû îáùåé òåîðèè, óäàëîñü èññëåäîâàòü
è òðàêòîâàòü ìíîãèå ïðèáëèæåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñëîæíûõ óðàâíåíèé.
Â ÷àñòíîñòè, íà îñíîâå èçó÷åíèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé â áàíàõîâûõ
ïðîñòðàíñòâàõ áûëè ïîëó÷åíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà íàèñêîðåéøåãî
ñïóñêà [104], ïðè÷åì, ëþáîïûòíî, â òàêîé îáîáùåííîé òðàêòîâêå îöåíêè ñõî-
äèìîñòè îêàçàëèñü ïðåäåëüíî òî÷íûìè. Ìåòîä íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà ïîëó-
÷èë è èíòåðåñíûå òåîðåòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ. Òàê, â ðàáîòå ìîåãî àñïèðàíòà
èç Âåíãðèè Ëàñëî Öàõà [105] áûëè äîêàçàíû ïðåæäå òðóäíî óñòàíàâëèâà-
åìûå òåîðåìû Æèðî îá óðàâíåíèÿõ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, ïðè ýòîì îí
îïèðàëñÿ êàê íà èññëåäîâàíèÿ ïî ìåòîäó íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, òàê è íà
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû êîíñòðóêòèâíîé òåîðèè ôóíêöèé.

Ðÿä ãëóáîêèõ ðåçóëüòàòîâ áûë ïîëó÷åí ïðè èññëåäîâàíèè îáîáùåííîãî
ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé [106, 107]. Äëÿ íåãî áûëè
äàíû òî÷íûå îöåíêè ñõîäèìîñòè, îáëàñòè ðàñïîëîæåíèÿ ðåøåíèÿ è óñòà-
íîâëåíû äðóãèå àíàëèòè÷åñêèå ôàêòû. Ïðèíöèïèàëüíî âàæíûì áûëî òî,
÷òî ýòà òåîðèÿ áûëà ïðèëîæèìà íå òîëüêî ê ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷,
íî è ê êà÷åñòâåííîìó èõ àíàëèçó. Ýòà ðàáîòà íàøëà øèðîêèå ïðèìåíåíèÿ,
â ÷àñòíîñòè, â ôóíäàìåíòàëüíîì èññëåäîâàíèè À. Í. Êîëìîãîðîâà è Â. È.
Àðíîëüäà î äâèæåíèè íåáåñíîé ñèñòåìû,68 ðàáîòàõ Â. Ï. Ìàñëîâà è äðóãèõ,

68Â ïðåäèñëîâèè ê áîëüøîé îáçîðíîé ñòàòüå, èçëàãàþùåé ýòó çíàìåíèòóþ ðàáîòó (Â.
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à òàêæå âî ìíîãèõ ïðèêëàäíûõ ðàáîòàõ. Èññëåäîâàíèÿ ïî ìåòîäó Íüþòîíà
âîøëè âî ìíîãèå ó÷åáíèêè.

Åùå áîëåå ïðîñòîå îáîñíîâàíèå è íåñêîëüêî áîëåå òî÷íûå îöåíêè áûëè
ïîëó÷åíû íà îñíîâå òåîðåì î ìàæîðàöèè, ñâÿçàííûõ ñ íîðìèðîâêîé èñõîä-
íîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàìè ïîëóóïîðÿäî÷åííûõ ïðîñòðàíñòâ [108, 109].

Ìîñêâà, ÿíâàðü�ìàðò 1986 ã.
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