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1 Einleitung

Zermelo (1913) wird oft als Beginn der formalen Spieltheorie bezeichnet. Uber
das von ihm behauptete/bewiesene Ergebnis herrscht in Lehrbiichern der Spiel-
theorie jedoch kein Konsens. In diesem kurzen Aufsatz wird der Beitrag von
Zermelo reflektiert und entschieden, welche Aussage er tatséichlich gemacht hat.

Auch ein Beweis fiir diese Aussage wird bereitgestellt.

2 Ernst Zermelo

Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo, deutscher Mathematiker, 1871-1953, stu-
dierte Mathematik, Physik und Philosophie an den Universitdten von Berlin,
Halle (Saale) und Freiburg. Als Professor war er tétig an den Universitéiten
Gottingen, Ziirich und Freiburg. Seine bekanntesten Beitréige lieferte er zur Ax-
iomatisierung der Mengenlehre (sogenanntes Zermelo-Frinkelsches Aziomen-

system).



3 Verschiedene Versionen des Satzes von Zer-
melo

In Lehrbiicher der Spieltheorie findet man u.a. folgende Aussagen als Satz von

Zermelo:!

1. Chess is determinate (Aumann (1989)).

2. In chess, either white can force a win, or black can force a win, or both

sides can force a draw (Eichberger (1993)).

3. Every finite game of perfect information I'p has a pure strategy Nash
equilibrium that can be derived through backward induction. Moreover, if
no player has the same payoffs at any two terminal nodes, then there is a
unique Nash equilibrium that can be derived in this manner (Mas-Colell

et al. (1995)).

Diese unterschiedlichen Interpretationen rithren eventuell daher, dass der ur-
spriingliche Aufsatz auf deutsch erschienen ist, die zitierten Lehrbiicher aber
mit Ausnahme von Eichberger (1993) von englischsprachigen Autoren verfasst

wurden.

4 Was Zermelo wirklich bewies

Zermelos Aufsatz erschien 1913 und damit lange vor der Entwicklung der heute
iiblichen Terminologie zur Spieltheorie. Im Folgenden wird um der besseren
Versténdlichkeit willen die Ausdrucksweise Zermelos in die moderne Terminolo-
gie iibertragen. Der Bezug zum Originalaufsatz wird aber gewahrt (auch indem
dieselbe Notation verwendet wird).

Betrachtet wird ein 2-Personen Nullsummenspiel ohne Zufallsziige mit endlichem
Strategienraum in extensiver Form. Das von Zermelo durchgiingig verwendete

Beispiel ist Schach.

L Auch Schwalbe and Walker (1999) weisen auf diese Unterschiede hin.
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Abbildung 1: Endspiel.

Zermelo behandelt folgende Fragestellungen: Bestimmung/Definition des Wertes
einer beliebigen mdglichen Position fiir einen Spieler und des bestmdglichen
Zugs.

Man weifl im Schach (sog. Schachprobleme): In besonderen Positionen kann der
Spieler Matt erzwingen, siche dazu bspw. die Spielkonstellation in Abbildung 1.2
Gilt das auch allgemeiner?

Zermelo stellt also die Frage nach der Definition und Existenz von strikt domi-
nanten Strategien (am Beispiel des Schachspiels).

Die Strategien, die beide Spieler wihlen kénnen, fithren in einem endlichen Spiel

nur zu endlich vielen méglichen (Spiel-)Positionen.3

Definition 1 (Positionen) 1. Sei P := {p;, : i = 1,...k} die endliche

2Der Schachinteressierte moge priifen, dass das abgebildete Endspiel folgende Lésung hat:

Dd5 gf, Dcd+ Kab, Ld8# oder Dd5 gh, Dcb gh, Le2# oder Dd5 Kb4, Le7+ Kc3, Dd3#.
3Zermelo verwendet noch nicht klar den Begriff der Geschichte des Spiels, erklirt aber,

dass nicht allein die momentane Spielposition wichtig ist, sondern auch, was die Spieler noch

getan haben (z.B. Rochade), aber nicht, welche Zugfolge zur Position gefiihrt hat.



Menge méglicher Positionen, d.h. im Graphen: die Menge der Entschei-

dungsknoten;*

2. Ein Endspiel q := (¢, q1, g2, ...) ausgehend von der Position ¢ € P sei eine
Folge von Positionen, bei denen gx_1 in gy durch einen regelkonformen

Spielzug iibergeht.® Die Menge aller Endspiele sei bezeichnet mit Q.

Weil das Spiel endlich ist, ist jedes Element q € @ eine endliche Folge. Beim
Schach kann das Spiel nur mit "Matt’ oder 'Remis’ enden.b
Zermelo gibt nun eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir eine strikt

dominante Strategie:

Proposition 1 (Zermelo) Gegeben eine Position q (ein Entscheidungsknoten,).
Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer Strategie, die fir

Spieler 1 nach héchstens r Zigen zum Gewinn fihrt ist, U.(q) # 0.

Dabei bezeichnet U,.(¢) C @ die Teilmenge aller Endspiele g, die in hchstens r
Ziigen enden, d.h. keine Folge hat mehr als r Glieder.

Diese Menge hat folgende Eigenschaft: Fiir q := (q,q1, ¢2, .-, qs) € Ur(q) (s <1)
muss folgen: q' := (¢,q1,42,...,q) € Ur(q) (t < 1), wobei ¢’ aus g entsteht,
indem Spieler 2 statt gx den zuldssigen Zug ¢ gewéhlt hat.

Letztere Bedingung sagt gerade aus, dass ein Spieler eine strikt dominante
Strategie haben muss, also eine Strategie die zum Gewinn fithrt unabhéngig
von der Strategie des Gegenspielers, U,.(q) ist die Menge der strikt dominanten
Strategien, die nach r Ziigen zum Gewinn fiir Spieler 1 fiihren.

Fiir solche Untermengen U,.(q) gilt:

4In moderner Terminologie: B = (K, A) ein Spielbaum mit endlicher Knotenmenge K.
5In der Terminologie der extensiven Form muss fiir die zu der Folge von Knoten

(¢,91,92,-..) gehérenden Kanten (a,a1,asz,...) gelten: b(a) = ¢, e(a) = qi1, bla;) = g,

e(ai) =qit1, firi=1,2,.. ..
6Zermelo weicht hier zwar von seiner urspriinglichen Annahme eines endlichen Spiels ab,

wertet aber unendlich fortlaufende Spiele als 'Remis’. Wir kénnen uns auf endliche Spiele
beschrinken, insbesondere weil ein Spiel beim Schach als beendet gilt, wenn eine Position

wiederholt aufgetreten ist.



Bemerkung 1 FEs gilt: U.(q) C Uy (q), firr <, U.(q) C U(q), wobei t die

hdchste Anzahl von Zigen bezeichnet nach der das Spiel iiberhaupt enden kann.

Ist Uy(q) = 0, so existiert keine strikt dominante Strategie. Gegeben der Gegen-
spieler ist rational, kann er hochstens 'Remis’ erreichen.
Er kann erreichen bis in s Ziigen nicht geschlagen zu werden, wenn eine Menge

Vs(q) € Q existiert, mit:

Vq € Vi(q) gilt: alle ¢, t < s sind keine Endknoten. (1)

5 Zusammenfassung

Jedem Entscheidungsknoten ¢ € P sind zwei Familien von Mengen zugeordnet
(U, (9))i_; und (Vi(q))i_,. Existiert 1 < r* < t: Uy (q) # 0, so existiert eine
strikt dominante Strategie fiir Spieler 1. Gilt U,.(¢) =0, V1 < r < ¢t und V(q) #
0, so existiert keine strikt dominante Strategie. Gilt U(g) = 0 und V (q) = 0, so
hat Spieler 2 eine strikt dominante Strategie.

Zermelo hat also tatséchlich am ehesten folgende Aussage getan:

Satz 1 (Zermelo (1913)) In endlichen 2-Personen Nullsummenspielen (wie
etwa Schach) existiert entweder eine dominante Strategie fiir einen Spieler, dann
kann dieser unabhdngig von der Strategie des anderen gewinnen oder eine solche

Strategie existiert nicht.

Ubertragen auf das Schachspiel hiefe das: entweder hat Weif§ eine dominante
Strategie oder Schwarz, dann kann er das Spiel unabhéngig vom Spiel des Geg-
ners gewinnen oder keiner der beiden hat eine solche Strategie.

Die Innovation besteht also in der ersten Formalisierung des Begriffs der Dom-

inanz.



6 Beweis des Satzes von Zermelo

Zermelo selbst hat seine Aussage nicht streng bewiesen. Der folgende Beweis
folgt der Darstellung von Eichberger (1993) und verwendet Riickwértsinduktion.
Beweis: Sei I' ein endliches Spiel, d.h. es existiert eine natiirliche Zahl T', nach
der das Spiel spéitestens an einem finalen Knoten angelangt ist. Keine Strate-
gienkombination fithrt also zu mehr als T' Ziigen.

Betrachte nun das folgende modifizierte Spiel IV(¢), t € N, ¢ < T'. I"(t) entspreche
dem Spiel T aufer, dass es nach t Ziigen automatisch beendet wird (Auszahlung
jedes Spielers ist 0 wie bei einem Remis).

Der Beweis verwendet nun vollstdndige Induktion nach t:
1. Induktionsanfang: Spieler 1 ziehe zuerst (das ist natiirlich o.E.d.A, weil
die Nummerierung willkiirlich ist). Dann gilt:
e entweder Spieler 1 hat eine dominante Strategie oder
e Spieler 2 hat eine dominante Strategie oder
e weder Spieler 1 noch Spieler 2 haben eine dominante Strategie, d.h. bei-
de Spieler kénnen ein Unentschieden erzwingen.

Also gilt die Aussage fiir IV(1).

2. Induktionsschritt, t — 1 — t: Hat Spieler 1 eine dominante Strategie in
IV(t — 1), so gilt dies natiirlich auch fiir I'V(¢). Ebenso, falls Spieler 2 in
IV(t — 1) eine dominante Strategie hat. Falls beide Spieler in I'(t — 1) ein
Unentschieden erzwingen kénnen, dann gilt: falls Spieler 1 am Zug ist:

e entweder Spieler 1 kann mit diesem Zug den Sieg erzwingen oder
e Spieler 2 kann mit seinem Zug den Sieg erzwingen oder
e weder Spieler 1 noch Spieler 2 kénnen den Sieg erzwingen, d.h. beide

Spieler konnen ein Unentschieden erzwingen.

(analog fiir Spieler 2).
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