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SIR

LES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE
ET

ÏA THÉORIE DE LÀ RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE
( P R E M I È R E P A R T I E )

PAR E. CARTAN

La plupart des Chapitres de ce Mémoire, qui paraîtra en deux
parties, sont consacrés à la théorie purement géométrique de ce que
j 'appelle les variétés à connexion affine^ et qui comprennent , comme
cas particulier, les variétés à connexion métrique et les variétés à con-
nexion euclidienne. Le terme « connexion affine » est emprunté
à M* H. Weyl( ' ) , mais i l -prend dans ce Mémoire une signification
élargie. Comme je l'ai indiqué à grands traits dans des Notes aux
Comptes rendus de ^Académie des Sciences (2), une variété à connexion
affine est une variété qui, au voisinage immédiat de chaque point, a
tous les caractères d'un espace affine, et pour laquelle on a une loi de
repérage des domaines entourant deux points infiniment voisins : cela
veut dire que si, en chaque point, on se donne un système de coor-
données cartésiennes ayant ce-point pour origine, on connaît les for-
mules de transformations (de même nature que dans l'espace affine)
qui permettent de passer d'un système de référence à tout autre sys-
tème de référence d'origine inf iniment voisine. Dans la théorie de

( 1 ) Dans son beau Livre : Temps ̂  espace, matière^ traduit sur la quatrième édition
allemande par Gustave Juvet et Robert Leroy; Paris, A. Blanchard, 19-2%.

( 2 ) C. R., t. 17^ p. 437, 59^, 734, 857, no4.
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M. H. Wevl?ce repérage de proche en proche est soumis ci priori à une
certaine restriction, dont on ne voit pas bien la nécessité logique, et
qui consiste dans Inexistence, au voisinage de chaque point, de ce qu'il
appelle un système de coordonnées géodésique. J'avais indiqué, dans
les Notes signalées ci-dessus, que' la différence qui. existait entre une
variété à connexion affine et un espace affine proprement d i t se mani-
festait par un déplacement affine associé à tout contour fermé inf ini-
ment petit : ce déplacement peut se décomposer en une translation et
une rotation : la t rans la t ion traduit la torsion, la rotation traduit la
courbure de la variété. Dans la théorie de M. H. Weyl, la torsion est
cons tamment nulle . Toutes ces not ions s'étendent aux variétés à con-
nexion métrique ou euclidienne; la théorie classique des espaces
définis par un ds2 (espaces de R i e m a n n ) n'est au fond que celle des/
variétés à connexion eucl idienne sans torsion ( 1 ) : c'est sur elles,
comme on sait, que repose la théorie delà relativité généralisée édifiée
par M. Einstein.

Les propriétés fondamentales 4es variétés à connexion affine sont
étudiées dans le Chapitre II, celles des variétés à connexion métrique
ou eucl idienne dans le Chapitre I I I . Quelques indicat ions sommaires
sur la théorie des courbes et des surfaces, en particulier sur les lignes
droites des variétés à connexion eucl idienne, sont données dans le
Chapitre IV..

En dehors de ces trois Chapitres (le Géométrie pure, la première
partie du présent Mémoire contiept deux Chapitres d'applications à la
théorie de la gravitation newfconienne et de la gravitation einsteinienne.
Au fond, j'ai repris l ' i dée , in i t i a l e de M.Eins te in , d'après laquelle,
pour un observateur en t ra îné dans un champ de gravitation et portant
avec lui un système de référence animé d'un mouvement de trans-
lation, les lois de la Physique seraient vraies dans son voisinage
comme si son système de référence était immobile et comme s'il n/y
avait pas de champ de gravitation : son propre mouvement satisferait
au principe d'inertie. Cela revient pour l'observateur à regarder comme

( 1 ) M. D. J. Sïtujïic viônt de publier sur la théorie des espaces do Riemann un exposé
d^nsemble, intitulé : Grundzûge der mehrdimensionalen Differentialgeometrie (Berlin,
Julius^Springer, 192?.), qui contient une bibliographie très complète,
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équipollents des systèmes de référence qui ne le sont pas clans le sens
classique, c'est-à-dire cela revient à regarder l'espace-temps comme
une variété à connexion affine. En gardant toutes les notions de la
Mécanique classique^ on a ainsi une réduction à la Géométrie de la gra-
vitation newtonienne, réduction qui est exactement de la même nature
que celle qui est fournie par la théorie d'Einstein et, q u i montre,
comme elle, l ' interdépendance de la connexion affine de l 'Univers et
de la d i s t r i bu t i on de lamatièredans l'espace. En toute rigueur on a, en
guise d'explication, fai t une simple convention de langage; mais cela
montre justement l ' importance, dans l'évolution de la Science, des
conventions de langage judicieusement choisies.

La gravitation newtonienne étant ainsi expliquée^ le passage de la
théorie de Newton à celle d'Einstein est presque in tu i t i f lorsqu'on a
donné aux lois de la g rav i t a t ion newtonienne leur forme invariante,
c'est-à-dire indépendante du système de référence variable adopté aux
diilerents points d 'Univers : cette forme invariante ne fait in tervenir
que la courbure de l'espace-temps, et la forme invariante des lois de
la gravitation^ e in s t e in i enne n'en est presque que la simple transpo-
sition, quand on passe des notions de l'espace et du temps utilisées en
Mécanique classique aux not ions de l'espace et du temps utilisées en
Relativité restreinte.

Avant d'arriver à exposer ce parallélisme, ce qui est fait au dernier
Chapitre de cette première partie, une question préjudicielle impor-
tante était à poser : les phénomènes physiques sont-ils compatibles
avec plusieurs définitions distinctes de la connexion affine de l'espace-
temps? Cette question en présuppose elle-même une autre : comment
doit-on formuler les lois physiques quand on adopte telle ou telle con-
nexion affine pour l'espace-temps? Les lois physiques se traduisent
en général par des équations aux dérivées partielles qui font inter-
venir au fond. les nombres qui mesurent certaines grandeurs d'état
physique en un poin t de l'espace-temps et les nombres qui mesurent
ces mêmes grandeurs en un point infiniment voisin ; pour pouvoir
formuler analyt iqaement la loi, il faut savoir rapporter les deux séries
de mesures à un système de référence commun, au cas où les mesures
ont été faites au moyen de/deux systèmes de référence différents :
autrement dit, il faut connaître la connexion affine attribuée à
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l'espace-temps. Mais cette connexion étant supposée connue, le pro-
blème est loin. d'être résolu : sa solution dépend en grande partie de
Pinterprétation physique des formules analytiques qui traduisent les
lois en question. Par exemple, certaines lois peuvent s'exprimer par
la propriété qu'une certaine intégrale, étendue à un domaine fermé
à deux d imens ions ou à trois d imens ions , de l'espace-temps, est
nu l le ( 1 ) ; une telle loi est, à un très large degré, indépendante de la
connexion affine a t t r ibuée à l'espace-temps. D'autres, comme le prin-
cipe d'inertie en Mécanique, la font sûrement intervenir. Dans le
Chapitre 1, je montre que, soit en Mécanique classique, soit en
Relativité restreinte, la Dynamique des milieux continus, dont les
équations sont établies en partant d'un même point de vue basé sur la
conception de l'espace-temps comme variété à quatre dimensions,
comporte une inf in i té de connexions affines équivalentes : autrement
dit, les phénomènes mécaniques ne sont capables de nous révéler
qu 'une classe de connexions affines entre lesquelles le choix est apriori
arbitraire.

C'est au Chapitre Y que^ grâce à l 'étude géométrique faite aux Cha-
pitres II et III, je montre qu'entre toutes les connexions affines méca-
niquement équivalentes, il en^xiste une qui se dis t ingue de toutes les
autres par des propriétés intrinsèques. La considération des lois de
l'Électromagnétisme de Lorentz condu i t à penser que cette connexion
affîne est à torsion nulle, ce que n'exigeaient pas nécessairement les
lois de la Mécanique. Ainsi serait justifiée l 'idée a priori de M. Einstein
que les propriétés physiques de PUnivers Ç2) sont contenues tout
entières dans son ds2. Néanmoins, la conclusion pourrait être en défaut
si. l'on adoptait de la Mécanique des mi l ieux con t inus une conception
plus large que d'habitude, en admettant la possibili té d'éléments de
matière doués de moments cinétiques non inf in iment peti ts par rapport
à leur quantité de mouvement. Dans ce cas, il y aurait lieu de généra-
liser la théorie d'Einstein ; j ' indique la plus naturelle de ces générali-
sations : dans cette nouvelle théorie, la torsion de l 'Univers con t inue
à être nulle dans le vide.

( 1 ) Citons: en Mécanique classique, la toi de conservation de la masse; en Éïectroma-
gnétisme, les deux premiers groupes des équations de Maxwell.

( 2 ) Tout au moins celles qui font l'objet de la théorie de la relativité généralisée.
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Dans la seconde partie de ce Mémoire , fé lodiemi dïmc manière
approfondie les tenseurs de torsion et de courbure . Celle élude n'était.
pas ind i spensab le aupa ravan t ; il est en effet très remarquable que,
dans les appl icat ions a la théorie de.la relativité, la rotation qui traduit
la courbure de l 'Univers entre globalement^ sans qu'on ait besoin de
ta i re ligurer explici tement les coefficients qui. la dé t in i ssen t analyti-
que !nent ( 1 ) .

La lecture du M'émoîre ne suppose pas la connaissance du calcul
diltérentiel. absolu : en revanche, e l l e suppose connues les règles fon-
damenta les du calcul des intégrales mu l t i p l e s , en particulier celles qui
f o n t passer d ' u n e in tégra le é t e n d u e à un doma ine fermé à l ' intégrale
étendue au domaine à une d imens ion de plus l im i t é par le pre-
mier (2) . Au fond, les lois de la D y n a m i q u e des milieux con t inus et
cel les de l 'Iîlectromagnétisrne s 'expr iment par des équat ions analogues
à la fo rmule de Stokes ou à cette formule généralisée.

Bien que le calcul d iHéren t ie l absolu ne n^ait pas été u t i l e , |'ai
n é a n m o i n s employé certaines de ses n o t a t i o n s en u t i l i san t , par
exemple, des indices infér ieurs et supé r i eu r s ; j ^ a i aussi, malgré les
i n c o n v é n i e n t s que cela peut présenter , s u p p r i m é les signes de som-
mation quand ; i l n'y avait pas d 'ambiguïté possible. Peut-être cela
engagera-t-il, ceux qui sont familiarisés avec le calcul différent iel
absolu (et qui. ne l'est peu ou. prou actuel lement?) à s'engager avec
moins de méfiance dans la lecture de ce Mémoire.

CHAPITR.E I.
LÀ DYNÀMÎQTJE DES MILIEUX CONTINUS ET LA :NOTÏ.ON DE CONNEXION AFFLNE

DE L'ES PACK-TEMPS.

Le principe (l'inertie et la gravitation newtonienne.

1. La Mécanique classique, telle quelle a été fondée par Newton,

( ï ) Cela n'est pas le cas dans les expositions faites habituellement de la théorie.
(2 ) Je nie permets à cet égard de renvoyer le lecteur à mes Leçons sur les Invnrîcaits

intégraux; Paris, Hennann, 19^%.
À n n. Ec. No rm., ( 3 ), X L. — No v E M B K E 19 23. 42
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reposait sur la notion d 'un temps absolu et d 'un espace absolu; tout
événement é ta i t localise analytitluerneiit cians le temps par le choix
d'une origine des temps cl; d 'une unité de temps, dans l'espace par le
choix d ' un système de coordonnées fixes, par exemple ayant pour ori-
gine le centre de gravité du système solaire et des axes dirigés sur des
étoiles fixes; il était na ture l lement loisible de prendre tout autre sys-
tème d'axes, pourvu. 'qu ' i l fût invar iablement lié au. premier. Comme
on sait, les lois de la Mécanique restent vraies si, tout en conservant
la notion du, temps absolu, on admet des axes de coordonnées mobiles
par rapport à Fespace absolu de Newton, à la condit ion, que ces axes
soient animés, par rapport à cet espace absolu, d'un. mouvement, de
translation rectiligne et uniforme. On arrive ainsi à la notion de
système de référence de Galilée.

Le principe d'inertie s'énonce de la manière suivante : Un point
matériel^ soustrait à l'action de tous les autres corps, se meut de manière
(j'ue sa vitesse^ déterminée par rapport, à un ' système de référence clé
Galilée, soit constamment éq'uipollenle à elle-même. Si. le principe
d'inertie est valable pour un système de référence de G-alilée, i l l'est
pour tous les autres.

Analyt iquement , la chose est évidente, si l 'on se sert des. formules
de passage d'un système de référence de G-alilée à un autre. Plaçons"
noirs dans le cas général où l'on fait usage, pour localiser un point
dans l'espace, de coordonnées cartésiennes quelconques, rectangu-
laires ou non (1). Les formules de t ransformat ion sont

(0

/ x' -za^ x 4- .̂i y + Ci s "1- ̂ i / 4" Ai,
j y' -=^ eux 4"- b^y -+- c^z 4" g\ t -1- h 2,
1 ^ :r= ci^x 4- h 3 y •+- c^z -t- :̂i 14" h^
[ t 1 =:/-+- h,

avec des coefficients constants, .
. O n peut donner aa 'pr incipe d'inertie un autre énoncé. Convenons

0) Les lois de la Mécanique classique conservent exactement la mémo forme en coor-
données obliques qu'en coordonnées rectangulaires et les formules de la Mécanique t/iéo-
rique y sont exactement les mêmes.
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d'appeler « systèmes de référence équipollents » deux systèmes de
référence formés de deux trièdres de coordonnées équipollents au
sens géométrique ordinaire de ce mot, et supposés immobiles Pun par
rapport à. l 'autre; analyliquement; les formules de passade d'un sys-
tème de référence à un système équipollent sont de la forme

.̂  =: x 4- li^
y-rr.4-/^,

z' == z -h h-^

^ = l 4- h.

Cela posé, attachons à un point matériel mobile, à chaque ' instant de
son. mouvement, un système de référence de Galilée ayant pour origine
le point lu i -même ( 1 ) . Le principe d ' inert ie s^énonce alors ainsi :

Si un point matériel est soustrait à Faction de lous les autres corps' el
qu'on lui attache à chaque instant un système de référence de Galilée
constamment équipollent à lui-même^ les composantes'de sa vitesse, déter-
minées à chaque instant par rapport au système de référence correspon-
dante sont constantes.

2. On voit que là-structure de la Mécanique classique repose sur
deux. notions :

i° La not ion du système de référence de Galilée (qui, permet de
déf in i r la vitesse d'un point mobile); • •

2° La notion de systèmes de référence' de, Galilée équipollents .(qui
permet d'énoncer le principe d'inertie).

Il est essentiel de remarquer que l'avantage du second énoncé du
principe d ' iner t ie t ient à ce qu'î/ réutilise essentiellement la notion de
systèmes de Galilée équipollents que pour deux systèmes d^ origines infini-
•ment voisines. ' !

Dans tontes les généralisat ions qui ont été laites de la Mécanique

P) Cela veut dire que le point est l'origine des axes do coordonnées et que rinstalU
où on le considère est pris comme origine du temps.



classique ou relativiste, la not ion de système de référeRce de Gali lée
est restée inébranlable ; c'est sur la notion de systèmes de référence
équipot lenfcs qu'ont porté-an fond les inodiiications.

Restons toujours dans le cadre de la Mécanique classique;» avec la
notion du temps absolu (mesuré avec une unité de temps lixée une
fois pour toutes). Nous a l l o n s voir q n ^ u n e modi f ica t ion de la no t ion
de systèmes de référence équipollenis va nous permettre d'étendre le
principe, d ' inert ie non seulement à un point matériel, soustrait à l'ac-
tion de tous les autres corps, mais encore à un point matériel placé dans
un champ de gravitation. Rappor tons la posi t ion d ^ u n poin t dans
l'espace et le temps à un système de Galilée fixe dont nous appellerons
1\ le t r ièdre des coordonnées, et considérons un champ de forces
analogue au champ de gravitat ion, c'est-à-dire, au fond, HTZ champ
d^accélérations (X, Y, Z).

Si, par rapport au, système de Galilée fixe, la vitesse du. mobile
à l ' ins tant t est

u, ^ w,

sa vitesse à l ' instant / 4- dt sera

u -\- X db^ r "h Y dt, • w •4- Z dt.

Attachons au mobile à r instant t un, trièdre .de coordonnéesï équi"
pollent a, T() au sens géométrique ordinaire du mot, et de même atta-
chons-lui à l ' instant t -+- dt un trièdre ï7 équipol lcnfc a To. Ces trièdres
ne définissent des systèmes de G-alilée que si, l'on se donne leurs mou-
vements de translation rectilignes et uniformes par rapport à T(); s'ils
sont choisis, nous aurons déf ini deux systèmes de référence de
Galilée d'origines

X, J, Z, /;

x 4~ dx^ y -4- dy, z -h ciz, t «+•' dt.

Appelons respectivement
a, b, c,
a' b^ ^

les vitesses de translation des trièdres1 Ï 'et T' par rapport à. To. Cela^
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posé, la vitesse du point par rapport au système de Galilée qui lui est
attaché à l ' instant t a pour composantes

// — //, c — b, «' — c ;

la vi tesse par rapport au système de Gali lée qu i lui est attaché à l'ins-
tant l + di a pour composantes

u -1- X dt — a', r -h Y cit — Y', w 4- Z dt — c'.

Les composantes n 'auront pas changé si l'on a
a' -— a •= \. dt^ Y — /; :-= Y dt, d — c = Z dt.

Par suite, le mouvement d'un point matériel quelconque placé dans le
champ de forces considéré satisfera encore au principe ûTinertie si Von
convient de regarder comme équipollents deux systèmes de référence de
Galilée d ^ origines infiniment voisines

.r, y, ,s, /;

A' -h d.r, v -i- dy, z 4- dz, i + dt,

lorsque leurs triêdres de coordonnées ï et ï7 sont équipollents au sens geo-
métrique ordinaire dû-mot y et lorsque de plus le triêdre T7 est animé par
rapport au trièdre/î d'un mouvement de translation recîiligne et uniforme
de vitesse (X dt, Y dt, Z cit).

Remarquons que, là encore, n'interviennent que les relations
mutuelles qui existent entre deux systèmes de référence infiniment
voisins.

3. On peut présenter les choses d'une autre manière, qu i est
peut-être plus in tu i t ive et qui se rapproche davantage du point de vue
qui a servi de point de départ à M. Einstein dans sa théorie de la gra-
vitation. Imaginons un point matériel mobile dans le champ de forces
considéré et un triêdre T ayant ce point pour origine entraîné avec lut
d 'un mouvement de translation. A. chaque ins tant ^considérons le sys-
tème de référence de Gal i lée const i tué par un triêdre ï coïncidant
avec T à l ' i n s t an t considéré et animé d\m mouvement de translation
rectiligne et uniforme ayant pour vitesse la vitesse actuelle du point
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mobile ( î ) ; par rapport, à ce système, de Galilée, le po in t matériel a
évidemment , une vitesse n u l l e ; son mouvement satisfait donc au prin-
cipe d'inertie (constance de la vitesse) si les systèmes de référence de
Galilée successifs définis par les Iriedres T sont considérés comme
équipollents de proche en. proche. On voit bien, que la vitesse constante
do trièdre T' correspondant à l ' i n s t an t l -+- dl par rapport au, trièdre T
correspondant à l ' i n s t an t t est

\.dl, Y dt, 7.dt.

Considérons, •par exemple, te champ unirorme cbnst i tué par la
pesanteur à la surface de la Terre, en supposant pour un ins t an t que
nous puissions négliger le mouvement de la Terre par rapport à l'es-
pace absolu. En prenant un axe des z vertical et ascendant-, deux
trièdres paral lèles T et T' considérés l 'un à l ' ins tant / , Tau Ire à l ' ins-
tant t+dt, seront considérés comme définissant deux systèmes de
référence de Gal i lée équipol len ts si le second est an imé par rapport
au. premier d 'une vitesse verticale constante g d L Dans ce cas, on peu t
attacher à tout, événement: (^.r, ^, t ) de l 'espace-lemps un système
de référence de Gali lée de manière que tous ces systèmes soient équi-
pollents entre eux; il, suffira de se donner le système de Galilée attaché
à un événement particulier (.^./o? ^o? ^ o ) ? tolisl 1e8 autres seront par-
faitement déterminés.

Cette circonstance ne se présente plus dans le cas général. La. rela-
tion. d^équipollence, étant seulement définie de proche en proche, ne
permet de-di re que deux-systèmes sont équipollents que si l'on se
donne le chemin suivi dans l'espace-temps pour aller de l 'origine de
l ' un à l'origine de l 'autre; deux systèmes équipollents pour un certain
chemin cesseront de l'être pour un autre chemin. Nous rev iendrons
plus loin sur cette question fondamen ta l e .

4. Convenons de dire que les condit ions d'équipollence de. deux
systèmes de Galilée dWigines i n f i n i m e n t voisines définissent des pro-

(1) En rcalilo, pour l'usage qui est,fait du Irîèdre T, on peut le remplacer par le irièdre T
lui-même, qui joue ainsi, au point, de vue de ta mesure de la vitesse .d/un point à l'ins-
tant ^, le rôle d'un trièdre de Galilée.
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priétés géométriques ( 1 ) de .[.'espace-temps. Les phénomènes de gravi-
tation passent alors de la Physique dans la Géométrie (2). Les compo-
santes X, Y, Z du champ de gravitat ion cons t i tuent essentiel lement
•les é léments de la, structure géométrique de l'espace-temps ( ; î ) . Les
relat ions

(YL (H _ à\ (YL _ ^ û>X _ •
0) ^~JF-0 7 dT"^""05 ^~J^^°'

vraies en coordonnées rectangulaires^ traduisent des propriétés de
cette structure.

E n f i n , l 'équation Fondamentale de Poisson

, , àX àY ai /
^ —— 4- -y"- 4- —— =— 47:p,' / àx à^y àz

qui, avec les précédentes, fournit les lois complètes déjà gravitation
newton ienne f 4 ) , montre que la densité de matière eFun milieu continu
est la manifestation physique d'une propriété géométrique locale de
l'espace-temps.

Nous retrouvons, ainsi, sans sortir du cadre de la Mécanique clas-
sique, quelques-uns des traits de la théorie de la gravitation d'Einstein.
Le seul t r a i t essentiel qui manque se rapporte à la liaison entre les
phénomènes de, gravitation et les phénomènes électromagnétiques.
Mais nous trouvons déjà cette interdépendance de la structure géo-
métrique de l'espace-temps et de la matière qui. remplit l'espace.

( i ) En réalité ce sont des propriétés à la fois géométriques et cinématiques.
( ' ) Au fond, cest là une autre manière de dire que la masse d'inertie est identiqueàla

niasse pesante, ou encore qu 'un champ de gravi ta t ion est un champ cinématique (champ
d'accélérations) plutôt qu 'un champ dynamique (champ de forces).

( » ) En réalité, comme on le verra plus loin, cetfce structure ne la i t intervenir les fonc-
tions X, Y, Z qu'à des constantes arbitraires près. Cela correspond a ce fait qu'étant
donné un système matériel soumis à un champ de gravitation uniforme, il est impossible,
par des expériences mécaniques fa i tes à l 'intérieur de ce système, de déceler ce champ
de gravitation; en particulier si l'on suppose que les étoiles produisent un champ de
gravitation uniforme dans retendue du système solaire, rien n'est à changer aux lois que
la Mécanique céleste prévoit pour les mouvements du Soleil et des planètes.

( / ( ) II faut a jou te r la condition complémentaire que les fonctions X, Y, Z s'annulent à
l'infini.
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5. Les considérations précédentes appel lent des compléinenis . En
premier l i eu , la réduction de la gravi ta t ion à la Géomét r i e n'est-elle
possible qu'avec uii.e seule d é f i n i t i o n de Féquipol lence de deux sys-
tèmes de G a l i l é e i n f i n i m e n t vo i s ins? Nous examinerons plus lo in cette
quest ion; c o n t e n t o n s - n o u s pour le moment de remarquer qu'el le doit
être résolue par la négative. Imaginons, en effet, deux systèmes de
référence de Gal i lée d'origines i n f i n i m e n t voisiner é q u i p o l l e n t s au
sens ind iqué au. n°3. Les trièdres correspondants (T) et (T7) d 'ori-
gines M et M' sont équ ipo l l en t s au sens géométr ique ordinaire du mot
et le trièdre (T 7 ) est a n i m é par rapport au ( r i é d r e ( T ) d'un ce r t a in
mouvement de t r ans la t ion r ec t i l i gne et u n i f o r m e . I m a g i n o n s alors que
nous remplacions le t r ièdre (T') par le t r ièdre (T7) de même o r ig ine
qui se dédui t de (T) par un mouvement hé l ico ïda l d'axe MM7, de sens
donné et de pas donné une fois pour toutes , ce tr ièdre (T) étant
fixe par rapport, au t r ièdre ( 'T). Considérons un po in t matériel m o b i l e
dans le champ de gravitation, qu i so i t en M à l ' i n s t an t //, en M' à l ' ins-
tant t -4- dt. Sa vitesse à l ' i n s t a n t l 4- d t , étant très sens ib l emen t portée
par la droite MM/, aura é v i d e m m e n t mêmes composantes par rapport
au système de référence (S^) d é f i n i par le t r i èd re m o b i l e (T') que par
rapport au système de référence (S") d é t i n i par le t r ièdre mobile (T^).
Par sui te , si le m o u v e m e n t du p o i n t v é r i f i e le p r i n c i p e d'inertie lors-
qu'on suppose les systèmes (S) et (S') é q u i p o l l e n t s , il vérifiera égale'
lement le principe d'inertie avec la définition modifiée de l ' é c / u i p o l -
lence.

Concluons de cet exemple quï/ exùle^ tant quon se borne à la Dyna-
mique du point matériel, une infinité de définitions possibles de Véqmpol-
lence de deux systèmes de référence de Galilée d'origines infiniment
voisines.

6. On pour r a i t penser que ces conclusions d o i v e n t être modi f iées
si l'on fai t in te rveni r la Dynamique des systèmes matér ie ls , car la
Dynamique du p o i n t néglige u n é lément impor tan t , la rotation de
l'élément matériel su r lui-même. Considérons une petite bille sphé-
r ique a n i m é e d'une rotation absolue constante; l'axe de cette rota t ion,
qui porte le moment c iné t ique de la bi l le , doi t être regardé comme
constamment équipol lent a lui-même. Il semble donc que notre con-
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vention primitive, dans laquel le les direct ions d'espace res ta ientéqui-
pollentes à elles-mêmes au sens habi tue l , soit la seule admissible .
Nous laisserons pour le .moment cette question de côté, -nous réser-
vant de montrer plus lo in que les conclusions précédentes sont très
prématurées et qu'^zz contraire ^indétermination révélée plus haut
subsiste tout entière quand on tient compte des lois de la Dynamique des
systèmes ( ' ). Mais pour que la question puisse être ut i lement étudiée,
il impor te de remarquer que le point de vue nouveau auquel nous
nous sommes placé nous oblige à énoncer les lois de la Mécanique
sous une forme exclusivement locale, c'est-à-dire à tout ramener à la
Mécanique des milieux con t inus ; nous ne savons paSy en effet, ce
que sont deux systèmes de référence équipollents, lorsque leurs ori-
gines ne sont pas infiniment voisines.

Mais afin de fac i l i t e r le passade de la Mécanique newtonienne à la
Mécanique relativiste, nous allons montrer comment la conception de
l'espace-temps comme variété à quatre dimensions permet d'écrire les
équations de la Mécanique classique des mil ieux continus.

L'espace-temps à quatre dimensions et la Dynamique classique
des milieux continus. '

7. Plaçons-nous au point de vue de la Mécanique classique.
L'espace-temps ou Univers est une variété affine. Voici ce qu'il faut
entendre par là.

Appelons vecteur d'Univers l ' ensemble de deux événements (chaciin
localisé dans le temps et dans l 'espace) dont l ' un sera dit l 'or igine,
l'autre l 'extrémité du vecteur. Par rapport à un système de référence
de Galilée les composantes d'un vecteur d'Univers sont les quatre
quanti tés

^_ /^ ^'~x, y-y, ^'-^

obtenues en retranchant les coordonnées de l'extrémité et de l 'origine.
Si deux vecteurs d'Univers ont les mêmes composantes par rapport à

. ( i ) Sauf une resincLion possible, voir pins loin n0 16.
Afin. Èc. Norm., (3 ) , XL. — NOYEMBBE 192 3. 43
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un certain système de Galilée, ils ont aussi les mêmes composantes
par rapport à tout autre système de Galilée; il y a là,pour deux-vec-
teurs d'Univers, une propriété indépendante du système de référence
de Galilée au moyen duquel on défini t analytiquement les deux vec-
teurs; nous dirons que les deux vecteurs d'Univers sont équipollents.
11 est évident que deux vecteurs d'Univers équipol lents à un troisième
sont équipollents e-ntre eux. C'est l'existence de cette notion d'équi-
pollence de deux vecteurs d'Univers que nous exprimons en disant
que Flhlivers est affine.

Des quatre quantités

/ ' — i , .^—y, y-y, ^ — ^
qui définissent analytiquement un vecteur d'Univers, nous dirons que
la première est sa composante de tempSy les trois autres ses compo-
scmtes d'espace, Nous remarquerons que la composante de temps est
i.ndépen.daîite du, système de référence choisi. Il n'en est pas de même
du vecteur d'espace q u i a pour composantes, par rapport au trièdre de
coordonnées T qu i sert à déf in i r le systèîhe de référence de Galilée,
les trois quanti tés ̂  — x . y ' — y , ^ — s; ce vecteur d'espace dépend,
non seulement 1 du vecteur d'Univers donné et du trièdre T, mais
encore de la vitesse, de ce tr ièdre par rapport à l'espace absolu.

Si maintenant nous. considérons un point mobile rapporté à un
système de référence de Galilée, le vecteur d'Univers qui, a pour
origine le point pris à l ' i n s t a n t e et pour extrémité le point pris à
I/ instant t + dty a pour composantes

.„ dt^ dx^ dy, clz ;

• i l est, en soiy indépendant du système de référence ; il en est de même
du vecteur d'Univers

dx dy dz
1 5 5P dt' "dt

qui s'en déduit en le divisant par dt. Si enf in on appelle m la masse du
point, le vecteur d'Univers

1 . 1 1 1 . dx , d'y ' dz! ! 1 . 1 ' m. m —, . m —-? ni — . ^ ! • » !
7 dt d£ dt
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a une s ignif ica t ion en soi^ indépendante du. système de référence
choisi. C'est le vecteur « quantité de mouvement-masse ». Sa compo-
sante de temps, la masse, est indépendante du système de référence :
sa composante d'espace, la quant i té de mouvement, en dépend au
contraire.

On voit alors que le pr incipe fondamental de la Dynamique du,
point peut s 'énoncer a ins i :

La dérivée par rapport au temps du vecteur d'Univers, cfiiantité de
mouvement-masse, est égale au vecteur d 1 espace «.force ».

Cet énoncé cont ien t à la fois le principe de la conservation delà
masse et la loi qui relie la force à l'accélération.

8. Considérons m a i n t e n a n t un milieu, continu" rapporté à un sys-
tème de référence de Galilée donné, et prenons un volume a trois
dimensions de l'espace-temps. J 'ai montré ai l leurs^) que la masse
totale des éléments matériels qui se t rouven t dans ce volume est repré-
sentée par l ' in tégrale

( 1 j p cl,^ dy dz — p il dy <h dl — p v d^ dx dt — p ̂ ' dx dy dt,

en désignant par p la densité et par u, v, w les composantes .de la
vitesse de chaque élément de matière.

Si Von suppose (F abord qu'il n'y ait ni pression ni tension dans le
milieu, Va quantité de mouvement suivant l'axe des x du même volume
sera donnée par l ' intégrale

Ç f ^ p u dx dy dz —- p u^ dy dz dl — p u v dz dx dt — p u w dx dy df

et l'on aura de même les composantes suivant l'axe desy et l'axe des z.
' Nous désignerons respectiveme-nt par

' II, ïï^ D,, II.

( i) E. CARTAN, Leçons sur tes Invariants intégraux, p. 3")-37; Paris, Hermann, 19^.
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les éléments sous le signe f des intégrales précédentes : ce sont
les composantes de la « q u a n t i t é de mouvement-masse » d'un élément
de matière du mi l i eu .

Désignons enfin par X, Y, Z les composantes de la force par uni té
de volume.

Pour ob ten i r les équa t ions de la Mécanique des mi l ieux cont inus ,
nous pouvons procéder de la manière suivante : Considérons un
domaine à quatre d imens ions de l'espace-temps. Décomposons ce
domaine de la manière su ivante : Prenons un élément de matière
déterminé ; à chaque i n s t a n t / l ' u n des points matériels qu ' i l con t i en t
a des coordonnées Ç x , r ? z } ; le po in t d 'Univers (,z", y , s, t) ou bien
n'appart iendra jamais au domaine considéré, ou bien appar t iendra à
ce domaine dans un certain interval le de temps ( l i , t ^ ) : l 'ensemble
des points d 'Univers const i tués par les d i f ï e r e n t s points matériels de
l 'é lément matériel considéré , pris entre P in s t an t^ et l ' ins tan te , cons-
t i t u e un des tubes d^Univers dans lesquels peut se décomposer le
domaine d 'Univers donné. La f ron t i è re de ce domaine est const i tuée
pd'r, les éléments matériels pris aux extrémités l\ et ^ de l ' i n te rva l l e
de temps qui leur correspond.

Cela posé, la variation géométr ique du vecteur d 'Univers <c q u a n t i t é
de mouvement-masse » de chaque élément matériel , en t re l ' i n s t a n t e
ou i l entre dans le domaine d 'Univers et l ' i n s t a n t ^ où i l en sort, est
égale à un vecteur d'espace dont les composantes sont

( ( ^ i d x d y d z ) d t , f ^ d x d y c î z ) dt, F ^Ldx dy dz) cil.v i ^ ^/i «A

Autrement dit, l'intégrale du vecteur d'Univers « quantité de mou-
cément-masse ^étendue à Ici frontière du domaine est égale à l^ intégrale
à quatre dimensions du. vecteur d'espace « force » étendue au domaine
lui-même. Cela se traduit par les formules

(5)

/ il/ = 0,... -^

] 'n'^-=:\dt€l.v dy dz,
\ H. -==: Y dt dx (fy dz,

[ ÏK -==: 'Ldidxdy dz,
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en posant

R' =J ̂  4- ̂  + <w + ̂ ) 1 dt ̂  dy d.,
[ ôt ôjc àr ôz J

n',.= r^) 4-^P^ + à^ -^rT rf^-rf,-^,
[_ /^ O.T à y ' à^

_ pj(p.) d(^«) <J(p^-) ()(p-n-)1 ^,/^/,^-
A.» ... —- j --P- p- ———-——— —j— ———,——— i (/.(. (..•(.,<.. (f r cf ^ ,

[_ c^ d^" ^7 <^ _j </

n / — r^d0^'^ L ^ (P^ '^ ) à ( r j ^ ^ } à(p^rsi)~]n ̂  — —— .—— ~t— ———,——— —j~ ———-——— -^- ——,——— f{V. = r^P^ + à(p^)^_ <?(pn^ ̂  .)(pn.')-1 ̂ ^^ ̂ _
L (^ ^^ ^y ^s Jot àx àr à

En efFectuant les calculs et s implif iant les trois dernières équations
an moyen de la première, on obtient les éqnations classiques

ôo à { p if ) à ( p (? ) à ( pn ' )
~tt ~1" ^2- '4~ ^y + ~ir~:=: <s

(^// /}// ^// ^ / / \ ^û -,(- // + (? -^ - .̂ n. — == X,
ôt <).r ày ô ^ j

l à v à^ à^ ô^\ ^rp 4- n 4- (, -^ (,. — ^ \,
1 \(}i <).r ày ô z j

I àw àw à\v à\v\ r,- o —— -4.- n ^, ç _)_ (p = /,
' \ <^ àx ày à^ )

En appelant dérivation extérieure ( r) l 'opération (lui permet de passer
d ' u n é lément d ' intégrale é tendue à u n e variété fermée à p dimensions
à l 'élément d'intégrale égale é tendue à la variété hp •+-1 dimensions
que l imi te la première, on voit qu'on peut énoncer le principe fon-
damenta l de la Mécanique des milieux continus sons la forme sui-
vante :

La dérivée extérieure de la « quantité de mouvement-masse )> élémen-
taire est égale au produit de dt par la force de volume élémentaire.

9. Nous avons supposé dans ce qui précède qu'il n'y avait ni pres-
sion ni tension. On ramène le cas général au cas précédent en
convenant d'appeler quan t i t é de mouvement (généralisée) de l 'élément
de matière le vecteur dont les composantes s 'obt iennent en ajoutant

( 1 ) Cf. E. CARTAN, Levons sur les Invariants iiiiégraiu:, Chap. VII, p. 65.
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respectivementaisx composantes primitivernent écrites les quantités
.,„ n ^, c/y ci^ (fi — p^y dz da^ dt —- p,y^ dx dy dl,

— p\x ^'y ^z c^f —' P\r ^z ̂ ^ €^t —/^y3 ^x ^'y ^ / î

-— pzx dy (^ ^L — pzy€^ ̂ x ̂ t ~~ pzz ^lx ^y ^L

Dans la théorie c iné t i que (les ^%? ^l pression est efFectivement
considérée comme un ilijx. de q u a n t i t é de mouvement dû à l 'irrégu-
larité des vitesses des différentes molécules; les quantités désignées
p lus haut par u, y , w ne représentent qu 'une vitesse moyenne. •

On retrouve les équat ions classiques de la Mécanique des m i l i e u x
continus en développant les é q u a t i o n s (, '>), ce qu i d o n n e

<)çj ôi^a) ^ (pc ) ^(finO
^ ^ ̂ ^ + -^—— + ——J^- == 0,

pf^+,^^^+.,4^+^+^+' \()£ ûx or à z 1 àx ày as
( ()V Ô^ à^ <)('\ ()pr.r ^Pvr , ^Prz v^ p (^ + „ ̂  + P ̂  4- <r ^J + -.^- + - ;̂- + ̂ -= ̂  ,

/^n" ^(ï' ^v' ^n'\ ^"r ^/^.r , ^P^ ^
p -_^ ^^ u —— --i- t' -——+ H' ,-'- ""••I"- •-T-^'-1' 1 • 1 - ^ " • -T—— "̂  " î̂""' "-̂  /(-1 \d£ 0^ à y à^ ) ^ ô.f ày à^

10. Ces équations ne sont pas complètes. Cela t ient en effet à ce
que nous n'avons pas tenu compte du théorème des moments ciné-
tiques ( 1 ) ; il se t radui t ici par les égalités

y st^ — ^ •fiy =, ( ( ( 1 (j/ — z Y ) cU dx dy dz,

xlï, — - ( i f ( ( ^X— .yZ) cU d x d y d z ,

y 1!., =: ( ( ( ( (x Y - y X ) dt dx dy ch ;

les intégrales des seconds membres sont étendues à un domaine
quelconque d'Univers à ' quatre dimensions, celles des premiers
membres a. la. f ron t i è re , à trois dimensions de ce domaine. Ces équa-
tions donnent ^ . ! ,

[^iï,]~[^n.,]=-:o,
, • [^.ÏV-[^IL:|==O,

. ^ [^rII^]—[<f/ylL,]=o;

( 1 ) On peut remarquer que la formulation analytique de ce théorème ne suppose pas
les axes nécessairement rectangulaires. •
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elles sont identiquement vérifiées s'il n'y a pas de pression; dans le
cas général elles donnent

Pzr—Pyz-=0.

p^—p^=o,
P y x — P x y = 0 '

il. On peut représenter les résultats précédents au moyen d 'une
nota t ion vectorielle simple. Désignons par les lettres

QQ , ©1 y Q^;, ©y

les quatre vecteurs d'Univers qui ont respectivement pour compo-
santes

î , 0, 0, 0;

0, ï , 0, 0;

0, 0, i , 0;

0, 0, 0, ï *

Les q u a t r e derniers sont des vecteurs d'espace. Avec ces notations
la « quant i té de mouvement-masse )) d 'un p o i n t matériel de masse m
est représentée par

/ dx dy (h \,,(eo+^e.-^e.-^e3j.

Si nous convenons encore de désigner par une lettre m un 'po in t
d'Univers (^ ^y, z ) , la dérivée ̂  de ce point par rapport au temps
est le vecteur d'Univers de composantes ! '

c!x C/Y d^-Iî '̂ r Ji' dï'3

on voit que la <( quanti té de mouvement-masse » d'un point maténel
est représentée par la notation i,

dm
m — *

dl

Les points et les vecteurs ( l i b r e s ) sont des formes géométriques du
premier degré. On peut considérer aussi des formes géométriques du
second degré, qu i représentent des systèmes de vecteurs glissants.
On désigne par [mm' | le vecteur glissant qu i a pour origine le point
d'Univers m et pour1 extrémité le point d'Univers m7. Ce vecteur
glissant a dix coordonnées plûckériennes qui sont les déterminauts
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du deuxième ordre formés avec le Tableau

i t x y

on a évidemment
i. // ^ y ^;

[m/m] ==— [mm"].

De même on désignera par fine] le vecteur glissant obtenu en por-
tan t à par t i r du poin t d 'Univers m. un vecteur é q u i p o l l e n t à un vecteur
donné e; les d ix coordonnées plûckér iennes de ce vecteur glissant
sont formées avec le Tableau

i t x y ^
f o 0 i rj Ç, ,

où f igurent dans la seconde ligne les composantes du vecteur e. Enf in
la notat ion [ ee'J désignera le îwecleur dont les dix coordonnées sont
formées avec le Tableau

' ^o 0 ^ •n ç/ ! .
o Q' ^ r/ ^

des composantes des deux vecteurs l ibres e et e'-
I)ans chacun des cas précédents le vecteur glissant ou le b i v e c t e n r

considéré peut être regardé comme le produi t ^extérieur) des deux
facteurs, qui sont des formes géométriques du premier degré^ ( p o i n t
ou vecteur l ibre). Le produit de deux formes géométriques quelcon-
ques du premier degré satisfait à la loi distr ibutive, mais change de
signe avec l'ordre des facteurs.

12. Le vecteur glissant qui a pour origine le point d 'Univers m q u i
représente un point matériel donné à un instant donné , et qu'on
obtient en portant à partir de ce point sa « q u a n t i t é de mouvement-
masse », a pour expression

f" dm\^r^ret l'équation
d \ r €iî^\ \ ,..,
^m[m^Ji=|F.I,

où F représente le vecteur glissant « force », contient, en même temps
que le principe fondamental de la Dynamique, te théorème des
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moments cinétiques; elle condense en effet les dix équations
dm
~7u '• o,

d ( dx\ _,
d-^-dï)^^

-^f^Y,dt \ dt )
d ' ds\ ,,
ï ï l ^d ï } ^ ^
d ( dx \
dïV^dT-'^'}^^

^(/"^â:-^)=^Y'

d [ ds
.}=^— \ mt, — — lit

dt \ dt

d ( ds d)'\
Z t [ m • yd t - m s d î )= r / - - s ^ -
d ( dx dz\
— i rïiz — — mx — ==^X — ,rZ,
dt \ dt di )

d / dy dx\ »_
^^^^^,^^j^Y-«yX.

13. Revenons à la Mécanique des milieux con t inus . Désignons
par G le vecteur gl issant qui représente l 'élément à trois dimensions
de « q u a n t i t é de mouvement-masse » et par F le vecteur glissant qui
représente la force de volume élémentaire. Les équations de la Méca-
nique sont condensées dans la formule
W G^C^F].

On a du reste ici
Gr== [ineo]ÏI 4- [mei]ÏI^4-[meâ]II^4-[me3]n^
F == [meJX dx dy dz + [meajY dx dy dz -}- [me3]Z dxdy dz.

Le calcul de Gr' peut se faire en tenant compte de l'équation
dm ==: eo dt 4- QÎ dx 4- ea dy 4- 63 dz ;

il donne
G'==[meo]ir4- rmei]ir,,4- [meJIT,4-- [me,,]!!!

+ [©o© i ][^iïr— cixil.} 4- [6063] [^IL,— dyJl} 4- [6065] [^1L— dzîï-]

+ 1^2^] [dyïh— ̂ ITy] 4- [6361] [^11^— dxîl^ 4- [6i 62] [dxÏly—dy'îl^
Ann. Éc. Norm.y ( 3 ) , XL. — NOVEMBRE ÏQ'ÎÏ, ^ 44
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On vérifie facilement que les coefficients de [606,,], [6062], [6,)6j

s o n t n u 1 s d ' e u x-m ê m e s.
Si l'on supposait qu'il agisse sur chaque élément de matière non

seulement une force^ mais un couple^ l 'équation fondamentale (6) ne
changerait pas, mais il faudrait, ajouter à l'expression de F des termes
de la forme

1 ©a 63 ] L dx cly dz 4- [ Q-s Q i ] M dx dy d^ -4- [ 6162) N dx dy dz.

On aurait alors
P^y ~ P y ^ :=•1^
P^z —Pzx^ M,
P y x — P^y^ N.

Il est bien év iden t que de l ' équa t ion (6) on peut déduire I n é q u a t i o n
fondamentale de la Dynamique du. point matériel en supposant que la
matière soit condensée dans une 'por t ion , d'espace très petite; on
obtiendrait alors

dGr^diF.

14. L'équation (6) va nous permettre facilement d'écrire les équa-
tions de la Mécanique des mil ieux cont inus en attachant à chaque
point d'Univers un système de référence de Galilée variable. Nous
désignerons encore par 60, '6,, 6^, 63 les vecteurs libres d'Univers qui
définissent le système de référence de Galilée attaché au point m» En
passant d'un point m à un point i n f in imen t voisin, m7, ces vecteurs
libres varieront, mais la composante de , t emps du vecteur 60 restera
constamment égale à i, et les composantes de temps des vecteurs 6^
627 6;i resteront constamment: nul les . On aura donc des formules de la
forme ( { }

Jêo^ G.)^ 61 -i~ G^ 63 4- co;i 63,"
. « dQi == û j 1 61 •4~ c«:)j e«) -h ̂  63,
w) , , , "" ,j d©^ = (,n 61 4" G.) 2 63 + 0)^ e;t,

, • : • f ^63=o) i e i+c» . ) ^eâ+cx . ) | 63 ,

les cof étant des expressions linéaires par rapport aux différentielles

( 1 ) Nous supposons, comme au n0 1, que les axes des iriôdres de coordonnées ne sont
pas nécessairement rectangulaires. »
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des quatre quantités qui servent à définir , d'une manière d'ailleurs
arbi traire , les différents points d'Univers. Désignons alors par
( 8 ) dm == ûû° QQ -4- û)161 4- c.)2 63 -T- û^ 63, ,

le vecteur libre d'origine m et d'extrémité m"; co° est simplement
l 'intervalle de temps élémentaire 'correspondant . On aura encore ici
des expressions de la forme

G== [me,)]II 4- [mei]II;r+ [nie:î]lïy-4- [ineaJ-rL;,
F == [nieiJXc».)1^2^3^- [nie.^Yc.}1^2^3 -r-[m le3]Z&.) l&.)2r^3;

seulement l'expression de G' deviendra plus compliquée, puisque les
vecteurs libres 60, e,, e^ 63 ne sont plus fixes. On aura
G'=: [meo]Iï/-+- [mei] [Il;,.+- c^II -4- c.),iIL-4- û,);IIy-4- GJ;;IIJ

4- [mea] [IF,. 4- œîïl -h ^Ï.IL,.+ co|n^.+ ̂  IL]
+ [me;,] [n^-h^n+ ̂ n^r ^piy+ ^^nj

-4- [ eo e i ] [ o)0 H, — o)1 "11 ] + [ eo ea ] [ ̂  ïïy ~ a:)2 Iï ] 4- [ 6o 63 ] [ œ" H,, — &»31! •)
-+" [6203] [c^IL - Gy'»!^] 4- [e^] [G)3!!.,—^1!!,] 4- [e,e,:| [a)1!!,.-^)2!!,].

On en déduit im.rnédiatemeTit les équations cherchées.

La connexion affine de l'Univers de la Mécanique classique.

15. Nous avons admis dans ce qui précède la définition ordinaire
d(yTéqu.ipollence des vecteurs d'Univers. Mais les formules obtenues
seraient encore valables avec une dé f in i t ion arbitraire de l'équipollence
de deux vecteurs d'Univers d'origines infiniment voisines. Avec cette
nouvelle définition, les formules (7) conservent leur forme mais wec
des coefficients modifiés ( { ) •

C 1 ) II importe de rerilarquer que si l'on attachait à chaque point d'Univers un autre
système de référence de Galilée, déf ini par exemple par

, ' ' e 'u="^eo4-^ei , ' ei^'e1!,' ' ' 62== © - 2 ; " ' ©a^^

les fonnuifâs (7) devraient êtrô modifiées en conséquence; en particulier r^i serait rem-
placé par (jù^ = w ^ -+- u a)} •+• du.
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Supposons que les seules forces de volume qui in te rv iennent soient
dues à la gravitation, ce qui est effectivement le cas dans les appli-
cations; déf inir l'équipollence de deux systèmes de Galilée d'origines
i n f i n i m e n t vois ines revient évidemment à définir l 'équipollence de
deux vecteurs d 'Univers d 'origines inf in iment voisines. Si l'on peut
choisir cette définit ion de manière à supprimer les forces .de gravita-
t i on , les équations de la Dynamique se rédui ron t à

Gr^O.

Or prenons pou r e,,, e < , e,>, 63 des vecteurs équ ipo l len t s au sens
ordinaire aux vecteurs-unités d 'un système de référence de Gali lée
fixe et prenons

^ = — X cit, 6)5 =r — Y dt, &) à =: — Z dl,
G)f==0 ( ^ / = = 1 , 2 , 3 ) .

Les équations de la Mécanique d e v i e n d r o n t

n/ = o, il;,- XCAII] --=-- o, n',^ V[dtii] = o, IL - z[^ §r| = o,
ou encore

n/==o,
ÏÏ^pXI:^^^^],
11̂  = p Y [ ( 1 1 dx cly dz '\,
JK == p Z [ c/<( (ï/.r dy dz "[ ;

ce seront les é q u a t i o n s classiques de la Dynamique d'un m i l i e u maté-
riel con t inu soumis à une force de vo lume proportionnelle à [armasse,
II suff i t de prendre p o u r X , Y, Z les composantes de l'accélération due
à la gravitation pour faire rentrer la gravitation dans la Géométrie.

Le résultat qui v ien t d'être obtenu est iden t ique à celui qu 'avait
fourni directement la Dynamique du point matériel. Les formules

^ e o = = = — X ^ / e i — Y ^ e 2 — Z ^ e ^
<a?ei ==- (̂ 62 === ûtea == 0

signifient en effet que deux systèmes de référence de Galilée d'origines

t, x, y, z,
t -h dt, ^ x -4- dx, y -JT dy^ z -(- dz



VARIÉTÉS A CONNEXION AFFINE. THÉORIE DE LA RELATIVITÉ GÉNÉRALISÉE. 34.9

sont regardés comme équipollenl's lorsque les trièdres correspondants
T et T7 sont éqiiipollents au sens ordinai re , le t r ièdre ï^ étant a n i m é
par rapport au trièdre T d 'un mouvement de t r ans la t ion rectil i^ne et
un i forme de vitesse (X.dty Y^, Z dt).

16. Convenons de dire qu'une déf in i t ion donnée de l 'équipol lence
de deux systèmes de Gal i lée d'origines i n f in imen t voisines déf in i t une
connexion affine de l'espace-temps. Il est facile m a i n t e n a n t de voir si
les phénomènes de gravitat ion sont compatibles avec plusieurs
connexions affines d is t inc tes de l 'Univers. Faisons auparavant la
remarque impor t an te que bien que la connexion affine de VUniws
dépende de la distribution de la matière dans l'espace^ néanmoins , elle
n est pas modifiée sensiblement par l'introduction de fcdbles masses dans
une région donnée de l'Univers. Si nous raisonnons sur le système
formé par une de ces faibles masses, la connexion a f f ine de l'Univers
en chaque po in t d 'Univers correspondant ne dépendra pas de l'état de
ces masses. Toute modi f i ca t ion ( imaginable) de la connexion affine de
l 'Univers se traduira dans l'expression de Gr^ par l'addition des termes
(9) [înej [?n;ïï -4- ^;lT,.4-OTHIv-+- ̂ ÏÏJ

4- [ in 62 ] [ CT?) Il 4- ̂  IL 4- OT^ ïîy +• OTJ IL ]
4- [ m e:î ] [ OT;; 11 4- ^f ïï^. 4- OT^ ïîy 4- OTJ Hz ],

où l'on a désigné par ^y , ^ les modifications subies par les compo-
santes (jt)^ d>fde la connexion atFine. Les seules modificat ions possibles
sont donc celles qui annu len t les trois quantités entre crochets, et
cela quelles que soient les valeurs numériques des quantités qui caracté-
risent Vétat du milieu matériel.

Plaçons-nous d'abord au po in t de vue le plus général possible, la
connexion affine permet tant l 'équipollence de deux systèmes de réfé-
rence de Gali lée dont l 'un aurai t un trièdre (T) trirectangle, l 'autre un
trièdre (T') non trirectangle. Supposons encore, ce qui est permis,
que les vecteurs 60, e^ e^, 63 utilisés dans les formules (7) soient
toujours éqinpollents entre eux au sens habituel^ c'est-à-dire que tout
soit rapporté à un système de Galilée fixe. Posons

^ == /oo ^-^yf)! dx + /os ^y •+" yio ̂
wf == 7^ dt 4- yi, dx 4- y-L dy 4- y^ dz.
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Les coefficients des formes 11, Ilç, 11.̂ ., ïïz sont

p, p u , pt.', p ( t \
P ̂  -+- Pxx 5 P ̂  ̂  -+- Pxy, P ̂  W + Pxz. - . • ? P ̂ >2 -+- Pzz ;

on peut, pour annuler les trois expressions entre crochets des for-
mules (7), les regarder comme indépendants. En portant successi-
vement son attention sur chacun d 'entre eux, les autres étant regardés
comme nuls, on arrive aux formules

(io) yix»^0. 7î),/=y^ y^/^y^;
elles expriment tout simplement que les trois formes différentielles quci-
dralicfues

IOT{) dh -\- TS\ dx •4- rs\ dy -\- ̂  dz ( i =: ï , 2, 3 )

sont identiquement nulles.
On arriverait au même résultat si l'on u t i l i sa i t s implement la Dyna-

mique du point matér iel ; l'égalité
d ( dx dy (tz\^(eohe^+e^+e3^J=o,

où l'on t i en t compte des relat ions (7), reste en effet valable en modi-
f iant les coefficients o-)^ co;7 de ces relations par l^addition des
termes ̂ , ̂  si l'on a

dx ; dy , dz
^-^^7 +CT27^7+CT;{^ =05 •

et cela quels que soient les rapports mutuels de rfr, cly, dz, dt : on arrive
exactement aux mêmes conclusions.

Les conclusions au contraire seraient différentes, si l'on ne suppo-
sait pas la symçtrie des composantes de la pression; cette symétrie
disparaîtrait nécessairement si l'on admet ta i t , ia possibilité d,e
couples (1) agissant sur un élément matériel. Dans ce cas, il faudrait
que l'expression (9) fû t ident iquement nu l l e , même en supposant

^ P^y-^fy^ p y ^ p ^ y , 1 . P^^p-^ • • • 1 ' i - ' . ' •

( î ) Ce cas se présenterait pour un aimant placé dans un champ magnétique.
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On verrait alors facilement que tous les coefficients y^ devraient être
nuls : il ne resterait que 9 coefficients arbitraires au lieu de 18. Dans
ce cas, et dans ce cas seulement^ la .Dynamique des milieux continus
impose à la connexion affine de l 'Univers des conditions plus restric-
tives que la Dynamique du point matériel.

17. Supposons maintenant que la connexion affine conserve le
caractère métrique de l'espace,, c'est-à-dire qu^un système de réfé-
rence constitué par un trièdre trirectang'le ne puisse être équipollent
qu'à un système de référence également constitué par un trièdre
trirectangle. Dans ce cas-là, si l'on attache à chaque point d'Univers
un système de référence de Galilée tel que les vecteurs d'espace e < ,
e^, e;i soient rectangulaires et de longueur égale à i (ce qui suppose
choisie une fois pour toutes une unité de longueur), les formules (7)
subsistent, mais on a entre les co^ les relations qui se déduisent des
formules

{Qi')2=\, e /e/==o ( i^éj==: i , 2 , 3 );

ces relation's sont
0)} = 0, G^- -+- W'j •== 0 ;

les trois quantités co^ === — 00^, o^ ==—co^, o)^= — co^ sont les compo-
santes de la rotation qui amène le trièdre T à être équipollent au
trièdre T".

Les modifications qu ' i l est permis de faire à la connexion affine de
l 'Univers sont alors définies par les même conditions qu^au n° 16;
seulement le fait qu'on a

^ •=: ro'f -4- OT^ = 0

réduit à quatre le nombre de coefficients arbitraires : on a ( 4 )
CT^ --= /• cly — q dz^ rs^ == p dz — r cîx^ 7^ =• q clx —p cly^

CT^=:—v5\^pdi -\-hdx, ^5\-==.—-vs^~==.cjdL^rhdy, •^\=-—'G5\=-rdi-{~ hdz.

Si l'on ne supposait pas la symétrie des composantes de la pression,
le coefficient h deviendrait nécessairement nul.

( 1 ) L'infcerprélalion géométrique de ces formules serait facile.
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18. Nous verrons plus loin comment, suivant q u ^ o n se place au
point, de vue du n0 16 ou au point de vue du n° 17, entre toutes les
connexions affines compatibles avec l'expérience, il en est une qui se
dist ingue des autres par des propriétés intrinsèques. Remarquons
cependant qu'on pourrait imaginer une théorie mécanique dans
laquelle le moment cinétique d'un é lément de matière par rapport à
un point pris à l ' intérieur de l 'élément ne serait pas in f in iment pet i t
par rapport à la quantité de mouvement du même élément ; on pourrait
supposer aussi que l'état de tension du milieu se manifeste par des
couples et non seulement des forces agissant sur chaque é l émen t plan.
Dans ces conditions l'expression analytique de G- devrait conteni r des
termes en [606^ [ et [ o^e / j , et alors la connexion affine de l'Univers
relèverait uniquement de ^expérience; les faits mécaniques seraient
compatibles avec une seule dé f i n i t i on de l^équipol lence de deux sys"
tèmes^de Galilée d'origines in f in iment voisines.

L'espace-temps de la relativité restreinte et sa connexion affine.

19. La théorie de la relativité restreinte admet les mêmes systèmes
de référence de Ga l i l ée q u e laMécanique classique; la seule différence,
essentielle il est vrai , réside dans les formules qui permettent de
passer des coordonnées (^ oc, y , . z ' ) d 'un événement rapporté à un
premier système^! e référence de Galilée aux coordonnées (^, x ^ y ^ , ̂ )
du mémo événement rapporté à un autre système de référence de
Galilée. Ces formules sont encore linéaires, c'est-à-dire que TUnivers
de la relativité restreinte est affine, mais la composante de temps i
d'un vecteur d^Univers n^est plus invariable. Ce qu i ne change pas,
c'est l'expression

c^^-iY-^^^xY^y^yY-^'—zy^

où c désigne la vitesse de la lumière dans le vide. Deux vecteurs
d'Univers admettent par suite un invariant, leur produit scalaire,
qui est

c^Q'-'^-m'-W, . ' .
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en désignant, respectivement, par .

^ ^ ri, ç,
e\ ^, ^/, ^

les composantes (les deux vecteurs.
Si. en par t icul ier on désigne comme plus haut par ôo, e^, e^ 63 les

vecteurs-unités attachés à un système de référence de Galilée^ on a
les for m nies

- \ (e^^c2, (eO^e^^e^^—i,
/ eoe/==o, e/e/=i o (/'^.j^i, 2, 3).

'20. Si l'on considère un système de référence de Galilée variable
dépendant d 'an ou plusieurs paramètres, on aura, pour toute variation
i n f i n i m e n t p e t i t e des paramètres;, des formules • •

1 €/Q^-=z ;̂; 60 4- ÛO; 61 -+- &)o2 63 -+- û);; 63,

1 <:fei == toï 60 --{- co} €1 -+- &)^ Çg -(- co^ e.̂

i r/ea •== ̂  QQ 4- G.)|( 61 --t- o.)| 62 -+- ̂ | e;s,

( ^/6,-î :=: O t î j eo -h r»>^ 61 -i~ WJ 62—1-- û)| 6;},

où les co^ sont l inéaires par rapport aux différentiel les des parametres-
jjes expressions ne sont, pas absolument quelconques, car les rela-
t ions ( t ï ) doivent toujours être vérifiées. En les différentiant, on
obtient facilement ' , '

( l3) G.)S==0, û0^== C^GJ0 , G)-f + 0)^ ==. 0 ( ^ y = = I , 2, 3).

11 reste donc en somme six expressions indépendantes,et six est bien
effectivement le nombre des paramètres dont dépend Vorienlaîiond^un
système de référence de Galilée.

Dans les formules précédentes, les expressions co^, o-»^, <jû^ repré-
sentent la vitesse ( i n f i n imen t petite) changée de signe du mouvement
de translation rectiligne uniforme dont les axes du second système de
référence sont animés par rapport aux axes du premier.

An H. Éc. Norni., (3), XL. —•- DÉCEMBRE iy2'à. ' ' 4^
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On remarquera qu'on retrouve la loi de dépendance de deux sys-
tèmes de Galilée inf in iment voisins dans la Mécanique classique (1)
en supposant c infini ; les formules (i3) deviennent en effet

ùjg == 0, G.»0 == 0, ^ -+- C^-=: 0.

21. La Dynamique du point matériel. — En relativité restreinte;, la
notion du vecteur « quanti té de mouvement-masse » peut encore être
mise à la base de la Dynamique du point matériel : c'est le vecteure a

( clx dv 1 cl s \m e»+el^-+-e2^-+e;i^)
La masse au repos y. du p o i n t matériel est, à un facteur constant

près, la racine carrée du produit scalaire du vecteur « quantité de
mouvement-masse » par l u i - m ê m e ; d'une manière p lus précise, on a

/^Y / d y y (d^Y
\~cU) ^V'dt) ^ \ d t ),dt ) '\dt ) \dt '' / V*

-^————————=/n^/,--^^-=my ,-———————^———————=mi/ , --^-;V1
ce nombre ;x est attaché à chaque po in t ma té r i e l , de même qu ' en
Mécanique classique la. masse ordinaire.

L'expression analytique du vecteur « q u a n t i t é de mouvement-
masse » prend une forme plus symétrique si l'on i n t r o d u i t le temps
propre du point défiai par

I. -.. J^- ̂ +^^ ̂  /r^,/, ̂  ÏL ,u.^ „. L^ d^ + <r2 + ̂  _ / v^a. .,„-.. y yu -- - — ^ _ — — _ & / ^ ̂  ...̂  ^
V c' y c2 m

Le vecteur quantité de mouveiïi.enfc-rnasse devient alors
/ di dx • dy dz\^(e.^+e^-he^-he^^;

dans cette expression les quantités a et ch sont indépendantes du
système de référence.

Le principe fondamental de la Dynamique peut s^énoncer a ins i :
La dérivée par rapport au temps propre du vecteur d'Univers « quan-

tité de mouvement-masse » est égale au vecteur d'Univers « hyperforce »
1 ' • . eoR 4~ eiX 4-e^Y + esZ.

( 1 ) II s'agit de systèmes de Galilée à trièdres irirecfcangles, comme au n0 17.
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Ce vecteur hyperforce a une signification indépendante du système de
référence, et l 'on a

dm ___ dni cl": 1 V'2

~dt "W ^""V l —-, :2- î

d (,ndx•\- d (m^}^ - \i /i^^
cU { "dï 1 - d- \ dt ) dt - •-v V c2

d ( dy\ d ( dr\d^ ,,- /—-v^
[ m ^ \ -=. [ rn — -y- ^ \ i / i — —ç •>

dt \ dt ) dr \ dt ,/ dt V c2

d / d^\ d / dz\dr ^ / V 7 2

~dt [ ^ d t ) ̂  dr [m Wt ) -dt ̂  L V 'l -"c1 "

La force, au sens habi tuel-du mot, est donc la composante d'espace
de rhyperforce, mul t ip l iée par i / i — —,-•

On a d'autre part, entre' R, X, Y, Z, une relation nécessaire, qui
exprime la constance de la masse au repos du point :

, dm dx d :dx\ dy d dv\ dz d , dz \^ f^ : _- ,̂  »_ -- [ }f(, \ — m — — m -— — m — —. m — = o,
dt dt d! \ dt f dt dt \ dt } dt dt ' di 1

on
c2 l{dt = X d^; -+- Y dr -\- Z dz ;

cette re la t ion expr ime que le travail é lémentaire de la force est égal à
la di f férent ie l le de la q u a n t i t é me'2; cette quant i té est ['énergie du po in t
maté r ie l

. 'ic1

me'- == -——=======:•,
/ V 2 3

dans une première approximation, elle est égale à

^+ ̂ v2

ou encore
ac2-!- —mV2 ,1 2

si' l 'on suppose V très petit par rapport à c.

22. .La Dynamique des milieux continus. — Si l'on se place dans le
cas particulier où aucune force de volume n'agit, les équations de là
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Dynamique des m i l i e u x cont inus sont essentiel lemeni les mêmes que
dans la Dynamique classique. On forme le vecteur glissant qui repré-
sente la quant i té de mouvement-masse d 'un é lément de mat ière

G = [ m 60 ] II 4" [ m e i ] IL 4- [ m 63 ] Ily 4- [ in 63 ] l'L

et l'on écrit que la dérivée extérieure G' est i d e n t i q u e m e Q t nulle.
Si le mil ieu est rapporté à un système de Gal i l ée .fixe, on peut encore

mettre les composantes H, ILc, Ily, IIg: sous la forme
II == p dx dy dz — p-u dy dz dt — p P d,z dx dt — p n' dx dy dt ;

11^,"^= uïî, — p^.^ dy dz dt •— p^y dz dx cl t. •--- py^ dx dy dt^

Ily == c II — py^ dy dz dt — pyy dz dx dl — p y^ dx dy dt^

11^ == wïl — p^, dy dz dt — p^y dz dx di —p^z •̂:z> dy dt.

La densité au. repos po de l'élément de matière considéré est/donnée
par

po [dt. dx dy dz\ == [ dt 1:1: ] — ^ [ dx IL, ] — ^ [ dy 11, ] — ^ |; dz 11, |,

formule dans le second membre de l aque l l e i n t e r v i e n t le produit
scalaire du vecteur ( d l ^ dx, d y , d z ) et du vecteur (II, ÏI/., Ily, Ils). En
développant on trouve (1)

/ ^"t- F2--!- Wï\ 1 „p, = p i - - ———,——— -..- - Çp^ -,- p^ »,-.,- /;„ ) .
\ /

Les équat ions de la Dynamique des m i l i e u x c o n d n u s sont donc
ident iques à celles de la Mécanique c lass ique, dans le cas où i l n'y a
pas de forces données.

Si l'on attache à chaque p o i n t d'Univers un système de référence de
Gali lée variable, on aura
<y~ [mej[ir +^ïiL4-û>ïii,-4~a)Sn,, |

+[n ie i ] [ I I l . -+-û) i I l4 -œ^ny4-^ in^]
-h[me.2][ny+^n 4--a)jïL--h ^I.ÏIs]

• 4- [m 63] [ rr, -+- c^ n . 4- ̂  IL "î- G)[; H,,] .
4- [6061] [r^n^—f^ît ] 4- [6062] [w°ïly — 1̂1 ] 4~ [,6oê,] [G)11!!.^ — C,)3!! |

-4- [6263] [^n, - C^IL] 4" [63Bï]J.^n^— ^ïl,] 4" [e^ 62] [^Hr- ^21:L].

( 1) II est À remarquer que réiénnent de vuhime [citci.r: dr dz}. étant indépendariL du
système de référence choisi, la quant i té po a une signification indépendante de ce système
de référence. Il n'en est natureHeiaerU pas de même de la densité apparente p.
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13. Recherchons si plusieurs connexions atÏines distinctes sont
compat ib les îivec l 'expérience. On passe d 'une connexion affine à une
autre en t a i san t subir aux composantes co^, oj^ des variations CT^, ̂
satisfaisant, na tu re l l ement a

et ces var ia t ions devront a n n u l e r les quat re expressions'

[<^ï+[<^y]+W^

[^n :l+[^i^]-+-[^fl.]'
[^Iï ]-i-[^n,,:l-4-[mjIL],
|:^ÏI ]+[^ÎÏ^+[?n3II,],

et cela quel que sou U état de Vêlement de matière considéré. Si nous
supposons le mi l i eu matériel rapporté ,à un système de référence de
Galilée fixe, nous trouvons, comme au n° '1.6, que les formes quadra-
t iques

CT^ dt -{- in{ dx -+" ̂  dy "^ ^ft ^^ (/' ̂  0^ 1 ^ 2' 0 ) '

do iven t , être i d e n t i q u e m e n t ^ nu l l e s . On retrouve pour les CT^ et les r^.
exactement les mêmes expressions qu'au n° i7, avec quatre, coef^
ficients arbitraires^ ç, /', h.

Si ron admet, une concept ion plus large de la Mécanique des mil ieux
c o n t i n u s , la « quan t i t é de mouvement-masse » é lémenta i re contenant
des termes en [eoe/ i et | e ^ e / [ , il ne reste plus aucun coefficient arbi-
traire et Ici connexion affine de V espace-temps relève uniquement de
l'expérience ( ' ).

24. La nravùation en relativité restreinte. — Dans la Mécanique clas-
sique, les équations

u^—^dl, ^^-—Ydt, ^=z—Idl,

u'^o (^./:=i, 2, 3),

p ) II en est ainsi si l^n suppose simplement la possibilité de couples agissant sur des
éléments de matière, parce ^qu'alors le coefficient h est nécessairement nul, et, comme
les quantités p , y , i\ h se transforment entre elles par un changement du système de
référence de Galilée ( 'ce sont les composantes d 'un vecteur d'Univeris), on est obligé de
supposer également que f), q^ r sont finis.
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qui définissent la connex ion affine permet tant de taire rentrer la gra-
vitation dans la Géométr ie , conservent leur . forme quel que soit le
système de référence de Galilée choisi comme système fixe.

En relativité restreinte, si. l'on admet les 'lois de la gravitation new-
tonienne pour le système de Gali lée formé d'axes ayant pour origine
le centre de gravité do, système solaire et dirigés vers des étoiles fixes,
ces lois ne conservent p lus la même forme pour un autre système de
référence de Gal i lée . Si. l 'on •postule, avec Einstein. , que la forme des
lois de la gravi ta t ion doive être la même quel, que soit le système de
référence de Galilée adopté ("r), on est obligé de modi f i e r ces lois;
mais, ce qu ' i l importe de remarquer dès m a i n t e n a n t , c'est que la
réduc t ion fai te par E i n s t e i n ' d e la gravitation k la Géométrie est essen-
t i e l l ement de la même n a t u r e que cel le qui a été i n d i q u é e au début de
ce Chapitre.

25. Le point de vue (le le/ relativité généralisée. — Nous avons supposé
•jusqu'à présent l'existence elFective de systèmes de référence de
Galilée permettant de repérer tout l'espace-temps. Au point ou nous
sommes arrivés, on voit comment on peut se passer de celte hypo-
thèse. Il suffit en etÏel, pour que l'on puisse formuler les lois phy-
siques, que les deux conditions suivantes soient réalisées :

i° Ou dispose, pour mesurer les içrandeurs d ' é t a l p h y s i q u e s , d ' u n
système de référence suscept ib le , pour le p e t i t morceau d'espace-temps
ou se trouve l 'observateur, de jouer le rôle d ' un vrai système de
Galilée ( 2) ;

2° On c o n n a î t la connexion a f f i ne de l 'espace-temps, c'est-à-dire on
sait comment doivent être comparées les observations faites par rap-
port à deux systèmes de référence de Gal i l ée d'origines i n f i n i m e n t
voisines; cela revient à d i re que l'on c o n n a î t la t ransformat ion du
groupe de Lorentîî-Minkowski qui amène en coïncidence les deux
systèmes de référence; analytiquement, cela s'exprime par la connais-
sance des coefficients des formules (8) et (12),.

( 1 ) Nous verrons plus loin ce que signifie exactement cette phrase.
( ' " 1 ) Ce n'est naturellement pas ici le lieu d'insister sur les difficultés (pie peut présenter,

dans la pratique, l 'assimilation de tel on tel système de référence î'i un svi-tèrne de
Galilée.
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Nous allons main tenan t passer à la théorie des variétés à connexion
affine. Nous reviendrons ensui te sur l'application de cette théorie à la
relativité généralisée, et nous examinerons de quelle manière les lois
de l 'Electromagnétisme contribuent, à/notre connaissance de la con-
nexion affine de l'Univers.

CHAPITRE II.
LES PROPRIÉTÉS F O N D A M E N T A L E S DES VARIÉTÉS A CONNEXION AFFILE.

L'espace affine.

'^f). En Géométrie o rd ina i re , i l existe des propriétés des figures que
l'on appel le propriétés ci/fines : ce sont celles q u i se conservent lors-
qu'on ef fec tue une transformation hornographique quelconque conser-
vant le plan de l ' in f in i . Les notions de z^ecteur, (Yéquipollence de deux-
vecteurs, de somfne géométrique de deux 'vecteurs, sont des notion s affines ;
i l n'en est pas de même de la notion de longueur d'un vecteur^ qui est
une no t ion m é t r i q u e . En Géométrie affine, on ne peut comparer que
les longueurs de deux vecteurs parallèles. La théorie des systèmes de
vecteurs glissants, de leur équivalence,4e leur réduction à im vecteur
et à un couple, est aussi une théorie purement affine, malgré la1 forme
métr ique sous laquelle elle est d'habitude enseignée.

En Géométrie affine, le système normal de coordonnées est le sys-
tème de coordonnées car tés iennes; en prenant une origine o et trois
vecteurs (non coplanaires) e^ 62, e:; issus de o, tout vecteur peut se
mettre sous la. forme.

.y1614- .•z^ea-h^^eij,

et tout p o i n t m peut aussi s'écrire sous la forme
m.==: o -h ^•1 ei -+- ̂ ea-s- x^ 63,

en désignant par m! — m le vecteur (libre) d'origine ni et d'extré-
mité m! ( o u tout vecteur équipollent) .

Imaginons que l'on fasse correspondre a chaque point m de l'espace
un système, de référelice cartésien dWiginem; soient ê'v, ea, e;i les
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(rois vecteurs qu i définissent , avec m, ce système de référence. Nous
pourr ions même imaginer qu'à chaque point m on fasse correspondre
une. inf in i té de tels systèmes de référence. Nous aurons ainsi un
ensemble de systèmes de référence d é p e n d a n t d 'un nombre de para-
mètres pouvant a l ler jusqu 'à 12; nous appellerons u^ ces paramétres.

Lorsqu'on fait varier i n f i n i m e n t peu les paramètres, le point m et
les vecteurs e,, e^, 63 subissent des var ia t ions in f in iment petites, qui
sont des vecteurs, et qui. sont par su i te exprimables l inéa i r emen t au
moyen de e,, e^, 63. Soit

(0
( dm -=- r^ 61 -i- w2 62 -+- ex)3 63,

ûfel = &)} 61 + W^ 62-+ C»>'î 6;î,

1 d^ •== G.:̂  6.1 -4- ç.)j 6a •+ c.)| 63,

\ de.^ =: r,}^ 61 "4- G)^ 63 -\- r^ 6;i.

Les cjû^ et oo^ sont l i néa i r e s par rapport aux dif îerent ie l les du^; ces
douze formes de .Pfaff permettent en somme de repérer le système,de
référence d'origine m-hr/m par rapport an système de référence d'ori-
gine m. On peut encore dire qu'elles définissent le petit dép lacement
aff ine qui permet de passer de .celui-ci à celui-là.

Les formes o^ eto)^ ne sont pas arbitraires. Les inté^rak^

f c/m, f ^61, f ^62, f de^

étendues à un contour fermé quelconque sont évidemment nu l les . Or,
en les transformant en intégrales de, surface, on obtient

î dm ̂  f { G)1 y 61 -i- ( G)2 / 65; + ( &)3 )' 6;i 4- ^61 r,h •+" d^ U^ '•+- ^63 M.-} ,

oiiy en tenant compte des formules (i) elles-mêmes et faisant les
réductions, .

f dm = ( ( [( 5)1 / — (u1 fù\ — M ̂  — co3 w^ ] e,

+ [(f,)2)/_ r.)l6)f—r.)^)J~r,»^»J)]©^h[(o)^/.-r,)t&^—^2^ ^3^^^63.
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On a de même

j d^-=j ^[(^;)^I,3^)J]e.-+-|:(c^)/--~3^^]e.+[(^?)/—^^a)?]e3,

j de^-= ( j [(^i)A--ic»)icoJ]el•+-[(M|)/~-I(oi^?]e24-[(û.)|)/—Ï^^]e3,

j//e.,=- f f [(o)^)/~I,G4^1el4-|'(^|)/-^^C.)f]e:i4-[(îO;;)'—i^ro

En annu lan t les seconds membres et en remarquant que ces seconds
membres, étant des vecteurs, doivent avoir leurs trois composantes
nul les , on obtient les formules

. ^
(r,^-^ [^c4] ( < = t , 2 , 3 ) ,

1
" / \ /.=:î

f (^Ï^^E^^] . (Z . . /= I ,2 , 3).
/>•==!

Elles déf in issen t ce qu'on appelle la structure de l'espace aff ine; elles
en condensent toutes les propriétés.

27. On peut retrouver ces formules par un procédé un peu diffé-
ren t , quoique.identiclue au fond. Considérons un point fixe a; soient
.r1, .r2, .T3 ses coordonnées par rapport au système de référence attaché
au point m; on pourra poser

a == m -"i- .r161 + ^t'2 ea + ̂  e;î,

d'où, en diîïerentiant et tenant compte de (i),
<^a == (d.v1 d- co1 -4- .:y1 a)} -+- ^2 ûo^ •+- -i^3^ ) ©i

4- (^J^-î-r^^-h^^&^+^coii+^coj) ea+^^+M^.rW^^^I+^û^ea.

Le point a étant fixe, on a donc
[ dx^ 4" ^ï-+- x1^ ~\~ ^œl -^-.^3cx)^ == o,

( 3 ) ' .̂r2 -h c.j2 •+- .y1 û^ -h ̂ !î ,û)| -}- .r3 ûûj == o,

f ^3 4- c.)3 -+- ̂  (^'i 4-' <a?2 ̂ | •+- ^3 &)1 •== o.

En exprimant que les équations (3) sont complètement intégrables,
on retrouve les formules de structure (2).

Ann. Éc. Norm^ (3), XL. -" DÉCEMBBE 1923. 4^
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La notion de variété à connexion affine.

28. Considérons maintenant u n e variété numérique à trois dimen-
sions, dont chaque point m est supposé défini par trois nombres u\
ir,u\ Faisons correspondre par la pensée à chaque point m un espace
affine contenant ce point, et soient e^ e^ 63 trois vecteurs formant
avec m un système de référence pour cet espace. La variété sera dite
à « connexion affine » lorsqu'on aura défini , d 'une manière d'ailleurs
arbitraire, une loi permettant de repérer l 'un par rapport à l 'autre les
espaces affines attachés à deux points infiniment voisins quelconques m.
et ns/ de la variété; cette loi permettra de dire que tel, point de l'espace
affine attaché au, po in t m/ correspond, a." tel, poin t de Fespace affine
attaché au point m, que tel vecteur du premier espace est parallèle ou
équipol lent à tel vecteur du second espace. En particulier, le point m'
lui-même sera repéré par rapport à l'espace a f f i ne du, point m et nous
admettrons la loi (le cont inui té d'après laquelle les coordonnées de m'
par rapport au. système de référence affine d'origine m sont inf in iment ,
petites; cela permettra de dire en un certain sens que l'espace a f f i n e
attaché à m est l'espace a f f ine lancent à la variété donnée (1).

D'après cela, si. l'on attache à chaque point m, dans l'espace affine
tangent , trois vecteurs de référence e,, e^, e;i (pouvant même dépendre
de paramètres arbitraires), la connexion affine de la variété s'expri-
mera par des formules identiques de forme a ( i ) :

. ( dm =:-- &)' 61 -h u2 62-+- oj3 63,
j dCt == c»>/161 "+" ^f^î -i- o)? 63 ( l == i, 2, 3 ),

(r) On pourrait évidemment, comme on le fait d'habitude, remarquer qu'au voisinage
du point m il existe un repérage affine pour les points de la variété, ne serait-ce que
celui qui consiste à attribuer au point défini par u'"}-du1 les coordonnées cartésiennes du1;
en ce sens. l'espace affine attaché à m est bien langent à la variété, on pourrait supposer
aussi que la variété est plongée dans un espace affine à un nombre plus ou inoins grand
de dimensions et que l'espace affine attaché à m esi, effeûtivement l'espace plan tangent à
cette variété. Ou pourrait enfin regarder l'espace affine attaché à m comme la variété
elle-même qui s?erait perçue d'une manière affine par un observateur placé en m. Tous
ces points de vue sont compatibles avec le point de vue du texte qui rne semble logique-
ment préférable.
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dans lesquelles les co^ et, co'J sont des formes1 l inéaires par rapport aux
différent iel les des paramètres d o n t dépend le système de référence
variable, les oV ne dépendant que des différentielles d u ^ , du^, du'^
Elles s ' in te rp rè ten t , en disant que tout point ni' inf ini ment voisin de m
sur la variété doit être regardé comme le po in t

• ni -+- c.)1 ei 4- c.y2 e^ 4- ^;i e;,;

de l'espace affine tangent en m ( r): de même le vecteur e^-attaché à m'
est équipollent au. vecteur

e/-4- w) Q[ 4- <A)J2 e^ -4- G)^ 8.3

de l'espace a f f i n e tangent en m. Naturel lement , cette équipollence ne
doit être considérée comme avant un sens qu'aux in f in imen t peti ts du
second ordre près.

On peut adjoindre aux formules (i) celles q u i permettent de passer
des coordonnées x1 d'un point de l'espace ai'line de m aux coor-
données a')14- dx1 du point correspondant (on peut dire égal) de
l'espace aff ine de m/. Ces formules sont ident iques aux Formules (3)
et s ' ob t i ennen t de la même manière :
( 3 ) dx1 4- w ' 4- ^1 ̂  -4- .^ c<4 4- ̂ 3 o4 ̂  0 ( <' — l , 2, 3 ).

Ajoutons-y les formules qui permettent le même-passage pour un vec-
teur de projections ^', et qui sont
(4) • d^+^^-^y^+^^^o ( ^ = = 1 , 2 , 3).

29. Les lois de la connexion affine déf in i ssen t en quelque sorte le
raccord des espaces affines tangents en deux points in f in imen t voisins
m etro/. Que se passe-t-il quand on considère deux points quelconques
de la variété? „

On peut répondre à cette question si l 'on se donne un chemin déter-
miné al lant de nio en m, ; le raccord des deux espaces tangents peut
alors se faire de proche en proche. En fait, si l'on choisit en chaque

f i ) On voit qu'en changeant au besoin le système de référence choisi pour l'espace
affine tangent en m, les coordonnées cartésiennes du point m •+• dm sont du1, dtfi^d^^
puisque les w1 sont des combinaisons linéaires des du1.
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point du chemin un système de référence aff ine, les o^ et les o .̂ s'ex-
pr iment sous la forme p1dt et pl dl, en a p p e l a n t e le paramètre q u i
déf ini t la posit ion du point ; variable sur le chemin, les p1 et p1^ é tant
des fonctions connues de t. Les équat ions (i) pourront alors être
regardées comme des équations différent ie l les ordinaires donnan t ,
en chaque point du chemin , m, e^ e^, e:i en fonction de leurs
valeurs initiales. On' aura donc, par l ' intégrat ion de ces équat ions ,
réalisé un repérage, r igoureusement exact de l'espace affine de m,
par rapport à l'espace affine de rûo-

II revient au même, et la chose est peut-être plus facile a com-
prendre pour ceux qui ne sont pas habi tués à calculer sur des
vecteurs, d'intégrer les équations d i f férent ie l les (3), qui deviennent
ici

r i x 1

^ + ̂  ̂  p^ ̂  ̂  p^ ̂  ̂  ̂  ̂  ̂  o.

Si l'on prend pour constantes d ' intégration (^)o l^s valeurs des
inconnues pour la valeur i n i t i a l e de t, les fo rmules
(5) .2-/==:^+<2Î(^ l)o+^(^: i)<,-+•ai(.:r; i)o (/=:!, 2, 3)

définissent le changement de coordonnées cartésiennes qu i repère
l'espace aff ine du point variable m du chemin par rapport à Pespace
affine du point origine nio. Ce changement: de coordonnées, appl iqué
à un vecteur, donnerai t

^^^(^)o+^(^)o+^(^)o (^i, ̂  3),
d'où
(6) (e<)o== a^ei-t~ ^fe2-+-a|e3 ( ^= j , 3 , . 3 ) .

Ces dernières formules mont ren t ce qu'est devenu le vecteur ('e^)o
transporté de manière à rester de proche en proche équipollent à lui-
même.

On voit de même que le point nio a pris comme coordonnées a\
a2, a\ dans l'espace affine tangent en m,
(ô ') mo==m+ û^ei-i- a^^a^Q^

Les formules ('6) et (6') définissent la solution générale des équa-
tions différentielles ( i), comme les formules (5) déf inissent celle des
équations (3).
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30. Le raccord des espaces affines tangents en deux points -quel-
conques m et m' peut-il être défini indépendamment du chemin suivi
pour aller de m. en ID/? Pour qu'il en soit ainsi , il faut et il suffit que
les équat ions aux différentiel les totales ( s ) ou (3 ) soient complète-
ment intégrables. Le calcul a été fait quand nous nous sommes occupés
de l'espace affine proprement dit : il donne les conditions nécessaires
et suffisantes ( ' 2 } : , '

(^r=i;^<i,
(^y=[^^;]:

nous avons supprimé dans les seconds membres le signe de somma-
tion par rapport a ^, su ivan t un usage qu'a vulgarisé le calcul difte-
rentiel absolu.

Si les conditions ( ' 1 } sont réalisées, et si l 'on se fixe en un point
particulier m un système de référence (e/)o, rien n 'empêchera de
choisir en un point m quelconque, pour e ^ y e^, e;,, les vecteurs res-
pectivement équ ipo l len t s à (e,,)o» ( © 2 ) 0 ? ( 6 3 ) 0 7 car l^11' propriété
d'équipollence a m a i n t e n a n t une signification absolue. Avec ce choix
des systèmes de référence, on a ' '•

//e/=:o,

et par su i te toutes les (ormes co^ sont ident iquement nu l les ; les for-
mules ( 2 ) montrent alors que les c'y o n t leurs covariants bilinéaires
ident iquement n u l s : ce sont donc des d i f fé ren t ie l les exactes, et Pou
ne restreint pas la général i té en supposant ^^dii1. Donc les for-
mules

dm. = du 'e/

montrent que a1, /r, ^ peuvent être prises comme coordonnées
affines du pomt m pour un système de référence valable pour toute la
variété. Autrement dit, la variété est elle-même un espace affine,

La structure d'une variété à connexion affine.

3i. Revêtions au cas général . Peut-on trouver des formules jouant,
dans la va r i é t é à connexion aff ine considérée, le même rôle que les
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formules (-2) clans un espace affine proprement dit,? On peut en
obtenir effectivement, en suivant une marche analogue a celle qui nous
a conduits, au début du. Chapitre, aux formules (î).

Considérons dans la variété un contour ferme partant d'un pointm,,

et y revenant et considérons l'intégrale f'dm. étendue à ce contour

fermé. On peut donner un sens à cette intégrale à condition de repérer
tous les vecteurs infiniment petits dont, elle représente la somme géo-
métrique par rapport à un même espace affine. Les considérations des
numéros précédents permettent de le faire en effectuant le repérage
de proche en proche par rapport à l'espace affine tangent en m,. Nous
reviendrons plus loin sur ce procédé, qui est valable pour n'importe
quel contour, mais qui n'est pas sans présenter des difficultés d'appli-
cation assez sérieuses, si l'on veut être rigoureux.

^ Appliquons plutôt un second procédé, qui aura l'avantage de
s'étendre à des intégrales multiples portant sur des vecteurs, mais qui
suppose e^enliellemenf, le contour infiniment peut. Prenons un pointa
fixé une fois pour toutes, et qui soit infiniment près de tous les points
du contour, et repérons tous les vecteurs infiniment petits dm par rapport
à l'espace affine tangent en a, ce qui est possible aux infiniment, petits
près du second ordre : cette circonstance, comme on sait, n'a aucune
inffuence sur le calcul d'une intégrale définie.

Soient alors u\ les coordonnées (curvilignes) du point a, et, u' celles
d'un point m du contour. Posons de plus

M' ^= f,, du'\ w-'i == y.̂  du'1'.

On a, en appelant (e<-)o les vecteurs de référence en a,

e,== (e,),,-+- u{ (e/)o= (e,)» -i- (^)o («/.•- u',) (e,),,,

d'où enf in
An= M'e,;== 1:^-1- (y^ )„(«/.— u',)wJ-\ (e,),,.

Les composantes du vecteur dm dans l'espace affine .tangent en a
sont donc

"'-Ky^U^--^)^,

en appelant (7^),, la valeur en a du coefficient variable 7'./,.
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Gela posé, l 'intégrale de dm le long du contour fermé aura pour
^(-me composante, dans l'espace affine tangent en a,

j ^+ (y^)o(^-- ̂ X= f j (c . ) /) /+ (y^.), dl^^ 4- (y}Â-)o(^1— ^') (^y.

On ne modifie le second membre que de quantités infiniment petites
par rapport à lui en supprimant le troisième terme et en remplaçant
dans le second le coefficient constant (Y^,)o par sa valeur variable y^..
On arrive f inalement , p o u / ' un contour fermé infiniment petit, à la for-
mule

( d m = f f [(^'Y—^^] e/,

ident ique à lajbrmule trouvée dans le cas d'un espace affîoe propre-
ment dit. Ici les vecteurs e/ du second membre sont relatifs à un
point a que lconque , pourvu qu'il soit infiniment voisin du contour; le
remplacement du poin t ' a par un autre n'altérerait le résultat que
d'une quan t i t é i n f i n i m e n t petite par rapport à lui-même.

Les coefficients de e,, e^y 63 dans le second membre sont des élé-
ments d'intégrales doubles qu i , d'après la nature même de laquestion,
ne font i n t e r v e n i r que du\ du1, du3, même si les systèmes de réfé-
rence dépendent de paramètres arbitraires autres que u ' , u\ u^. Nous
poserons

^== W~ [^•c4:| =; A^C^o^-l.

où le dernier membre est à regarder comme une somme étendue
à toutes les combinaisons deux a deux ( j k ) des indices i, 2, 3.

Grâce a ces no ta t ions , on a

Ç dm = i . f i.21 e.i + ̂ 2 e., + ̂  €3,dm

ce qui peut encore s'écrire

( An/rr- ^1 61 -î- a2 62 -1- ^Gâ,

en désignant comme d'habitude par (dmy le covariant bilinéaire de
rexpression de Pf'âffAll; cette dernière expression n'est donc pas à
regarder en général comme une différentielle exacte.
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Le vecteur û' e'i 4-iPe.j ~+- iPe;} définit c e - q u ' o n peut appeler la
torsion de la variété à connexion aff ine donnée. Cette torsion est
nulle, comme on le voit, si la somme géométrique d'un contour fermé
inf in iment petit est nul le .

32. On pourra calculer de la même manière l ' intégrale dei
étendue à un contour fermé inf in iment petit et l'on trouvera

^/e/=^'[(c,)^/—^^]e,+[(^)^^^)r|e,+.[(^

I I en résulte des formules telles que
(,,//_ | ̂ •0 = ̂ == A^,[C,U.G)/:|,

équiva len tes aux formules

(Ai/r^^e, 4-^63-4-^6:,.

Les formes ÛJ définissent ce qu'on appelle la courbure de la variété
à connexion affine donnée. Cette courbure est nul le , comme on le voit
immédiatement, si les équations aux différent ie l les totales (4) sont
complètement intégrables, autrement d i t si Féquipollence de deux
vecteurs a un sens absolu, indépendant da chemin choisi pour aller de
l'origine du premier à 1/origine du second. Dans une variété sans
courbure, on peut attacher aux différents points des systèmes de réfé-
rence équipollents; les composantes co^ sont alors nu l l e s et il reste
simplement

^(^y;

on voit que, dans le cas où la torsion existe, les composantes oj' du
vecteur dïû. par rapport à des axes de directions fixes ne sont pas des
différentielles exactes.

33. En résumé, les équations de structure (2) doivent être rem-
placées, dans le cas d'une variété à connexion affine quelconque, par
les formules

\ (^r-E^^j+û^c^^i^A^c^ 0^:1,
\ (^^'^[^^^l+^^E^^J+A^E^^^i.
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Si. l'on choisit en chaque point m le système de référence le plus
général possible, ce qui introduit 9 paramètres antres que u\ u\ u\
ces formules conservent leur validité; seulement, les A^. et A^
dépendent des 12 paramètres.

Le déplacement affine associé à un contour fermé.

34. La voie que nous avons suivie pour arriver aux formules de
structure ( ^ f ) et aux not ions de courbure et de torsion n'est pas sus-
ceptible de général isa t ion aux variétés à connexion plus compl iquée ,
•par exemple aux variétés à connexion projective, ou. conforme, etc.
Une voie plus satisfaisante consiste à revenir au po in t de vue 'pr imit i -
vernent adopté du transfert du point et du vecteur le long d'un chemin
donné.

Considérons donc un contour fermé inf in iment petit partant d'un
point nio et y revenant . Le repérage de proche en proche des espaces
aff ines tangents aux différents points du contour par rapport à l'espace
aff ine tangent en niy se fera» comme nous l 'avons vu, par l 'intégration
des équations dif lérentiel les ordinaires (3), ce qui conduira à des for-
mules telles que (5). Or les équations (3) peuvent être regardées
comme déf in i ssan t , dans l'espace affine du point m, un certain dépla-
cement affine, celui qui permet de passer du système de référence
attaché à m au. système de référence attaché au point in f in iment
voisin m 4- dm.\ les quant i tés co7, o>'J sont en quelque sorte les compo-
santes, par rapport au système de référence attaché à m, de ce dépla-
cement affine. Intégrer les équations [3), cest donc au fond composer,
dans l'espace affine du point de départ m^, les déplacements affines suc-
cessifs infiniment pedts qui permettent de passer du système de référence
attaché à chaque point du contour au système de référence attaché au
point infiniment voisin. Quand le contour fermé aura été complètement
décrit, 'on arrivera à un déplacement affine final qui, sera naturellement
très. pe t i t si le contour fe rmé est très peti t . C'est ce déplacement affine
associé au contour qu'il s'agit de déterminer .

Imaginons une surface (S) contenant le contour; nous pouvons,
sans restreindre la généralité/supposer que sur cette surface la coor-
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donnée numérique u^ reste constante, de sorte qu'il n'interviendra
que deux variables indépendantes u' et u2 que nous désignerons par u
et v. Nous pourrons regarder u et Ç7 comme les coordonnées rectangu-
laires cPun point dans un plan auxiliaire; dans ce plan, le contour
fermé aura pour image une certaine ligne fermée enfermant une cer-
taine aire ?^. Nous supposerons, ce qui restreint évidemment la généra-
lité^ que la courbe fermée est rectiflable, que sa longueur l est infini-
ment peti te, et enfin que Paire du carré de côté / est finie par rapport
à l'aire cHo ('').

Cela posé, si en chaque point de la surface (S) nous choisissons un
système de référence déterminé, les oV et 00^ deviendront des expres-
sions de Pfaff déterminées l inéaires en du, dv\ soient

c,/ -=. a1 du •+- (̂  <:/(?, (.)•/ == (x{ du -4- (S^ û?c,

avec des coefficients fonctions déterminées, que nous supposerons
dérivables, de u et de v. Les équations (3) deviendront

dx1 -4- a1 du + ̂ ' ch -+- .r1 ( OL\ du •+- ^\ dv)
-+- .r2 ( a^ du + (3^ dv ) -+• x3 ( a^ du -l- ̂  dv ) -== o.

Si nous nous déplaçons sur la courbe fermée (C), nous pouvons
exprimer u et 9 en fonction de Parc s de la courbe image (o^s^l),

Désignons par (a')o, (^ )o» (^-Oo? (POo l^s valeurs numér iques
prises par les fonctions a.1, p^ GC{ , ̂  au point de départ de la courbe (C)
( s ==:o); nous poserons

(^')o= (^)o ̂  + (PQo '̂, (^)o== (a{.)o ̂  4- (P-Oo^ ;

ce sont donc des expressions de Pfaffà coefficients constants.
Cela étant, £ étant un nombre positif donné aussi petit qu'on veut,

on peut supposer le contour assez petit pour que, en tout point du

(1) II n'en serait pas ainsi, par exemple, si le contour fermé avait pour image un rec-
tangle de côtés s et s2. Toutes les restrictions énoncées, qui ne sont évidemment pas dans
la nature des choses, ont pour but de permettre une démonstration simple du résultat
auquel nous voulons arriver. Une démonstration rigoureuse serait nécessaire, bien qu ' i l
n'y ait aucune raison de don 1er de la validité générale du résultat. On pourra comparer
à celle du texte la démonstration de M. J. Pères dans sa Note : Le parallélisme 'de M. Lew-
Cmtaet la courbure riemanienne \ Rend. Accacl. Liricei, (Ê>a) S81, p. 4^5-^28'].
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contour, les différences

^—(a^o, ^-(pQo, ^-(a{)o, ^-W)o

soient infér ieures à £ en valeur absolue.
En second lieu les équations différentielles qui donnent ^montrent

qu'on a
IA^'-"- O-Oo |<A.ç,

A étant un nombre positif fixe.
Définissons alors des fonctions auxiliaires x1 de u et de v prenant à

l'origine du contour les valeurs (^')o et satisfaisant aux équations
complètement intégrables

^'4--(^)o+ (^ / • )o( r* 'A• )o= o? 1

ce sont 'des fonctions linéaires en u et v. Nous allons évaluer une
limite supérieure de x1— ~x1 en un point quelconque du contour.

On a
^^—^~h^^——(^Qn+^^[coi—(c<)i)o]-^•[^A '—(-^)o]("A)o=0.

ce qui donne, en intégrant de o à . v et t enan t compte des inégalités
précédemment établies,

[,^-—^' | <;B£À-4- C.̂

en désignant par B et G deux nombres positifs fixes.
Enfin, on peut écrire

dx'-^r ^-4- ï^c^i; -1- (.a^-- ^£) ̂ k = 05

d'où, en intégrant de o à l,

(^)^(.^),4-f(œ / :+ï / l•û)i.) < H ^B£^+ g Cl3}.

H désignant un nouveau nombre fixe. Le second membre de cette iné-
galité est, diaprés les hypothèses faites, infiniment petit par rapport à
Vaire .JL.

En nous bornant à la partie principale de l'accroissement
(.^^•—(^Qo^AC-yQo,
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nous avons donc

A (.r^o •+- f / |;(^)'-+- ̂  ((4/+ <^c4] = o,

ou, en remplaçant dx^ par sa valeur et regardant l 'intégrale double
comme rédu i t e à un seul. élément,

A (^)o +- (^y— (^ )^ 4- x^W— (^)o «)o^ = o.

Nous pouvons e n f i n , sans altérer la partie pr incipale , remplacera
par (^')o, puis (c^"), et (o)^ par o^ et o^.; en suppr imant en dernier
lieu les indices o, nous obtenons la formule définitive
(3) A^-h (^/- \^^\ 4- ^^ j ((4/- [a>^)i] ; ̂  o,

ou enf in , eu tenant compte des notations précédemment in t rodu i tes ,

( ^ / ) A^+û^^^.^o.

35. Prenons le cas particulier d 'un vecteur de composantes '^"qui.
serait transporté de manière à rester de proche en proche é q u i p o l l e n t
à l u i - m ê m e ; quand V'origine du vecteur aura décrit le contour fermée ses
composâmes initiales auront subi des zwiauons infiniment petites A^
données par les formules
(6) ! A^-P^.

Par exemple le vecteur choisi au point de départ m pour î^""'vecteur
de référence sera devenu, si on le transporte par éc/uipollence le long
du contour fermée

Q^S^e^;

il aura subi une diminution géométrique de û^e^. Ce résultat n'est pas
en contradiction, malgré les apparences, avec la formule précédemment
démontrée

f^fj'^de,,
^.C)

car J de^ dans cette dernière formule, ne se rapporte pas à la varia-
tion d'un vecteur transporté par équipollence, mais à celle du vecteur
qui, en chaque point m du contour., est pris pour i " 1 ' 1 1 ' vecteur de réfé-
ré née.
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36. En, définitive à tou t contour fermé i n f i n i m e n t petit par tant d'un
point me t y revenant , est associé un déplacement, affine in f in iment
petit (du second ordre) dont les composantes, par rapport au système
de référence attaché au point de départ, m, sont les é léments d'inté-
grales doubles i"^, H7. Les premières composantes Q1 définissent une
translation^ les autres une rotation (affine) autour de m*

La translation révèle la torsion^ la rotation révèle la courbure de la
variété donnée.

Le théorème de conservation de la courbure et de la torsion.

37. Revenons aux formules (i1 )

Ç2')
^ (^/^[^^J+^s

( (^)/=[o^4]4-^

qui déf inissent la structure d'une variété à connexion affine. Les
formes différentielles û1 et û^ satisfont à des identi tés remarquables
obtenues s implement en expr iman t que les dérivées extérieures des
seconds membres des équations (2') sont iden t iquement nulles. On
peut simplifier le calcul eu remarquant que les dérivées extérieures
sont nu l l e s d'elles-mêmes lorsque les û1 et les û^ sont nulles. Il vient
alors les formules

(^/-l- [^•c4] - [o/-^.] == o,
(7) (^y+E^^j-L^^^o.

Nous allons donner une interprétation géométrique de ces for-
mules.

Considérons pour cela dans Ici variété un volume quelconque limité
par une surface fermée. A chaque élément de la surface fermée en-
tourant un point m de cette surface est associé un déplacement affine
inf in iment petit symbolisé par les formules (5')
(5') A^+^-h^'^^o, . !

et dont les composantes US ̂  sont rapportées au système de référence
du po in t m. Nous ne pouvons pas song'er à composer ces transforîïiâ-
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t iens infinitésimales, car la composition dépend de Y ordre dans lequel
elles sont effectuées et l 'on ne peut pas ordonner les éléments d'une
surface comme ceux d'une ligne. Mais nous pouvons additionner ces
transformations inf in i tés imales , dans le même sens qu'en Cinématique
on add i t ionne deux rotations instantanées; d 'une manière plus précise
nous définirons la somme des deux déplacements affines in f in iment
petits

ô^1 -h a1 -\- ci\ x^^. o,
w1 4" b1 -4- b\ ̂  ==. o,

/

comme étant le déplacement affine

w1 -i- ( ci1 + b1 ) -}- (a$, 4- b^ ) x ' 1 ' = o.

1,1. y a encore u n e difficLilté, c'est que les di f férents déplacements
affines à ajouter se font dans des espaces affines tous différents : i l
faut donc les ramener tous à un même espace aff ine. Cela ne sera pos-
sible que si la sur face fermée est infiniment petite.

Dans ce cas, en eiïet, nous prendrons, suivant un procédé déjà
employé, un point fixe a à l ' in té r ieur du pe t i t volume. Comme
l'espace affine tangent en m peut être repéré par rapport à l'espace
affine tangent en a, nous pourrons déterminer , par rapport à ce dernier
espace, les composantes du, déplacement affine (S'). Désignons par i4
les coordonnées numériques fixes de a, a!' celles de m; posons enfin

^= Y}, du/^ r^f = y^, du.'^
et désignons par

(yi)<b (7^)0

les valeurs numériques en a des coefficients de ces formes. On a, en
appelant x1 les coordonnées dans l'espace affine tangent en a du
point correspondant (W) de l'espace affine tangent en m, les for-
mules

^- ̂ -+- (}4)o (^'- 4) -+• ̂  W^ (^ ~ ̂ ) = o,

qui peuvent se résoudre par rapport aux^,

^^^+(yA)o(M / l•--^4)+^(y^)o(^^--/4),

Cela posé, les formules (S') deviennent, ^n y subs t i tuan t les varia-
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blés x1 aux variables x1 d'après les relations précédentes,

A^4- ̂  (y^,)o («A- ̂ )^"~ (7^)0 (^ - ̂ )^ ,
+^[^4-(y^)o(^-^î)^i~(y^)oC^-^)^:l=û.

Il résulte de là que les composantes du déplacement infiniment
petit (S')., évaluées par rapport au système de référence attaché au
point a, sont

^=^ +(y}A)o(^-^)^-(yi)o (^"^)^i,,
^ == ̂  -4- (y^)o (^-u^)^ - (7^)0 (^- "?)^.

La somme de tous les déplacements inf in iment petits associés aux
différents éléments de la surface fermée a donc pour composantes les
intégrales de surface des Q1 et iî^ ce qui donne les éléments d'in-
tégrales de volume

^y= (^y + (y^,)o [du1^} - (yDo [du^^

(^^(^-h (y^)o [du11 m- (7i,,)o[^"^],

ou e n f i n , sans changer les parties principales,

(^y= (^/y -+- [^^] - [^//L
(^y- (^y-h [04^:1 - [o^].

On retrouve donc les premiers membres des formules (7), qui sont
ident iquement nuls.

On obtient ainsi le théorème de la conservation de la courbure et de la
torsion :

La somme géométrique des déplacements infiniment petits associés aux
différents éléments d'une surface fermée est nulle^ lorsque la surface
fermée est infiniment petite.

Invariants intégraux attachés à une variété.

38. Nous avons supposé dans ce qui précède que la variété a trois
dimensions ; mai@ il est évident que les résultats obtenus sont valables
pour un nombre quelconque de d imens ions .
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Nous avons considéré certaines intégrales simples ou multiples
dont l'élément était un vecteur (dm ou rfe^). Supposons plus géné-
ralement qu'à chaque élément de surface de la variété on puisse
attacher d-'une manière intr insèque un vecteur

e/IF;

on définira l'intégrale de ce vecteur é tendue à une surface fermée
inf in imen t petite en rapportant chaque élément de l ' intégrale à

• l'espace affine tangent en un point a intérieur à la surface, ce qui per-
mettra de faire la somme des dilférentes composantes ( ' ) . On montre
de la même manière que plus haut que l 'intégrale cherchée.es^t égale
à une intégrale de volume dont l 'élément est

[^IFJ-î-e^IFy,

où l'on remplace de^ par cof^ie^. Il en serait de même si les IP étaient
des éléments d'intégrales triples ou quadruples, etc., et 'quWi étendît
l'intégration a u n e variété fermée à 3, 4» ^tc., dimensions.

On peut aussi considérer des formes géométriques du second, du.
troisième degré, etc. Une forme du second degré serait

[me/in^C^e,/]!!^

elle représenterait un système de vecteurs (glissants). La dérivée
extérieure de cette forme, qui. permet -de ramener à u n e intégrale
à p -4-1 dimensions l'intégrale de la forme étendue à une variété
fermée à p dimensions serait

[me/lKnQ^f.^rFji
+ [e/e/J ! ,(ïï^y4- [^Iiq - [c^IP] 4- [c^IÏ^] -4- M,!!̂ ] j .

39. Prenons comme exemple la forme

[m dm] ===- c '̂ [me/'j,

qui représente le vecteur glissant d'origine m et d'extrémité m + dm.

\ ( ^ ' ) C'est de celle manière que nous avons iiTiplicîLenieii t , au Chapitre I, ^énéralis-6 les
équations de la Dynamique des milieux continus, pour une connexion affine quelconque
de Fespace-temps. '
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L'intégrale de ce vecteur étendue à un contour fermé inf in iment petit
est

1 [mdm] --^ 1 1 [mdmY^ ( 1 [nie/j^-4- 2[e,e/] [^W].

Dam le cas n == 3 on trouve donc un vecteur de composantes 0' et
un couple dont le moment est le double de l 'aire limitée par le contour;
on a la généralisation d'un théorème classique.

On a de même

( f[e/e,;|[^^]=rfr[e.e,]![^o^]-[^^]i;
^ tV J ^ U

cette formule, dans le cas de l'espace affine proprement dit, est la
condensation des formules

f j djc^ ci,.z'J == o,

les intégrales étant étendues à u n e surface fermée; les variétés à con-
nexion affine pour lesquelles ces formules se transportent sans modi-
fication sont celles pour lesquelles on a

[co^] — [^'^']==:o (w= ^ r>- • • - ^).

On démontre facilement que si ^ ^ 4 ? ces relations entraînent
•^'=o.

Signalons encore les formules "

ff6tQi=fffQiLU'c^
yY'[me,]î2'= f f^me^ [û^] -t- [e,eyj i [u'^] — [^^] 1 . •

fff^^-ffff6^^ '

yyy'Ee.e,] ; [Q'^-] - ̂ w-] s =ffffi6'6^ ; i^'^^] -r^^.] i.
Ces formules présentent l'intérêt de conduire naturellement à la

formation ^invariants intégraux de degrés de plus en plus élevés atta-
chés à la variété.

Ànn^ Éc. Nûrm.j (3 ) , XL. — DÉCEMBRE 192^. 4°
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Isomorphisme de deux variétés ( [ ) .

40. Nous dirons que deux variétés à connexion affine et à n dimen";
sions sont isomorphes si l 'on peut établir entre ces deux variétés une
correspondance ponctuelle jouissant de la propriété su ivante : à tout
choix des systèmes de référence attachés aux points de la première
variété on peut faire correspondre un choix du système de référence
attaché aux points correspondants de la seconde variété de telle sorte
que les composantes œ2 et co'J relatives à la première variété deviennent,
par la correspondance ponctuelle considérée, égales aux composantes
co1 et cof relatives à la seconde variété. On dit aussi que les deux
variétés sont applicables l 'une sur l'autre.

Considérons deux variétés isomorphes et a t t r ibuons à u n point arbi-
traire m de chacune des variétés un système de référence aussi général
que possible; sur chaque variété ce système de référence dépendra de
n(n 4- ï.) paramètres, dont les n coordonnées de l'origine m. Il existera
entre les n(n 4- i) paramètres de la première variété, et les /z(n H- ï )
paramètres de la seconde, une correspondance telle qu'on ait les
identités
(8)

en désignant par co' et c^ les composanles relatives à la seconde variété.
La réciproque est vraie, car les n premières des équations précédentes
entraînent une correspondance nécessaire entre les coordonnées ponc-
tuelles d^un point de la seconde variété et les coordonnées ponctuelles
d 'un point de la première.

Les relations (8) en t ra înen t , par dérivation extérieure,

et par suite
^ / -̂.— ̂  ï ^ "^ _.„ ̂ ,/

A^,==A^ ^,ki-=Mki,
rfA^=A^/,, A^=rfA^,

( î) 'Les lunnéros 40 à 4-3 peuvent être passés sans inconvénient pour l^ntelligence
des CIia pitres suivants. , ,
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donc encore Inégalité dans les deux membres des dernières formules,
supposées développées en fonctions linéaires des cn^ et ù^, des coeffi-
cients respectifs, et ainsi de suite.

4L On peut obtenir le développement des différentielles dA.^, et dA^^
par le procédé géométrique suivant :

Considérons sur la première variété un point ni et un élément à deux
dimensions passant par ce point; il correspond a cet élément un dépla-
cement inf in iment petit de composantes (Y et Q{. En particulier la
translation associée à l'élément peut être représentée par le vecteur
e^Q^ Considérons maintenant un point m1 infiniment voisin de m et
l'élément à deux dimensions passant par n/qui est équipollent à l'élé-
ment passant par m; à cet élément correspond un certain vecteur
attaché à n/; la différence géométrique entré ce second vecteur et le
premier, différence géométrique qui a un sens puisqu'on sait raccorder
l'espace affine tangent en m.1 à l'espace affine tangent en m, est un
vecteur attaché à m qui a une signification géométrique indépendante
des systèmes de référence choisis.

Pour avoir son expression analytique, imaginons que l'élément à
deux dimensions passant par m soit le parallélogramme construit sur
deux vecteurs infiniment petits (^') et (^') issus de m; désignons
par

' e^(^Yî)

le premier vecteur représentant la translation associée à ce parallélo-
gramme. Désignons maintenant par d le symbole de différentiation
correspondant au passage de m à ni'. Le vecteur qui représentera la
translation associée à l 'élément équipollent issu de m' pourra être
désigné par

e^'(^ YO-i-^e/^^ r^)],

en convenant d'appliquer les formules suivantes, qui traduisent ana"
lytiquement les conventions géométriques faites ci-dessus :

ciQi-==. cof'e/,,
' ' 1 , ' , ' ' l i i l cli1^.—^^ 1 1 1 ' 1 : ' _ /! .

,.^/.:^^Y/-^.: ..,
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'Le vecteur final attaché au point m, ou plutôt aux trois vecteurs (^,),
( 7]'), dm issus de m-, sera donc

<e^U •/])],

et ses composantes seront évidemment des formes t r i l inéaires des com-
posantes des trois vecteurs, c'est-à-dire des '̂, des 7}1 et des co^
soit

^[e^U •^'J^A^C^-^1--^^)^-

En effectuant le calcul et égalant les termes en Q^r^ — ^ï]7)., on
trouve
(9) d^k 4- A^- U^ - A^)I == Aj,ipG)P,

. formule qui montre de quelle forme est la différentielle û?A^..
Ce que nous venons de faire pour les composantes de la translation

peut se faire pour les composantes de la rotation. Considérons en un
point m un parallélogramme élémentaire construit sur deux vecteurs
(^') et (•y^") et un vçcteur arbi traire (^). Le vecteur

e^'^(^ rQ

représente, au signe près, l'accroissement géométrique subi par le
vecteur Çu1) quand il est transporté par équipollence le long du con-
tour du parallélogramme. Soit m' un point in f in imen t voisin de m;
considérons en ce point le parallélogramme équipolient au premier et
le vecteur (ï?) équipollent au vecteur {U1); 1/accroissementsûbi parce
dernier vecteur quand on le transporte par équipollence le long du
contour du second parallélogramme est un second vecteur

ei^£^(J, Y]); ,

la différence géométrique entre; ce vecteur et le premier, 'différence
qu^on peut désigner par

p(e/^}(^ï]),

est un vecteur atîaché au point m, dépendant des {u1} et des trois vec-
teurs (^), (Y^), dm d'une manière intrinsèque. Ce vecteur est de la
forme

e/^A^,^^^^^)^.
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En faisant le calcul, on trouve

(10) • ^A^+ A^-Ap^ - Afp^- A^= A^p^P. , -

42. Il résulte de ce qui précède ope la d i f fé ren t ia t ion des compo-
santes A^. et A.^ introduit comme seuls nouveaux coefficients les coef-
ficients AJ-^p, A}/,̂  des formes

J(e/^(£,ï])), ^(e^^(^)).

Si. maintenant dans ces formes développées on remplace les œ2 par
les composantes ^ d'un vecteur arbitraire, on obtiendra des formes

* ô,IF(^,Ç), e^II^,r),0,

qui dé f in i ron t en somme un déplacement associé à un parallélépipède
élémentaire issu de m (r); seulement les arêtes de ce parallélépipède ne
joueront pas toutes le même rôle. Quoi qu'il, en soit on pourra, par le
même procédé que plus haut, en déduire de nouvelles formes

^(ejl^, -^ Ç)), <e^n^, TÎ, Ç)),

qui, développées, seront de la forme

ô/A^^C^ Qi^Umun^^11^.

Les nouveaux coefficients qui s'introduisent ainsi permettent d'écrire
les expressions complètes des différent iel les des A^.,/, et A}^/, :

j ^A^i/,-4- A^i/,&4~A^ûjÇ-A^piÂ^—A^/,ip^=A^p^
( ^A^i/,4- A^/iA&)p— A^-/i/,^ — Ajp/{A^,— A^piA^ — A^IP^,=AJA/|^C.,)P.

On peut évidemment poursuivre ces opérations indéf in iment ; les
coefficients nouveaux qui s ' introduisent à chaque différentiation sont
les coefficients de formes auxquelles on peut donner une signification
fféométrique et qui représentent de''s déplacements associés à des vec-
.teurs arbitraires en nombre de plus en plus élevé.

43. Si, deux variétés sont isomorphes^ la correspondance qui réalise

( 1) On plutôt à un parallélogramme et à un vecteur.
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risomorphisme de ces deux variétés rend égaux entre eux tous les coef-
ficients A^, A^/ et leurs dérivés de tous les ordres. Je n^ai pas l 'inten-
tion de poursuivre plus avant l'étude de ce problème qui se traiterait
suivant la méthode que j 'ai employée dans un précédent Mémoire (1). Je
vais me contenter d ' indiquer les relations qui existent nécessairement
entre les quantités qui viennent d'être considérées, en omettant la
démonstration du fait que les relations que je vais indiquer sont les
seules qui existent dans le cas général.

Tout d^abord les formules qui traduisent le théorème de conserva-
tion de la courbure et de la torsion

(7)
( {^y^[^^.]^[^^]=:o,
1 (^/^-[^^]~[4^]==o

nous donnent, en développant et en négligeant tous les termes qui
contiennent les œ^

[^A^•û)^)/•]4-A^[^G^-û)^^]—Aipo•[(,^û)PGJa]^o,
[A^G)^] + A^[^W- ̂ ^] =o,

d'où, en prenant l'ensemble des termes en [oj^-œ^o^],

' A^-hAp^- A^ip+A^Agp

( l2) . + ApaAJ^-4- A^pAÇa— AapY— Apya — A^ap= 0,

^ A^-h-A^a-t- A^alp+A^A^-4- A|paA^4- A;ppA^=:ô.

En ce qui concerne les A^ et les A^^, on aura entre ces quantités
et les précédentes des relations de deux espèces différentes. Les pre-
mières proviendront de la difïerentiatïon des relations (12), en ne con-
servant que les ternies en a>0; elles seront de la forme

(i3) ^ Aàplïo +- Ap^+ AÇaïpo = . . .,

Aya(•i^y8-+-AfpYla8•+-AfYat^o==• • • ,

les termes non écrits ne dépendant que dés quantités précédemment
considérées. Les relations de la seconde espèce proviendront de l'éga-
lisation des covariants bSinéaires des premiers membres des rela-

(1) Sur les équations de la gravitation cl" Einstein (Journal de Math., 199.%, p. i/i r,-9.o3).
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t iens (9) e t ( i o ) ; en ne conservant dans les égalités obtenues que les
termes en [ci^-coP], on trouve

o4) 1 ^^^^^n^-n^^^A^Ma.^^^
? -^lpa-^iap=À^Ap^-A^A4-A^A^-A4

Les relations existant entre les A^.,^ et les A^^ se déduiront de
même :

i° Des relations (ï3) et (i4) différendées en conservant seulement
les termes en œ5;

2° Des relations (11) dérivées extérieurement, en conservant seu-
lement les termes en [(^(jûPj.

On procédera ainsi de proche en proche.
On voit faci lement que le nombre des composantes de la courbure

et de la torsion est —^—~~'- et celui de leurs dérivées du premier ordre

est^2-^^0.'

Cas des variétés sans torsion, — Si la variété est sans torsion, les
relations précédentes se simplifient; elles se réduisent aux suivantes :

A^p|Y-+-A^[a 4-A^ai^ =0.

A^aplYO-4- A^yiao4- A^alpÔ^0?

Aj/,/n3a — A^/jap = A^/Apa^ •— ApA-/Aj^ — Aj-p/A/^ — A^p A?ap.

Généralisation (1).

44. Les équations (3) et (Ô') définissent des transformations infi-
nitésimales du groupe des déplacements affinés. Il est facile de géné-
raliser les considérations développées dans les numéros précédents,
ce qui permettra d'en mieux saisir la portée générale.

Considérons un groupe fini et continu quelconque G à n variables

( 1 ) La fin de ce Chapitre suppose du lecteur cerlames connaissances sar la théorie des
groupes; elle peut être passée sans inconvénient pour la compréhension des Chapitres
suivants.
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^, x^ .... x^ ce groupe étant , par exemple, défini par r transforma-
tions infinitésimales indépendantes

X,/, X,/, ..., X,/.

Nous pouvons regarder les:^ comme les coordonnées d'un. point
dans un certain espace ,(E). Si dans cet espace nous ne portons notre
attention que sur les propriétés des f igures qui, ne sont pas altérées
par les transformations du groupe G, nous pouvons dire que l'espace (E)
admet le groupe G- comme groupe fondamental . A cet égard on peut
substituer aux coordonnées primitives x^ . . . . ^ celles qu'on en
déduit par une transformation T du. groupe; avec ce nouveau système
de coordonnées tes propriétés des figures se traduisent analyliquement
de la même manière qu'avec l 'ancien; les deux systèmes de coor-
données sont équivalents. Le passage d ' un système de coordonnées à
un, autre équivalent se t r adu i t donc par u n e transformation du groupe
fondamental,

Cela posé, imaginons un ensemble nontinu d'observateurs, réduits à
des points, et dont chacun adopte un. système de coordonnées pour
l'étude de l'espace (E), ces systèmes étant naturel lement tous équiva-
lents entre eux. La variété formée par ces observateurs-points est, je
suppose, à p dimensions, chaque point étant défini d'une manière
quelconque purp coordonnées u^ ..., u^. Si l'on passe d'un point m
delà variétéà un point inf iniment voisin m', on passera dans l'espace (E)
d'un certain système de coordonnées à un, autre que nous supposerons
infiniment voisin; autrement dit, on passe des coordonnées.^ utilisées
par l'observateur m aux. coordonnées x[ utilisées par l'observateur m'
en effectuant une certaine transformation infinitésimale du groupe (y,
soit" ! ' ' 1 1 " ' ' ' 1 " ! 11

• • • • . ûOiXi/4- U^X^f-Sr. . .4" û),.X^/,

en désignant par û)^-.:..., oy des expressions linéaires en du^ . » . , du^
avec des coefficients, fonctions de u^ ,.., Up. Autrement.dit, si, (^-) et
{x^dx'i) sont l'es coordonnées d-'un même point de (E) adoptées res-
p'ectivement par Fobservateuï m et l'observateur m!'y on-aura

(i5) cixi •= œi Xi { X i ) 4- ^â ̂ 4 ( ̂ i) -r * • • •+- ^/•^1 •• ( <• ) ;
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ou encore, si y est une fonction déterminée des coordonnées, on aura

( l 5 1 ) .//^^,X,/-h^X,/-r-...+G,,X,/.

Supposons, par exemple, que G soit le groupe à une variable et un
paramètre

x' == x •+ a ;
on aura

dx === ûù,

co étant une expression de PfafF en u^ u^, ..., u^,

45. Cela posé, imaginons que dans la variété (V) des observateurs,
on aille d'un po in t quelconque ITI(, à un point quelconque m^ par un
chemin déterminé. En passant d'un point nx quelconque de ce dernier
au point inf iniment voisin ni7, on aura à effectuer dans l'espace (E) une
transformation inf in i tés imale dont les composantes, avec lès coordonnées
adoptées par l9 observateur TCL^ sont co^ , 002, ..., co^. La composition de
toutes ces transformations infinitésimales successives permettra de
passer des coordonnées adoptées par l 'observateur m^ aux coordonnées
adoptées par l'observateur m^ ; ce sera mie certaine transformation
finie du groupe G. Elle sera évidemment fourn ie par l ' intégrat ion des
équations différent ie l les (i5), où les co, sont maintenant de la forme
p i ( t ) d t ^ en appelant / un paramètre en fonction duquel soient
exprimées les coordonnées z / , , ..., u^ d'un point variable du chemin.

Si maintenant on décrit un contour fermé sur la variété (V), on ne
retrouvera pas nécessairement le même système de coordonnées en
revenant au po in t : m^ qu'en en par tant . Pour qu'on retrouvât le même,
il faudrait (et, i l suffirait) que les équations (i 5) fussent complètement
intégrables. Prenons ces équations sous la forme condensée (iS'). La
condition d ' intégrabil i té complète donne, en désignant par ̂  le cova-
riant bilméaire de œ^

X,/co;-4- [d{Xif) ̂ ] = X,/^+ [X/,(X/,/) - X/,(X/,/)] [û)^] == o.

Or, d'après un théorème classique de S. Lie, on a

(XA) =sX/,(X/,/) - X/,(X/,/) ==<:-/./,, X,/,
Ann. Ec Norm.y ( 3 ) , XL. — DKCEMBRE i<}:>3.
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les coefficients c/^s étant des constantes. On doit donc avoir

\sf [ ^4- C/,/,s[û)/tU/,] ; —. 0,
et par suite
( î 6 ) G/, •4-. c // /,,,. [ G) // œ /, ] =. o.

46. La circonstance particulière qui vient d'être étudiée se présen-
tera en particulier si nous prenons pour var ié té (V) lavande des para-
métrés du groupe. Si

x[-==. ,//(.z-i, . . ., .r,,; a^ . . . , a^

sont les équations f in ies de la t ransformat ion T^ la p lus générale du
groupe G-, on pourra regarder a^ ..., a,, comme les coordonnées
d'un point m d 'une var ié té (V) à r d imensions . Si.a^, ..., a^ sont les
paramètres de la t ransformat ion i d e n t i q u e et si m,, est le point corres-
pondant de (V), nous admet t rons que le système de coordonnées
adopté par l 'observateur m. se dédui t par la t ransformation T^ du sys-
tème de coordonnées adopté par l 'observateur HI(,. On passera alors du
système/le coordonnées déni a. celui du p o i n t i n f i n i m e n t voisin n^ par
la t r ans fo rma t ion in f in i t é s ima le T^'T^^. Il est bien évident alors que,
quel que soit le chemin suivi pour a l le r d'un point m de coordonnées
(a^ ..., a,,) à un pointiio/ de coordotmées (6^ ..., 6^), le changement
résultant de coordonnées de l'espace ( E ) sera T^1!^.

Héciproquement , si les rc la î ions (16') sont vérifiées pour une variété
quelconque (V) d'observateurs, et si nous choisissons arbi t ra i rement
dans celle variété un point ra^ chaque p o i n t ni correspondra à une
t rans fo rmat ion dé te rminée T^ du groupe G, celle qui permet dépasser
des coordonnées choisies par m^ aux coordonnées choisies par m; par
suite les u^ •sonl des fonctions déterminées des a/. ,11 se pour ra nature l le-
m e n t qu''à une même t r a n s f o r m a t i o n T^ correspondent u n e i n f i n i t é de
points ni; i l se pôurraaussi , en par t icu l ie r si p <0', qu ' i l n'y ait qu 'une
partie des transformations du groupe qui puissent correspondre aux
différents points de'la variété.

47. Revenons au cas général. Nous avons .interprété jusqu'ici une
transformation du groupe G comme définissant un changement de
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coordonnées dans l'espace (E), les varia!)! es pr imit ives .r,et îes variables
transformées ̂  se rapportant , à un même point de l'espace (E). On
peut adopter un point de vue différent et en un certain sens plus
in tu i t i f .et regarder les x^ et les x[ comme ies coordonnées de deux
points différents dans un même système clé coordonnées. Nous désignerons
par la lettre S- la t ransformation, in terpré tée de cette manière : cette
transformation n'a évidemnient un sens que si l'on a fait u n e fois pour
toutes un choix préalable d'un système de coordonnées. Nous dirons
qne c'est un déplacement de l'espace (E).

En nous plaçant à ce point de vue, la transformation infinitésimale
o^ X, /'+.. .4- co^.Xy.y que nous avons associée à u n couple de deux
points i n f in imen t voisins m et m/ de la variété (Y) peut être regardée
comme un déplacement infiniment petit de l'espace (E). Les expres-
sions de Pfaiîœ,, ..., œ/. définissent donc en somme nn mouvement
cont inu ( idéal) à p paramètres de l'espace (E). En employant une
expression empruntée à la théorie des liaisons en Mécanique, nous
pourrons dire qu'en général ce mouvement n'est pas holonome; il est
hoionome si les condit ions ( ï6 ) sont vérifiées. Par exemple dans le cas
du groupe

X'' •==. X •+- ff,

on a affaire à une translation continue d'une droite; cette translation
est holonome si la composante oo de la translation in f in imen t petite est
une différentiel le exacte; elle ue l'est pas dans le cas contraire.

48. Revenons à un contour fermé infiniment petit de la variété (V).
L'intégration approchée des équations ( i 5 ) ' p e u t se faire par un pro-
cédé analogue à celui qui nous a servi dans l'étude des variél'és à .
connexion affine. En appelant A.r/ la variation in f in imen t petite subie
par x^ on démontre que cette var ia t ion peut être ob tenue en prenant
le covariant b i l i néa i r e du second membre , e n j remplaçant les diffé-
rentielles dxh par leurs expressions fourn ies par les équations (i3)
elles-mêmes. On obtient ainsi, sous une forme condensée,
( 1 7 ) A/=: ̂ X,f^ ̂ A/+.. .4- û,X,y;

en posant , •:,
(18) ^:=^4- ^^[^/^'/•]-
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A chaque contour fermé est donc associé un déplacement infiniment
petit de l'espace (E ), dépècement dont les composantes û, , ..., û/. sont
des éléments d'intégrales doubles. Ce déplacement mesure en quelque
sorte la non-holonomi e du mouvement de l'espace (E).

Les formules (18), dérivées extér ieurement , donnent , en tenant
compte des relations qu i existent entre les constantes c/^ ( ' ) ,

( 19 ) ^=c}^ \ [^/c] - [>/A] !•

L'interprétation de ces formules est analogue à celle que nous avons
obtenue dans la théorie des variétés à connexion affine.

49. Reprenons pour cela notre premier point de vue. Imaginons
dans la variété (V) un volume l imi té par une surface fermée infiniment
petite. A chaque élément de cette surface entourant un certain
p o i n t m est associée la t ransformation inf in i tés imale ©, de symbole

^x,/4-...+a,,x,/,
que nous pouvons interpréter comme déf in i s san t un déplacement S de
respace(E), dép lacement défini a n a l y t i q u e m e n t en nous servant des
coordonnées adoptées par l 'observateur m. Soit alors a un point fixe
intérieur au volume considéré. Le même déplacement de l'espace (E)
pourra être exprimé analyt iquement au moyen des coordonnées
adoptées par l 'observateur a, puisqu'on sait passer des unes aux autres
lorsque les deux observateurs sont in f in imen t voisins. Soient respec-
tivement

.'z'p . •.., 3C{(, tôt. • ^i^ ... i •^'/ti

les coordonnées adoptées par les observateurs m et a. Le passage des
, dernières aux premières se fai t paru 'ne transformation inf ini tés imale T.

Désignons enfin par des lettres accentuées les coordonnées du
point transformé par le déplacement S. On voit immédiatement que le
passage des x aux x1 sera obtenu en effectuant successivement les

( 1 ) Ces relu fions provmineot de ce que, pour la variété ( V i d e ? paramètres, les for-
rïiule^ (i3) sont vraies, et par suite celles qu'on en déduit par dérivation extérieure. Cela
revient à dire que, dans la dérivation extérieure des formules (i5), on peut supprimer tous
les termes qui ne contiennent ni les û/ ni les Q^
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transformations 1\ © et T~11. Autrement d i t - , le déplacement S sera
défini, si l 'on adopte les coordonnées de l 'observateur fixe a, par la
t ransformat ien TQT""1.

On démontre alors facilement que si U/"est le symbole de la trans-
formation infinitésimale T, V/celui de ©, le symbole de T©T~1 est:

Y/+ (UV) = Y/ 4-U(V/) - V( U/).

Si. l'on appelle u^ et u^ les coordonnées respectives clés points m
et a de la variété (V), et si l 'on pose

Q)/== y///, dufi,
on a

[J/==y^(«;,~ iu)X//,

v/=^x,/,
et, par suite,

V/4- ( (JV) == \ S2,+ a^i^uf,— ̂ )^.—y^(^- ̂ )l2,] ! X./.

Telle est l'expression analytique da déplacement S quand on le rap-
porte au système de référence du point a.

Si l'on fait la somme des composantes de ce déplacement, étendue à
tous les éléments de la surface fermée considérée dans la variété (V) ,
on trouve, pour la .^ïw' somme^

^+^.,([oj/Û/,]-[û)^,]),

quanti té nul le d'après la formule (19).
Autrement dit, la somme des déplacements infinitésimaux associés

aux différents éléments de surface qui limitent un volume fermé infini-
ment petit de la variété (V) est nulle.

50- Dans le cas part iculier où le groupe G est le groupe
je' == x -+- a,

le théorème général de conservation précédent conduit à un résultat
classique. Si œ est une expression de Pfatf que lconque de la variété (V),
et si l'on désigne par o/ l 'élément d'intégrale double que donne l'appli-
cation de la formule de Stokes, l'intégrale 1 f^ étendue à une surface
fermée est nulle. Tci il n'y a pas besoin de rapporter la translation infî-
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ni tés imale de grandeur a/ au système de référence de l 'observateur a,
parce que la grandeur d 'une translation d'une droite est indépendante
de l 'origine choisie pour les abscisses, les transformations du groupe G
étan t commuta/ices. Dans ce cas par t icu l ie r , on voit encore que la
translatio'n associée à un contour fermé quelconque, même fini, est
toujours donnée par l ' intégrale f / o Y étendue à une aire l imi t ée par
ce contour.

Revenons main tenant à1 la notion de variété à connexion affine.
L'espace (E) est ici l'espace affine proprement d i t , le groupe fonda-
mental est le groupe des transformations aff ines engendré par les
transformations infini tésimales

-^, .^x.àx1 àx'1

II n'y a cependant pa's i d e n t i t é complète entre la not ion de variété à
connexion affine et. la not ion, de variété (V) d'observateurs "introduite
dans les considérations précédentes, car à. tout point m de la variété
à connexion afûne peuvent correspondre une i n f i n i t é d'observateurs
adoptant des systèmes de référence différents, mais de même origine'm.

CHAPITRE III.
LES VARIÉTÉS A. CONNEXION MÉTÏ.UÇUK.

5''I. Imaginons un espace euclidien en chaque point ni duquel on
adopte un système de coordonnées rectangulaires, avec une un i t é de
longueur choisie en chaque point et pouvant var ier d'un point à un
autre . Si l 'on appelle.^, e^, 63 les vecteurs égaux à l 'unité de longueur
portés sur les axes, on a, en passant d'un point m au point inf in iment
voisin m -+- An, les formules générales (i) (Chap. II)

0) dm == ^ei -+- ^QÎ + c^ea,
ctei = Ci)'{ 61 -t- w\ 62 •+• w'î 63,
d^ === (^\ ei •4- o^ 6^ 4- (»)| 63,
dQ^ == ût);^ 61 -+ û^ 62 •+• û^ 63-
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Si l'on d é f i n i t le produit scalaire de deux vecteurs en par tant d'une
certaine un i té de longueur absolue, on a les relations

6 1 6 1 = 6:262= 636;}, QiQ;î == 0, 636i==--0;, 6l62=::0.

En dif férent ianfc ces relations, on obtient les formules
o.){ ==-̂ »)̂  -== ûû^, (^'f, -4- G)J ~= o, 0-);^ 4- o-^ ="= 0, fjL»^ 4- Ct)^ == o.

Nous écrirons simplement co à la place de o .̂. Les formules (i)
deviennent donc

( dm=^^

) c/6/== G.) 6/4- û î'6/, (ûù^+-<-<//)== 0,

où dans la seconde relat ion la so m [nation est eifectuée pour.l.es valeurs
de l'indice k difterentes de i.

52. Ces formules nous permet tent de définir les vanéîés à con-
nexion métrique. Ce sont les variétés à connexion aff ine pour chaque
point m desquelles l'espace affine tangei'ït est un espace euclidien. Le
repérage mutuel de cliu'ix espaces euc l id iens tangents en deux points
in f i n imen t voisins se fait au moyen des expressions de Pfaff

0)S <,), ^==—^-;

les o-̂  sont les composantes de la translation, a) est la composante de
Vhomothétie ( 1 ) et les co^ sont les composantes de la rotation qui
amènent le système de référence attaclié au point m en coïncidence
avec le système de référence attaché au point m'.

On pourrai t aussi imaginer qu ' i l existe une un i té de longueur
absolue valable pour tous les espaces euc l id iens tangents à la variété;
les vecteurs unités e,, e^, e,, attachés à chaque point seraient par
conven t ion tous égaux entre eux. Dans ce cas, la forme co serait nulle.
Nous d i rons que nous avons dans ce cas une variété à connexion eucli-
dienne.

53. Tout ce qui précède peut se généraliser dans le cas d'un nombre

( 1 ) Lerapport (ThomoLhéae est i + cm».



3Q2 E. C A R T A N .

quelconque de d imens ions . On pourrai t aussi supposer qu'on a choisi
des systèmes de référence non rectangulaires, ou des systèmes de
référence rectangulaires avec des vecteurs e/ non égaux ent re 'eux.
Sans vouloir traiter le cas général, bornons-nous à indiquer ce qui se
passe lorsque, une un i t é de longueur é tant choisie en chaque point m,
on prend des vecteurs e; de référence satisfaisant à

(e^^g-u, e /ey==o (^y==: i ,a , . . . , ^ ) ,

les ga étant des coefficients constants choisis une fois pour toutes et
les mêmes en tous les points de la variété ( î) . Comme l'unité de
longueur varie d'un point à l 'autre de la variété, on aura simplement le
droit de difïerentier les relations

(e, )2 - (e,)2 (e.)2
—— ̂  —— =:...=-. —;— y e/ QJ == o,

•éTn ^22 éS'nn

ce qui donnera, en tenant compte des formules (ï),

( 2 ) . 0 ; •-== G)| =...== G.);; == G.), ^ (,)j + g - j j CO'f = 0.

Le carré de la longueur d'un vecteur (^) issu de ni est, dans ces
conditions,

^(^)2;

il varie avec l 'unité de longueur choisie en m. Le produi t scalaire de
deux vecteurs (^), (T)^) est de même

gi^^'

54. Etant donné un vecteur (^), nous désignerons par :̂ le produit
scalaire de ce vecteur par le vecteur e/,

. . ^==^e,=^/^';

nous dirons que les E^- sont les composantes coyariantes du vecteur (2),

( 1 ) II est évident que cette convention ne restreint en rien la généralité; on peut
même supposer ces coefficients égaux à ±: i.

( 2 ) II est essentiel de remarquer que les ga étant des constantes fixées une fois pour
toutes, les composantes covariantes d'un vecteur sont liées à ses composantes contrava-
rianles d'une manière indépendanle du choix du système de référence. '
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les ^ étant appelées ses composantes contravariantes. Avec ces nota-
tions, le carré de là longueur d'un vecteur est ^-^ et le produit scalaire
de deux vecteurs est ^•r/' ou £%•• Le ds2 de la variété (carré de la dis-
tance de deux points infiniment voisins) est de même co/œ^ en posant

0.),==^.^.

Nous désignerons naturellement par û^ les composantes covariantes
du vecteur û\

La forme o)^ peut être regardée comme la /Hlme composante (contra"
variante) du vecteur da^; nous poserons

^ij-==:dQi.Qf=gjjf^,

w^-==z Je/. Qt == g-ii ̂ j ;
et de même

les relations (2) montrent que l'on a

('2') CA)/y4- (X>y;== 0,

Nous poserons de même

^•=^7^f= (^/ey, ^^^^(dQ^e,;

^ == — ai., ^ -= ~5- ̂ .
ê'ii ëj-J

55* Équations de structure. — Elles se déduisent immédiatement des
équations générales établies au Chapitre I. Elles s'écrivent

( (c^'y == [^'G)] -+- [co7--^] -h ^s
(3) ^/ =^,

f (^y=[^M]+^,
et l'on a naturel lement entre les QL[ les relations

gii^-^- gjj^i==.o,
ou

(4) ^4-^=0.

^n, £<?. Nûrm., (3), XL- — D^CEMBBE 1923. . 5o
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Les équat ions (3) peuvent encore s'écrire
( (C.J/V == [C^-CO] -t- [CO^COA-] + ̂ /,

(S^ ) ^o / =:̂

f (^/y)'== [^À-y] + ̂ 7== |>)/,̂ ] 4- ^/y.

Enfin les équations qui traduisent le théorème de conservation sont
/ (^-y+ [^Y] _ [^] + ̂ ^^] ̂ . [^y ̂  o,

(5) - ^ ^o ,

f (^)/+[o)^]-[a)^]=0,
ou encore

(^V + [co^l - [co,a] - [c^] + [c.)^?] == o,
(5') , ^=0,

(^.y_[^^]-[o3^^.]=o.

56. La torsion et les courbures. — A tout contour fermé infiniment
petit sont associées :

i° Une translation e/f^;
2° Une homothétie de rapport i -h û;
3° Une rotation de composantes û^.

La translation défini t la torsion, Phomothétie la courbure d'homo-
thétie^ la rotat ion la courbure de rotation de la variété.

Si la courbure dhomothétie est nulle, la variété est à connexion eucli-
dienne. On peut disposer des arbitraires dont dépend le choix du sys-
tème de référence de manière à satisfaire à l'équation

ûj •==z 0:

cette équation est en effet complètement intégrable, puisque le pre-
mier membre, ayant son covariant bilinéaire a/ ident iquement nul, est
une différentielle exacte. On peut donc choisir les systèmes de réfé-
rence attachés aux différents points m de la variété de manière que la
connexion devienne euclidienne : cela est possible d\me infinité de
manières, le choix de l'unité de longueur (qui est maintenant absolue)
étant arbitraire ( < ) ,

(1) Analytiqueinent si Pon remplacç ^ par uQi, où u est un paramètre arbitraire
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57. Représentation géométrique de la rotation associée à un contour
fermé infiniment petit. — On peut représenter géométriquement la
rotation de composantes û-^. Partons pour cela des formules qui
donnent la variation géométrique A^ que fait subir cette rotation à un
vecteur ^; on a

A^=^,

ou, ce qui revient au même,
A^=t^.

Cette variation est la somme géométrique des ^—^—^-variations dues
aux différentes composantes û^ de la rotation totale, ce qui permet

, i fi ( fi —— i )encore de regarder la rotation totale comme la somme de ————
rotations composantes. Prenons par exemple la rotation compo-
sante û12; on a

A^=^21,
A^^12,
AS^^^A^^o;

cette rotation composante n'altère pas les vecteurs perpendiculaires au
plan e^ e^î quant à un vecteur non perpendiculaire à ce p lan , sa com-
posante normale n'est pas altérée, la rotation faisant sentir son effet
un iquement sur la projection du vecteur sur le plan.

Considérons en particulier le vecteur e^ de composantes (i, o); il
devientaprès la rotation le vecteur de composantes (i, ^û12)

G\'-=- e i+^u^ea;

soit 9 l 'angle dont ce vecteur a tourné, angle compté positivement dans
le sens de e< vers e^; on a

e^e,= ejfeaie^i i^fesl2 ,
d\)ù

e=~.^^-

M est remplacé par 0)4"^— Pour rendre la connexion euclidienne, il n'y a qu'àu- r»
prendre u = C e J .
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Considérons enfin le bivecteur situé dans le plan e^G^ et de mesure
algébrique 6; ce bivecteur est ( ^ )

[eicjg _^, ^ . , -.̂
i ^ o l —^ i iT—Ti 1 8 1 9 2 - 1 — 1 - 6 1 0 2 - 1 *6163 - |ei

II résulte de ce qui précède que la rotation û^peut être représentée
par le système clé bivecteurs
(6) [e/ey]^'

dont chaque terme définit une des / V ^ ~ " I / • rotat ions composantes.
. Il est essentiel de remarquer que cette représentation a une valeur
intrinsèque si la variété est à connexion euclidienne; si au contraire la
variété est à connexion métrique, le système de bivecteurs considéré
dépend du choix de l 'uni té de longueur attachée au point m.

On peut dire que, dans le cas des variétés à connexion eucl idienne,
l'expression (6) est un invariant intégral bivectoriel attaché à chaque
élément a deux dimensions de la variété.

58. Invariants intégraux attachés à une variété à connexion eucli-
dienne. — Les composantes Q1 et û/y de la torsion et de la courbure
d^une variété à connexion eucl id ienne fournissent, d'après ce qui
précède, deux invariants intégraux à deux d imens ions

(7) e/^,
(6) [e.e,]^,

l'un vectoriel, l'autre bivectoriel. Il est faci le d'en déduire d'autres
invariants à trois dimensions.

Considérons d'abord un vecteur ^'; le produi t scalaire et le produit
vectoriel de ce vecteur par le vecteur e/û1 sont respectivement

W
[e.eyH^-c^);

( 1 ) Si en particulier on considère une aire infinirïieni petite dv dans le plan 6162;
Q12

le contour étant parcouru dans le sens direct, le rapport — défmifc la courbure de
l'élément pian 61 est.
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cela nous conduit à la considération des deux formes scalaire el
bivectorielle
(8) [c^],

(9) [e,ey][(^-6)^

qu'on peut interpréter de la manière suivante.
Considérons un volume (à trois dimensions) l imi té par une surface

fermée inf in iment petite et prenons à l ' intérieur du volume un point a.
Décomposons la surface fermée en une infinité d'éléments, soit m un
point intérieur à l'un de ces éléments. La première forme représente
la somme des produits scalaires du vecteur m — a par la translation
associée à l 'é lément de surface qui entoure m(1); la seconde forme
représente la somme géométrique des produits vectoriels des deux
mêmes vecteurs.

On peut de même, en reprenant un vecteur arbitraire (£'), con-
sidérer le déplacement subi par ce vecteur par l'effet de la rotation û^,
a savoir

e '̂̂ i,

et la somme des produi ts extérieurs de ce vecteur par les différents
bivecteurs qui représentent la rotation û^, à savoir

[e,eye/J (^^•d- ̂ ^-t- ^•^•Q.

Cela nous conduit à deux nouvelles formes, éléments d'intégrales
triples,
(10 ) e/IV1'^],
(u) [e,e,e/J [W^ 4- ̂ ^'-4- ûû71^"],

dont l ' interprétation géométrique est la suivante. En reprenant la
surface fermée dont il est question plus haut, et le point a intérieur à
cette surface, la première forme représente la somme géométrique
des déplacements subis par les vecteurs m — a par Feffet de la
rotation associée à l'élément de surface qui entoure m; la seconde

m Le nombre ainsi obtenu, divisé par le nombre qui mesure le volume de l'élément
à iroîs dimensions considéré, peut s'appeler la torsion scalaire de cet élément.
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représente la somme géométrique des trivecteurs obtenus par la
mult ipl icat ion extérieure du vecteur m - a et du système de bivec-
teurs représentant la rotation associée à l 'élément de surface qui
entoure m.

On peut poursuivre et obtenir des invariants intégraux a quatre
dimensions. A un vecteur (^') on peut associer :

i° Son produit par le nombre scalaire ^8)
e/^'E^a7-];

2° Son déplacement par l'effet de la rotation que représente la forme
bivectoriellc (9)

e^o/^'—y'û/J;

3° Son produit extérieur par le système de bivecteurs (9)
[e;eye,.] ^'[co^— c^û/] + •y[u'^î'- WiV-] + ̂ [^w- ̂ ./^ j ;

4° Son produit scalaire par le vecteur ('10)

^C"^],
5° Son produit vectoriel par le vecteur (10)

[e,ey] [î,'^^ — V^Q^} ;

6° Son produit extérieur quadrivectoriel par le système de trivec-
teurs (n)

[e/eye/,e/] [^[^0.^-^ y^^+ u'W'} — ^•[c,)'aA•''+ M/-'^'-)- u'Q^]
+ 'i'c[wtW+ uJS>Ji•+ u'Sî'f] — 'E,'[w'Si^--+ c,^•a/l^-^- c.^-û'/-) ;.

On en déduit immédiatement l'existence de nouveaux invariants
intégraux ( f )

e,[(,)Wû/J,
[e;eye/,] [u>^wl''iîi-^- w'ewiiÎJ + w'-u^i^],

[w'M/a;,],
[e,e/] [M'M*^ — &^M^],

[e,-eye/.e/] [u'•(o/a/f/-+- ^w"Q,u^. wiw'&ik^. M/^/ûs'v-4- u'^'^-i- ̂ u^i'].

( • ) La première et la deuxième formes associées au vecleur (SQ donnent naissance an
même invariant intégral.
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L' in terpré ta t ion géométr ique de ces formes serait analogue à celle
des formes précédentes.

On pourrai t con t inuer et obtenir des invariants intégraux à un
nombre de d imens ions de plus en plus élevé.

59. Les dérivées extérieures de ces invariants intégraux sont faciles
à ca lcu le r ; ce sont en effet de nouveaux invariants intégraux admet-
tant une signification indépendante dn choix du système de référence.
Il en résul te qu'en les calculant tous les termes en co^. doivent dispa-
raître. On peut s'en rendre compte d'une manière nette en remarquant
que si l'on attache à chaque point m le système de référence le plus
général possible, les l "'"" paramètres arbitraires qu'on introduit
ainsi n^ in terv iennent pas en réalité dans la forme invariante qu'on
dérive; donc, leurs différentielles, qui se révèlent dans les oo^, n'inter-
viendront pas non plus dans la dérivée extérieure.

On aura donc les dérivées extérieures des différentes formes considérées
en regardant les e^- et les Q/j comme des constantes, et en remplaçant (o^)
et (û^y respectivement par

^ et [^4].

On peut donc former le Tableau suivant (ou l'on n'a fait figurer que
les formes à deux et trois dimensions) :

Formes invariantes. Formes dérivées.
e, '̂ e^û/^]

[e.ey]^ o
[co^'] [^^j+aEo)^)^,,]

[e^H^^-co^] [Q^][^^^i—^^^]
e,[^^] e/[^4]

[e,eye/,][co^^^-i-a)^Q / l•^+co /c^]. [e,e,e/J [£2/^7>•-^^^Â•t+ ̂ ^].

On remarquera que certaines des formes à trois dimensions peuvent
être obtenues par dérivation des formes à deux dimensions.

60. Les invariants intégraux des variétés à connexion euclidienne
sans torsion. — Si la variété est sans torsion (variété de Riemann),
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les il1 sont nuls, et par suite, d'après les équations (5), la forme
e.[^]

est identiquement nulle. Des invariants intégraux précédemment
déterminés, les seuls qui subsistent sont

[e.ey]^-,

[e,e/e/,] [a)^^'Â•+ ̂ ^/t•/+ co^û^],

[e^e/eA-eJ [^W^-i- ̂ ^'Q^ -h <»J^'&)/^^•+ coW^'-i- ûA)^^-!- û^co^7],

^ few.? dérivées extérieures sont identiquement nulles. On en déduit des
théorèmes de conservation qu'il serait facile d'énoncer géométrique-
ment ( < ) .

Cas des variétés à trois dimensions. — Dans le cas des variétés à trois
dimensions, les invariants intégraux à quatre dimensions disparaissent
d'eux-mêmes. Remarquons qu'à tout vecteur

^e/

est lié d'une manière invariante un bivecteur

U^e,] -}-^[e^i] -^'^[Qi^]

et réciproquement; de même à un trivecteur est; lié un scalaire, sa
mesure.

D'après cela, en nous bornant au cas où il n^y a pas de torsion^ nous
obtenons les invariants intégraux nouveaux

[ (o1 a23 ] 4- [ ̂  Û31 ] + [ c,)3 Î212 ],

61^23 •+- 62^31 4- 63^12,

dont le second, à deux dimensions, a sa dérivée extérieure nulle; ce

( 1 ) Ces formes peuvent être considérées comme définissant la courbure (bi vectorielle,
triveclorielle, quadriveclorielle) d'un élément à deux, trois, quatre dimensions. Au lieu
de prendre des multiveclenrs libres-, on pourrait prendre les multivecleurs appliqués
[me;ey]û^ etc. On a alors le théorème remarquable que la courbure p-vectorielle libre
d^ufi petit domaine à p dimensions est Ici somme géométrique des courbures (p — ï)-p<?c-
torielles appliquées deft éléments à p— i dimensions qui limitent le domaine. Ce théorème
permet d'obtenir simplement les formes du texte par récurrence,
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second est le vecteur qui représente, suivant le procédé habituel, la
rotation associée à un élément de surface ( ' ) .

Cas des variétés à quatre dimensions. — Ici il y a une correspondance
invarianle :

i° lîntre le vecteur
LiQti

et le trivecteur polaire

^[e^ej— ^[61636,] -+-^[616264] — ^[6^263];

2° Entre le système clé bivecteurs«j'
^ L e / e / J

et le système de bivecteurs polcdîe

'^[^e^] -i-^Ee.e,] -+- ^[eses] 4- ̂ .[ei^] -h ^[e^ 03] +- ^[eiC,].

Si Pon regarde les ^ comme les coordonnées homogènes d'un
p o i n t dans un espace à trois d imensions , le trivecteiir polaire du
vecteur (^) peu t être regardé comme représentant le plan polaire du
point par rapport à la quadrique ^^-==0. De même si les ^lj sont
les coordonnées plùckériennes d'une droite, les coordonnées du
bivecteur polaire sont celles de la droite polaire par rapport à la qua-
dr ique .

Nous avons par suite, en nous limitant aux variétés à torsion nulle,
les invariants intégraux nouveaux

[^3]^', +[6361]^ 4-[eie2]^3.;.-!-[eie4]^23+ [eâe.JHn-4- [6304]^

2 ( v7^e/- r-^ ̂  + ̂ ^j -h ̂ ^j^
[&)2û)3^i4] + [W^h^] -+- [^1^2^3'.-] -+• [^1^4^23] + [û)2&h^3i] 4- [u.^ù^î^].

( i ) Lo sysième de vecteurs cl de couples

[meJ^^Eme^^i. -\- [me,,]^^ [e^oj^i 4-[e3ei]%-+- [€162]^

rcprôsenle de môme le déplacement associé à un é lément de surface. Sa dérivée exté-
rieure est nulle.

Si l'on regardait ce système comme représentant les tensions qui s'exercent sur un
milieu matériel (tensions comportant des couples), ce milieu serait en équilibre. Il y a là
une des nombreuses analogies, plus ou inoins trompeuses, qui existent entre la Géo-
métrie et la Mécanique. En fait, ce n'est là qu 'une analogie.

^731/2. Éc. Norm., ( 3 ) , XL. — D É C E M B R E 19 33. 5l
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Le second d'entre eux est indépendant du choix de l 'unité de lon-
gueur ; il joue, ainsi que le troisième, un rôle important dans la théorie
d'Einstein (1).

Nous verrons dans la seconde partie de ce Mémoire 'jne méthode
générale pour former les invariants intégraux attachés à une variété.

Le théorème fondamental des variétés sans torsion.

61. On doit à M. H. Weyl un théorème important, d'après lequel la
connexion métrique d 'une variété sans torsion est parfaitement déter-
minée lorsqu'on se donne le ds2 de la variété, ainsi que la forme <o
qui permet de comparer les unités de longueur choisies en deux points
inf in iment voisins (2) .

L'hypothèse revient en effet à supposer connues en chaque point les
formes œ' et o>, c'est-à-dire à supposer connues la translation et
Vhomothétie qui amènent en coïncidence deux systèmes de référence
in f in imen t voisins. Les composantes o^- de la rotation sont alors four-
nies par les équations

(^y=[r^c.)]+[G3^)^] ( z = = i , 2 , . . . , /z) .

Il suffit de montrer qu'i l existe un système et un seul de
formes œ^ == — co/.y tel que les n formes

[co7-' &)/,/•] {i= i, 2, .. ., n)

deviennent égales à n formes données en co\ ..., o^, soit
/ /1^ [ "a ̂  p 1 ( lï•i^ •=-•• — ^•Ba ).•bn posant
&)/7 -=. a^^ (ûf/ya == — ^//a)î

( 1 ) Ces invar iants fournissent, sous forme de b ivecLeur libre, de vecteur libre et de
scalaire, une seconde représentation de la courbure d'un élément à deux, trois et quatre
dimensions ^ d'une variété à connnexion euclidienne. La difFérence entre cette seconde
représentation et la première est qu'ici la somme géométrique des courbures applic/uees
des éléments h p - i dimensions qui limitent un petit domaine à p dimensions est nulle.

( 2 ) IL WEYL, Temps, Espace, Matière (trad. de G. Juvet et 11. Leroy), p. 108.—
Cj. E. CARTAN, Sur les équations de îa grcwitation d'Einstein {fourn. de Math w>'>
p. r5o-i5i)*
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les coeff icients a^ sont donnés par les relations

a^— a^-==. h^\

elles admettent la solution u n i q u e

a , j k = ^ {h,i,j— h,jf, — /^./,,).

En particulier, si l'on a une variété à connexion eucl idienne sans
torsion (variété de Riemann) , sa connexion affine est complètement
déterminée par son ds2 : celle connexion est celle du parallélisme de
M. Levi-Cwta. C'est pour cela que la théorie de la graduation de M. Eins-
tein est en général présentée comme équivalente à l'étude d'une variété de
Riemann.

CHAPITRE IV.
LA THÉORIE DES COURBES ET DES SUKFACES DANS UNE VARIÉTÉ

A CONNEXION AFFINE OU MÉTRIQUE.

62. L'étude des courbes et des surfaces, fondée sur l'emploi d'un
système de référence mobile, se fait dans une variété à connexion
affine de la même manière que dans un espace affine proprement dit .

En chaque poin t m d'une courbe d'un espace affine on peot attacher
(et d'une infini té de manières) un système de référence tel que le vec-
teur e^ soit tangent à la courbe. Ce qui caractérise la droite, c'est que
ce vecteur e., reste constamment^parallèle à lui-même. On appellera
donc droite (ou géodésique) dans une variété à connexion affine une
ligne telle qu^un vecteur tangent à cette ligne se déplie parallèlement
à lui-même le long de la ligne. Pour trouver toutes les droites d'une
variété à connexion affine on attachera à chaque point de la variété le
système de référence le p lus général possible et l'on exprimera :

i° Que le vecteur Q^ est tangent an déplacement, c'est-à-dire
( ï ) O)2 =: GJ3 =. . .rrrc^^O;

2° Que dQ^ est parallèle à e^, c'est-à-dire
(2) û̂  ==:û^ ==. . .=='ÛOÏ=="0,
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Les 27i — 2 équations (r) et (2) définissent les droites de la variété;
les quantités i nconnues dans ces équa t ions sont n — i des coordonnées
d'un point de la variété et les n2 paramètres arbitraires dont dépend le
choix des systèmes de référence.

Si l'on a particularisé les systèmes de référence attachés aux points
de la variété, on int roduira n inconnues auxiliaires '^ par les équa-
tions

G) 1 O.)2 C»)^

F^F^ "•^F
et l'on exprimera que le vecteur ^e/ reste parallèle à lui-même, ce qu i
donne

^'4-^û4:=-" o (x==: i, 2, . .., n).

En introduisant un paramètre aux i l i a i r e /, on aura les équations

^ I^^T-o,
en posant

^^yL^"

Les courbes de la variété qui jouent le rôle de courbes planes
seraient définies, si l'on utilise en chaque point m de la variété le
système de référence le plus général possible, par les équations

&.)2 =r= c»)3 == . . . :";:•- œ" == o,

6,)J==. . .== 0,)^== 0;

elles dépendent, comme on le voit facilement, d'une fonction arbitraire
d'un argument.

63. La recherche des invariants affines d 'une courbe se fait sans
difficulté. Plaçons-nous pour simplifier dans le cas d'une variété à
trois dimensions. ISn restant dans le cas général, on démontrera^
comme dans l'espace affine, qu'on peut attacher à chaque point un
système de référence et déterminer un paramètre de position s
de sorte qu'on ait les formules, qui généralisent celles de Frenet-
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Serret,
r/m
-^=e"
clQi— :== 061 -i- e.>,
(/A'

^/e.— :=: 61 ~r- sa e. -4~ es,/̂,?
â?e;i
7ZF : (3 61 4- 3 63 4- 3 a e;}.

Les deux invariants affines fondamentaux sont a et p. Le plan oscil-
la teur à la courbe est [mei e/j.

64. Les propriétés fondainentales des surfaces s'étudient de la
même manière. Nous nous bornerons au cas n == 3. A chaque point m
d'une surface, nous attacherons un système de référence tel que les
vecteurs e, et e,> soient tangents à la surface. Ou aura donc, si l'on se
déplace sur la surface,

G,)3 r== 0,

d'où, en prenant le covariant bilinéaire,
[r,)1^] 4- [C^M^+^EE^C.}1^] 4-[^^ÛJ|]4-A^[c010) : i]=:0.

I I résulte de cette égal i té , que les deux formes co^ etco^ sont linéaires
en co1 et co2

or} == a&)1 -\- p^j'2,
c,)| == yJu1-}- ̂ 'u\

avec1

(3 ~ a' -+- A^, == o.

l^a surface généraliserait le plan (surface géodésique) de l'espace
àff îne si l'on avait

0.̂  =: G)| =: Ô,

ce qui exige A^ === o. En général de tels plans Çon surf aces géodésiyues)
n'émulent pas. Pour les Irouver, quand, il en existe, il faut intégrer le
système

G)^ = c,)|; =:o, A,^ ==0.

• La dér ivat ion extérieure des deux premières équations donne
A^=:o, A| i2=o.
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On est donc conduit à trois équations finies pour les neuf paramètres
arbi t ra i res dont dépend le choix des systèmes de référence. Un cas
par t icu l ie r intéressant est celai où ces trois équations seraient vérifiées
iden t iquement . On peut en déduire que si l'on choisit en chaque point
un système de référence déterminé, il existe six relations linéaires
entre les composantes du tenseur de torsion et quinze relations entre
celles du tenseur de courbure. Dans ce cas, il existe un plan et un seul
passant par un point donné et tangent en ce point à deux vecteurs donnés.
Les variétés o n t donc, comme l'espace affine, co3 plans.

On peut démontrer qu'elles dépendent de trois fonctions arbitraires
de trois arguments.

Prenons maintenant une surface quelconque. On peut définir sur
une telle surface la direction a ' conjuguée d'une direction § en consi-
dérant l 'élément plan tangent [me< 62] et cherchant sa caractéristique
quand le po in t m se déplace dans la direction à. On a

5 [1116162] =: G.) ? [1116362] -+-&^ [1116163]
== |:W(o) 4- ̂ (ô)] [3316362] -h [^^(o) -4- ̂ ((î)] [1x16163].

En exprimant que le vecteur oj1 ( ô r ) Q , + co^S^e^ est dans ce plan,
on obtient

(^(o)^1^) 4~p&)2 ( ( î )G) l (ô / )+a^^ l (^î )&)â (o / ) -+- t6G)2 (o)c.)2 (o / )=:o.

Celte relation r^est plus involuti^e si ? — a' n'est pas nul. Au t remen t
dit si la d i rec t ion o7 est conjuguée de S, la direction o n'est pas récipro-
quemen t conjuguée de o'. Il n'y a d'exception que si A^ est nul. La
réciprocité entre les directions conjuguées d'une surface a lieu pour les
variétés dont le premier tenseur de torsion ( ' ) est nul.

65. On peut déf in i r une ligne asymptotique d 'une surface comme'
une ligne dont le plan osculateur est tangent à la surface; on démontre
faci lement qu'alors la tangente à la l igne est sa propre conjuguée. Les
lignes asymptotiques sont donc données par l 'équation

o1^ -h r.»)2^ == o.

Les surfaces dont les lignes asymptotiques sont indéterminées sont

( 1 ) L'élude des tenseurs de torsion sera faite plus loin.
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données par les conditions

c'est-à-dire
a == o, p 4- a'' == o, ^1 == o

O)Î=~^A^, ^=^Ai^;

elles se confondent : avec les plans si le premier tenseur de torsion
est nul.

Les surfaces pour lesquelles les deux familles de l ignes asyrnpto-
tiques sont confondues sont données par les équations

P+a^P^o,
ou par Inéquat ion

^•=. '-A.^GJ1.
2 ~

On démontre fac i lement que, que l le que soit la variété, elles
dépendent d'une fonction arbitraire d'un a rgument .

Les indications précédentes suffisent pour montrer qu'il n'y a pas
de changement essentiel de méthode à i n t rodu i r e pour l'étude des
courbes et des surfaces plongées dans une variété à connexion affine,
mais que dans certains cas les théorèmes fondamentaux relatifs à
l'espace affine doivent subir de profondes modifications.

Les droites dans les variétés à connexion euclidienne.

66. Les droites s 'obt iennent dans les variétés à connexion eucli-
d ienne de la même manière que dans le cas d'une connexion affine
générale.

Un cas particulièrement intéressant est celui où Ici ligne droite réalise
le plus court chemin d'un point à un autre. On peut montrer par le
calcul que la condition pour qu'il en soit ainsi est que la translation
associée à un élément plan quelconque de la variété soit normale à cet
élément. On peut s^en rendre compte par un raisonnement géométrique
assez intui t i f .

Considérons un segment de droite très petit mm' sur la variété; si
nous rapportons de proche en proche l'espace euclidien tangent en un
point variable de cette droite à l'espace euclidien tangent en m, le
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segment de droite sera représenté dans cet espace eucl idien par une
droite véritable miïi^ Considérons alors un autre chemin quelconque
allant , de m en m7; si nous rapportons de proche en proche l'espace
euclidien tangent en un point variable clé ce chemin à l'espace eucli-
dien tangent en 3x4 ce chemin lui-même sera représenté p a r 1 une
certaine ligne courbe a l lan t de m en un point m^. Il, est clair que la
figure tracée dans l'espace euclidien tangent en m peut être inter-
prétée comme tracée dans l'espace e u c l i d i e n tangent en m7, le
repérage par rapport à cet espace se fa i san t de proche en proche,
d'abord le long du segment de dro i te ni'rn, puis le long du second1

chemin a l l an t de m en m'. On peut donc regarder le vecteur (eucli-
d i e n ) 313', — m^ comme représentant la translation associée à ce petit
contour fermé. Si la variété est sans torsion, cette t rans la t ion est nu l l e ,
m', se confond avec m^ et la variation première obtenue en passant, de
la longueur de la droite m.m\ à la longeur de l'arc cu rv i l igne mm^ est
nu l l e : la droi te est bien sur la variété une ligne de longueur station-
naire. Mais la condition qu'il n'y ail/pas de torsion n'estpas nécessaire:
il suffi t que la translation •m[—m\ soit normale à l 'é lément de droite
mm' pour que la var ia t ion première de la longueur soit n u l l e . A u t r e m e n t
d i t, pour quhme droite réalise une valeur staUonnciire de la longueur^ il faut
et il suffit cfiie la translation associée à un élément plan quelconque conte-
nant im élément quelconque de la droite soit normale à cet élément de droite,

Si l'on veut que toutes les droites so ient les plus courts chemins , i l
faut et il suff i t que la translation associée à un élément plan que lconque
soit normale à cet élément. Si n est supérieur à 2, cette condi t ion peut
être réalisée pour une variété avec to rs ion* Par exemple, pour n == 3,
la condition revient à l 'identité en ' ^ y rf :

^^[^^(S^^^^^+A^^ç^^ç^^+A^^S^^^^^J^o;
i

on en dédui t
^rral^O)3], ^^^[w^)1], ^ i23==^[o.)1^3],

a désignant u n coefficient arbi traire .

-67. Si /^== 2, les droites ne réalisent les plus courts chemins que
si, la variété est san's torsion. Comme exemple de variété avec torsion ,
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signalons celui qu i est fourni p'âr une sphère, sur laquelle on convien-
drait de regarder comme parallèles deux vecteurs issus de deux
points i n f i n i m e n t voisins lorsque les angles qu'ils font respect ivement
avec les méridiennes (1) qui passent par leurs origines sont égaux.
Dans ces condi t ions, si l'on choisit en chaque point un vecteur-
u n i t é e, tangent au parallèle et un vecteur-uni té e.^ tangent à la méri-
d i enne qui passent par ce point, on a

<^6i == o, <f/e2==o,
c'est-à-dire

'0)12=0.

En prenant pour coordonnées la longitude 9 et la colatitude 9, on a
GJ l ==- o) ^ == R s i n ̂  f/o, oj2 =: 10 g ==: Pi dQ,

par suite
^ =^ =:Rcos0[^^]=^[..,,û),:|,

il^ -== ÛL)^ == 0,

S^2 == C*}^ q "==: 0.

La variété que nous avons ainsi définie est à courbure nulle, mais
elle a une torsion qui se traduit par une translation dirigée suivant le
parallèle. Si l'on appelle torsion en un point le vecteur obtenu en divi-
sant par Paire da d'un élément de surface la t ranslat ion associée à cet
élément parcouru dans le sens direct (qui amène e, sur e.^ par une

rotation de -^ ) ? on voit que la torsion en un point de la sphère est repré-

sentée par un vecteur tangent au parallèle et égal à —.y-* Elle est infinie
aux pôles, nulle à Péquateur.

Sur cette variété les l ignes droites sont les loxodromies\ €(ui font un
angle constant avec les mér id iennes . Les seules lignes droites qui réa-
l i sen t les plus courts chemins sont celles qui sont normales en chaque
point à la torsion : ce sont les méridiennes,

68. Les triangles rectilignes sur les variétés à deux dimensions. — Con-
sidérons sur une variété à deux dimensions à connexion euclidienne,

( 1 ) On suppose qu'on a défini utiô fois pour toales sur la sphère un système de méri-
diennes et de parallèles.

Ann. Êc. Norm., (3), XL. — DÉCEMBRE 1923, ; ^2
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avec ou sans torsion., un tr iangle i n f i n i i ï î e n t pet i t formé de trois seg-
ments de droites. Appelons a, h, c les côtés de ce tr iangle; A, B, G ses
angles. La courbure de ce tr iangle est évidemment le quotient de
A 4- B 4- C — TT par son aire (1). Quant à la projection de la torsion
en A sur le coté ABy elle est, quan t à sa partie principale, égale au.
quotient par Paire du triangle de la l o n g u e u r

c — a cos B — b ces A ;

sa projection sur la perpendicula i re à AB est égale an quot ient par la
même aire de la longueur

a sii} B — &s inA-

On voit que, si la variété est sans torsion^ les formules de la trigono-
métrie rectiligne

c = a c o s B "h b c o s A.,
a. b c

s in A. s in H """" s i n C

sont valable^ à des quanti tés près inf in iment petites par rapport à l 'a ire
du triangle. C'est du reste la, un résultat classique dans la théorie des
surfaces : on sait en effe t , d'après G'auss, qu 'é tant donné un tr iangle
géôdésique infînimeru petit, le triangle rectiligae (euclidien) qui a
mêmes côtés a aussi les mêmes angles, à des quantités près in f in iment
petites par rapport à l'aire du triangle ( 2 ) .

69, Intégration des équations différentielles Cfw donnent ks lignes
droites. — Lorsque la torsion associée a un élément plan quelconque
d'une variété à connexion euc l id i enne à n dimensions est normale a
cet élément plan, les lignes droites sont les extrémales d 'un problème
de calcul des variations; les équations différentielles qui les donnen t
admettent un invariant intégral linéaire. Si le système de référence
attaché à chaque point a été choisi de la manière la plus générale possible,

, (1) En appelant courbure le quotient par Paire de la rotation associée au contour
du triangle.

( 2 ) Foir eft p^rtieiiliep G, P4RBOTJX, .^çan/f w la théome g'én^'^ïe (les surfaces, UïT,
Chap. VIII, p.i57; Paris, Gautbier-Villars, 1894.
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ces équations différentielles sont
f,j2 ==:. . .==f,J^=--0,

et. l ' invar ian t intégral est ( co1 == f^. Si au contraire le système de
référence a été particularise en chaque point, l ' invariant intégral est

f </l0)1 -4- Uî^-r- . . .+ ^C»:)",

en désignant par u, nn système de n inconnues auxiliaires liées par la
relation

a^^'== r

La recherche des lignes droites de longueur nulle donne l i e u à des
remarques analogues. Ici on peut se placer dans le cas des var ié tés à
connexion métrique. Supposons, pour fixer les idées, qu'on ai t

g\ 1 == I , Q'^ == ^'3:{ = = . » . = = g'fin '= I ?

les lignes cherchées sont données, comme il est facile de le montrer,
par l 'intégration de 2n — 3 équations

( c^—^^o, o^o, ..., (^==0,
^ j ^^4-C»)|==ïO, ..., 0)ï-hû0?==0,

en supposant qu'on ait attaché à chaque point le système de référence
le plus général possible. Or si l'on forme le covamnt bilinéaire de
^ _ oj^ Q^ trouve, en tenant compte de l'équation œ1 — co2 == o,

3, ...,n

(^ )/—(^) /=[ô)3(o) ;;+a)|)]+...+[^ /(^4- <-)?)] ̂  ̂  (^—A^ECÛ^^]
^7

t •-- /»

+ ̂  (A;, 4- A^, - A Ï — A|,)[&)1 co'j.
;= 3

l! en résulte que si l'on a
( a ) AÎ ,—A|i -+-Ah—AL-==o ((•= 3, . . . ,«) ,

les équations (i) définissent les caractéristiques de l'équation de Pfalî
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Par suite, les lignes droites de longueur nulle sont les caractéristiques
cCune certaine équation aux dérivées partielles du premier ordre. Si l 'on
a particularisé en chaque point m le système de référence, elles s'ob-
t iennent en réduisant à sa forme canonique l 'équation de Pfaff

U[ CO1 4-^2 f i } ï 4- ... 4- Un W 1 1 === 0,

où les inconnues auxiliaires u, sat isfont à la relation

Les relations (2) sont faciles à interpréter géométr iquement . Elles
expriment que si l'on considère un vecteur (^') de longueur nul le et
un autre vecteur ('Y]') qui lui soit perpendiculaire, la torsion de l 'élé-
ment plan déterminé par ces deux vecteurs est perpendiculaire au vec-
teur (^'). En écrivant que la. relation (1)

A^(^--^)=o

est une conséquence des relations

'̂=:0, ^Y/=0,

on trouve un système de ̂ ^^ relations linéaires entre les compo-
santes de la torsion; elles expriment qu'un certain tenseur formé avec
les composantes du tenseur de torsion est nul . Si n=3, on trouve,
pour les expressions les plus générales possible de la torsion compa-
tibles avec les relations (2),

^i= ^[o.)^,.)3] 4- [oh'CT],

^2 == a [ û)3 o1 ] +- [ ̂  -m ],

^3=:a[o}1^2] 4-[^3ro-],

en désignant par ^ une forme l inéa i re arbitraire en oj1, co2, oo3 et
par a un coefficient arbitraire.

(^Nous trouverons celte relation et des relations analogues dans la seconde partie de
ce Mémoire, lorsque nous étudierons le tenseur de torsion.

(A suivre.)


