Figury o stalej szerokosci

Zbiér nazywamy spéjnym. gdy
sklada si¢ z jednego kawalka”. Zbiér

nazywamy jednospéjnym. gdy ponadto
wnie zawiera dziur”.

Obwdéd tréjkata Reuleaux = r - d.
Pole powierzchni tréjkata Reuleaux =

Rys. 3

(m — 3)-d? ~0,7048 - d>.

Jarostaw GORNICKI, Rzeszéw

1. Preliminaria

W prezentowanej pracy rozwazymy figury jednospéjne, domkniete i ograniczone
na plaszczyfnie euklidesowej.

Przypomnijmy, ze podpierajacymi figury nazywamy proste, ktére z figura maja
co najmniej jeden punkt wspélny i pozostawiaja figure w jednej péiplaszcayénie.

Rys. 1

Odlegloéé pary réwnoleglych podpierajacych dana figure n- -amy szerokoscia
figury w kierunku wyznaczonym przez te podpierajace. T ... udno zauwaszy¢,
ze kazde dwie réwnolegle podpierajace kola maja zawsze¢ i¢ sama odleglosé.
Méwimy wiec, ze kolo jest figura o stalej szerokodci. Cezy istnieja inne

figury o takiej wlasnosci? Przykladem jest tréjkat Reuleaux (rys. 2), ktéry
otrsymujemy jako cze$¢ wspélna trzech két o réwnych promieniach d i §rodkach
bedacych wierzcholkami tréjkata réwnobocznego o boku diugosci d. Cheac
tworzy¢ inne figury o stalej szerokosci mozemy wykorzystaé mozliwoéé kreslenia
lukéw okregéw o jednakowym promieniu w ten sposéb, aby kaidy wierzcholek
byl przeciwlegly lukowi. Rysunek 3 przedstawia ,pieciokat” tego typu.

Tak utworzone figury wyrézniaja sie nieparzysta liczba lukéw oraz posiadaniem
nostrzy”. Od tych ostatnich mozna sie uwolni¢ konstruujac na bazie figury

o stalej szerokosci d nowa figure, ktérej brzeg lezy w odleglosci dy od figury
wyjéciowej (rys. 4). Inne sposoby tworzenia figur o stalej szerokodci sa podane
w [6].

Zauwaimy, ze figury o stalej szerokosci mozemy definiowaé na kilka
réwnowaznych sposobéw, np.:

- (juz znany) sa to figury majace we wszystkich kierunkach jednakowa
szerokos¢;

- sa to figury, ktére mosna ,,bez luzu” obracaé w kwadracie {rys. 5);

- sg to figury, do ktérych nie moina dolaczy¢ jakiegokolwiek nowego punktu besz
zwiekszenia érednicy figury.

Twierdzenie 1.1. ([4])
Figura A ma stala szerokosé d wtedy i tylko wtedy, gdy jest czedcia wspdlna
wsgystkich kél o promieniu d, ktérych $rodki leza w A.

Z powyzszego faktu wynika, ze kaida figura o stalej szerokodci jest wypukla!
2. Twierdzenie Barbiera

Rozpoczniemy od prostej obserwacji:

Lemat 2.1.

Niech ABCD bedsie rombem, MN i PR dwiema prostymi prostopadlymi

do przekatnej AC odleglymi o d, gdzie [AC| > d > L|AC]|.

(i) Jezeli proste MN i PR maja punkty wspélne z odcinkiem AC (bez koricéw),
to wtedy obwdéd szeéciokata M BPRDN jesi sialy i nie zalezy od poloienia
prostych MN i PR. .

(i) Gdy prosta M N przechodzi przez wierzcholek A albo prosta PR przez
wierzcholek C, to tak otrzymany ,zdegenerowany szeiciokat” ma najmniejsze
pole powierzchni spoéréd wszystkich szeéciokatéw wycinanych z rombu ABCD
przez proste M N i PR.
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Rys. 6

Dowdd. (i) Obwéd rombu ABCD oznaczmy
przez p, dlugosé przekatnej |AC| = a, a wysokosci
tréjkatéw AAMN, ACRP lezace na przekatnej AC
odpowiednio przez h4 i hc (rys. 6). Wéwczas obwdéd
szeSciokata M BPRDN wynosi
s=p—(|AM|+|AN|- |[NM|) - (|CP|+|CR| - |PR|).
Poniewaz tréjkaty AAMN, ACRP sa podobne, wiec

|AM|+ |AN| - |MN| |CP|+|CR|-|PR| _

ha B he B
= k = const.

Zatem
s=p—k(ha+hc)=p—k(a—d).

(i) Pole szesciokata M BPRDN rézni sie od pola rombu ABCD o sume

pél tréjkatéw AAMN i ACRP. Pola tych tréjkatéw sa proporcjonalne

do kwadratéw wysokodci hy 1 h;. Zatem suma pél tréjkatéw jest
proporcjonalna do wielkoéci h% + hZ%. Pozostaje zbadaé, przy jakim polozeniu
prostych MN i PR wielko$¢ h% + hZ osiaga najwieksza wartos¢. Poniewaz

h% + hE = %[(hA + he)? + (ha — he)?] = %[(a —d)? + (ha — he)?],

wiec suma h% + h% ma najwieksza wartoé¢, gdy |ha — hc| =a —d, tzn. hy =0

albo he = 0.

Twierdzenie 2.2. (E. Barbier, 1860)
Wszystkie figury o stalej szerokosci d maja obwéd = - d.

Inny dowéd twierdzenia Barbiera zawiera praca [5]

Rys. 7

Rys. 8
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Dowdd. Gdy na figurze wypuklej bedziemy opisywad
réwnokatne 2"-katy, to granica obwodéw tych
wielokatéw, gdy n — oo, jest réwna dlugosci brzegu
figury. Ten geometrycznie oczywisty fakt przyjmijmy
bez dowodu. Indukcyjnie wykazemy, ze obwody
réwnokatnych 2"-katéw (n > 2) opisanych na kole

K o promieniu g i figurze S o stalej szerokosci'd sa
réwne.

Zauwazmy, ze kwadraty opisane na figurze S i kole
K maja réwne obwody. Zalézmy, ze dla pewnego

n > 2 obwody opisanych na figurze S 1 kole K
réwnokatnych 2"-katéw sa réwne. Rozpatrzmy
sasiednie boki, np. AB i BC oraz boki im przeciwlegle
ED i EF (rys. 7) réwnokatnego 2"-kata opisanego
na kole K. Przedluzenia tych bokéw tworza
réwnoleglobok GBH E o réwnych wysokosciach,
czyli romb! Analogicznie (oznaczenia z primami
—rys. 8) otrzymujemy opisany na figurze S romb
G'B'H'E'. Romby te sa przystajace (maja réwne
katy 1 wysokosci). Prowadzimy podpierajace M N

1 PR kola, ktére sa prostopadle do przekatnej

BE, oraz podpierajace M'N', P'R' do figury S,
prostopadle do B’E’. W obu przypadkach odleglogé
pomiedzy tymi podpierajacymi wynosi d i na
podstawie Lematu 2.1.(1), szeSciokaty GMNHRP

1 G'i7"N'H'R' P! maja réwne obwody. Stad wynika,
ze iclokaty otrzymane z réwnokatnych 2”-katéw
przez zastapienie bokéw AB, BC, FE, ED bokami
AM, MN, NC, FP, PR, RD (analogicznie

z primami) maja réwne obwody.



Rye. 10

Rys. 11

Fakt ten jest réwniez konsekwencja
twierdzenia izoperymetrycznego:

wiéréd wszystkich figur plaskich
o ustalonym obwodzie najwigksze pole
ma koto ([1]).

Rzeczywiscie
obwéd nowego wielokata =
= obwdd 2"-kata — (|[MB| + |BN| — |MN|+ |PE| + |ER| — |PR]|),
ale
obwéd szeéciokata GMNHRD + |MB|+|BN| — |MN|+ |PE|+ |ER| - |RP|=
= obwéd rombu GBHE.
Stad
|[MB|+ |BN|— |MN|+ |PE|+ |ER|— |RP| = const.
Kontynuujac te procedure tworzymy réwnokatne 2"*!-katy opisane na kole K
i figurze S, ktére maja réwne obwody. Korzystajac z twierdzenia o indukcji
matematycznej, 3 uwagi uczynionej na poczatku dowodu i faktu, ze obwéd
rozpatrywanego kola wynosi 7 - d, widzimy, ze réwniez obwdd figury S o staic’
szerokosci d wynosi 7 - d.

Uwaga 2.3.

Bryla o stalej szerokodci d nazywamy taka bryle wypukla, dla ktérej odleglosé
miedzy kaida para réwnoleglych plaszczyzn podpierajacyri: wynosi d. Istnieje
nieskoriczenie wiele bryl o stalej szerokosci réznych od %:ui. Najprostszym

przykladem jest bryla otrzymana przez obrét tréjkata Reuleaux dokola jednej
z jego osi symetrii (rys. 9). Pole powierzchni tak otrzymantj bryly wynosi

- (2 - —g) d? ~ 70,9528 - d? < 7 - d> (= powierzchnia kuli o szerokosci d) .

Oznacza to, ie dla bryl o stalej szerokosci odpowiednik twierdzenia Barbiera jest
falszywy!

7 twierdzenia Barbiera wynika, ze obwdd figury wypuklej o érednicy d jest
< 7 -d. Z ta obserwacja wiaze sie nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2.4. (L. Bieberbach, 1915)
Sposréd figur wypuklych o srednicy d najwieksze pole ma koto.

Dowdd (J.E. Littlewood). Niech ® bedzie figura wypukla o srednicy d,

a t prosta podpierajaca przechodzaca przez punkt C € 3@ {rys. 10). Przyjmijmy,
ie O jest biegunem, a normalna do prostej ¢ przechodzaca przez punkt O jest
osia biegunowa. Jezeli réwnanie krzywej d® ma postaé r = r(e), ~2 2oL oy
to pole powierzchni figury ® jest okreslone wzorem

x x

2

o= [r@de=g [ e+ (o~ )] 2.

0

ol

Poniewaz
ri(e) +r* (o~ 7) =104 + 0B = | 4B} < &*,
wiec
m 1

o<z [ =d? dp== -7-d%

N B
0
Stad wynika, ze |®| = % -7 - d? wtedy i tylko wtedy, gdy kaida cieciwa AB, ktéra
3 punktu brzegowego wida¢ pod katem I ma dlugos¢ d, czyli gdy @ jest kolem
o pramieniu %.

| =

Whniosek 2.5.
Wisréd wszystkich figur o stalej szerokosci d najwieksze pole ma kolo.

Mozna wykazaé ogdlniejszy fakt ([3]): ze wszystkich figur wypuklych
o érednicy d i obwodzie L < 7 - d najwieksze pole ma figura zlozona z dwéch
réznych odcinkéw kola ograniczonych cigciwa o dlugosdei d i lukiem o dlugosci

L (rys. 11).
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Z lematem 3.1. wiaie si¢ nastepujacy

Problem (H. Lebesgue). Znale#é
figure plaska o najmniejszym polu,
ktéra zawiera kaida figure plaska
o frednicy d.

J. P&l wykazal w 1920 roku, 7e pole
figury bedacej rozwiazaniem tego
problemu zawiera si¢ pomiedzy
liczbami

3 2
T4+X) dno0,8257 . d
(8+ 4)

oras

g(s —V3)-d? ~0 8452 - d°.

Inny dowéd podal A.S. Besicovith
w pracy Minimum area of a set of
constant width, Proc. of Symp. Pure
Math. 7, 1963, 13-14.

3. Twierdzenie Lebesgue’a
Oméwienie tego zagadnienia rozpoczniemy od nastepujacego faktu:

Lemat 3.1. ([3])
Kazda figure plaska o érednicy d mozna pokryé szedciokatem foremnym, ktérego
bok ma dlugosé :‘715.

Twierdzenie 3.2. (H. Lebesgue, 1914)
Wiéréd wszystkich figur o stalej szerokoséci d najmniejsze pole ma trdjkat
Reuleaux.

Dowdd. Opiszmy szesciokaty foremne na tréjkacie Reuleaux T o szerokosci d
i na dowolnej innej figurze S o stalej szerokosci d.

Rys. 12

Podobnie jak w dowodzie twierdzenia Barbiera bedziemy podwajac liczbe
bokéw wielokatéw opisanych na figurach T'1 S w ten sposéb, by tworzyé

3 - 2"- katy o réwnych katach wewnetrznych. Udowodnimy, ze dla kazdego

n > 1 pole réwnokatnego 3 - 2"- kata opisanego na T jest nie wieksze niz pole
réwnokatnego 3 - 2"-kata opisanego na S. Dla n = 1 jest to prawda. Zalézmy,
Ze jest to réwniez prawda dla pewnego n > 1. Réwnokatne 3 - 2"+ 1-katy
otrzymujemy z 3 - 2"-kata, gdy pary réwnoleglych podpierajacych do figur
odcinaja tréjkaty. W czasie tworzenia réwnokatnego 3 - 2"*1-kata opisanego
na tréjkacie Reuleaux T' jedna prosta z pary réwnoleglych podpierajacych
zawsze praechodszi praez wierscholek tréjkata! Oznacza to, ze w rzeczywistosci
(w czasie wykonywania konstrukcji opisanej w dowodzie twierdzenia Barbiera)
otrzymujemy wielokat opisany na figurze T o liczbie bokéw mniejszej niz
3-27*1 i nie wszystkich katach wewnetrznych réwnych - trzy katy wielokata,
ktére zawieraja wierzcholki tréjkata T maja zawsze miare §1r. Przypatrzmy sie
jednemu etapowi konstrukcji, weZmy pod uwage romby utworzone przez dwa
sasiédnie boki wielokatéw opisanych na figurach T i S oraz przez boki do nich
réwnolegle. W mysl Lematu 2.1.(ii) suma pél powierzchni tréjkatéw odcietych
od rozwazanego rombu przez pare réwnoleglych podpierajacych, prostopadlych
do odpowiedniej przekatnej rombu, jest w przypadku figury T nie mniejsza
niz w przypadku figury S. Zatem pole wielokata tak opisanego na tréjkacie
Reuleaux T jest nie wieksze niz pole powierzchni 3 - 2"*1-kata opisanego na
figurze S. PoniewaZz pola powierzchni tych wielokatéw aproksymuja pola

figur T 1 S, wiec w konsekwencji pole tréjkata Reuleaux jest nie wieksze

niz pole figury S. Dokladniejsza analiza przeprowadzonego rozumowania
pozwala stwierdzi¢, ze figura S odmienna od tréjkata Reuleaux ma wieksze pole
powierzchni, a to koriczy dowdd.

Korzystajac z twierdzed Barbiera i Lebesgue’a widzimy, ze pole figury S o stalej
szerokodci d spelnia nieréwnosé

0,7047 - d* ~ L_zﬁ-d25|5|g;d2~0,7853~d2.

Problem 8.3.
Jaka figura wypukla o éredni. . J i obwodzie L, gdzie 3 -d < L < 7 -d ma
najmniejsze pole?

(W przypadku L = 7 - d rozw:.aniem jest tréjkat Reuleaux o szerokosci d,
a w przypadku L < 3 - d najm..i ‘sze pole ma tréjkat réwnoramienny o ramieniu
dlugosci d (([3]).)
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Rys. 13

Rys. 15

Krzywa plaska zamknigta. bez
samoprzeci¢é nazywamy wypukla. gdy
stanowi brzeg figury wypuklej.

Rys. 16

Uogdln"nnie twierdzenia Barbiera:
Jeteli obwody wszystkich prostokatéw
opisanych na figurze wypuklej sa stale
réwne 4d, to cbwdd tej figury wynosi
w-d.

4. Zagadnienia pokrewne

Méwilismy juz o tym, ze figury o stalej szerokosci mozna okresli¢ jako figury
wypukle, ktére moga sie obracaé w kwadracie dotykajac przez caly czas
wszystkich jego bokéw. Nasuwa sie pytanie, jakie figury wypukle moga obracad
si¢ w tréjkacie réwnobocznym o wysokosci h dotykajac stale wszystkich jego
bokéw? Jakie sa wlasnosci takich figur?

Rozpoczniemy od przykladéw figur mogacych obracaé sie w tréjkacie
réwnobocznym w wyzej opisanym sensie.

Przyklady 4.1.

1) Najprostszym jest kolo o promieniu %

2) Okrag o promieniu h toczy sie po boku tréjkata réwnobocznego

o wysokosci h. ,Soczewka” otrzymana z luku okregu, zawartego we wnetrzu
tréjkata, przez odbicie wzgledem cieciwy laczacej jego korice (rys. 13) zadosé
czyni wymaganiom. Obwdéd takiej figury wynosi 2 - 7 - h, a pole

3
25345 . 2 50,1812 - h2.

3) Z czterech wierzchotkéw kwadratu o boku dlugosci h z-}. lamy kola
o promieniach réwnych h. Figura otrzymana w przecie... -ych kél (rys. 14) tez

zado$¢ czyni wymaganiom. Obwdd tej figury wynosi % -7 - h, a pole

2
(2+1-V3) r2
Mozna udowodnié, ze te figury maja analogiczne wlasnosci jak figury o stalej

szerokosci. Wilasnodci te sformulujemy w postaci twierdzen, ktérych dowody
zawiera praca (3.

Twierdzenie 4.2.

Wszystkie figury wypukle, ktére moga obracaé sie w tréjkacie réwnobocznym

o wysokodci h stale dotykajac wszystkich jego bokéw maja obwdd réwny % - h.
Wisréd wszystkich takich figur najmniejsza powierzchnie ma ,soczewka” opis -~
w Przykladzie 4.1, 2).

Dualnym do omawianego zagadnienia jest problem okreslenia krzywych,
wewnatrz ktérych moze sie obracaé tréjkat réwnoboczny w taki sposéb, ze
wszystkie jego wierzcholki élizgaja si¢ po kraywej. Wlasnosé te ma np. kraywa
zlozona z dwéch jednakowych lukéw okregéw o kacie srodkowym % - (rys. 15},
no i, oczywiscie, okrag.

Problem 4.3.

Czy istnieja inne krzywe wypukle, , wewnatrz” ktérych moze sie obracaé
tréjkat réwnoboczny tak, ze wszystkie jego wierzcholki §lizgaja sie po krzywej?
(Niewypuklych krzywych tego rodzaju jest nieskoriczenie wiele.)

O krzywych, réznych od okregu, wewnatrz ktérych mégiby obracad sie jakis
tréjkat rézny od réwnobocznego, jak réwniez o krzywych, wewnatrz ktérych
méglby si¢ obracaé jakis n-kat (n > 3) prawie nic nie wiadomo!

Istnieje kilka uogélnieni rozwazanych zagadnien i wiazacych sie z nimi
probleméw. Mozna na przyklad rozpatrywaé klase figur wypuklych, ktére moga
si¢ obracaé ,bez luzu” wewnatrz n-kata foremnego (n > 4). W tej klasie nie
rozwiazany jest nastepujacy problem:

Problem 4.4.
Ktéra z figur wypuklych mogacych ,,bez luzu” obracaé sie wewnatrz danego
n-kata foremnego, gdzie n > 4, ma najmniejsze pole?

Inna klase stanowia figury wypukle majace te wlasnos¢, ze wszystkie opisane
na nich prostokaty maja ten sam obwdd. Oczywiécie wszystkie figury o stalej
szerokosdci naleza do tej klasy, ale nie tylko one — inny przyklad przedstawia
figura z rysunku 16. W klasach tych figur moina uzyskaé rezultaty analogiczne
do wyzej zaprezentowanych, ale to calkiem inna historia. . .
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