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SUR

[’EQUILIBRE DES CORPS ELASTIQUES

MULTIPLEMENT CONNEXES,

Par M. Viro VOLTERRA.

INTRODUCTION.

Jai consacré ce Mémoire & une ¢tude systématique de équilibre
des corps clastiques multiplement connexes.

Dans le premier Chapitre, je montre qu’il y a des cas d’¢quilibre
pour les corps i connexion multiple qui ne se présentent pas pour les
corps & connexion simple. Le point de départ de ces recherches est le
groupe de formules (1), (1), (1”) du premier Chapitre. Lorsqu’on dé-
forme un corps élastique on peut calculer, par ces formules, les dépla-
cements en connaissant les ¢léments caractéristiques de la déforma-
tion. Les formules (1), (I'), (I") caractérisent la polydromic des
déplacements ¢t montrent qu’un corps ¢lastique multiplement con-
nexe, a déformation réguliere, peut garder la déformation ¢tant en
¢quilibre, sans Paction de [orces extérieures. On obtient ces étals
d’équilibre par des opérations que jai appelées des distorsions.

Dans le deuxitme Chapitre j’ai étudié les ¢léments qui caractérisent
les distorsions.

La composition des tensions, quisollicitent les éléments d’un corps
¢lastique, sur lequel on a fait une ou plusieurs distorsions, donne
lieu aux efforts que j'ai étudiés dans le Chapitre III. On peut exprimer
Pénergic de déformation du corps élastique par les caractéristiques
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des distorsions et par celle des efforts ou par des formes bilinéaires
de deux dillérentes espices de caractéristiques. Jat donné aussi dans
ce Chapitee deux propositions fondamentales = le théoréme de réci-
procité pour les ellorts et le théoréme des coupures équivalentes.

Le Chapitre IV est consacre & P'étude des corps ¢lastiques multiple-
ment connexes et symétriques par rapport & un axe. La symétrie
simplific lexpression de I'énergie et de cette expression simplifice on
peut tirer plusicurs théoremes tres singuliers sur la distribution des
elforts.

Dans le Chapitre 'V j’ai commencé des applications particulicres
afin de comparer les résultats du caleul 4 ceux de Pexpérience et je
les at continuées dans les Chapitres VI et VI

Vai envisagé un cylindre creux qui estun corps i connexion double
et jai caleulé les formes qu’il doit prendre en Passujettissant aux six
distorsions ¢lémentaires. On peut dessiner ces formes etles comparer
avee celles qu'un gros cylindre creux de caoutchoue prend effecti-
vement. Les dessins dont je viens de parler et les photographies du
cylindre sont reproduits dans ees Chapitres.

Enfin, dans les Chapitres VIITet IX, jai étudié le probleme suivant :

Déterminer les efforts en connaissant les distorsions d'un systéme forme
par plusteurs parties déformables relices rigidement entre elles.

On arrive par I i une théorie da méme type que celle de Kirchhoff
sur la distribution des courants ¢lectriques dans les fils.

Les sept premiers Chapitres sont ensemble de quelques Articles
que j'ai publiés & plusieurs reprises dans les Comptes rendus de U Aca-
démie dei Linced. J'y ai ajouté les deux derniers Chapitres qui sont
inédits.

J'ai aussi ajouté (rois Notes : la premidre renferme une démonstra-
tion des formules (1), (1), (1”) donnée par Cesaro, apres la publication
de mes résultats; dans la seconde j'ai exposé les élégantes expériences
faites par M. Rolla dans le laboratoire de Physique de 'Université de
Génes, dirigé par M. Garbasso. Par des expériences trés ingénicuses
d’Optique faites sur un cylindre creux de gélatine on peut distinguer
les parties comprimées et celles dilatées lorsqu’on assujettit le cy-
lindre & des distorsions. La troisi¢me Note se rapporte & une méthode
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que M. Almansi vient de publier pour déterminer les déformations
des cylindres & connexion multiple.

Je dois remercier MM. les professecurs Alessandrini et Tranquilli
pour la traduction francaise de ce Mémoire; MM. les professeurs
Sella, Pittarelli, Zambiase pour les expériences, les dessins et les
photographies et M. ingénicur Jona pour les modeles en caoutehoue.
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CHAPITRE I.

THEOREMES GENERAUX SUR L'EQUILIBRE.

1. M. Weingarten a publié une Note intéressante (V) : Sur la théorie
de Uélasticite. 11 a remarqué qu’il peut exister des cas dans lesquels un
corps ¢lastique tout en n’élant sujet & aucune action extéricure, ¢’est-
a-dire sans &re sujet ni aux forces extéricures agissanl sur ses poinls
intéricurs, ni aux forees extérieures agissant sur sa surface, peut ce-
pendant ne pas se (rouver a 'état naturel, mais élee dans un état de
tension qui varie d'une facon continue et régulicre d’on pointa autre.

IT est facile de (rouver des cas pratiques de corps dans ces condi-
tions. Par exemple, un anncau anquel onasupprimé une tranche tres
mince transversale et dont on a ensuite ressoudé les deux extrémités.

2. Dansla Note de M. Weingarten il y a une question qui reste en
suspens. En dehors des anneaux ¢t des autres corps qui occupent des
espaces multiplement connexes peut-il exister des corps simplement
connexes qui se trouvent dans les conditions précédentes?

A premidre vue, la question n’est pas facile 4 résoudre; mais intui-
tivement on serait porté & donner une réponse affirmative. En elfet,
on serait porté i croire que, méme dans les cas de eorps simplement

(V) Sur les surfaces de discontinuité dans la théorie de Uélasticite des corps solides
( Rend. R. Ace. Lincei, 5¢ série, Vol. X, 1 sem. 1901).
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connexes, en produisant une fente et en 'y introduisant a force un élé-
mentcunéiforme, ou méme en ressoudant les deux surfaces de la fente,
on pourrait obtenir des ¢tats d'équilibre sans forces extérieures, dans
lesquels la tension et Ta déformation varient sans discontinuité et
régulierement d'un pointi unautre comme dans les corps & connexion
maltiple. M. Weingarten a donné les conditions qui devraient se
vérifier dans ces cas, si toutefois ceux-ci existent.

3. Dansce Chapitre nous démontrerons, a'aide d'une simple obser-
vation analytique, U'impossibilité de ces cas lorsqu’on admet que les
¢léments caractéristiques de la déformation (') et leurs dérivées pre-
micres et secondes sont continus.

Ceci établit un étroit rapport entee la question d’élasticité et une
question analogue d’hydrodynamique.

Le théoreme d’hydrodynamique auquel nous nous rapportons est le
suivant :

Un flurde incompressible fini qui se trouve renfermd entre des parots
rigides et fixes, et dans lequel n’existent pas des towrbillons dodt rester en
repos st Uespace qu’tl occupe est simplement connexe ( acyclique); au
contracre il peut élre en mouvernent si 'espace oceupd est multiplement
connexe (cyclique) (*).

Voici maintenan( les propri¢tés analogues pour I'élasticité.

Nous dirons que la déformation d’un corps élastique est régulicre
siles six caractéristiques de la déformation sont fonelions finies,
continues et monodromes, ayant aussi les dérivées du premier et du
sccond ordre finies, continues ¢t monodromes.

Nous pourrons alors ¢noncer le théoréme suivant ¢

(1) Nous appelons éléments caractéristiques d'une déformation les sie déformations
élémentaires, cest-a-dire les trois dilatations ot los trois glissements (voir Cripsci,
Théorie de Uélasticité des corps solides, traduite par de Saint-Venant ¢t Flamant, p. 46
¢t suivantes ). Les caracléristiques de la déformation correspondent aussi au strain selon
la nomenclature des Anglais.

(2) La connexion des espaces & trois dimensions est de deux sortes : conncxion super-
Siciclle ou périphaxic et connerion linéuire ou cyelose. La connexion qui nous intéresse
est la cyclose (woir J. Cuenk MaxwerL, Traité d’électricité et de magndétisme, traduit
par G. Séligmann-Lui, (. T, p. 18 ¢t suivantes).
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St un corps élastique occupe un espace fini simplement connexe (acy-
cligue) et subit des déformations régulicres, il se trouvera a Uétat naturel,
quand il est en équilibre et il n’est pas sujet a des forces exiérieures.

Au contraire :

Un corps clastique en équilibre, qud occupe un espace find muliiplement
connexe (cycliqgue), pourra ne pas ére a Uclat naturel, ¢’est-a-dire
powrra se trouser dans un ctat de lension, m’me quand il n’est sujet @
des forces extérieures, sa diéformation cétant régulicre.

Cette propasition ¢tablit une différence essentielle entre les pro-
priétés des corps élastiques qui occupent des espaces simplement
connexes (acycliques) et eelles des corps qui oceupent des espaces
multiplement connexes (eycliques).

Si nous nous rapportons aux cas praliques déja rappelés, ce que
nous venons de dire signifie que dans Ie cas de la connexion simple,
Pintroduction d’une couche cunéiforme ou la suppression d'une
tranche trés mince suivie de la soudure des surfaces de la fente,
engendre toujours dans le systeme ¢lastique une déformation irrégu-
litre ou des lacunes; tandis que la propriélé contraire peut se vé-
rvilier quand la connexion est multiple.

En général, nous pourrons affirmer que, s°il existe un corps qui
n’est pas sujet i des aclions extéricures et qui est dans un état de
tension, il doit, ou occuper un espace multiplement connexe, ou avoir
en quelque region une déformation irrégulicre.

Dans ce Ghapitee, le deuxicine Article sera consacré a la démons-
tration de la proposition énoncée et le suivant a des exemples analy-
tiques relatifs aux corps ¢lastiques multiplement connexes qui se
trouvent dans un état de (ension tout en n’élant soumis & des forces
extéricures.

I1.

1. Représentons par vy, Yaes Yasr Yoss Yarr Yoz SixX fonctions des va-
riables x, y, s monodromes, finies, continues et ayant aussi les dérivées
du premier et du second ordre monodromes, finies et continues dans
un domaine & trois dimensions S simplement connexe. Menons dans
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Uintérieur du domaine S une ligne régulicre s, représentons ses coor-
données par z, y, 5 et appelons @y, ¥, 745 245 ¥4y 5, celles des extro-
mités A, et A,.

La direction positive de s soit de A, & A,. Les valeurs (lv@ (uan-
tités v en A, et A, soient représentées respectivement par ¥, ety
Supposons Y,s= Y, Posons :

ll"’l‘°+—(/(0)+"0)( .)o)+ (/‘501)“‘(]0)(""50)

r . - /’_.
+/§ 7+ (¥ y>()/” (szm:)gﬂji'f

Ay K

o O _ O (3= 3\ (te | om0y |y
-+ (.)1“3’)(7)), s )+< 2 ><(); + Jdy ().1,') ds

(=X Ot O m,(m ~ (’m)‘:j?
- < 2 )( Jds T dy  dx Hla = T r ai | s,
0=y (/3)"‘[70)( ""‘"’) -+ "(/’101I “"0 (7‘, )

[ TN (P P O (P O] e
F[% ( 2 >(.(}.1.' T ()y) il ")(m} dy )]s

\

e | ol
A+ Yo (53 )I()/_ e (e »*l)’/ l(y

dr | ds
PN I (Ar, R A A
- _(” =3 (—(E 7):;7) AT '-,TM ( o s T Dy ) Jds | b,

L T i (/'1(;"‘ Gy) (@) — 2y) 4= _(//z(,;) — P )Yy ¥0)
i (1 i (P2 Q118 (H — (’)/y R fﬂZz;e> e
}-_[l l__(xl )( o 4)5) + ‘v—':m ) 3 ;)'y‘ t o s ). s

L (B a1 07 Dy . s _(_),L_Z |
}-{_< 2’)(‘ ()‘)’ N ()l o »;)—;-) [»-( ‘}) ()y 3 ) s

)'--:l )-'7“
‘/u - (g — )((}/;—}-(yg‘—'}’)%)’/;t TITS

OW Uy O35 W45 Pos Gos 7y sONL e quantités constantes.

Cherchons les conditions afin que «, ¢, @ ne dépendent pas de la
ligne d'intégration s, mais sculement des deux extrémitos A, et A,
c’est-a-dire, en supposant A, fixe, cherchons les conditions alin que «,
¢, ww soient des fonctions de 2y, y,, 5,.
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A ceteffet, il suffit de supposer la ligne s fermée en faisant coin-
cider les points A, et A, et déterminer les conditions afin que les inté-
grales étendues & la ligne s soient nulles.

Le théoreme de Stokes, lorsque la ligne s est
ces intégrales en

/%( ley B — ~—;~« ]> cosne - | (5, —~3) F 4+ - YA cosny

fermée, transforme

A

/ H(:,——— z) B+ w,—inJ cosnx -

»l,
i R i atE avs
| (yi—y)E -+ e Gl eosna - ) Cleosny
T ’ - -

- <"" YA . li) COSns 2 ds

olt & est une surface ayant pour contour s et se trouvant dans I'inté-
ricur da domaineS; n d(,nutu Ia normale & o tracée dans une direction
convenable et

cos ny

+ | (yi—=y) G- = \]('OS/u o7,

B

cosns ) dr,

J

A (Ot .’?'/sff%.) e P - _ P
e\ Jy Js A 20z0 dy’ T 03
Bow O (070 00 U O O O
Ty \ 0z e dy “dros’ EEL N dut
() == _f.)_ ()/:)‘l e (.)./J‘.'. —_ l)/" —_ 0 733 G = 0% . 0%/
" 05\ dw dy 7E ) dy de’ T oxdy  dy?

Il s’ensuit que les conditions néeessaires et suflisantes pour que «,
¢, o soient indépendants de la ligne s d’intégration sont :

(1) A=B=C=E=F=G=o.

3. Supposons que les conditions précédentes soient vérifices; «,
¢, o sceront des fonctions de zy, vy, 3,.

Pour calculer Teurs dérivées par rapport & x,, y,, 5,, il faut remar-
quer que ces quantités paraissent explicitement sous le signe ’inté-
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gration ¢t qu’elles sont en méme temps les coordonnées d’une extré-
mité de la ligne d’intégration. Cette observation étant faile, les regles
ordinaires du calcul conduisent ais¢ment aux formules

du de L

-(—):"—1“/“, ‘_/-)—1 N ATY) ;)'E‘l =T

(1) Jo dv dsv du ., du o
a?l'*"@’;l—— vgs (7;;"‘3::;~~-/:,:7 JJZ‘F;’);.:W/W

On tire de I que, lorsque les quantités v, satisfont les condi-
tions (1I), on peut trouver les trois fonctions w, ¢, 4 qui vérifient
les équations (1), ¢’est-a-dire que Pon peut considérer les quantités v,
comme les six caractéristiques de Ta déformation d’un milicu ¢las-
tique. La proposition réciproque se vérifie immédiatement.,

4. Les formules (1), (I'), (I”) sont utiles et intéressantes puisque
chacune d’elles donne Ie moyen d’obteniv par une simple quadrature
une des composantes du déplacement ¢lant donné les caracléristiques
de la déformation.

Kirchholl'(*) et Love (*) ont caleulé chacune des dérivées de «, ¢,
w par des quadratures analogues. On peut i Paide intégrations
faciles passer des formules de Kirchholf et Love aux (1), (1), (1”).
Dans celles-ci paraissent les six constanles arbitraires «,, ¢,, 54, po,
Gy Tor Cest=i-dire les valeurs des composantes du déplacement dans
le point A, et celles des composantes du vecteur, appelé par Maxwell
rotation. Les égalités (IT) ne sont que les formules (res connues de
de Saint-Venant.

5. Les équations (II) expriment les conditions afin que les valeurs
de w, ¢, w, données par les formules (1), (1), (17) soient indépen-
dantes de la ligne d'intégration quand Pespace S est simplement
connexe; mais, si 'espace S est multiplement connexe, ces valeurs
peuvent dépendre de la ligne d’intégration tout en étant satisfaites
les conditions (11). Rappelons, en effet, que Pon a démontré indé-

(1) Mechanik, Yol. XXVII, § 4.
(2) Math. Theory of elasticity, Vol. 1, § 66.
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pendance de la ligne sur les valeurs de «, ¢, & dans le paragraphe 2
ou I'espace a ¢t¢ suppos¢ simplement connexe, en observant que
chaque ligne fermée s de espace peut étre regardée comme le contour
@’une surface sappartenant auméme espace. Mais, si 'espace est mul-
tiplement connexe, ce fait ne se vérific plus pour chaque ligne s et
I'on voit alors que les valeurs de «, ¢, & peuvent dépendre de la ligne
d’intégration. Nous avons donc le théoreme sutvant :

Un corps clastique qui occupe un espace simplement connexe et dont la
dé formation est régulicre peut lowours ére amend & son élal naturel ¢
Uaide de déplacements finis, continus et monodromes de ses points.

Au contraire, nous pouvons dire :

Si un corps clastique occupe un espace multiplement connexe el si sc
dé formation est régulicre, les déplucements des points ne sont pas néces-
sairement monodromes.

Reduisons simplement connexe Pespace eyelique moyennant un
systeme de coupures. Alors les déplacements qui correspondent i la
déformation donnce peuvent étre regardes, dans Pespace sectionnd,
comme des fonetions finies continues el monodromes, mais leurs
valeurs peuvent ne pas se raltacher avee continuité suivant lesdites
coupures. Lorsque cela arrive, si 'on veut ramener le corps & I'état
naturel, il faut, ou supprimer la connexion de la matiere suivant les
coupures el y produire des fissures, ou retrancher de la matiere, ou
faire glisser les deux surfaces de la fente Uune sur Vautre (voir les
exemples de Article suivant).

6. Rappelons maintenant la démonstration que Pon fait (*) pour
prouver qu'un corps élastique qui n’est pas sujet aux forces exté-
ricures se trouve a I'état naturel. Elle présuppose implicitement que
les points du corps élastique subissent des déplacements finis, con-
tinus et monodromes et que la déformation du systéme est réguliére.
(Zest pourquoi, si 'on sait que la déformation est régulitre, que le
corps occupe un espace simplement connexe et qu’il n’est pas soumis

(1) Poir par exemple CLesscu, op. cit., p. 132 ¢t suiv.

(923
[~

Ann. Ec. Norm. (3), XXIV. — StpTeMpRE 1907.
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4 des forces extérieures, on peut conclure que le systeme ne devra
pas &tre sujet & aucune tension intéricure. Mais, si le corps occupe
un espace multiplement connexe, la déformation régulicre pourra
coexister avec une polydromie des déplacements et alors le corps
pourra étre dans un état de tension, méme s’il n’est pas sujet a des
forces extérieures.

(Vest par la qu’on tire Ie théoréme que nous avons ¢énoncé & I'Ar-
ticle T.

7. On peut déduire facilement de ce théoréme un corollaire inté-
ressant :

Lorsque ['on connait les forces extéricures qui agissent sur un corps
dlastique, la déformation est individualisée si Uespace occupd par le corps
est simplement connexe; mais elle n’est pas determinde si le méme espace
est multiplement connexe a moins gu’on ne sache, a priori, que le systéme
peut ére ramenc a Uétat naturel par des deplacements finis, continus et
monodromes.

La démonstration de ce corollaire découle immeédiatement de celle
du théortme que 'on vient de rappeler.

Done la théorie mathématique de Pélasticite doit étre modifiée
dans le cas des corps qui occupent des espaces multiplement con-
nexes, car ¢etle théorie est enticrement appuyée sur le fait général
que les forces extéricures déterminent la déformation du corps. Voila
Pintérét de la proposition que nous venons d’énoncer. La théorie or-
dinaire reste la méme dans le cas des corps qui occupent des espaces
simplement connexes, ou méme quand on sait, a priori, que le sys-
téme peut étre ramené i I'état naturel par le moyen de déplacements
monodromes.

8. Il est facile de tirer des formules (1), (I'), (I”) la nature des
discontinuités que présentent les déplacements u, ¢, w, suivant les
coupures qui rendent Fespace occupé par le corps simplement con-
nexe. Appelons w,, ¢,, w, les valeurs d'un ¢oté de ces sections, ug,
vg, g les valeurs de autre ¢oté ¢t posons

ug— uy=1U, vp—va=V, g 1wy == W,
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En indiquant par 4, m, n, p, g, r six quantités constantes suivant
chaque scction, nous avons

My U=l+ry—qs, V=m+ps—ra, W=n-+qge—py,

comme M. Weingarten avait trouvé d’une autre facon.

Dans le cas, done, d’un corps multiplement connexe & chacune des
coupures qui servent i réduire espace simplement connexe, on peut
faire correspondre six constantes qui individualisent la polydromic
des déplacements caleculés par les formules (1), (1), (17).

Ces constantes, par analogic & ce que Uon fait dans la théorie des
fonctions, peuvent s’appeler les siz constantes de chaque coupure.

La proposition fondamentale de la théorie de I'¢lasticité doit
s"énoncer alors dans les termes suivants :

St un corps clastique occupe un espace multiplement connexe et si sa
déformation est régulicre, celle-ci sera détermince par les forces exte-
ricures et par les sixz constantes relatives a chacune des coupures qui
servent « réduire Uespace simplement connexe.

I11.
Eaxemple 1.

I. Posons

g Pty B e e gy )3
P Sy s (@ ), =y
G s
-+ ;—l()g(:(:’ ‘*‘.)’2), ‘(31:—7'}",5-: ‘*“,}’27
zy
- ool pt e 2 o= (g Lo
Vs == 7log(z - y*), 712 3("’*‘(")'7;2_}“‘),1

olte, B, y sont des quantités constantes.

Il est facile de vérilier que les équations (1) de de Saint-Venant
sont satisfaites. Ces fonctions n’ont d’autres singularités que pour
x =y =0, ¢'est-a-dire suivant I’axe coordonné z.

lin excluant done ce lieu singulier par un cylindre ayant pour axe =,
dans tout 'espace restant, ces quantités pourront étre interprétées
comme les caractéristiques d'une déformation régulitre T.
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On calcule facilement les composantes «, ¢, w des déplacements
correspondants. Elles seront données (& moins d’un déplacement
rigide arbitraire) par les formules

p— rare li ,,.-:Y lrj l o f 2
= ayarclang™ -+ -~ og (x4 y?),

P ‘ ¥ 5 o
(2) ¢ m— gz arclang = -+ g— y log (a4 y*?),
x )
( = 73 log(a? - y*).

Les fonctions u et ¢ sont polydromes et axe de diramation est
I"axe z.

2. Cela pos¢, imaginons un corps isotrope homogene G qui oceupe
un espace S limité par deux eylindres de révolution o, et 5, qui ont
pour axe z et dont les rayons sont R, et R, et par deux plans normaux
a I'axe z. Si 'on suppose nulles les forces extéricures, les équations
indéfinies de Péquilibre,

\

(A (L K)o (00 08 o

KA+ (L - K) T J ()5) o,
. . J [du e R

3 / I 2o . e Y e (R T S -

(3) A - (L l\)l)_)’ (l).l: | dy )= 0,
. o0 [du e v

K A%y - (L - K .i_. (.- i A =R

! Wt (L )(): \ { oy "oz !

seront satisfaites par les fonctions (2) quand est vérifice I'équation
Ko (Lt 2K)f - (L K)y == o,

qui, & son tour, sera satisfaite en prenant

K
1m0 BEmepnnye
Le caleul des forces extérieures agissant sur la surface ne présente
pas de difficultés. Sur la surface o, nous trouvons une tension uni-
forme normale & 7, dirigée vers I'intéricur de la masse, donnée par

- 2K :
Jgfxd([4+K)<l~i— m logli,)
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ct de méme sur s, une tension normale uniforme et dirigée vers I'in-
térieur de la masse, donnée par

. . 2K \
Py, = (L + K) <x + g 108 ),

tandis que sur les deux bases normales 4 z nous trouvons les tensions
normales dirigées toujours vers U'intérieur

el

m(L'}—BK'{’Z]\lOg‘I‘)

i —
ott r désigne la distance de 'axe z.

3. Imaginons maintenant un corps fictif de méme nature que le
corps G et qui occupe le méme espace, mais qui se trouve i 'état
naturel. Sans lui dter la connexion, sollicitons-le moyennant les forces
T,. T, et T, agissant sur les surfaces latérales et sur les bases. Indi-
quons avee ', ¢, &' les composantes correspondantes du déplace-
ment. Celles-ci seront des fonetions finies, continues et monodromes,

el, si nous prenons

VAL S & log(x*-- y*) l —

" - 14
W mmm o - W O i
x 2 L42K

yare ltang

1 K '
—zare lang'Z ~ ST oKY log(x"’—i—y’)J — ¢/,

O L 4

I e e AL

nous obtenons un systeme de déplacements du corps G qui ne sont
pas zéro et sont différents d'un déplacement rigide. Aux déplace-
ments «’, ¢, w” correspond une déformation différente de zéro et
réguliére et par conséquence une tension intérieure; mais les forces
extérieures sont nulles. Si nous indiquons avee y; les caractéris-
tiques de la déformation I correspondante aux déplacements o/, ¢, o,
celles de la déformation I' correspondante & u”, ¢”, w” sont

e !
Vis= Vis™ 7 is

4. Les fonctions u”, ¢” sont polydromes ainsi que u, ¢, et elles ont
pour axe de polydromic I'axe z. Appelons ug, ¢, w, les valeurs
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de w’, ¢, w” dans un point situ¢ sur le plan zz du coté positif de
I’axe @. Partant de ce point, parcourons un cycle autour de I'axe s ¢f
prenons les valeurs successives de «”, ¢, " qui se suivent avee conti-
nuité. Indiquons avec uj, ¢, wy les valeurs par lesquelles on revient
au point de départ, nous aurons

" "o o A N “u K
U — Uy =0, Vg — Pa= — 222, Wiy — vy == 0.

5. Il s’ensuit que, si « est positif, I'état de déformation régulivre 1™
du corps peut s’obtenir en prenant le corps qui occupe dans I'étal
naturel le cylindre creux précédemment considéré, eny faisant ensuite
une coupure suivant le plan 2z du coté positif de Paxe 2 e, enfin, en
placant entre les deux parois de la coupure une couche tres mincee dont
I'épaisseur varie proportionnellement a la distance de 'axe.

Si @ est négatif, pour obtenir Pétat de tension correspondant, it faut,
au conlraire, supprimer suivant le plan @z du ¢oté des a positives une
tranche trés mince, dont 'épaisseur varie proportionnellement i la
distance de 'axe, et souder ensuite les deux surfaces de la fente.

Lxemple 1M,

6. Posons

Y1170, Y2252 0, YZTE=ER
a.r ay
723 = 72“:_7’ sy ";:—2-;:_5/; ) 712 7T 0.
Les équations (IT) de de Saint-Venant sont satisfaites et les précé-
dentes fonctions n’ont d’autre singularité que suivant 'axe s.
Les déplacements correspondants seront (i moins d'un déplacement
rigide)

Y

(4) «=0, g == o, W= g are lang £

w résulte done polydrome et a pour axe de diramation I'axe z.
Imaginons un corps homogéne ct isotrope qui occupe le méme es-

pace formé par le cylindre creux S, comme dans Uexcmple précédent.

Les déplacements (4) satisfont les équations (3) et les forces extoé-
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rieures agissant sur les surfaces latérales o, et o, deviennent nulles,
tandis que celles agissant sur les bases ont respectivement pour com-

3 I I
posantes sur 'une d’elles

aKy aKx .
4 w-——"‘m’ Ym—-m: Ly==o,
sur 'autre
o oKy o aKx gr
Ay == T‘::—y—_:’ » == m’ Ziy== 0.

Prenons maintenant un corps ficif de la méme substance & I'état
naturcl, qui occupe le eylindre creux S et sans supprimer la connexion
assujetlissons-le aux forees de torsion precédentes qui agissent sur les
deux hases.

Appelons ', ¢, " les déplacements qui en dérivent. Ceux-ci sont
des fonetions finies, continues el monodromes et, si Pon pose

e e ey —

a ces déplacements correspond un état de tension intéricure du corps,
tandis que toutes les forces extérieures sont nulles. La déformation
sera ¢videmment réguliere.

7. I est facile de voir comment peutse produire cet état de tension.
On prend le corps a 'étal naturel qui occupe Pespace renfermé dans
le eylindre creux S, on le coupe suivant le plan as du coté positil de
Taxe z, on fait ensuite glisser légérement les deux surfaces de la cou-
pure lane par rapport a Pautre parallélement a axe 5 de manitre que
le eylindre prenne une forme légerement hélicoidale. Cela fait, on
soude les deux parties 'une & Paulre selon les points qui se trouvent
en face.

Les deux bases acquierent ainsi une dentelure suivant le plan 2z du
cole des 2 positives; mais elle est infiniment petite e(, sans déranger
les conditions du systeme, nous pouvons imaginer de la supprimer
en aplanissant les bases mémes.
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NOTE AU CHAPITRE I.

Cesaro a donné une démonstration (*) trés simple des formules (1),
(1), (I"). La voici :
Soient u, ¢, & les composantes du déplacement du point (2, y, 5) e

Jdu Je sy
(I) a.__:)——-’_; /)».,,———)-/7 C = 5—5,

. 1(()(&) 0p o 1 due I oy /o 1 f,)f_' N i)_’f
() /= 2 ;)7 +a—z- ’ 5= %\0s oz ) Ta\de Oy

\

Nous supposerons que &, b, ¢, f, g, kel leurs dérivées premicres ef
secondes soient des fonctions finies, continues et monodromes.

Ces conditions peavent n’éltre pas vériliées par w, ¢, s ¢l par les
composantes de la rotation

(3) _Lfdw dy I («)u O P (()v _Ju
’ P=3 dy — ds)’ =75 Js  dx)’ e l\de  dy)

Pour caleuler « dans un point M quelconque partons de la formule

W du du
w o, -|~./ <().1}' . -|- ;)yr{} - 0 (L.),

u, ctant la valewr de w dans un point arbitraire M,, et 'intégrale ¢tant
étendue & une ligne qui va du point M, au point M.
Done
== u, -}-f( adr -+ hdy g dz) - / (qds —rdy).
Pour faire paraitre dans la seconde intégrale les caractéristiques de
la déformation nous pourrons écrire

[as—rapy= [1raty—y)—ad(s, - 2]

= qo (31— %) “‘"o(.}’xm}’u)~+—f[_'(zl~«s)d//~« (yy—y)dr].

(1) Comptes rendus de la R. Accademia delle Science fisiche ¢ matematiche de Naples,
juillet et a0l 1906.
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Or

dq __da  Idg dr oh da dg __ oh  If

95 =95 T os 9% dr " dy  dy—oz oy

dar suile
(©)) == Uy = (Iu(:'l — Sy) -~ "n(,}'l’“ yu) -i—f(id%' -+ d,)’ —l—C(l:),

ou

. ) i Jet )y
E=ma+(yi—y) <:7(; - 7)‘,‘) + (5 2) <:7(3( N ;7%)

== /i - ()1 —.)’) (()/’ ()/)) -+ (51 - 3) ((—)/l — Q‘C>;

Dy dx Jds  dx

dg  df" dg  de’

¢ =) (G 50) + 2 (5 = 55

Les formules (5) et les formules analogues qui donnent ¢ et o
coincident avee les formules (1), (1), (1) da Chapitre I, mais les
formules (5) ont une forme plus simple et plus symétrique.

Cesaro, dans son Mémoire, ¢tend les formules et Tes théoreémes que
je viens de donmer dans le Chapitre T au cas d’un espace non eucli-
dien.

e 4.6 9

CHAPITRE II.
LES DISTORSIONS.

I.

I. Dans le Chapitre précédent Pai montré que les corps clastiques
oceupant des espaces plusieurs fois connexes peuvent se trouver
dans des états dequilibre bien différents de ceux qu’on a quand les
corps ¢lastiques occupent des espaces simplement connexes. Dans
ces nouveaux états d’equilibre on a une déformation intéricure régu-
likre du corps, sans toutefois que celui-ci soit sollicité par des forces
extéricures.

Imaginons qu’on méne les coupures qui rendent simplement con-

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. —— Sgp1eMere 1507. 53
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nexe I'espace occupé par le corps. A chacune d’elles correspondent
six constantes que nous avons appelées les constantes de la coupure.
Il est facile d’établir la signification mécanique de ces constantes au
moyen des formules (1) du Chapitre précédent.

En effet, exécutons matériellement les coupures suivant lesdites
sections el laissons le corps reprendre son ¢tat naturel. Si, en repre-
nant cet état, certaines parties du corps viennent & se superposer
entre elles, supprimons les parties excédentes. Alorsles formules (1)
déja rappelées nous montrent que les parcelles placées des deux cotés
d’une méme section et qui, avant la coupure, étaient en contact
subissent, par le fait méme de la coupure, un déplacement résultant
d’une translation et d’une rotation égales pour tous les couples de
parcelles adjacentes & une méme section.

En prenant Porigine pour centre de réduction, les trois compo-
santes de la translation et les trois composantes de la rotation, sui-
vant les axes coordonnés, sont les six caracléristiques de la coupure.

Réciproquement, si le corps ¢lastique multiplement connexe est
pris & I'état naturel, on pourra, pour I'amener i I'é¢lat de tension,
exéeuter opération inverse, ¢’est-i-dire le sectionner alin de le rendre
simplement connexe, déplacer ensuite Ies deux parties de chaque cou-
pure, 'une par rapport a autre, de mani¢re que les déplacements
relatifs des différents couples de parcelles (qui adhéraient entre elles
et que la coupure a séparces) soient résultantes des translations et des
rotations égales; rétablir enfin la connexion et la continuité suivant
chaque coupure, en retranchant ou en ajoutant la matiécre nécessaire
et en ressoudant les parties entre elles. L'ensemble de ces opérations
relatives & chaque coupure peut sappeler une distorsion du corps et
les six constantes de chaque coupure peuvent s’appeler les caracte-
ristiques de la distorsion.

Dans un corps élastique multiplement connexe, dont la déforma-
tion est réguliére et qui a subi un certain nombre de distorsions,
inspection de la déformation ne peat en aucune manicre révéler les
endroits ou les coupures et les distorsions qui s’ensuivent se sont
produites, et cela en vertu de la régularité elle-méme. On peut dire
en outre que les six caractéristiques de chaque distorsion ne sont
pas des éléments dépendant du lieu ol la coupure a été exécutée.
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En effet, le méme procédé quinous a servi a établir les formules (111)
prouve que, sil’on prend dansle corps deux coupures qu’on peut trans-
former'une dans 'autre par une déformation continue, les constantes
relatives & 'une des coupures sont égales aux constantes relatives i
Pautre.

II's’ensuil que les cavactéristiques d’une distorsion ne sont pas des
¢léments spécifiques de chaque coupure, mais qu’elles dépendent
exclusivement de la nature géométrique de Pespace occupé par le
corps et de la déformation régulicre & laquelle il est assujetti.

Le nombre des distorsions indépendantes auxquelles un corps ¢las-
tique peut étre soumis est ¢videmment égal & Pordre de la connexion
de Pespace oceupé par le corps moins 1.

En conformité de ce que nous ayons trouvé, deux coupures qu’on
peut par une déformation continue transformer 'une dans Pautre
slappellent dquivalentes. Nous dirons aussi qu’une distorsion  est
connue quand les caractéristiques et la coupure relative ou une autre
coupure ¢quivalente seront données.

2. Gela posé, deux questions se présentent naturellement, o sa-
voir :

1 A des distorsions arbitrairement choisies correspondra-t-il tou-
jours un état ’équilibre et une déformation réguliere du corps si 'on
suppose nulles les actions extéricures?

20 Les distorsions ¢tant connues, quel est cet ¢tat de déformation?

Pour relier ces problémes & d'autres déja connus nous démontre-
rons le théoréme suivant :

St dans chague corps clastique isotrope plusieurs fois connexe on prend
un ensemble arbitraire de distorsions, on pourra calculer un nombre (nfini
de dé formations régulicres du corps qui correspondent d ces distorsions el
qui sont équilibrées par des forces extéricures superficielles (que nous
indiquons avec T') ayant la résultante nulle et le moment nul par rapport
a un axe quelconque.

Dés lors, pour reconnaitre si dans un corps isotrope les distorsions

données correspondent & un état d’équilibre, les forces extérieures
¢tant nulles, il suffira de voir si les forces extérieures T changées de
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signe et appliquées au contour du corps, quand celui-ci n’est sujet
4 aucune distorsion, déterminent un état de déformation réguliere
équilibrant les forces elles-mémes. Si 'on peut caleuler effectivement
cet état de déformation, le probleme concernant I'équilibre du corps
soumis aux distorsions données sera résolu.

En effet, appelons T' la déformation relative aux distorsions données
et aux forces extéricures T trouvées, qui agissent sur la surface, et IV
la déformation déterminée par ces forces extérieures changées de
signe quand le corps ne subit aucune distorsion. La déformation 1
qui résulte de T' et T' correspondra aux distorsions données ¢t aux
forces extérieures nulles.

Les questions sont ainsi ramencées & voir si la déformation I existe
et & la trouver. Elles se réduisent done i des problemes d'élasticité
ot les distorsions ne paraissent pas, c’est-a-dire 4 des problemes
ordinaires d’élasticité.

Mais les forces extéricures T, agissant sur la surface, en vertu du
théoreme énoncé sont telles que si le corps est rigide elles s ¢qui-
[ibrent; il s’ensuit qu’elles salisfont aux conditions fondamentales
nécessaires pour existence de la déformation 17,

Or tout dernierement on a beaucoup avancé par des méthodes
nouvelles dans I'étude du théoreme d’existence pour les questions
d’élasticite, ¢’est pourquot on peut dire que, saufl certaines conditions
relatives & la forme géométrique de Uespace oceupé par le corps élas-
tique (econditions que nous ne préciserons pas ici), 1V et I' existeront
Loujours.

Ces réserves faites, on pourra done répondre aflirmativement i la
premicre question dans le cas des corps isotropes.

La seconde question posée est relative au eas oit le corps n’est pas
sujet aux actions extéricures; mais elle peut se généraliser et 'on
peut supposer les distorsions données et le corps sollicite par des
forces extéricures déterminées. Alors, si le corps est isotrope, il suflif
pour la résolution du probléme de superposer & la déformation I’
déterminée par les distorsions et par les forees extérieures T, la dé-
formation déterminée par les forces extérieures données et par les
forces extérieures — T qui agissent sur la surface dans hypothese
que les distorsions manquent.
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Le théoréme énoncé sert d’une certaine facon i éliminer les distor-
sions dans tous les cas d’isotropie, en y substituant des forees exte-
ricures superficielles, et ¢’est pour cette raison qu’il rapporte les
questions qui se rattachent aux distorsions & des questions ordinaires
(élasticite.

Sile corps est anisotrope on voit facilement que 'état de déforma-
tion T' est équilibré par des forces extéricures agissant sur la surface
et par des forces extéricures agissant sur intéricur du corps. 11 est
done facile, méme dans ce cas, d’éliminer les distorsions et de rap-
porter les différentes questions qui peuvent se présenter aux pro-
blemes ordinaires de Uéquilibre des corps élastiques.

[article 1T est consacré a la démonstration du théoréme ci-dessus
énoncé ot article TIHa Pexamen d'un cas particulier.

I1.

I. Pour démontrer le théoreme énoned & Particle précedent il faut
avant tout établir certaines formules préliminairves ().
En désignant par r la distance entre deux points (2, y, z) et (%, 7, ()

posons avee Somigliana (*):

1 o 0*r . a O*r L o« Jr
R A e Suray MT 0w
B o J)'r L1 dtr o o Jrr
A 17 A vk N Tk
) o dir o o 0 Lo wdtr
A A E) A R 27 1A ) o

v £

Les précédentes fonctions n’ont d’autre singularité que pour 2 = %,
y =1, 5=={ elsont symétriques par rapport aux couples de variables

. .
x5y 5 G

LK e
- e chaque groupe de (rois fonetions wg, o, w, vérilie
L= a K ‘ : )

dans tout Uespace (exeepté le lien singulier rappelé plus haut) les

Sl [/ At

(1) JFai exposé ces formules pour la premiére fois & Pise dans mes Legons sur la théorie
de Uélasticité, 18g2; elles ont ddja 616 citées par M. le professeur Lauricella dans sa dis-
sertation ( Ann. Scuola norm. di Pisa, 1894).

(2) Annali di Matemat., »¢ série, 1. XVIL
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¢quations diflérentielles (3) du chapitre précédent et celles qu’on en
peut tirer en y substituant &, v, {4 @, y, 5. Alors u,, ¢, w; peuvent
étre regardés comme les composantes des déplacements des points
d’un milieu ¢lastique isotrope ethomogéne non sujet aux forces exté-
ricures appliquées sur Pintéricar du milieu, soit qu’on considére ces
composantes comme fonctions de 2, ¥, 5 ou de &, 7, C.

Prenons un élément de surface dX passant par le point &, v, ¢, dont
la normale soit n. Désignons par Xy, Yy, Zg les composantes de la ten-
sion unitaire (correspondante aux déplacements wug, o5, w,) qui est
exercée suivant X, par la région du milieu élastique placée du coté
d’ott sort la normale r sur fa région placée du coté ou entre la méme
normale.

Le caleul de Xy, Yy, Zg ne présente aucune difficulté. Siomaintenant
iy, 940 2, sont des intégrales des ¢quations differentielles (3) du
Chapitre précédent, régulicres dans le domaine S limité par une sur-
face B, et si X,, Y. Z, sont les composantes de la tension correspon-
dante, agissant sur la surface, les formules de Somigliana donnent :

I

' > r, J ! ' ’ 7] ’ .
(1) mﬁ(xoui‘l" Yooy =Zgsv;) dX - K’&"K‘[‘(Xluo%“l"n*‘ Lywy) dX = ty(y 1, 3),

. I . . . ! . , . .
(1) 4/(,\“ tty-t= Yooy =Ly vy X - K /(L\guu Yt L) dX o (e, y, 7),
W ATy

4K, ik
1 " . , [ - , . o
" hmK /(Xn ty Y 0yt Ly ovy ) 24 =K /('\"‘ Wyt Yy vy b Lyovy ) elZ== gy (o, ), 3),
Jw amh /s

en supposant que le point 2, y, = soil intéricur au domaine S et %, 1,
représentent les coordonnées des points de la surface ¥. Dans le
caleul de Xy, Yy, Z; on doit supposer que la normale est dirigée de
Pextéricur 4 l'intéricur du domaine S.

Au contraire, sile pointa, y, 5 est extéricur au domaine, les se-
conds membres des équations préciédentes sont nuls.

2. Posons maintenant dans les formules précédentes
(2)  wy=l-++ry—qs, Co== M P35 ra, Wy e — Py,

ottty m, n, p, q, rsont des quantités constantes. Les ¢quations (3) da
Chapitre précedent seront satisfaites et X,, Y,, Z, résulteront nulles.
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Il arrivera alors que les intégrales

U —= K /E(Xiuo—%— Yi9y+ Zyovy) dX,

; X
[ A— 'S 1Y N \
\ NHL(\21L0+ Y, 00+ Zyivy) dX,
. .
e E R . Yy ’ v
W — m‘/}j(xnuoq— Y, 00 Ziy1vy) dX
serontrespectivement égales & [+ry —qz, m—+ ps —ra, n+qx — py
si le point 2, y, 5 est intérieur a I'espace S et seront nulles si le
point est extérieur (*). Enfin on voit tout de suite, qu'en calculant

AT v _p oW

J =T Ay = Lo, s | P
oV oW . oW Uy U _ oV .
Js dy de  gs P Dy or oW

les quantités g seront nulles soit que @, y, 5 soit intéricur ou exteé-
ricur & Pespace S.

Nous pouvons donc conclure que les intégrales U, V, W sont dis-
continues en traversant la surface ¥, tandis que les fonetions I'yn’ont
pas de discontinuités. En appelant U, V,, W, les valeurs de U, V, W
suivant X du e¢oté intéricur et U, V,, W, leurs valeurs du edté exte-
ricur, nous avons

Uy Uy ol -ry—yqz,
Vi =V, =m-~~ps—rz,
Wi W,=n --qgx— py.
3. Celaposé, partageons la surface X en deux parties o et o’ el posons:
.
U == e Xty Yy 0o 71y do
/]Tth '/G( 150 1Yo 1 0) ’
I ! : /
3 ¢ e Xotty=+ Yovo4 Lywy)do
(3) |ﬁh.,/7( 2y 2% 2w, do,

1 .
oo m‘[;( Xy tty-t- Yy00-t-Lysv,) do s

(') En 6galant dans les deux membres des équalions préeédentes les coofficients de /,
m, ny py ¢y ron trouve des relations intégrales analogues aux formules de Gauss dans la
théorie du potenticl. Cf. le Mémoire cité de M. Lauricella, Chap. III, § 3.



424 VITO VOLTERRA.

el
, ly
u = E—F—Kf(Xluo—i—- Y, 00+ Zyowp) do’,
(1S N
! . .
(3) ¢ = o [ (Xuwy+ Yavgor fawe) d
1T o

I ,
W= — Xowy+ Yy0,+ Lyovy) da'.
T (G Vit Zym)

Il est facile de voir que w, ¢, w; «', ¢, &' jouissent des propriélés
suivantes :

1 Dans tous les points de espace, excepté la surface o, les fone-
tions w, ¢, & sont finies, continues, monodromes, ayant des dérivées
d'ordre quelconques

2? Les fonctions w, ¢, o satisfont les équations (3) du Chapitre pré-
cedent, exceple lasurface 5. On peut done les regarder comme les
composantes des déplacements d’an milieu ¢lastique isotrope homo-
géne, non sujel aux forees extérieures;

304, ¢, w' jouissent des mémes proprielés que w, ¢, 0 si g’ esl
substituée i o

4 Enlin nous aurons

U o, Vi oo, W g,

Or «, ¢, w' sont continues suivant ¢ tandis que U, V, W sont
discontinues, done «, ¢, s auront suivant = la méme discontinuite
que U, V, Wo Caleulons maintenant

du 7 sy
ge ay 05 T
dvdw dwdu Ju Je
s wE gy T G Pas T gy Mg T e
du' oy’ , o’ ,
g Jy = e s T
v’ " ow' S I
oz ay Tl e Tgs The gy gz e

Nous aurons
Vrst Yrs == Lpg= 0.
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Mais les fonctions v, se conservent régulicres () en traversant la
surface o (exceplé tout au plus le contour de o), doncles fonetions v,
jouiront aussi de la méme propric¢(e.

En substitnant dans les formules (3) & «,, ¢4, w, les valeurs (2) et
en ordonnant les sceonds membres relativement a/, m, a, P» ¢, rs On
arrive au théoréme suivant :

Soit donnée une surface . Posons

1 . 1 I '
AN = [X- lz AT [\" lz, A pu— i
1 /|T!|§‘/o, 149, i [;’EKLG i 8 L”:l\.’q/,f/f',
I;‘F’:_L_['Y_-rz- Iz, Bt (X o, BY= [ X,—iY
il /lﬁl‘..q(g i 17.) o, (v /]T;'l\ q(, i— (X)) da, i3 /lﬁl\p,‘-(”-\l d

S == NP = AT e -1 AT e 1= BP p = BT g <= B -,
¢ = AT = AT A= AT -+ BT p - By - B,

(7 7 AT 2T 2T G
e ATV AT e - AT =B p - B g - BT

[, m, n, p,q, réant des quantites arbitraires. On peut regarder w, ¢, v
comme les composantes du deplacement d’un miliea clastique indefini.
solrope el homogene, et a déformation régulicre dans tout Uespace
exceptd toul au plus le contowr Vi de 5. Ce milicu est sousirait ava forces
exicéricures el est en équilibre ; en méme temps les déplacements u, ¢,
sont discontinus suivant o. Ces discontinulés sont individualisées par les

cquations
Ui—tg== L 4-ry —-qs,

) A P /T S R A N

[yt gy,

Ol Uy 0,5 39, désignent les valeurs de w, ¢, s du coté doi sort la normale
alasurface 5 et up, ¢, w; les valeurs du coté ot la méme normale entre.

On tire de cette proposition que, en partant des caractéristiques de
la déformation précedente et en caleulant au moyen des formules (1),
(1), (1") du chapitre préecédent, les quantités w, ¢, w0, celles-ci résul-
teront polydromes quand la surface o sera ouverte. La ligne ou les

(1) Foir la Note cilée, Art. I, § 3.
Ann. Ee. Norm., (3) XXIV. — Sepreserg 1907

T
Z~
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lignes de diramation seront formées du contour L de o el la poly-
dromie sera individualisée par les formules (4).

4. Supposons maintenant un corps S, n -1 fois connexe. Menons
n coupures qui Ie rendent simplement connexe.

Appelons oy, oy, ..., o, les nsurfaces formées desdites coupures
prolongées de quelque facon que ce soit en dehors de S, Posons :

u = S (AL = AT = AT i+ B pe= B g -+= BPP re),
;
1

n
(1) ¢ ::Z( ATl 4= AT my 1= N+ BYP pi- B g~ B ),
[
1

n
v ::E (ATl = AT = A = BEY pi= B2 g - BT ),
1 4
o du L o dw
= Y 7227 ’).}"7 7 )z’
de dw _ow G Jdv

e R A Ll V- FER AL I ¥

00ty myy gy pry g re sont des constantes arbitraires; la déformation
Pe (ot Yoo Your Yoas Yoo Yoe) sera régalicre au dedans de S el corres-
pondraa des distorsions arbitraires faites suivant lesdites coupures.

Si Pon caleule les forces extéricures agissant sur Pintérieur du
corps, on {rouve quelles sont nulles, mais en général les forees agis-
sant sur le contour du corps S ne seront pas nulles, Or Je corps esl
en équilibre, ¢’est pourquoi ces forces doivent avoir leur résultante
nulle et leur moment nul relativement & un axe queleonque.

Le théortme énoneé a Particle Test done démontreé.

J.

I. Soit une surface o simplement connexe et finie située dans le
plan s ¢l qui ne rencontre pas Paxe z. Pendant que le plan @z
tourne, autour de z, supposons que 5 se déforme et se déplace dans
le plan d’une maniére quelconque sans jamais rencontrer z, mais sup-
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posons que, aprésun tour complet, elle revienne sur sa configuration
primitive. Par ce mouvement, aire o engendre un solide annulaire
deux fois connexe enchaine a Paxe z. Soit-il rempli de matiére ¢las-
tique isotrope et homogtne. Assujeltissons-le a la distorsion la plus
générale suivant une coupure formée par un plan passant par z ¢t ¢tu-
dions la déformation de ce corps.

2. On sait que les intégrales des équations (3) du Ghapitre pre-
cident doivent ¢tre des fonctions bi-harmoniques, ¢’est-i-dire doivent
satisfaire la double équation de Laplace A*A* = o.

Or, sid, m, n, p, g, rsont des constantes arbitraires, les fonetions

L ({ —qgs 4+ ry)are l;mg’%:

9T

I :

e (- - p ) are lang 5)—/’
2T s
: ( l 4
ce Q0= Py e ) ave lang S-
ol Py - ga)are lang -

sonl bi-harmoniques et elles ont la polvdromie correspondant i une
distorsion ayant pour caractéristiques [, m, n, p, q, r.

Mais les fonctions précédentes ne satisfont pas les ¢quations inde-
[inies de élasticite dans le cas de Pisotropie.

Prenons done

I . Y -
= ;‘—E(l —qs -k ryjarctang = 2,
I . Y
¢ e (- p3) are tang = -,
e

2T
I Y

W= = (n —py~qa) arc lungf; -+ v,
et déterminons les fonctions monodromes A, p, v de maniére que les
expressions de «, ¢, o0 ainsi obtenues satisfassent les équations (3).

Posons :

L= (ax 40y -+cs5 --e) log(x*+ y*),
g a 4- 0y - ¢'s -+ ¢ ) log (x4 y?),
vz (@ 0"y - s =) log (2 4= 7).

Les constantes a, b, e, e; «, 0, ¢, ¢ 5 a’, b, ¢, ¢ sc caleulent faci-
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lement et 'on trouve

I y 1 AL S PO )
U= [(l — g3 + ry)arc lang = + ;'(——nz—/u 7K .z.)lor,(.x +y )~]7
J— I i . - > ‘ ‘«r'y — (] ,‘K_ /\ o pt g h
(1) ¢ == L(/n—/x—}—pa) mcmnn;—f— ;( l—qz L‘{‘“\;l))lom(.a -y )»l,
= [(n — py +qax)arc lungz -+ l(1).'1r-+—r/y) log (x4 y*) ’
2T cE 2 .

Il est facile de reconnaitre que la déformation correspondante est
régulitre et qu’on peut obtenir aisément les (ensions agissan( sur la
surface.

Done, pour le corps en question, on peut caleuler fa déformation I
et les forces T de Particle I, quelle que soit Ta distorsion a laquelle Te
corps ait ¢Le assujelli.

3. Les formules que nous avons données & Particle T du Chapitre
precedent ont été déduites comme un cas particulier des preeédentes
expressions. Kn effet les formules (2) da Chapitee cité s’obtiennent

quand y =0 en prenant
l==mz==n—p-—g-o, ron AT,
et les Tormules (4) du méme chapitre en posant

l=m=p=—qg=—=r=o, o AT

i 3 e

CHAPITRE TII.

LES EFFORTS.

I

1. Dans les Chapitres précédents jai montré que les lois de 'équi-
libre des corps solides élastiques occupant des espaces plusieurs
fois connexes (cycliques) sont bien différentes de celles des solides
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¢lastiques occupant des espaces simplement connexes (acycliques)
pourva qu’on admette dans les deux cas les déformations régu-
licres.

En elfet, silespace occupé par le solide est eyelique, on peut déter-
miner un état de tension dans le corps méme & défaut de forces exté-
ricures en Passujettissant i des distorsions. Mais il n’en est pas de
méme quand le corps occupe un espace acyclique. Clest pourquoi,
dans e cas d'un corps ¢lastique occupant un espace cyelique, nous
aurons i résoudre une série de problemes nouveaux trés intéressan(s
(qui ne se présentent pas dans Pautre cas et qui consistent a caleuler
les états de tension des corps dus a des distorsions données.

Pouar faciliter la résolution de ces problemes nous exposerons brie-
vement dans ee Chapitre quelques considérations générales qui per-
mettront de les transformer facilement. '

2. Caleulons tout d’abord Pénergiec d’un solide ¢lastique soumis &
des distorsions donndes.

Représentons par £y, Los, by, Ly, Gy, £y les caracléristiques de la
tension d'un solide ¢lastique déformeé (le stress selon la dénomination
des Anglais) et par v, Yaus Yasr Yaso Yaeo Toe les caractéristiques de
la deformation (le strain).

Sionous appelons 2 le potenticl élastique unitaire, 3 sera une
fonction homogéne du second degré des quantités v, el nous

aurons

w P 1 21 ¢
e = [V s /rss
s 7 ; rsirss
Y rs ’ 2 /

Pénergie du systéme sera done

AR N
E f::—-—/ brsyrs €4S,

S représentant Uespace occupé par le solide.
Supposons S multiplement connexe (eyclique) et la déformation
réguliere. Imaginons tracées les coupures o, g4, ..., 9, qui rendent S

simplement connexe. Au moyen de simples intégrations et en repré-
sentant par «, ¢, & les composantes des déplacements des points du
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solide ¢lastique & partir de I'état naturel, nous aurons

- ()f,l ()I,, o\ :)_/_, . ()l,._v‘_ Dy
B=2 ” +—o?)”"<ow“*of’ o;)

ai, dt, Of g
ot B )

o Jdy 03 3

1

-1——/[ (L cosna £, C0SN ) -1 L3 COSN 3) - oLy cosna - Lyy COSNY - Ly 08N 3)
2
A

= 0Ly COS N -1 Ly COS N Y A Ly eosn 3) [l
n

AN . .
+3 }J [ [ (ua— ug) (L COSYT = Ly COSY; Y == £y COS ;)

1
(g = 0p) (Lay COSYLE b Ly €OSY Y -1 Lyy COSV; F)

+ (W= 118) (L1 COSVLL -1 Ly, COSV; Y - L33 €08V, 3) | o,

olt o est le contour de S, nla normale & o dirigée vers U'intérienr de S,
v lanormale & 6,5 uy, 040 0, les valeurs de w, ¢, w sur o; du coté adja-
cent & la région ol entre v; ct ug, vg, g les valeurs de Pautre coté.

Appelons £, my, gy pi s, les six o caractéristiques de la distorsion
relative & la coupure o; el représentons par Xz Yy, Z; les composantes
de Ta tension unitaire qui sollicite chaque élément de la seetion 5.
Les forees extéricures ¢tant nulles, on aura par des intégrations par
parties :

d

DR 12 /[ b riy = @)Xt (e pis = r)Yoob (v qeae— piy)l | da;

2

{l
L
—M= -

l,/ l'(.l?,‘»l— n; / \'tla',--!< 1n; / '/,,‘([‘.T,'

g v oy

—I-p,f (Yis—Z1y)dos+ /(Z,«.I;«»X,-:)ddi- - /‘,‘/‘(X/ym--\’,-a-) dz;.
7 g

e,

St I'on pose :

Ll'::fxtll'fi, lwi:-‘/Yidﬂ',', //;1(/.1,,
7 7

| /(Y,‘z———Z,“)')cla,, Q- /(ﬁl.l X:i3) doy,

g

Ry f (Xey = Yiz) da,
L
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—
()
=

on lrouvera

2

E=

2 (Lili==Mim=- Nyng=+Piepi+ Qiqi+ Riry).
1

Désignons par sy, ., ..., 5, les 6 caractéristiques des distorsions
et par By, ..., B, les coefficients qui dans Uexpression précédente
leur correspondent. Nous aurons alors

6n

I
E—=- 2‘ E, s,
2 [

1

¢

3. Nous appellerons distorsion élémentaire la distorsion qui corres-
pond aux quantités s;== o, exceplé une qui a pour valeur 'unité.

Supposons que cette derniére soit s, et appelons By, les valeurs
correspondantes des coeflicien(s K. On reconnait immédiatement que,
si-les valeurs des caractéristiques des distorsions sont s, ..., s,
on a

Gn
oo N R«
‘(- “il S
e
1

et, par conséquent,

(3 6n

I Y O
| Dp—— : : E,'/, SiShe
2 [ L
1

14
1

4. 1l est facile d’établic la signification des quantités H; et Eg,.

A cet effet, observons que L;, M;, N; sont les composantes de la
force résultante et Py, Q; R; les composantes du couple résultant
des tensions qui agissent sur la section o; quand on prend pour centre
de réduction Vorigine des axes.

Nous pourrons done appeler les coefticients L;, My, Ny, Py, Q; Ry les
eflorts qui sollicitent la section s, ou en général nous dirons que K,
Iy, ..., By, sond les efforts correspondants a le distorsion s, s,y <. ., $4,-
La quantité Ky, s’appellera Ueflore d’ordre i, indwit par la distorsion
élémentaire d’ordre k. Plus simplement encore les coefficients Ky,
pourront s’appeler les coefficients des efforts.
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II.

1. Green a démontré, par Papplication du théoréme de Gauss, une
proposition fondamentale dans la théorie du potentiel. Parle méme
procéde, Betti a découvert un théoréme analogue pour I'¢lasticite (').
Mais, si le potenticl est polydrome, le théoréme de Green n’est pas
applicable. De méme le théoréme de Belti n’est pas applicable si les
déplacements sont polydromes. Nous allons voir cependant que, méme
dans ce cas, on peut reprendre idée fondamentale et on est amend
par la dune loi de réciprocité fort intéressante.

Envisageons deux distorsions s,, $,, ..., S, et s, s., ..., s, appli-
([Il((,s successivement i un corps é .h(lquv multiple mvnl connexe
qui n’est pas soumis a des forces extéricures. Soient v, v, les carac-
téristiques des deux déformations différentes qui s’ensuivent et w, ¢,
wi i, v, w' les composantes respectives des déplacements.

On trouve facilement

ot ¢’ rvpr(-,sm]l(e la fonction g dans l;lquvlln on a substitué les quan-
(lGs vl QUX Y,
On tire de 1a :

n
~ - , ,
Zlil (teg ~ ”,",)([11 COSV ==Ly COSY Y -t Ly COSY;3)
‘

= (g (-';q) (Lyy COSVET b Ly COSYY A= Lyy COSY,T)
! !
A= (== ) (byy COSVEL - Ly COSY Y - Ly €08,5) | do;

:::z[/ [ (ua— ug) (L), cosvpr -+ 0, cosv;y -1+ L, cosv,;3)
1
A= (0 = 08 (L COSVE -t L)y COSY; Y - Ly COSY;3)
(e = ) (L COSYL = Ly, COSY Y 4= Ly, c08Y;5) | doy,
ol les notations sont les mémes que celles déji employées dans la for-
mule (1). Done

Gn Gn

(2) ,24 | D= E; s

(V) Teoria detla clusticite ( Nuovo Cimento, 1872-1873 ).
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En conséquence nous avons le théoréme suivant :

Si dans un corps élastique mulliplement connexe deux systémes de dis-
torsions engendrent deux systémes d’efforts, la somme des produils des
eflorts du premuer systeme de distorsions par les caractéristiques du second
systéme est égale au produit des efforts du second systéme de distorsions
par les caractéristiques du premier systcéme.

2. De Pégalité (2), en tenant comple que s, §yy ..., S50, 80 S5y on ey
s, sont des quantités arbitraires, on tire

(3) Eih: Ehi’

pour toutes les valeurs des indices 7 et A. Réciproquement de ces éga-
lités découle, comme conséquence, P'équation (2). Le théoreme de
r(&«:ipr’()(:il,(a (ll]l", nous venons (l(_‘, d()llll(‘vl' l)()ll[']";l dOn(J S’(“,HOHCOY (]0 IH
maniere suivante :

L'eflort d’ordre ¢ induwit par la distorsion élémentaire d’ordre hest égal
a Ueffore d’ordre b induit par la distorsion élémentaire d ordre

~,

Par cet énoncé le théoreme prend une forme semblable au théo-
réme fondamental de Pinduction électrostatique.
Plus simplement encore le théoréme peut s’énoncer :

Les coefficients des efforts ne changent pas de valeur par une transpo-
sition des indices.

3. Etant données les nombreuses applications du théoréme de réci-
procité il ne sera pas inutile de examiner encore sous un aulre
point de vue.

Prenons deux sections quelconques o, et o, du corps élastique, les
deux sections pouvant aussi coincider.

Exéeutons tout d’abord une distorsion, consistant dans une transla-
tion relative T, suivant la direction 4,, des éléments des deux faces
de la coupure o,. Déterminons ensuite la projection S, suivant la
direction A, de la résultante des tensions qui sollicitent la section o

Exécutons enfin, au licu de la précédente distorsion, une autre (llb—
torsion qui consistera dans une translation T, suivant la direction 4,

dnn. Lic. Norne., (3), XXIV. — OQGIOBRE 1907. 55
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des ¢léments des deux faces de la coupure o, et déterminons la pro-
jection o, suivant £, de la résultante des ellorts qui sollicitent la see-
tion o,.

Le théoreme de réciprocité nous donne

8,T,=S,T,

et, par suite,
S, S,

o T
Ty

T,

¢’est-d-dire les projections des dewx efforts suivant les directions des dewx
translations sont proportionnelles wuwx valeurs des transtations elles-
mémes.

On obtient un théortme tout i fait analogue en substituant & la
translation T, la rotation T, autour de la ligne droite A, pourvu qu’on
remplace la projection S, de la résultante des tensions qui sollicitent
les ¢léments de o, par le moment de ces tensions par rapport a la
ligne droite 4,.

Enfin avee de semblables substitutions pour T, el S,, on obtient un
nouveau théoreme analogue aux deux premiers.

Ces trois propositions sont ¢quivalentes au théoreme de réciprocite
que nous avons déji énonceé de diverses manivres dans e paragraphe
précédent.

I1.

1. En vertu de Pégalité (3) on a

et, si 'on appelle ¢y, les coefticients de la forme réciproque de Iex-

pression
ul -l N
Z 2‘ Einsisn,
i h

nous pourrons exprimer d’une autre facon Uénergic du systéme
moyennant la formule

> Z
g L . B R
AL [F97% VT VY
0 Mamed n
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2. Dans le Chapitre précédent nous avons démontré que, étant
donnée une déformation d’un systéme multiplement connexe, les dis-
torsions qui correspondent i ses coupures ¢quivalentes sont égales.

Nous voulons maintenant compléter cette proposition et prouver
que les efforts qui correspondent & des coupures équivalentes sont
aussi ¢gaux.

En effet, envisageons la section o,. Par définition on peut la réduire
a une section équivalente o, au moyen d’'une déformation continue.
Pendant qu’on elfectue celte réduction la surface o, engendre un
solide S, qui constitue une partie du corps élastique S.

Le solide S; sera limité par o,, o, ct par une surface latérale o.
Nous pouvons alors imaginer S, en ¢quilibre sous la scule action des
tensions qui agissent sur o, el o,. De T résulte egalite des efforts.

On en conclut que les efforts, comme les distorsions, ne sont pas
des ¢léments spécifiques de chaque coupure, mais qu'ils dépendent
exclusivement de la nature géométrique de Pespace occupé par le
corps et de la déformation régulitre dont le corps est affecté.

Le premier probleme fondamental que nous pourrons nous proposer
dans I'¢tude des solides ¢lastiques plusieurs fois connexes sera le sui-
vant :

Les 6 ndistorsions étant donndes, determener les 6 n efforts en supposant
nulles les forces extcrieures.

Cette question revient & déterminer les coelficients des efforts.

CHAPITRE IYV.

DISTORSIONS ET EFFORTS DANS UN CORPS CYCLIQUE SYMETRIQUE.

I.

I. En partant des principes que nous avons élablis dans le Ghapitre
précédent, nous étudierons dans celui-ci un cas particulier de distor-



436 VITO VOLTERRA.

sions. Nous verrons comment ces principes nous permettent d’appro-
fondir le mécanisme des distorsions et nous révelent des faits qui sont
bien loin de ceux qu’on aurait pu prévoir, @ preord, en examinant intui

tivement la question. On atteindra le but sans recourir a I'intégration
des équations différentielles, mais & 'aide d’une discussion ¢lémen-
taire de I'expression de I'énergie d’un systéme ¢élastique qui a subi
des distorsions données.

Pour donner bricvementune idée des résultats, revenons a 'exemple
d’ot nous sommes partis au Chapitre I.

Nous avons supposé de supprimer dans un anneau une tranche tres
mince transversale qui varie en épaisseur proportionnellement i la
distance de Paxe de symétrie; ensuite, nous avons supposé de rap-
procher les deux faces de la coupure et de les souder. Le corps aban-
donné & lui-méme cesse d’étre & U'état naturel. Il prend un état de
déformation réguliere et ses ¢léments sont sollicités par des forces
¢lastiques. On peut done se demander quelles sont les aclions qui
s'exercent sur les faces soudées. Il semblerait évident qu’elles
devraient étre tendues, mais la chose n’est pas ainsi. 1l y a toujours
une partie tendue et une partie comprimée; de plus « la somme des
forces de tension est égale i la somme des forces de compression ».

Le présent Chapitre est consacré i ce théoreme et a d’autres ana-
logues qui jettent un jour inattendu sur la distribution des efforts
élastiques engendres dans les corps par les distorsions.

2. Donnons tout d’abord quelques définitions. Dans le Chapitre
précédent, nous avons exprimé 'énergie élastique d’un corps sujet i
des distorsions par la formule

Gn
| N
) E[S,',
2 {
1

oit les efforts sont représentés par B et les caractéristiques des distor-
sions par s;.. Nous appellerons W, Uefort conjugud iy la caractéristique s;
de fa distorsion.

Le centre de réduction étant choisi, la distorsion appliquée i
chaque coupure peut étre décomposée en une translation et en une
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rotation relative des ¢léments des faces de la coupure. Faisons usage
du méme centre de réduction et composons les actions qui sollicitent
les ¢léments d'une face de la méme coupure comme si elles étaient
appliquées aux points d’un systéme rigide. On trouve ainsi une force
résultante et un couple résultant. Cette force et ce couple consti-
tuent Pellort total appliqué & la section (¢/. Chap. précédent, Art. 1,
§1).

En vertu de la précédente définition, les composantes, suivant les
axes coordonnés, de la force résultante sont Ies efforts conjugués des
projections correspondantes de la translation; et les composantes du
couple résultant sont les efforts conjugués des projections correspon-
dantes de la rotation.

Si la distorsion est ¢lémentaire, une scule des caractéristiques et,
par conséquent, une scule des précédentes projections sera diffé-
rente de zéros alors la composante de la force ou la composante du
couple qui est conjuguée i celle caractéristique pourra s’appeler
Vegort conjugué a la distorsion dlémentaire.

3. Un solide de révolution peut étre engendré par la révolution
"une surface plane connexe (surface génératrice) autour d’une ligne
droite de son plan. Soit 2 Pordre de connexion de la surface généra-
trice. Si Paxe de rotation lui est extéricur, Pordre de connexion du
solide est 72 + 13 mais, si axe constitue une partie du contour de la
surface génératrice, Vordre de connexion du solide est égal & ».

Réduisons simplement connexe la surface génératrice moyennant
n — 1 coupures lin¢aires. Par la rotation, ces coupures engendrent
autant de sarfaces qui peuvent étre considérées comme des sections
du solide. Dans le sccond cas, ces sections sulfisent pour rendre le
solide simplement connexe, tandis que dans le premier cas, pour
obtenir la connexion simple, il faut faire encore une coupure trans-
versale, par exemple une coupure qui coincide avee une des positions
que lasurface génératrice prend pendant qu’elle tourne autour de Iaxe.

Cette dernicre coupure, ou toute coupure équivalente, s’appellera
de premicre espéce; chacune des autres, ou une coupure équivalente,
sappellera de seconde espece.

Soit un solide symétrique deux fois connexe : deux cas peuvent se
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présenter : 1° la surface engendrée est simplement connexe et exté-
vieure & l'axe de symdétrie; 2° la surface engendrée est deux fois
connexe et en partie limitée par 'axe de symélirie.

Pour réduire le solide simplement connexe, nous ferons dans le
premier cas une coupure de premiére espéce, et dans le second cas
une coupure de seconde espece, et nous dirons, dans le premicr cas,
que le corps est deux fois connexe de premicre espéce, ct dans le second
cas, qu’il est deux [ois connexe de scconde espéce.

II.

1. Etudions maintenant les distorsions d'un corps élastique symo-
trique deux fois connexe de premitre espece. Dans cette étude, nous
admettrons que la symétrie n’est pas sculement limitée & la forme,
mais dans 'hypothese de Panisotropie qu’elle subsiste aussi relative-
ment & la constitution du corps élastique.

Supposons que la distorsion soit exéeutée sur une coupure o faite
suivant une des positions que la surface génératrice prend dans la
rotation.

Plagons I'origine en un point de laxe de symétrie et prenons cet
axe comme axe z.

L’éncrgie du systéme sera exprimée par la formule (vodr Chap. pré-
cédent, Art. 1, 8 3)

6

6
l hl

(l) K=~ E E l‘;,‘/,-ﬁ'[.?,u
2 i : n

1

fet

ou

$y=1, Sy M, Sy== N, Sp==p, Sy of, Sg= 1

désignent les caractéristiques de la distorsion, selon les notations
employées dans le Chapitre précédent.

Cela posé, observons que, & cause de la symétrie, I'énergic du sys-
teme ne changera pas si, au lieu d’appliquer la distorsion i la section
primitive o, nous Pappliquons a4 une autre section qui forme avee la
premiére un angle 0 quelconque.

Or, les deux sections élant équivalentes, 'énergic du systéme sera
la méme, soit que nous appliquions au systéme, suivant la section =,
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la distorsion
$1 89838, 8556,

soit que nous appliquions, suivant la méme section, la distorsion

§y =5, cos0 -+ s,s8in, Sh=— s, 8in0 - s, cos?, Sy = 53,
s, =58, cos 0 -+ s;8in 0, sy =—s,8in0 -+ s; cosd, s = sq.
En d’autres termes,
1
(2) ;z 2 41/;‘ S‘/1
1 1
devra étre indépendante de 0, ¢’ est-h-dire
4
“ho .
ll) '
Mais
s’ , ds, s,
Lo A —2% =0,
o ’ L ! dl
(/s s’ s’
e gl B e —= ==o0,
" b df b Ao
done
(“‘: D) 19 w 't
0= (Biq — Bgo) 8 8y 4+ By (52 — 572) -+ By sy 55 — Eays'y 8

D A r
(B — Bgy) 8T, 8% + B (s — 532) - B8y st — Eye sl 85
’ I
+ (B — Bag) (838, 4+ 8185) -+ (Byy + Epp) (585 — 0.9
o o . . !
4 B8, 55 — Bag sy sh -+ ,E“A‘,,Ss — Ey58% 8.

Or, les quantités s, s,, i, 55, s, s, sont arbitraires; il s’ensuit que

Ej = By, B,—= Es:;; By = By, Ey=—E,
Epp=Ep=Eyu=E,; = E,=E{=E ;= Eyy=E; = Ey; = o.

Yar conséquent, expression (2) se réduira &

I P ; 9 - 4 g
]‘: P "; L E“ (S'f -+ S':) L [g;;;;":':i ~+ El‘,/,(:s',f -+ S%) -+ EgaSé
4 2By (85,4 5985) + 2By, (525, — 5155) + 2 Eyg838 ]

Prenons le plan 2z comme plan de la section o et envisageons la dis-
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torsion d’ordre 6, ¢’est-a-dire la distorsion due & une rotation rela-
tive des éléments des deux faces de la coupure o autour de I'axe =.

Il est ¢vident que la déformation du corps résultera symétrique par
rapport au plan @z et, par cons¢quent, Uellipsoide d’¢lasticité et Ia
surface directrice (') dans chaque point de o auront le plan @z pour
plan de symétrie.

En d’autres termes, les actions ¢lastiques qui s’exercent sur les ¢lé-
ments de o devront étre normales & o. En composant ces actions et
en prenant Porigine pour centre de réduction, on ne pourra obtenir
qu’une resultante normale & o (ayant la direction y) et un couple
résultant dont Paxe est parallele & o, Il s’ensuit que

By = Egyo== Eg =0,

¢’est pourquol

(3) E o= , [ By (s34 82) b Byy sk o= By, (83 - 82) = By o2

a2 By (518, 8585 ) b a By, (808, 8,85) .

De la méme manitre, envisageons la distorsion ¢lémentaire d’ordre 2,
¢ est-a-dire la distorsion due i une translation relative des éléments
des deux faces de la coupure o, parallelement i Paxe y. Lellipsoide
delasticité et Ta surface directrice résulteront symétriques par rap-
port au plan zz en chaque point de o. Cest pourquoi, a Paide d’un
raisonnement analogue & celui que nous venons de faire, on tire

By == By Byy == o,
Mais
By == By,
done

) e 4 4 P
(4)  B=—[Ei (s34 53) + Euyst+ By (574 83) -+ Boysd - 2By (55, — 5,5,)]-

Observons maintenant que le coefficient I, == B,, ne peuat pas étre
nul, autrement 'éncrgie due & une distorsion ¢lémentaire dCordre 1 ou
dordre 2 serait nulle, ce qui est absurde.

(1) Foir Cresscu, loc. cit., Chap. 1, § 6.
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Il s’ensuit que, en composant toutes les actions qui sollicitent o, en
vertu de la distorsion ¢lémentaire d’ordre 2, on doit obtenir une résul-
tante différente de zéro dont la ligne d’action rencontre Paxe z en un
point Q. En elfel, toutes ces actions sont équivalentes i la force By,
appliquée & Porigine et au couple ayant pour moment E,, et pour
axe .

Mais, si nous prenons le centre de réduction dans le point Q, nous
aurons Ii,, = o el, par suite,

(5) B S [Byy (87 7)) - Byl -k By (570 83) 4 Bgesg ]

2. Ltudions maintenant les distorsions des corps symétriques mul-
tiplement connexes de seconde espice. Supposons que les distorsions
soient appliquées & une coupure de seconde espeéce symétrique par
apport & Paxe de symeétrie du corps.

Lénergie du systéme aura toujours la forme (1) e, si nous prenons
comme axe z, Paxe de symétrie, Pexpression de celle énergie ne doit
point changer si nous faisons tourner dans leur plan les axes x, y
d"an angle 0. Done, méme dans ce cas, Pexpression (2) doit résulter
indépendante de 0 e 1 doit prendre la forme (3). Mais, en vertu de la
symétrie, Bne doit pas varier si Pon change s, en — sq, lorsqu’on sup-

eux les axes xy, Pénergic B ne variera pas, ¢’est-a-dire la quantite B
doit se conserver la méme, si Pon substitue en méme temps s, b s, el s,
a — ;. 1 en resulte que K, = o et, par conséquent, Pénergie B doit
avoir la forme (4).

Un raisonnement analogue d celui que Pon a fait dans le paragraphe
preécédent prouve qn(»,‘ en choisissant convenablement origine en un
point £, on peut rendre B,, ¢gal i zéro. Par conséquent, méme dans le
cas ot la double connexion est de seconde espéce, Pexpression de
’énergic peut se reduire i la formule (5).

Le point Q s’appellera le point central de Uaxe de symeétrie.

3. La formule (5), quand on tient compte du principe des coupures
équivalentes, renferme le théoréme suivant :

Dans un corps élastique symétrique deux [ois connexe, chaque distor-
Ann, Ec. Norm., (3), XXIV. — Ocrosrs 19o7. 56
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ston élementaire engendre le seul effort conjugue, quand on prend te
centre de réduction dans le point central de Uaxe de symétrie.

De ce theoréme découle e corollaire suivant :

Leffort total engendre par une distorsion, consistant en une transke-
tion relative des éléments des fuces de la coupure, est une force dont la
ligne d’action passe par le point central de Uaxe de symétrie.

L eflore total engendré par une distorsion, consistant en une rotation
relative des éléments des faces de la coupure awtour d’un axe passant par
le point central de Uaxe de symétrie, est un couple.

Il serait ensuite facile de démontrer que :

Si le corps élastique a un plan de symetrie normal a laxve de symetrie,
le poine central est le licw d’intersection de Uaxre de symétrie avec le plan
de symétrie.

4. HExaminons le cas ot la double connexion est de premicre espéee
et la distorsion d’ordre 6. Alors Pelfort est réduit & un couple ayant
pour axe Paxe de symétrie. Done, sinous considérons les actions
clastiques qui sollicitent ane face de la coupure, leur résultante est
nulle. De i le théoreme énoneé dans le § 1. de PArticle I 1 est facile
de compléter ce (théoréme en montrant que, par rapport & Paxe de
symétrie, le moment des forces de tension surpasse celui des forees de
compression el précisément de la quantite Hy,.

D une manitre analogue supposons que la coupure soit faite suivant
le plan 2z et considérons la distorsion d’ordre 2. Leffort induit sera
une foree normale & fa coupure dont la ligne d’action rencontrera 'axe
de symeétrie. Done, dans ce cas aussi doivent exister des ¢léments des
faces de la coupure qui sont comprimes tandis que les autres sont
tendus.

Revenant & Uexemple du paragraphe 1, nous pouvons énoncer la pro-
position suivante :

St nous supprimons dans U'anneaw (au liew d’une tranche proportion-
nelle en largeur a la distance de Uaxe de symétrie) une tranche de
largewr uniforme et s nous soudons ensuite les fuces de lu fente, quelyues
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parties de ces faces seront tendues et d’autres comprimées. Les lensions
surpasseront les pressions (et précisément de B,,), mais le moment des
premucres sera égal aw moment des secondes par rapport a Uaxe de
symétrie.

On déduit tres facilement des résultats precadents que, si Pon sup-
prime dans Fanneaw une tranche dont Iépaisseur est donnée par

Sy — Sp¥,

h

en appelant 2 T distance de Paxe de symétrie, en soudant ensuite les
faces de la fente, on engendre un effort normal & la section dont la
ligne d’action est éloignée de Paxe de symétrie de

sq Lgg

ho=

sy Ky

. . . .. Sa
On voil ainsi que, en choisissant convenablement e rapport =, on
8y

peuat faire en sorte que cetle ligne daction soit & une distance quel-
conque de laxe de symétrie,

Dans e premier Chapitre nous avons examing la distorsion qui con-
siste i faire glisser les deux faces de la coupure Pune relativement
a Pautre dans le sens de Paxe de symétrie, de manitre & donner i 'an-
neau une forme légérement helicoidale et, ensuile, asouder entre elles
les deux faces.

Cette distorsion correspond i une distorsion dordre 3. Bn conse-
quence, Pelfort correspondanta pour ligne daction Paxe de symétrie;
¢’est pourquot les éléments dune face de la coupure seront tirés les
uns dans le sens ot Pon afait Te glissement, les autres dans le sens
opposé; de plus, le moment des premitres actions sera ¢gal i celui des
aulres par rapport i un axe normal & la section el qui rencontre Paxe
de symétrie.

Nous ne nous arréterons pas i discuter dautres cas particuliers qui
ne sont pourtant pas sans intérét, mais qui donnent lieu & des consi-
dérations et & des conclusions analogues & celle que nous venons de
développer et de formuler.
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CHAPITRE V.

CYLINDRE CREUX DE REVOLUTION. — DISTORSION D’ORDRE 6.

1. Un des résultats auxquels je suis arrivé dans le Chapitre précé-
dent a ¢té le suivant :
Soit un anncau symétrique relativement & un axe (fig. 1). Retran-

chons en AA’BB une mince tranche dont Ia largeur varie proportion-
nellementa ladistance de Paxe (nous appellerons celte opération fuire
une fissure radiale). Rapprochons ensuite les faces AA” el BB de la
fissure, soudons-les et laissons Panneau libre.

Les faces soudées ne sont pas simplement tendues, mais en partie
tendues et en partie comprimaées et lasomme des forces de compression
est égale & la somme des forces de tension (vodr Chap. 1V, Art. 1, § 1,
Art. 11, §4).

En retranchant en AA'BB'( fig. 2) une tranche minee & faces paral-
[éles et équidistantes de Paxe de Panneau (fissure uniforme) on trou-
verail encore, apres avoir soudé les deux faces et abandonnd le corps
a lui-méme, que les faces sont en partie tendues et en partic compri-
mées. Toutefois les conditions du corps en équilibre sont essentielle-
ment différentes dans les deux cas (Chap. 1V, Art. 11, §4).
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Dans le premier cas, état de deformation du corps est symétrique
relativement & Paxe, en sorte que 'on aurait obtenu le méme état en
exceutant la méme [issure radiale en une autre section axiale quel-

conque de Panneau [ par exemple, en celle diamétralement op-
posee GG (fig. 1)] et en soudant ensuite les faces. Dans le second cas,
pour obtenir le méme état de deformation en opérant une distorsion
dans Ta région diamétralement opposée & AA'BB’, on aurait du faire
une coupure en GG et interposer entree les faces de Ta coupure un coin
d’épaisseur uniforme (voir le principe des coupures équivalentes;
Chap. I, Art. 1, § 1).

De plus, la distribution des efforts est tout a fait différente dans les
deux cas.

Dans le premier, si nous examinons les actions que AA™ exerce
sur BB, apres la soudure et si nous composons entre eux tous les
elforts de compression et ensuite tous ceux de tension, nous obtenons
que la ligne daction de la résultante des premiers efforts est situce
vers la région intéricure de lanneau, ¢’est-a-dire du coté AB, et laligne
d’action de la résultante des autres efforts vers la région extéricure,
¢’est-d-dire du coté A’B’. En vertu de la symétrie on trouverait un ré-
sultat analogue en chaque seetion axiale de Panncau.

En ellet, nous avons trouve (woir Chap. 1V, Art. 11, § 4) que la
rosullante des efforts de tension est égale en intensité & celle des
elforts de compression, mais que le moment de la premitre résul-
tante relativement a 'axe de symétrie surpasse le moment de Pautre
résultante.
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Au contraire, en faisant, dans le second ecas, une semblable compo-
sition, on a que la ligne action de la résultante des elforts de com-
pression qui agissent sur la face BB, apres la soudure, est située vers
la région extérieure de Panneau, ¢’est-a-dive du coté A'B; tandis que
la ligne d’action des ellorts de tension est situcée vers la région in(é-
ricure, ¢'est-a-dire du eoté AB. Mais on trouve le contraire du eote
oppos¢ C'Cy la ligne d’action de la résultante des efforts de compres-
sion est ici situce du coté intéricur, vers G, et la ligne d'action de la
résultante des (ensions est du c¢oté opposé, vers (7.

En effet, nous avons démontré (Chap. 1V, Art. 11, § 4) que
dans le cas d’une coupure uniforme, en chaque section (ransversale
de Panneau, les elforts de tension surpassent ceux de compression el
la résultante des uns et des autres rencontre orthogonalement 'axe de
symétrie de anncau.

En d’autres (ermes, dans le cas de Ta fissure radiale, les libres cireu-
laires étirées de Panncau se (rouvent principalement vers la région
extéricure el celles comprimées vers la région intéricure et cela tout
le Tong de Panncau. Au contraire, dans le cas de Ta fissure uniforme,
les fibres circulaires, du eoté droit de Panneau, sont principalement
ctirées dans la region extéricure; le contraive arvive du coté gauche de
Panncau.

Les résultats que nous venons d'énoncer se déduisent facilement
soit du principe des coupures cquivalentes, soit de la loi de composi-
tion des cfforts (voir les Chapitres précédents). Par Pintuition on
arriverait. diflicilement, @ priord, i ces résultals; ils nous semblent
inattendus. On peut se rendre compte de cela en remarquant que
Pexpérience quotidienne nous habitue a prévoir les déformations des
corps, lorsqu’ils sont assujettis a des ellorts extéricurs connus. Mais
dans le cas present, aucun effort extéricur n’est exercé sur le corps
¢lastique = les elforts qui le sollicitent sont intéricurs et, pour ainsi
dire, cachés & Pobservateur, en sorte qu'ils figurent, en méme temps
que la déformation, comme les inconnues da probléme.

2. Pour avoir la confirmation expérimentale de quelques-uns des
résultats oblenus j'ai opére sur des solides de caoutchoue, avee lesquels
il est facile d’obtenir des deformations trés sensibles.
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Pour faire une comparaison entre les résultats du caleul et les expé-
riences, je commencerai, dans ce Ghapitre, par approfondir le premier
exemple développé dans e Chapitre I, ¢’est-d-dire le cas correspondant
a la distorsion d’ordre 6 (voir Chap. 1V) due & une fissure radiale en
un cylindre creux de révolation, eas qui présente les moindres diffi-
cultés au point de vue analylique. Les distorsions des autres ordres
seront examinées dans les Chapitres suivants.

I1.

1. Les formules (2), du Ghapitre I, dans lesquelles on suppose Y=o,
expriment les déplacements correspondant i une distorsion d’ordre 6
(lissure radiale) quand le eylindre estsujet respectivementavdes actions
uniformes, suivant les surfaces cylindrviques qui forment le contour
latéral du corps, eta des tensions qui en sollicitent les bases. On ¢li-
mine facilement les premicres en composant les déplacements (2)
dudit Chapitre avee les déplacements

== A 2 + e, 4 5 Y, W=,

et en choisissant convenablement les constantes A et .
En opérant ainsi, on arrive aux déplacements

y K
ax o LpaKT T

oo gy aretang

e DD RE R 102
L < K Riloghi — Rilog RN
L-+2K R%—R? )
(I )
2 L~
L-+K Rz Re logR} -~ log R} ¥
LooK 12 R% - R? r
y(H K l(fn,gn?—l{gmgng>J

I K
P mme—o {-—- Zare :.ang% S i3 sK v logr?

-

.,*4,_. - e ————— 2 oo .1 e e . bt et

2 L+2K  R:—RZ

2
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qui correspondent i Phypothése d'une distorsion (d’ordre 6) due & une
fissure radiale, dont Pouverture angulaire est 27e, pendant que le
corps est sollicité par les seules actions agissant sur les deux bases.
Ces actions maintiennent lesdites bases planes et & la distance primi-
tive (*).

On peut facilement calculer les six caractéristiques des tensions
(strain) qui correspondent aux déplacements (1) et Pon a

_a(L+ KK s 2yt RIRG(ogRY—logRE) /1 :
(1) ==K [““ teE T R:— R jé“77>
_ RilogR?—R2logR}"
R¥—R2 ’
Ca(L+K)K [, 22t RERI(TogRY "«l()g"lig')(x 2y?
(2) ‘“””IQER”L““ toE Ri—R: AT
_ RidogRi R logky
R, R ’
ol K ( . mhmmuwwmmﬁ)
SORE I ey G R Rt — R ’

a2o(L-- KK 2y

(0) == g T

Ri- Ry
1 2

_nl’_f'v,‘ll;"(lo;:lv{‘f—-l()g‘l}lﬁ) 1 }

Les ¢galilés ¢y, = o el 2,,== o prouvent que les forces agissent nor-
malement aux bases.

Celte action sur les bases, rapportée a Punité de surface, doit étre
considérée comme positive lorsqu’elle est dirigée de Pextéricar vers
Uintéricar du eylindre et comme négative dans le cas contraire. Voici
s0n expression

y o r/.LK“< ) o RilogRY - RilogRIY
an Po=ts= y 5 [ 1+ log R:— R

Nous avons done le théoréme suivant :

Un cylindre creux de révolution, qui « subi une distorsion (d’ordre ¢ ))

(1) Dans ces formules, enmme dans toules les suivantes, les logarithmes sont népériens.
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due @ une fissure radiale d’ousverture 2o, maintient ses bases planes et
lewr distance primative a Uaide de forces normales agissant sur les mémes
bases. Ces forces sont données par la formule précedente (11) dans la-
quelle R, et R, représentent les rayons des surfuaces cylindrigues latérales
et r la distance de Uaxe awr différents points des bases.

2. Gela posé, caleulons les actions qui s’exercent sur les ¢léments
de Ta section o du eylindre. Celte section est faite avee la moitié du
plan détaché de Paxe du cylindre qui forme, avee le plan @z, Pangle .

Les ¢quations (1), (2) et (6) nous fournissent tout de suite les
composan(es suivant les axes de Pacltion unitaire relative & chaque
¢lément de Ta section. Ges composantes sont

— I'sinf, Fcosp, o,
dans lesquelles
2o(L 1 K)K [

o e 220

O RIRE(Jog R, — logRy) 1

Loak | TEr R — T =

RilogRy— R log Ry
RP—R;

Ge qui prouve que chaque ¢lément de o est sollicité par une force
normale de grandear unitaire F.
Un calcul ¢lémentaire nous donne

Ry
/ Fdr—=o.
YR,

Il s’ensuit que, en composant toules les actions qui s’exercent sur
les ¢léments de =, on trouve une foree résultante nulle.

Ce résultat vérifie, dans le cas particulier que nous traitons, le
théoréme gonéral démontre dans le Chapitre précédent, § 6.

En effet, il prouve que la somme des compressions qui agissent
sur o esl ¢gale, en valeur absolue, & la somme des tensions. Cette con-
dition devra évidemment continuer i subsister, méme quand nous ne
solliciterons plus les bases du eylindre ereux, au moyen des forees P,,.

On peut caleuler facilement le moment des actions qui sollicitent
Jes éléments de o par rapport & axe z. En indiquant par 4 la hauteur

e, Nor ; — O ” 57
Anw. L. Norm., (3), XXIV. OCTOBRE 1§07,
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du cylindre, ce moment sera

R . .o 9 T ° -
e (L4 K)K [R2— R RiR; (log Ry —logR,)* P

/R,

3. Posons

N o RERZ2(Jog Ry —JogR,) 1 R? log R, — RilogR,
(7) S(r)y=1+logr— RE - R? T R — R}

La fonction f(r) est croissante, et, puisque

2 Ity

frydr=o,

v,
il résulte que équation

J(ry=o

a une seule racine p, comprise entre R, et Ry et que /(r) est négative
pour les valeurs de r comprises entre R, et p, et positive pour les
valeurs comprises entre g, el R,.

Cela prouve que les fibres circulaires du cylindre, ayant pour axe
axe du cylindre el dont le rayon est compris entre R, et p,, sont com-
primées, tandis que celles dont le rayon est compris entre o, ¢t R, sont
tendues. Les [ibres neutres ont pour rayon o,.

De Péquation f(r) = o on tire

R, R, - R? R, R,
T log R_g R, R, N R? log _R—z- = log T{T

loe e — . N hand b4
CYIRR, T R el Ri __,
R? ¥
et, en posant
l{l e }O{_r:._._.,_fi, o m— (P
R, 77 VIR,

nous aurons
eloge 1 et
(8) Gim Bl gty L D lore — 3.
LA 9 Efe— 3 &

Soll
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nous aurons o <y < 1. Dans U'expression (8) développons en série,
suivant les puissances ascendantes de v, le coefficient de e=2% et les
termes successifs. Nous obtiendrons

)]

9 (0) = o, o' (0) = o, o” (0) == L )

12

d’ou 'on a

done

CP(/)._—,)/4 +.

— %! )-—-,_,r,__/z -

W{ 'nz

LN I - R2 vt N
¢ est-a-( e, en H(‘”‘ll"(‘llll les [)l]l%'ﬁdll( k] de SUIN‘VI'I(‘VIU‘(‘,S a l{l

m
scconde,
R, — R

ettt e - l e 2 2-'
Pl - \/“1“‘5 -l - ’éf; (T) J-

Si Pépaisseur du cylindre ereux est petite relativement aux rayons,
et si e rapport de épaisscur au rayon extérieur est envisagé comme
une quantité du premier ordre, le rayon des fibres neutres sera donné
par

p1== \/Rrxﬂi{:

en négligeant les quantités du second ordre.

De la formule (7) et de Iéquation

RER2(log R, — logRy) 1 Rz logR, — RE log R,
o= 1 - logpy — — (R?_:_l i £%) E? ' “z, R 5

on tire
R
RYRE log 32t

ot 2 _"‘APJ
s = e (f)

R;—R
Considérons -—»“ 2 == v comme une quantité trés petite du premier
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ordre. Par des calculs faciles, en posant r=p, +¢§ et en négligeant les
quantités du second ordre, nous obtenons

N 2f 1 R,— R,
JSir)= /R, R, ! 4 <H1—l~ H2>
2

(’est pourquoi
2a(L+K)K 2f 1 Ri—Ry 7 )

b= L+2K  R,R, [—[_;(n.»|~lt._,>

Soit E le module d’¢lasticité et 7 le coelficient de Poisson. Nous
aurons
(L+K)K B
L+2K — 4(—u*)

et, si nous appelons 0 Pouverture angulaire de la coupure radiale, @ sera

) -rl : 0 . l »
(Jg(). d ;‘7—[, ( On(/

. K 0 £ 18
(I Fo e 5 (e L2,
(1-—=mn*) om p\ hp
ot g est la moyenne Carithmétique ou géométrique) des rayons et s la
dilférence des rayons, ¢est-a-dire Uépaisseur du eylindre creux.

5. Passons maintenanta examiner laloi de distribution des forees P,
sur les bases du cylindre.
Posons

)
\

7
e

R log
(9) YOy logrs — NELIES

par un caleul ¢lémentaire on démontre que

R
(10) f U(r)dr=o,

Ky
il ’ensuit que Péquation Y(r) = o devra avoir une racine comprise
entre R, et Ry, el, comme 4 (r) est une fonetion croissante, cette racine
sera unique. Bn Pappelant g, nous aurons que b(r) sera négative si la
variable r est comprise entee R, et p,, ¢l positive si 7 est comprise entre
pa et Ry.
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R, + R,

2

Il est facile de montrer que o, >
Nous avons, en ellet,

R?%log R?—R; log R}

(rr) 1+ logp? — RE— T =o,
d’on
R
2 iY'._~_1
log 2P — Rl log R, 4 lou-___._}l__ ! —+ loga
SR+ R, RI—R? SR+ R, 2 g2
el, en posant
R, | apy
TAAILE rowrvn T ALY
loge 3 I
7(e) = ——= +log — — = +loga,
il s’ensuil,
€ ! 2loge
e Ye w(e
Z/ (&) == — FE—— o T ——)A———-» .
-E-(E"'--l)z E(Ez____l)‘z

S . . > A 3 5\ 1
Si lon éerit comme nous avons fait précédemment (§ 3) y=1 — -

of si Pon développe Te logarithme, et ensuite 7'(e) en série suivant les
puissances de vy, on a

(l'),) Z((E sy :::;.L‘u/_{-___’

ot les termes qui suivent le premier contiennent des puissances supé-
ricures de la variable v. On en déduit

% (€)e=y == 0, 2 (&)e=1 == 0.

Mais

¢’est pourquoi o (g) et, par conséquent, 7 (e) sont positives pour ¢ >1.

Done 7 (e) pour e > 1 est une fonction croissante. Mais limy (e) = o,
c ) gx=1"

done

- 2P2
log TP > o,
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ou bien

R,+ R,
Pr> —

Comme ¥ (&)e=y = 0, de la formule (12) on tire
()= 77"+
x(e) = o Y.,
et, par suite,

9 1
gpl _ 2—47,+"'__ _1- .
R Sy S A

_ Ry+R, R, — Ry \*"
Pe==—73 [‘+< R, >_|
R,— I,

Aeeld 2 « ‘ ' v a1 T A Ny M " Q s
en négligeant, dans Pexpression de p,, des puissances de T

d’ou

supérieures a la seconde.

Nous pouvons donc conclure que le cercle qui sépare la région
tendue de la région comprimée en chaque base a pour rayon la
moyenne arithmétique des rayons extrémes, & moins de quantités du
second ordre.

6. Des ¢quations () et (1) il resulte que

,
Y(r) = 210,:;);,

done, pour la formule (11),

2a LK r
Py= 228 g L
©= .k 8 Pa
et, en introduisant le module d’¢lasticite, le coefficient de Poisson ¢
"ouverture angulaire 0 de la fissure radiale (voir § 4)
En 0 r
(Ir) Py=— — —log -

1—* 2m P2

On tire de la que, pour maintenir planes et & la distance primitive
les deux bases du cylindre, il faut les comprimer dans la région com-
prise entre les cercles de rayons R, et p, et les étirer dans la région
comprise entre les cercles de rayons p, et R,.
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De la formule (ro) on déduit que la somme algébrique de toutes les

forces agissant sur une bande radiale prise sur une des bases est

¢gale & zéro; c’est-a-dire que la résultante des (ensions a la méme

intensité que la résultante des pressions. L’ensemble done de toutes
les forces agissant sur la bande radiale équivaut & un couple.

élant p, >

(voir & 5). 1l sera done possible de développer la fonction log= en
., S 1 g

R+ Ry

En posant r=p,~+ £ nous aurons ~

, P2
r
L. . . c o \ , .
série, suivant les puissances de 5 et la formule (1) s’¢erira
2
En f) 1 £
L (-—-—-——-{—,—»‘74—....
[—7F om 2 ps 30k

Si Pépaisseur du eylindre est petite, en négligeant les termes du
second ordre, nous aurons

,// ])‘ —— ___; e e w
() @ 1T —0% 2T py

[I.

1. Supposons maintenant de ne plus soumelttre les deux bases du
eylindre aux actions P, mais de les laisser libres et voyons la forme

Fig. 3.

que prendra le eylindre en vertu de la seule distorsion, quand aucune
force extérieure ne le sollicite.
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Pour cet elfet, il sulfira d’appliquer les principes généraux que nous
avons énoncdés dans le Chapitre 11, Article I, paragraphe 2, ¢’est-a-dire
quil faudra superposer i la déformation (1) celle due aux forces — P,
qui agissent sur les bases du cylindre. Mais la déformation (1) con-
serve au corps laforme cylindrique de révolution, il suffira done d’exa-
miner la déformation que subit un eylindre sujet, sur les deux hases,
aux actions — P,,.

La figure 3 représente une des bases du eylindre.

Le grand cercle et le petit cercle sont les deux bords de Ta base;
le cercle pointillé est la ligne de séparation de la région qui doit &tre
tendue par les forces — Py, (elle a été hachée) d’avee la région qui doit,
étre comprimée par les forces — Py, (elle a ¢(¢ laissée en blanc).

Considérons maintenant ( fig. 4) une tranche longitudinale

Fig. 4.
P,
/,-———-‘_—"‘““_______-_ S

— L

- pz

ABCDEFGH infiniment mince du eylindre creux et imaginons-la déta-
chée du reste du corps. D’apres ce que nous avons (rouvé dans le para-
graphe 6 de Particle precédent la somme des compressions agissant
sur la base supéricure ABCD sera ¢gale i la somme des tensions; il en
sera de méme pour labase inféricure BPGH, done les deax bases seront
respectivement sollicitées par les couples Py, — Py Py, — Py

Il s’ensuit que la tranche fléchiva de maniére que les géncératrices de
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la face DCGI se courberont et prendront une forme concave. Les géné-
ratrices de la face ABFG se courberont également mais en devenant
convexes. En méme temps, la région de la base supérieure ABCD
adjacente & AB se soultvera et la région de la méme base adjacente
a CD s’abaissera. L'inverse aura lieu pour la base inférieure.

Il est facile de calculer, au moyen des formules ordinaires de la
flexion, le soulévement, abaissement et la {léche de flexion relative a
la tranche considérée. Reportons-nous au plan normal a I’axe conduit
par le milicu de axe méme; nous aurons :

Soulévernent des points de la base supérieure :

1

. h 1 6 Eh
(15) gl —— E __])m)_;__:__ & A

1—n? 2/ 2py’

Abaissernent des points de la base inférieure :

(13" w”:-—-———l,-(———[’,,,)ﬁ _— 7 - —0- —g—/-ﬁ;
' 2 =% 2T 20y
Iléche de flexion :
Py 2 m 0 L

I ff I e e e TID e e e
(14) o EE 8 1— 1 21 8py’
ou A représente la hauteur du eylindre.

On aurait le méme résultat pour toute autre bande longitudinale
infiniment mince du cylindre, en la supposant séparée du reste du

Iig. 5.

corps. La liaison mutuelle des différentes bandes changera lesdits sou-
levements et abaissements en les rapetissant et surtout en diminuant
Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — OcTOBRE 1907. 58
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la fleche de flexion; mais la marche de la déformation restera évidems-
ment inaltérée et les corrections a faire dans les valeurs trouvcées
seront d’autant plus petites que le eylindre sera plus bas el que Iépais-
seur, relativement aux rayons des bases, sera plus petite (*).

Le cylindre primitif, représenté par la figure 5, prendra done, en

Fig. 6.

vertu de la distorsion, la forme représentée par la figure 6, ott Pon a
exagéré les déformations pour les rendre plus visibles.

Selon les formules (13), (137), (14) el en prenant p, =
hauteur totale de la surface latérale qui limite le solide intérieurement
serait, apres la distorsion, égale i

Bk R
2

n 0 R,— R,

e h
1— 7% om R+ Ry 7

-+

et la hauteur totale de la surface latérale qui limite le solide extérieu-
rement deviendrait
] 6 Ry~ R,

— /R
I——'fl" 2T '{1"’1"‘ “2

h —

D’ou la différence de hauteur des deux surfaces qui limitent inté-
rieurement et extéricurement le cylindre serait

I,

. .2 _0__ Rl_]{z
(15) H= 1—1* o2m R+ R,

(*) On peut obtenir ce résultat avee beaucoup de facilité; il suffit de mettre en équa-
tion le probléme moyennant les équations de l'élasticité transformées en coordonnées
cylindrigues.
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et la fleche de flexion serait

n 7} h?
1—n* am 4(R;+ R,)

(16) &=

2. Jai fait I'expérience avec un cylindre creux de caoutchouc des
dimensions suivan(es :

1{1 - .28mm’ 1‘2: ].)lmm, /L — 28mm’

et jai fait une coupure radiale de 68°30".

Fig. 7.

Apros la distorsion toutes les particularités prévues par le calcul se
manifestérent; la différence de hauteur des surfaces qui limitaient
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intérieurement et extérieurement le solide fut mesurée et trouvée
égale & 2™™,1; la longucur de la fleche de flexion était de o™™,35.
Aprés avoir fait le calcul au moyen des formules (15) et (16) et pris
7 = =, j’obtins
pel
H = différence de hauteur = amm 6,
&= [lléche de flexion  =omm, 53,

L’accord entre le calcul et les mesures directes est done trés satis-
faisant.
M. Jona, ingénieur de Milan, eut Pamabilit¢ de faire préparer i

Fig. 8 ¢t g.

L . - . . . .
I’'¢tablissement Pirelli un cylindre creux de caoutchoue des dimensions

suivantes :
](1 -~ 5""‘, n2 s e 95, Jo == 1 3em,

II'y fit exécuter une coupure radiale d’une largeur angulaire de 78°.
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Comme la soudure tendait & s’ouvrir, pour fixer la forme du solide
déformé, jen fis prendre une empreinte en plitre, laquelle est repro-
duite photographiquement dans la figure 7.

Ce solide montre manifestement toutes les particularités que le
calcul avait prévues, ¢’est-a-dire allongement intérieur, le raccour-
cissement extérieur et la [lexion latérale comme Pindique la figure 8.
Pour rendre plus évident le phénoméne on a fait la photographie du
cylindre avec une équerre appliquée contre lui du coté gauche. Dans
les figures 7 et 8 on voit trés bien Pendroit ol furent exécutées la cou-
pure et par suite la soudure.

La figure g représente la photographie de 'empreinte en platre de
Pame du eylindre. Ayant placé du ¢oté gauche une regle, la courbure
intérieure devient clairement visible.

A cause de la grande hauteur de ce cylindre par rapport aux rayons
de la base les formules (15) et (16) ne sont pas applicables & ce cas.

CHAPITRE VI.

CYLINDRES CREUX DE REVOLUTION. DISTORSION D’ORDRE 2.

L.

1. Dans le Chapitre précédent jai tout d’abord indiqué (Art. T,
§ 1) les conditions essentiellement différentes qui se présentent quand,
dans un cylindre creux, on opére une distorsion due & une coupure
radiale (distorsion d’ordre 6) ou & une coupure uniforme (distorsion
d’ordre 1). Jai ensuite approfondi le premier cas et j’ai montré que
le corps, apres la distorsion, ne conserve pas sa forme cylindrique :
le bord intéricur des deux bases s’enfle en se soulevant, tandis que le
bord extérieur se contracte et la partic moyenne du cylindre se rétrécit
(voir les figures 6, 7, 8, g du Chapitre précédent). Les déformations
qui se produisent dans le cas d’'une coupure uniforme sont plus sen-
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sibles et plus singuli¢res encore, puisque le corps cesse d’élre symc-
trique apres la distorsion. Je me propose de développer ce cas dans e
présent Chapitre, bien que les caleuls soient assez compliqués. Comme
dans le cas précédent les résultats prévus par le caleul sont si bien
confirmés par I'expérience que le cas lui-méme constitue un exemple
instructif dans le domaine de Pélasticité. En elfet la seule intuition,
sans étre guidée par le caleul ou parles expériences, n'aurait pas pu
faire prévoir, méme d’'une manicére grossicre et qualitative, quelle est
la déformation produite dans le corps par la distorsion.

On arrive ainsi au (rés curieux résultat suivant @ si dans un anneau
symétrique ayant la forme d’un cylindre creux on supprime une
tranche, il est impossible, en ressoudant les faces de la coupure, de
conserver & 'anncau une forme cylindrique. ln effet, si Pon fait une
coupure radiale, le corps prend la forme indiquée i la figure 6 du Cha-
pitre précédents si lacoupure est uniforme, le corps cesse d'étre syme-
trique et prend la forme indiquée & la figure 6 du présent Chapitre.

Moyennant une coupure qu’on peul considérer comme résultant
d’une coupure ou d'un coin radial et une coupure ou d’un coin i
faces paralléles on arrive toujours d un état de déformation ou la syme-
trie par rapport & Paxe est perdue.

Dans la pratique les forgerons qui doivent restreindre un tube en lui
otant une (ranche operent toul dabord une coupure radiale; ensuite,
avant de rapprocher les faces de la coupure, ils en liment la partic
intérieure de facon i les faire appliquer exactement 'une contre autre
et celaavee le plus petit elfort possible (*). Finalement, ils les soudent.

(1) Pour nous former une idée de la grandeur de ces actions, supposons que notre
cylindre creux soit un anneau d’acier symétrique & scetlion rectangulaire dont le diamétro
moyen soit de 5° et I'épaisscur de 1<". Appliquons la formule (1I1) du Chapitre préeé-
dent en prenant B = 19549 (kg. par millimbtre carrd; Wertheim) 4 =0,3, p 2,5, $==1.

) 1 . ] .
Prenons égalemenb; = 5 (en supposant que Vampleur angulaire de la fissure radiale
2 . >

soit de 1”), £ = 0,5 afin de calculor la pression dans les régions adjacentes 4 Ja surface
extérieurc. On obtiendra F = 10,7, ¢’est-d-dire que la pression ou la tension caleuléos
seront de 10,7 par millimétre carré et pour chaque degré dampleur angulaire de la
fissure radiale faite dans Panncau. On obtient ces efforts quand on suppose les bases sol-
licitées par des aclions qui les conservent planes et & la distance primitive. En caleu-
lant ces actions au moyen des formules (II”) du Chapitre préeédent, on trouve qu’elles
prennent aux bords des bases la valeur de 3*,6 par millimdtre carré.
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Mais, alors, la coupure n’étant plus radiale, e tube ne conserve pas la
forme d’un solide de révolution.

2. Reprenons la figure 2 du Chapitre précédent et cherchons les
formules relatives & la fissure uniforme.

Supposons que Paxe s soit 'axe de symétrie et que la coupure ait ¢té
ex¢eutée suivant le plan @z, du coté positif de axe «. En faisant, dans
les formules du paragraphe 2 de UArticle 111 du Chapitre 1T,

l=n=p=qg=r=o,
nous aurons
(1) U= % %l()g(m"-{—y“), p = %arc tang%-

Ces formules correspondent & la coupure uniforme d’ampleur m.
Cependant le corps sera sujet a des tensions superficielles qui s’équi-
librent entre elles (woir Art. 1 du Chap. 11).

Représentons respectivement par Ry et R, le rayon intérieur et le
rayon extérieur du eylindre creux qui constitue Panneau. Par un caleul
facile nous trouverons les six caractéristiques de la déformation et des
tensions, lesquelles seront nulles sur les deux bases; tandis que les
tensions unitaires agissant sur les surfaces latérales seront paralltles

.1 . , . Km 4 L -
a I'axe @ et respectivement égales & —= sur la surface extéricure et
1

s Kn

4= R,

Il faut maintenant ¢liminer ces tensions latérales. On peut opérer
a ce but de la maniere suivante : Faisons abstraction de la coor-
donnée s et, & la place du corps en question, substituons une lame
¢lastique limitée par deux cercles de rayons R, et R,. Commencgons par
¢liminer les tensions agissant sur la circonférence intéricure G,. Sup-
posons pour cela que la lame ne soit pas limitée par la circonférence
extéricure (G, mais qu'elle s’étende indéfiniment dans toutes les direc-
tions, extérieurement i C,. Alors la question se présente d’une maniére
parfaitement analogue & un probléme sur un milieu élastique extérieur
4 une sphere que j'ai résolu dans un cours donné a Pise en 1893 et
que le professeur Tedone (') a repris récemment.

@ . .,
- sur la surface intérieure.

(1) Comptes rendus du Cercle mathématique de Palerme, t. XVII, 1go3, p. 259.
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En d’autres termes nous éliminerons les tensions en G, si nous com-
posons les déplacements (1) avec les déplacements

. m L+3K[1 L+ K 2 a2y 9tlogr

(2) “= o L+2K[|O°'+2(L+3K)(' RE) dJzt |’
p’——_”i__'L_i—._]_(__(rz__ RQ).(EO_g_C
T om 2 (L +2K) 2 0z dy’

dans lesquels r=yz*+y* et L et K désignent les constantes de
Iélasticité, comme dans les Chapitres précédents.
Mais en composant les tensions qui agissaient précédemment sur G,
D .
en vertu des déplacements (1), avec les tensions engendrées en C,
par les déplacements (2), on trouve sur C, les tensions de compo-
santes
mK(L+ K) R} — R2
- ( ) I —2 cos20,
(L +2K) R3
mK (L -+ K) R? — R2
n(L+2K) R

sin26,

ou 0 =arc t.ang%, ¢’est-a-dire O représente angle que le rayon vee-
teur forme avee I'axe x.

Or ces derniéres tensions peuvent étre ¢liminées, ou par le moyen
des déplacements

u”:ZT{—(E-éﬂ-)-[(BL—*—SK)y!—*‘(L_ K).‘Iﬂ],
(3) '
. 2A
o = — m(LJ,— 3K)xy,

ou par les déplacements

4

gd’ logr

0x* ’
d*logr
oz dy’

=1
(3)

" =B

en choisissant convenablement les constantes A et B, ou par une com-
binaison linéaire des deux.
Nous pouvons maintenant nous servir du caractére arbitraire de
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celte combinaison linéaire pour que les déplacements résultants
des déplacements représentés par les formules (1), (2 ) (3), (3

engendrent des tensions nulles non seulement sur G, mais aussi sar
le cercle C,. De cette manicre on arrive facilement aux formules

lﬁs K lowr - L+ K (',.?_ RIR; \ d*logr
Tan | LoaK TP 2(L4-2K)?Y R2 - 1{3) Ja*
} i 3L - 5K v b (L Ky |
AL ok (g gy Ll (Lo K I

(h

TR ) 0z dy

ne
= — S are l.mxg!—
o |

} L+ K , R2R2 | d*logr
x 2(L-+2K)

~ L+ 3K -
IS E A

3. Siaux formules précédentes on ajoute
(l') W — 0,

on obtient les composantes des déplacements dus & une distorsion
engendrée par une fissure uniforme d’amplear 7 dans Phypothese que
les deux bases soient sollicitées par des forces capables de les con-
server planes el a leur distance primitive.

I est facile de caleuler les caractoristiques des tensions qui cor-
respondent a ces déplacements. Elles sont données par les formules

suivantes :
w2\, K dlogr
'“,ﬂ RMJH) LraoK o«

- . () !0"1 T (,',_,_ RiRZ N\ o logr]
( p ')k) zt Ri+ R/ da?

L—K N
(L4 2K) (R2+-R2) 7 |

_ mKy
(4) ez 2y

_}_

N

W%“J

l()“l

()1 (})

(9)  lo

N\,

2N logr
" .“) (}1';))‘

LK
T (L oK) (RE- R TP

6) ¢ m KL 1 PR
) Ly 20 e (P | o e
Y SRV lu+nJ’
Ann. Fec. Norm., (3), XXIV. — Ocrosre 1907. 59
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y mK{ K dlogr y
( /) 12 — T (

_ [ LK
L-+2K Jy x4 y? 2(L+2k)

C o otlogr  dFlogr Y RiRE N\ &P logr
Xl_"‘y ot P Oz oy ’( TR+ n:;') ().1,-'-'«)_)/_}
o 2l +K) |
(L oK) (Rig-rp 7y

(8) Lyy==tly==0.

De ces formules on tire

£t by K LK (r#—R%)(r—R%) d*logr

@ el =" T0K R: 1 I3 Jzt
_m K L-+K (r#—R%)(r—R2%) *logr

b by = T L+:2K Ri + R} dady’

quantités qui sannulent pour r = R,, r == R,. On vérific ainsi que les

Kig. ro.

actions extéricures s’annulent sur les surfaces latérales du eylindre
Creux.

On a ensuite comme valear de la dilatation cubique
JU 9V OW

SURCALI A ). mK ( 1 2
dx oy Jz w4 2Ky T REERE)C
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Nous pouvons done ¢tablir Ta division entre la partie dilatée et la
partie comprimée du corps clastique.

Menons a cet effet la ligne

2
laquelle est la circonférence intermédiaire de la figure 1o comprise
entre les deux circonférences extrémes de rayons R, et R,. Tracons
ensuite Paxe des v.

Ces deux lignes divisent la couronne circulaire en quatre régions
que nous avons distinguées dans la figure 1 par des teintes claires et
foncées. Les régions claires représentent les projections sur le plan 2y
des parties dilatées du corps élastique et les régions obscures les pro-
jections, sur le méme plan, des parties comprimées.

Dans la figure on a indiqué la construction a faire pour obtenir la
circonférence intermédiaire. Elle est tellement évidente qu’elle ne
demande aucune explication.

1. Passons maintenant i la détermination de la forme prise par le
corps élastique apres la distorsion en supposant toujours que les deux
bases soient maintenues planes et a leur distance primitive.

Il suffira pour cela de voir comment se déforment les bases. Au
moyen des formules (1) nous pouvons calculer les valeurs de U et V
sur les circonférences o, el o, qui forment le contour primitif des
deux bases et ont respectivement pour rayons R, et R,.

En représentant ces valeurs par les mémes lettres U et V auxquelles
on a ajouté les indices 7, ¢t g, nous aurons

Uy, = 2 K ~log R+ LK ok Ry cosal
S \L Rk P T LK R RE T Rie M)
m R? . |
LN P S Y
Vo, == 27{(/ TR .sxn.u),
m K L+K R? R? .
e e o R, -4~ — t0s2 0
Us, = mr( LK N TR TR T R 0% )

7D RZ
Vo o= e (e et ginaf ).
Y R% -+ R
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Les déplacements U, et V; peuvent étre décomposés en trois dépla-
cements ¢lémentaires (a), (b), (¢) ayant respectivement pour compo-
santes

r o omK Rk
(a) g U”'“m(l,+o.l()<“’““’ - rg)
Ve,=o,
L R3 g
(/) UG‘—TEEE_—:IES“) 0,
/]
n_m Ry sinf cos0
T T m RP-RgT T
S :;4:05
() f v =y,
PY s

Le premicr déplacement (@) consiste dans ane translation paral-
lele & Paxe , et par suile il ne change pas la forme de la cireonfe-
rence o,.

On a ensuite

US, cos0 + Vg, sinl = o,

, m Ri
Uz, sinl - Vg cosl == "~ 1 gin0.
7 % m BRI R2
Cela prouve que par le second déplacement (6) chaque point de
I !

la circonférence o, se déplace tangentiellement & la circonférence

méme de la quantité

2

m H .
e e i 0.
m R%-- R

Dans ce second déplacement les points de la circonférence o, restent
toujours sur elle, & moins de quantités du second ordre qu’on peut
négliger.

En vertu du troisicme déplacement (¢) chaque point de la circon-
férence o, se meut parallelement i Paxe y d'une quantité proportion-
nelle & 'are du cercle o, compris entre Uorigine des arcs et le point
lui-méme.

On voit done que, si Uon néglige les quantités du deaxieme ordre,
la forme du cercle =, aprés la déformation, s'obtiendra en ne tenant
compte que du seul déplacement (¢).
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On peut décomposer les déplacements U, , V, d’une maniére ana-
logue. On obtient ainsi les trois déplacements élémentaires suivants :

(. n K 2
Up = — " (logRy— 2 )
(a") 5 T an(L+2K)\ C T Rig-mE)’
V5,=o,
" m R?2 .
5, = e SN0,
0 m© Ri-+ R2
. m R} siny 0
== — L sinfcos
& T Ri+ R 7
S :;:2 -z o,
c' n
(e) ey
2T

Pour obtenir la forme prise par o,, apres la déformation, on pourra
négliger les déplacements (@) et (67) et ne tenir compte que du troi-
sicme déplacement (¢) parfaitement analogue au déplacement préce-
dent (e).

Les deux déplacements («) et (a’) consistent en deux translations.
Leur différence sera

P P ”[ [;.-,#__ log Hl — R;l - "3
Tan(L+2K)\U PR, RE4 RE

e Ry— Ry
En posant - i

suivant les puissances de y on obtient

=7 ¢t en développant Pexpression précédente

3 mK (I -
e 7 I B A R
am(L+2K)\3 / )’
¢’est-i-dire en introduisant le module d’élasticité K et le coeflicient
de Poisson 7 (voir Chapitre précédent, §6) on a

6:£ ,(,l_pﬂl<.£ ,/x+>,

a1 2(1—n)\ 3

done, si I'¢paisseur de I'anncau est petite relativement a son rayon
extéricur, la différence ¢ des deux translations est négligeable.

Dans la figure 11 nous avons construit le contour des bases défor-
mées, en prenant comme origine des arcs des deux cercles o, et o,
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leur point de rencontre avec le coté négatif de I'axe x. Les deux
circonférences représentées par des lignes minces sont les contours
primitifs des deux bases. Les deux lignes plus fortes représentent
les contours des bases déformées. Les traits rectilignes sont les dé-
placements que les points du contour ont subis en vertu des déplace-
ments (¢) et (¢'). Le trait AB représente ampleur de la coupure. La
différence ¢ a été négligée.

2. La formule (6) donne la caractéristique z,,. En introduisant le
module d’élasticité et le coefticient de Poisson elle s’écrira

y m En 1 o
g T = s e | s s e . ]
48 am 11—t \r* R4 RE
En tenant compte de cette formule et des précédents résultats nous
pourrons énoncer le théoréme suivant :

Un cylindre creux de révolution, qui a subi une distorsion (d’ordre 2.)
due a une fissure uniforme, conserve ses bases planes et a lear distance

primitive en les assujetissant & des forces normates données par

m ] .‘:'{ 1 2 Y
P — / v :
P oo e e T e e T )
2 r* Ri+ R}

ot l'on envisage comme positives les actions dirigées vers Uinterieur du
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corps et comme négatives celles (Zi/'igées dans le sens oppose. En méme
temps les bases se deforment selon les lois établies précédemment (voir

Jig. 11).

La figure 1o peut done s’interpréter d’une autre manicre. En suppo-
sant que la couronne circulaire représente une des bases dans sa
forme primitive, la région foncée représentera la partie de la base,
qui, apres la distorsion, devra étre comprimée du coté extérieur et la
région claire indiquera la partie qui devra étre étirée de extéricur
afin de conserver les bases planes et & la distance primitive.

I1.

1. La figure 12 représente le cylindre avant la distorsion et la
figure 13 le méme cylindre apres la distorsion quand les bases sont
conservées planes et i la distance primitive.

Les bases elles-mémes sont divisées en quatre régions respecti-

Fig. 1o,

vement claires et foncées. Les régions fonceées sont celles comprimées
de Iextéricur et les régions claires celles tendues. Le sens de ces
actions extéricures s’obtient en intervertissant la direction des fléches
(racées dans la figure.
Il est facile de composer ces actions agissant sur les bases.
Considérons tout d’abord sur une des bases une bande radiale ABCD
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d’une ouverture angulaire « et dont la
axe z un angle § (voir fig. 14).

Fig. x

o
2.

ligne médiane forme avee

Fig. 1

//———__\

Calculons la résultante des actions P agissant sur la bande ABCD.

>ar un simple calcul on obtient

sin 2\
m K (R, — R, ; T
PO PRUS— . o ,A,,,;v_.....,._‘_ ",,7.,. S e '1()5 JrE—
o —n* 3(RE 4 RE) (R, + Ry) ‘N T ’
o a représente la surface de la bande.

2%
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Si la bande est infiniment mince on pourra substituer 1’unité au
.o
sin —
2

[~

2

et 'on obtiendra

rapport

_m_Ea (Ry— R,)? 2 cosB
T T— 3R+ R2) (R, + Ry 00%F:

En posant

m _En (R;—R,)? _
T T—n? 3(RE-+ R2) (R, + Rq)

M,

on aura pour expression de I'action résultante
Ma cosp,

¢’est-a-dire I'action résultante sera proportionnelle i la surface de la
bande infiniment mince et au cosinus de Pangle qu’elle forme avece
Iaxe .

Considérons maintenant dans la couronne circulaire une bande
A'B'C'D d’épaisseur £, comprise entre deux droites paralleles a
'axe 2. La résultante des forces P agissant sur A’B’C'D’ sera

m Ea [ R RI—R}
Tan l—-,,=<“’" h‘f’ng+ng>"

c¢’est-a~-dire que cette résultante sera proportionnelle 2 I'épaisseur de
la bande.

Si nous développons Pexpression précédente suivant les puissances
de v (¢f. Art. I, § 1) nous obtiendrons

_mn En <7;-y3+. ..>/l.

27 1 — 12

En supposant I'anneau mince et en négligeant les puissances de y
supérieures a la premibre, cette expression aussi bien que celle de M
deviennent des quantités négligeables et I'expression de P peut
s’écrire
P = 2m ___E’f} -—————E

m 1—n* R+ R?

Ann, Ec. Norm., (3), XXIV. — OCT0BRE 1907- 60

cosd,
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o /1{;-: L

et appelant 0 I'angle que le rayon vecteur forme avec I'axe @.
Dans cette hypothése chaque bande radiale des bases peut étre
regardée approximativement comme sujette & un couple.

Ie rayon vecteur étant

2. Cherchons maintenant la forme que prend le cylindre quand on
n’assujettit plus les bases aux actions P, mais qu’on les laisse libres;
¢’est-a-dire cherchons la forme que prend le cylindre en vertu de la
scule distorsion quand aucune force extéricure ne le sollicite.

Fig. 15.

[l suffira pour cela d’appliquer les principes que nous avons établis
au Chapitre II, Article I, paragraphe 2 (voir aussi le Chapitre précé-
dent, Art. III) et d’¢tudier ensuite la déformation d’un corps ayant, a
I’état naturel, la forme représentée par la figure 13 et sujet sur les
deux bases aux actions —P. Il faudra donc supposer que le corps
est tendu dans les régions formées des bases et qu’il est, au contraire,
comprimé dans les régions claires. En d’autres termes, il faudra sup-
poser que les bases sont sujettes aux forces représentées par les
fleches dans la figure 13.

Nous pouvons procéder ici de la méme facon qu’au Chapitre précé-
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dent (c/. Art. IIT)) et supposer que le corps soit divisé en tranches
radiales. Les couples agissant sur les bases feront fléchir les tranches
situées a gauche de manicre & soulever le bord intérieur en C et
I'abaisser en D (voir fig. 13) tandis qu’elles abaisseront le bord exté-
rieur en A et le souléveront en B. En méme temps les génératrices AB
se courberont et prendront une forme concave, tandis que les géné-
ratrices CD deviendront convexes. Le contraire se vérifiera a droite;
mais, si 'on tient compte de la résistance présentée par Uaréte BF, la
courbure des génératrices EF et GH sera moins sensible.

Le corps prendra donc la forme représentée dans la figure 15 ot les
déformations ont été exagérées afin de les rendre plus visibles.

Fig. 16.

Grace & amabilite de M. Jona, ingénicur de la Maison Pirelli de
Milan, j’ai pu confronter les résultats du caleul et de 'expérience.

I me procura un gros cylindre creux de caoutchouc de 7,7 de
hauteur environ et dont les rayons, intérieur et extérieur, étaient
respectivement de 2,95 et 575 il [it couper dans le cylindre une
tranche & faces paralléles de Iépaisseur de 2o, 3 et fit souder ensuite
les faces dela fente. Le cylindre fut li¢ fortement au moyen d’une
ficelle et quand on le délia il tendit & s’ouvrir suivant la soudure,
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du coté intérieur, tandis que les deux bords extérieurs de la soudure
étaient fortement comprimés 'un contre l'autre. Ainsi était vérifiée
Pexactitude des prévisions du calcul sur la distribution des tensions
le long de la coupure. Comme le cylindre laissé & lui-méme tendait &
s’ouvrir, j’en fis faire le moule en platre afin d’en conserver la form(?.
Les figures 16 et 17 en reproduisent les photographies en deux posi-

Fig. 17.

tions différentes. En les comparant avec la figure 15 on voit leur par-
faite analogie avec la forme indiquée par les calculs.

NOTES AUX CHAPITRES V ET VL

1. M. Rolla, docteur ¢s sciences physiques, a cherché i vérifier les
résultats trouvés dans les Chapitres précédents. I1 s’est proposé de
trouver une méthode de vérification qu’on pourrait montrer dans un
cours de le¢ons. A cet effet, il a employé une méthode optique.

M. Rolla a fait ses recherches dans le laboratoire de Physique de
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I’Université de Génes dirigé par M. le professeur Garbasso, et il les a
publiées dans les Comptes rendus de I’ Académie des Lincer (t. XVI,
1°T semestre 1907 ). Nous allons exposer dans cette Note les recherches
de M. Rolla.

La substance choisie fut la gélatine et la déformation fut déterminée
en observant la biréfringence produite, que I'on pouvait compenser
par une méthode bien connue, avec une lame de la méme substance
déformable d’une maniére connue.

2. Dans les deux Chapitres précédents, j'ai envisagé les distorsions
d’ordre 6 et 2 d'un cylindre creux de révolution et jai comparé les
résultats du caleul avec ceux de I'expérience. La méthode optique

Fig. 18

§ ¥

e LRl

permet & son tour d’établir la comparaison, mais dans des conditions
plus semblables & I'hypothese du calcul.

La gélatine, tout d’abord, fut coulée dans un moule cylindrique en
fer-blanc haut de 6™ et dont le rayon extérieur est de 5™ el 'intérieur
de 2¢™. Le moule avait une fissure radiale d’environ 56° et était muni
de quatre petits cylindres mobiles en cuivre jaune, rangés de maniere
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4 pouvoir obtenir dans le cylindre de gélatine solidifiée quatre trous
pénétrant jusqu’a la moitié de son épaisseur. Trois de ces trous
doivent s’ouvrir sur la face extérieure du cylindre et le quatrieme
sur la face intéricure (fig. 18).

La position et la direction des trous sont calculées de fagon que, les
faces de la fente (') une fois soudées, deux des trous extéricurs soient
en ligne droite et que le troisicme corresponde & celui de I'intéricur.

Aux bases du cylindre, apres avoir soudé la fissure, on voit claire-
ment ( fig. 19) les déformations que mes calculs avaient prévues.

Fig. 19.

Si maintenant on soude soigneusement les deux bases sur toute
leur surface & deux plateaux de bois, de maniére qu’elles restent
planes et a la distance primitive, les phénoménes de double réfrac-
tion accidentelle doivent apparaitre.

(1) Pour faire la soudure, on enduit les faces .de la coupure d'un peu de gélatine
fondue et on les fail ensuite adhérer, par un moyen queleonque, par exemple en y
appuyant quelque objet, jusqu’a ce que la gélatine soit solidifiée. I’adhésion s'opére
rapidement, 6tant donnée la grande viscosité de la gélatine préparée selon la méthode
indiquée au paragraphe 2.
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En effet, & la lumiére rouge, entre deux nicols croisés, on observe
facilement que la lumiere, a travers les deux trous extérieurs, ne
s'éteint pas et n’a méme pas un minimum d’intensité. Au contraire,
si 'on observe la lumiére & travers le trou extérieur et son corres-
pondant intérieur, la gélatine se montre isotrope. En défoncant un
des trous, ¢’est-a-dire en observant & travers un seul trou, au moyen
de I'analyseur, la lumiére polarisée, la biréfringence revient.

Tout ceci est parfaitement conforme & la théorie. En effet, les deux
régions respectivement comprimées et dilatées sont symétriques, rela-
tivement a I'axe du cylindre creux, et elles sont séparées par un
cylindre coaxial ayant pour rayon la moyenne arithmétique des rayons
extrémes du cylindre primitif. La nature de la déformation peut étre
reconnue i I’aide de la méthode du paragraphe 2, mais elle se-montre
toujours conforme & la déformation prévue. '

3. L’expérience, dans le cas de la coupure uniforme, est tout i fait
semblable & celle que nous venons de déerire, quoique les résultats

Fig. 20.

soient différents. Le moule (fig. 20) a une fissure de 6™ et quatre
petits cylindres disposés comme précédemment. Aprés la soudure des
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faces de la fente, le cylindre prend la forme représentée par la
figure 21.

La distribution des tensions et des compressions se déduit immé-
diatement en soudant les bases aux deux plateaux de bois, comme
dans le cas précédent, et en observant, avec un nicol, la lumiére pola-
risée qui traverse les différentes régions du cylindre.

Fig. 2r.

L

En observant la lumitre a travers les trous extérieurs, la gélatine
se montre isotrope; en observant & travers un trou extéricur et un
intérieur, elle se montre biréfringente au plus haut degré; enfin, en
I'observant a travers un seul trou, la biréfringence reste toujours tres
évidente. Dans ce dernier cas, il est facile d’établir le signe de la
déformation.

4. Les expériences décrites peuvent étre rendues visibles & un
nombreux auditoire au moyen d’un appareil de projection et, pour
celte raison, conviennent trés bien aux démonstrations des cours.
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CHAPITRE VII

CYLINDRE CREUX DE REVOLUTION. DISTORSIONS I’ORDRE 1, 3, 4, 3.

I.

I. Dans les deux Chapitres précédents, j'ai considéré les distorsions
d’un cylindre creux de révolution dues & une coupure radiale et & une
coupure i faces paralléles, c’est-a-dire les distorsions d’ordre 6 et
d’ordre 2. Maintenant, pour considérer toutes Ies distorsions pos-
sibles, nous devons examiner celles d’ordre 1, 3, 4, 5.

Mais les distorsions d’ordre 1 peuvent étre ramences a celles
d’ordre 2 par un simple changemént d’axes coordonnés. De méme,
les distorsions d’ordre 4 et 5 se transforment 'une dans I'autre par
un changement analogue d’axes. Il ne reste donc a étudier que les
distorsions d’ordre 3 et 4. Observons d’abord que le calcul de la
déformation du cylindre a ¢(¢ exéeuté en éliminant toules les actions
le long des surfaces latérales et en ne conservant que les actions sur
les bases. Or, dans les formules que j’ai données au Chapitre I sur les
distorsions d’ordre 3, les actions latérales ont déja été ¢liminées. Il
ne reste done plus qu’a approfondir le cas des distorsions d’ordre 4.

Nous montrerons, dans ce Chapitre, que ce cas peut élre ramené.
a celui de la distorsion d’ordre 2 (*). Nous pourrons alors dire que
le probléme de la déformation d’un cylindre creux de révolution qui
a subi la distorsion la plus générale et qui n’est sollicité qu’aux bases
est résolu. v : 7 C .

Pour obtenir la forme que prend le cylindre, en vertu-de la seule
distorsion, sans qu'il existe de sollicitations extérieures, il faut éli-
miner les sollicitations aux bases. On peut faire cette élimination d’une
manicre approximative, comme -nous. avons déja vu dans les cas que
nous avons traités dans les Chapitrés précédents. :

(*) La méthode suivie ost analogue & celle employée par le professeur Almansi dans
son Mémoire : Sur la déformation des cylindres sollicités latéralement ( Compies rendus
de la R. A. des Lincei, séances des 5 et rg.mai 1901). ‘ :

Ann. Be. Norm., (3), XXIV. — NovEmBRE 1907. 61
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2. Dans les formules trouvées a Particle 11T du Chapitre II, faisons

successivement
l=n =p=¢g=r=o

et
l:nz:n:([:/‘_—:o;

nous obtiendrons respectivement pour les seconds membres les valeurs

sulvantes :

g — Z‘-sz log (2% + %),
(1) (

I
— m arc tang—’-,,
2T x

0,

[%Tcpzlog(x’-w’),

~——

(2)

L pzarctang £
op PR Arctang 7

- ——mm—

ﬁ Py arc tzmg% + /—;-7? prlog(x®—+ y*).

Les formules (1) donnent les déplacements correspondant & une
distorsion d’ordre 2 et les formules (2) les déplacements correspon-
dant & une distorsion d’ordre 4. Il est facile maintenant de reconnaitre
que les deux premieres expressions (2) peuvent se tirer des expres-
sions correspondantes (1) en multipliant ces derniéres par ;%s. D’autre
part, dans le Chapitre précédent (art. I, § 2), ot nous avons envisagé
la fissure uniforme, nous avons montré que, dans le cas d’un cylindre
creux de révolution dont les surfaces latérales ont les rayons R, et R,,
on peut éliminer les tensions le long des surfaces latérales en ajoutant
aux expressions (1) respectivement les quantités

5 W+ A"+ Bu”,
| o 4 Ap" B,
| O

(3)

et en choisissant convenablement les constantes A et B. Cherchons
donc a éliminer les tensions latérales dans le cas de la distorsion
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d’ordre 4 en prenant les composantes des déplacements donnés par

‘ P ! o . / " w
U= 5| ———mlog(a?+4 y= u A w u =3
P [ i glar+-y*)+u' 4+ Au"+B ] U,
1
(4) v = f—z(;m are 1(111"1+‘)’—+— Av'+4+ B v’”> =3V,
. =

‘<

1
(w—————;—/n arc tang "——|~Z—[)xlo"(1 4+ O(z, ) =W+ ¥ (z, y),

ou ®(x,y) est une fonction régulicre, inconnue qu’on doit déter-
miner.

En substituant p & la lettre m dans les formules (I) du dernier
Chapitre, on obtiendra

' K LK RERE N\ *logr
) ferom iR /) S._.__.._.___ UL e — [ 2
L o (L4 2K logr - a(li4-ak) R¥ 4 RE/) O
. ! S 5K vt e _ ’\,,u‘?
AEYI P o) (R RE) L3 -5 K)y*+ (L + K) 2 -lg’
(5) ¢ )
. L+ K [/ RERE N 0¥ logr
Ve Ll are ting X o 20N (e NN e
9T ‘“( tang By a(L+ k) (/ Ri+4-RE/) dxdy
L-3K

B (L-2K) (R} + [{§>‘7".7J-

Ensuite, en posant 7 == 2* 4 ¥*, nous aurons

. Y 1
5 ol — paloor
(5 W = ———/)ydm AN = A i logr.

3. Sinous remplacons s expressions (4) dans les équations indé-
finies de I'équilibre ¢lastique

K A%« + (L (—-K) V0 ~ =0
()/
KA - (LK) - ()V =z 0,
KA*w - (L -+ K) ’;J “= 0,
ou '
[ — Jdu dJy Jw
b

=0zt oy T Us



484 VITO VOLTERRA.

on voit aisément (ue les deux premiéres équations sont satisfaites.
La troisieme équation devient
‘ : ou oV

6 KA +~(L+K)(-—+ 5—)=o0.
(6) +(L+ )<(}x+d}'

Appelons ¢, tsa, t45, Loy, 8y, ¢4, les caractéristiques des tensions
correspondant aux déplacements (4). On vérifie facilement que, sui-
vant les surfaces latérales du cylindre creux, on a

£11 COSRZT =+ 11, COSNY -+ L3 COSnS =0,

Ly COSNRZ —+ Ly COSRY —+ Loy COSN T =0,

t3 COSRZ ~+ L3, COSNY + L3z cosns

(U AL S < IW  0d

ARGl Y AEERAAS
—f o —l—d‘L_)cosnx-i— V- Ty + 07

> cosny,

ol n désigne la normale au contour. Dés lors, afin que les déplace-
ments (4) correspondent i des tensions latérales nulles, il sera néces-
saire et suffisant que

oW od L IW  obyN .
(7) <U + o= -+ o ) cosne + <V -+ Ty- -+ 75/-} COsSny = 0.

I1.

1. En vertu des formules (6) et (7) de Particle precedent, le pro-
bleme que nous nous sommes proposé revient & déterminer la fone-
tion ®(x, y) dans Pespace o compris entre deux circonlérences o,
et o, de rayons R, et R, ayant le centre dans 'origine. La fonction ®
satisfait, dans ce champ, a 'équation différenticlle
LK <‘_)E AR

(" 2 -— i
(6 AP K dax + dy
et, au contour, & la condition

b OW

, —— — — —— o 2 yv 3
(7") I =" T (Ucosnxz +Vceosny).

Or, par des calculs faciles, on transforme Iégalité (67) en

L+ K 1 2
Vs 2 — —_— o
(6" AR = ”7:<1,+9.K)”<,-2 n§+n;>’
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et les conditions (7') en

00 p /L+3K K - R? ‘
oy 10 E<1,+:41( logBi+1— =5 E;T+n:;:>°°50’
7 o0 p <L_+j]\ loe Ry -t 1 K R} ) 080

on = am\LraK 8T T LK RELRe ) 0%
ol

cosf = cosn.a.

On vérifie facilement que

/ A2 el - / o® g\ + / o® doy=0
" Jg on o, on

1

485

sur gy,

sur oy,

quand on suppose la normale 2 dirigée vers Uintérieur du champ o. En
effet, les trois intégrales de la formule précédente sont nulles, prises
separtment. 11 s’ensuit que les conditions (67) et (77) sont compa-

tibles entre elles.

2. Sil’on fait

1 2
- 17 P AN PRI |
(%) @ = 2 ¥~ lﬁi;’)'L -

Péquation (67) se transformera en
AW == o,
et les conditions (37) deviendront respectivement

o p K

on

SL+-K R}
2K TR
3L+K R?

2T 144_5,}(‘(1+21(,g|‘1+

\

2K Ri--RE

Done

» , YA
Y e=Ma + N )

> cosl, sur oy,

<x “+ 2 log Ry~ —ims ~~~~~~~~> cosld, sur g,.

M et N étant des constantes. Celles-ci peuvent se calculer facilement,
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et I'on trouve
Kz (3 L+K R?logR? — 3 logR2
p—_ P d L og iy 2 10Z 1,
(9) W=— % L+2K[;z K R R )

RZR3 (logli%——log[{g N 3L+ K 1
T —Re 2K Re-R:) )

7

d’ott, en combinant les formules (5"), (8) ¢t (g), on tire facilement
la valeur de w.

3. En tenant compte des formules (4) et (5), nous aurons donc

w— L7 K loer -+ L+ K (/"2__ RER2 Jd*logr
T am|L-42K ® o(L+2K)\ R¥+RE)  Oa?
(Lo a k) (e e LT F Ky (Lek R 2t ],
o — PZ -_“'(_ e 2 L+ K (/'1’ R#R2 N0t logr
= am |t TP 2(L-akK)\ H’;’—}—liﬁ) Dy
L+ 3K
e T R 2,,,”. 7.2.,, "I’Z)/ >
(A) (L aok) (R} -+ RE)
Py Y
P o= — S arc lany —
Y x
P K [3L+K n Rilog Ry — Rilog R} Lo
om L-oK |2 K REoRr T 08
{ RIRZ /og R — log R2 YL~ K 1
r RE—R: 2K n;"+“l?;'>
1 L+ K ré
2 K RrfgRI)

d’ott Von tire

o PRI ( a2 )

BT (L4 2K) T\t R Riﬁ)’
, Dopr\

(B) { L,;,:.::),]\(U-—{-—%),

. )iy
lyy = 2 K (V - %;;)

\

Ainsi se trouvent déterminées les tensions agissant sur les deux
bases.
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IT1.

1. Pour obtenir pratiquement une distorsion d’ordre 4, il suffit de
faire, dans le cylindre creux, une fissure cuné¢iforme, comme il est

Fig. 20,

indiqué dans la figure 22, de manitre que les deux faces de lafissure
se rencontrent suivant un rayon d’une des deux bases (axe ). Cela

Fig. 23.

fait, on rapproche les deux faces de la fissure et on les soude. Si les
deux faces de la fissure sont également inclinées sur la base, la forme
que le solide déformé prend apres la soudure est symétrigue par rap-
port & un plan perpendiculaire & la base.
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En s’appuyant sur les résultats que nous venons de trouver, et en
employant des raisonnements analogues a ceux qui ont ¢(é faits dans
les deux Chapitres précédents, on pourrait se faire une idée approchée
de la forme que le cylindre prend lorsqu’il est soumis a la scule dis-
torsion dordre 4, c’est-d-dire lorsqu on suppose d’¢liminer les ten-
sions aux bases. Mais nous supprimons cette discussion, et nous nous
bornons & donner ( fig. 23 et 24) I'image d’un cylindre de caoutchouc
qui a subi la distorsion d’ordre 4. :

es deux photographies (fig. 23 et 24) du moule en platre du solide
dcform(, vu de deux cotes différents montrent clairement la forme des

Iig. 24.

deux bases. L’aréte correspond i la soudure. Le cylindre de caout-
chouc mesurait avant la distorsion 10,6 de diamétre extérieur,
6 de diaméetre intérieur et 5™, g de hauteur. L’ouverture angulaire
de la fissure cunéiforme était d’environ 38°.

2. Pour compléter les images des six distorsions élémentaires d’un
cylindre creux de révolution, nous reproduisons ici les photographies
des moules en platre de trois gros tubes de caoutchoue qui ont subi
respwlivmnvnt les distorsions d’ordres 1, 3, 5.

La figure 25 se rapporte & la distorsion d’ordre 1 d’un cy mdro,
creux. lek, &té obtenue en faisant une coupure axiale (plan z, =
du coté positif de 'axe 2) et en faisant ensuite glisser les deux faces
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de la coupure 'une sur autre dans une direction normale 4 'axe du
cylindre (axe z).

La figure 26 se rapporte a la distorsion d’ordre 3 (¢f. Chap. I,

Fig. »5.

Art. 11, § 7). Le cylindre a été coupé comme dans le cas précédent
et 'on a fait ensuite glisser les deux faces de la coupure 'une par
rapport & autre dans le sens de "axe du eylindre (axe z).

Enfin, la figure 27 représente un eylindre creux qui a subi une dis-
torsion d’ordre 5. Apres avoir fait la coupure, on a tourné les deux
faces 'une par rapport & I'autre autour de la perpendiculaire (axe y)

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — Novemere 19o7. 62
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aux deux faces menée par le milieu de 'axe du eylindre. L’origine est
done située au milicu de I'axe du eylindre. Nous faisons observer que,

pour rendre plus facile la construction du modéle de la distorsion
d’ordre 4, nous avons choisi Porigine au centre d’une des bases.

NOTE AUX CHAPITRES V, VI, VIL

I. M. Almansi a consacré deux Notes (') a Uétade des déformations
régulicres des cylindres, lorsque les déplacements sont polydromes.

L'axe s étant parallele aux génératrices du eylindre, M. Almansi
envisage, dans la premicre Note, le cas o les caractéristiques des ten-
sions sont indépendantes de z, tandis que, dans la seconde Note,
il envisage le cas géndéral.

.

2. Soit un cylindre élastique & Pétat naturel. Supposons de le
déformer par des forces agissant sur les bases, et supposons aussi que,
en composant les forces agissant sur chaque base, on trouve la foree
résultante nulle et le couple résultant nul. M. Almansi appelle alors la

(%) Sopra wna classe particolare di deformasioni a spostamenti polidromi dei solidi
cilindrici (Rend. d. R. Accademia dei Lincei, Gennaio, 1907 ).

Sulle deformazioni a spostamenti polidromi dei solidi cilindrici (Rend. d. R. Istiluto
Lombardo, 1907).
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déformation du eylindre une déformation du type D,. Il remarque que
dans le probleme de De Saint-Venant on trouve la déformation d’un
eylindre sollicit¢ pardes forces données, agissantsur les bases en négli-
geant une déformation du type D,,. Or, dans le probléme de De Saint-
Venant, on envisage seulement le cas ou les déplacements sont
monodromes. M. Almansi se propose le probléme suivant : Etant donné
un cylindre clastique homogene et tsotrope multiplement connexe qui n’est
pas sollictte par des Jorces exterieures, délerminer la déformation plus
genérale du cylindre en neégligeant une de formation du type D,.

3. 1 commence par démontrer le théoréme suivant @ Dans le cas
engisagé on peul toujours representer les caractéristiques des tensions par
des fonctions lindaires de .

Prenons pour axes a el y les axes principaux d’inertie d’une section
normale du cylindre; alors il démontre g’ on peut calculer, dans le cas
envisagd, les caractéristiques des tensions par les formuales

o LUV U oW
R
, U oV e U IW
bag = Ry T s dvy oz’
o* U 0y 7
e S e Lgy == 7 (5A*U - A?
Ly Twdy 07 ()‘)', Ly n (s AU - A?Y),

ot 1 designe le coefficient de Pocssor (votr Chap. V) et U, V, W ne
deépendent pas de = et sont des fonctions régulicres et bi-harmoniques des
vartables x el y (voir Chap. 11, Avt. 11, § 2).

Entre les fonctions U et W dotvent exister les relations suivantes :

AW oAU MW oAy
e f=mn) dy Jdy QR y

Sott & la base du cylindre et supposons que le contour de cetle base sout
Jormé parplusicurs lignes ferméess,, s,, ..., s,. Sur chague ligne s; on doit
avorr

U=ax -+ 0y +cy V=yg,z~+ Ry -+,
U d(aie + by ~+¢)) IV (g Iy + 1)
— T ’ _— = ’
Jv 73 0y v

W oo 1 (aiy——blx = ki)’
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ou les quantites a;, b;, ¢;y gi hiy l; sont des constantes el v désigne la
normale & la ligne s; dirigée intéricurement a l'aire o.

4. Sila fonction U est nulle, alors les caractéristiques des tensions
sont indépendantes de =. Dans ce cas, on a

A*W = consl.,

et les caractéristiques des tensions sont données par les formules

Loy , 0w
uE nE gy
ho— 02V e IW
99— (TI—Z, 32 d.)’ ’
0*V )
tg—=— ()1“53;7 lyy==1n A*V.

CHAPITRE VIIL

SYSTEME CYCLIQUE D'ELEMENTS ELASTIQUES PLIABLES.

1. Alafin du Chapitre IT1, jai énoned dans les termes suivants le
probléme fondamental qui se présente dans la théorie des distorsions
des corps solides élastiques multiplement connexes : Etant données
les distorsions du systéme elastique, déterminer les efforts. Je vais exposer
dans ce Chapitre les principes de la solution de ce probléme dans un
cas qui présente un intérét spécial (1),

2. Pour fixer les idées considérons une verge rectiligne dont les
dimensions transversales soient trés petites velativement i la longueur.

(1) Poir Cresscu, loe. cit., Chap. VI
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Envisageons les particules A et B qui forment les extrémités de la
petite verge. Par A et B nous entendrons les deux ¢oncs extrémes de
la petite verge ayant la hauteur du méme ordre de grandeur que les
dimensions transversales.

Quand le corps se déforme les déplacements relatifs de A et B sont,
en général, tres grands relativement & la déformation pure des par-
ticules elles-mémes et de tout autre ¢lément du corps dont les dimen-
sions soient du méme ordre que les dimensions transversales de la
petite verge.

Nous pouvons donc considérer A et B approximativement comme
deux éléments rigides dont le déplacement relatif sera résultant d’une
translation et d’une rotation. Nous supposerons aussi que les dépla-
cements relatifs de A et B soient tels qu’on puisse négliger les puis-
sances supéricures aux premiéres des composantes desdites rotations
et translations.

3. Admettons maintenant que les forces extérieures agissant a 'in-
tericur de la verge soient négligeables. Supposons que les forces exté-
ricures soient appliquées seulement aux particules A et B, et que le
systtme soit en ¢quilibre. Dans cette hypothése imaginons une section
transversale quelconque o divisant la petite verge en deux parties S,
et S, dontla premitre contienne la particule A et Pautre la particule B,
et composons les actions que la partie S, exerce sar la partie S, sui-
vant =, en prenant comme centre de réduction un point quelconque O.
Il est évident que, en maintenant ce point fixe et en changeant n’im-
porte comment la section o, laforce et le couple résultants sont inde-
pendants de la section. Ils seront aussi respectivement égaux a la force
et au couple résultants qu’on obtiendra en composant les forces appli-
quées en B, et seront ¢gaux et contraires i la force et an couple qu’on
trouvera en composant les forces appliquées en A, O étant toujours le
centre de reduction.

4. Supposons, pour rendre le cas plus simple, que la petite verge soit
isotrope et qu’a I’état naturel elle ait la forme d’un cylindre de révolu-
tion de hauteur / et de rayon R.

Prenons origine O dans le centre de la base adjacente & la par-
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ticule A et pour axe = I'axe du cylindre. En choisissant I'origine O
pour cenltre de réduction, représentons par

Tlab taah) S (ab)
\l( )z, Xg//;’ :\:{ )

les composantes de la force vésultante des actions extérieures appli-

quées en B, et par
NZ2% fab) 7 (el
Xy, Xl X

les composantes du couple résultant.
Désignons par

W)
’

Pl P
e e, &y

les composantes de la translation subie par A & partir de I’¢tat naturel,
el par

i, akt, a

les composantes de la rotation subie par la méme particule. Soient

.'L'l,./"

)
by 59

Lt R el p el
aly o, al, @

les quantités analogues pour la particule B. Les composantes de la
translation et de la rotation de B relativement & A seront respecti-
vement

b el PR . el i e el lr) i)
ay xy, s A Y AP P e T

0 ol
& i

Entre les forces X[ et les quantités 2 — 25 existeront les relations

sulvantes :

/ 2
I l'( A o \
b ) tah; e
2 e e [ X0 X [
\ ! ! Ko\ K 3 ’
(A) co, (A ( 2 :
L ) g Y lab)
L = = X e = X0y
( 2 2 Ep\ 7 37t !
zl - 2=
puy O8] e 14 B s(luh, X'a(n/
\ i TR = (2 X5 - X1,
Y {J.
(AI) /ot g — J i (2 Xrab, - Xm/:,—l)
\ w3 R T 7 \ 4D 1 ’

2(1~1) i‘(,‘,‘,”
E et

_\
8
=3

o o) e
Ly =
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oit Edénote le module d’¢lasticité, 7 la constante d’élasticité déji intro-
. . . . R . .

duite dans les precédents Chapitres; p = == est le moment d’inertie

de la section circulaire de la petite verge relativement & son centre.

Dans les formules précédentes, on a suppose que les forces X/ soient
du méme ordre de grandeur et on a négligé les termes d’ordre supé-

ricur & ceux qui y figurent ().

5. Ces formules prouvent que, si Pon choisit arbitrairement les
trois composantes de Ia rotation relative de B par rapport a A et
Jes deux composantes de la translation relative dans le sens normal
4 Ja petite verge, on peut toujours trouver des forces extérieures
capables de les engendrer; la translation relative dans le sens de
I'axe de la petite verge est, au contraire, de Pordre des quantites
négligeables.

Mais il serait facile de modifier un peu les conditions du systeme de
maniere a rendre méme possible une translation relative dans le sens
de I"axe. Supposons en eflet que les [orces extéricures soient appli-
quées & deux petits coulants capables de glisser le long du eylindre
dans le sens longitudinal et maintenus contre le cylindre par deux
ressorts (els que les efforts, du méme ordre de grandeur que ceax qui
produisent les flexions et les torsions de la petite verge, induisent
dans les deux coulants des déplacements relatifs dans le sens de
Paxe et de méme ordre de grandeur que les premiers. Si 'on sup-
pose les deux coulants situés aux extrémités de la petite verge et
si on les appelle A et B, les formules (A) et (A") ne sont pas alté-
rées. La troisicme formule seule doit étre remplacée par cette
aulre,

(1) &l — &l == X,

olt e est une quantité positive du méme ordre de grandeur que les
coefficients des quantités X, dans les formules précédentes.

(1) On peut oblenir les formules précédentes de plusieurs maniéres, par exemple cn
employant la méthode de De Saint-Venant. (Zoir Kireuuorr, Porl. dber Math. Physik;
Mechanil, 27, 28 Vorl.).
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6. L’¢nergie ¢élastique du systeme déformé est

w|~

? () gl@r) X lab
1
l

1t

laquelle est une forme définie positive si m est différent de zéro. Mais
si m est nul (comme dans le cas ou manquent les coulants) H est une
forme positive qui peut s’annuler sans que soit nul X{“. Mais afin
que H soit nulle il est nécessaire que X9, X\, }\"‘[” X, X
soient nuls. /¢ suffit donc qu’une seule des quantités ' — 2 soie diffé-

rente de zéro pour que H le soit ausst.

(XD 2y 5 (X024 T (X2

H‘ -

ool =

-+ (X‘;"”)f—r-(X(S“”))’—i— (l ‘+"ﬂ) (Xfﬁah))z_ ‘X(lal))xrsul;)l_*_X(Qa/;)xlkab,l_l ,

[1.

f. On peut imaginer un nombre infini autres cas ot des corps
a formes tres variées ont des proprictés analogues i celles que nous
venons d’examiner. La pelite verge avec ou sans coulants peut étre
regardée comme le cas typique. Désirant nous placer 4 un point de
vue général nous envisagerons des corps auxquels nous airibuerons
d’une manicre absolue certaines propriétés. Ces propri¢tés seront les
mémes que nous avons vues se vérifier approximativement dans le
cas examin¢ i 'Article précédent :

Il existe deux particules A et B du corps que nous appellerons
extrémités dont les déformations sont négligeables par rapport aux
translations et aux rotations relatives qu’elles subissent;

2° Si l'on suppose les actions extéricures appliquées sculement anx
extrémités A et B et le corps en équilibre, Ies composantes des trans-
lations et des rotations de B par rapport 2 A peuvent étre représentées
linéairement au moyen des composantes de la force et du couple résul-
tan(s des actions extérieures appliquées en B;

30 Lénergie clastique du systéme déformé (toujours positive)”
ne peul s’annuler que dans le cas ou toutes les composantes de la
translation et de la rotation relatives de B par rapport & A sont nulles.
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Nous appellerons les corps qui ont lesdites propriétes éléments élas-
tiques pliables et nous les distinguerons en deux catégories :

1° Eléments élastiques librement pliables, ¢’ est-a-dire tels que, si 'on
choisit arbitrairement les (rois composantes de la translation et les
trois composantes de la rotation d’une extrémité par rapport a l'autre,
on pourra toujours trouver les actions extérieures capables de les
engendrer (type : la petite verge avec les coulants);

20 Eléments élastiques pliables mais soumis & des liens, tels que les
composantes de la rotation et de la translation d’une extrémité par rap-
port & l'autre soient lices par une ou plusicurs relations linéaires
(type : la petite verge simple).

2. Nous indiquerons I'¢lément ¢lastique pliable par AB et les com-
posantes de la force et du couple résultants des actions extéricures
appliquées en B par

(,,) X(,a/n, XL.’"”, Xrﬂul;,; xr/:zln’ X(,;"I'), X_rﬂa/;;_

En vertu de Iéquilibre les composantes de la force et du couple
résultants des actions extérieures appliquées en A scront

. X(lul;)’ — 'Xl‘la/,), . 'eru/:); — 'qum’ — Xf.sall)’ — Xcaul;)’
que nous représenterons respectivement par
lrec) b 7 (het) o L ba) 1
)((1 m’ sz u’ ngm, X(/,)m: X{E)a)’ X(G‘u)'

Si on imagine une section quelconque transversale o qui divise le
corps en deux parties S, et S, dont la premicre possede Uextrémite B
et la scconde Uextrémité A, les quantités (2) seront les composantes
de la force et du couple résultants qu’on obtiendra en composant les
actions que la partie S, exerce sur S, suivant o (*). Dans toutes ces
compositions des forces on devra supposer de choisir toujours le méme
centre de réduction et admettre qu’il soit I'origine des axes coordonnés.

(1) Sile corps est mulliplement connexe (woir, par exemplo, Art. V, § 3),alors la see-
tion ¢ qui divise le corps en deux parties pourra étre formée de plusicurs parties dis-
tincles.

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — NoveMske 1907. 63
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Les quantités (2) s'appelleront les caractéristiques des efforts ou sim-

(a)

plement les efforts qui sollicitent I'¢lément AB. Désignons par a(®,
2, 2" les composantes de la translation, par 2®, x*, 2" les compo-
santes de la rotation de Vextrémité A.

Nous appellerons ces quantités les caractéristiques du déplacemnent

du point A.

Indiquons les quantités analogues pour Vextrémité B par ', 22,
2] 1 2
(b) (D) b) )
x) s &), 2, x).

Les relations linéaires qui lient les déplacements relatifs des deux
extrémités aux efforts s ¢crivont en géndéral

6
(3) af — =3 AR (=10, 0, 6),
5
1
et 'on aura évidemment

X727 p— (heer
Al.x' - ’\i.s' 4

3. Les quantités A" ne dépendront que de lanature du corps et de
sa position par rapport aux axes. Elles s’appelleront les constantes
directes de Uélément. 11 est facile de voir les valeurs qu’elles prendront
si 'on change la position du corps par rapport aux axes. A cet ellet,
supposons connues les constantes précédentes quand le corps est rap-
porté & un certain systéme d’axes et supposons de changer les axes.
Des ¢quations trés connues de Ja Statique nous donnent les relations
existant entre les forces X et les quantités analogues qu’on trouve
si Pon change les directions des axes et origine qui est le centre de
réduction des forces. De méme, des formules ¢lémentaires de Ciné-
matique nous donnent les relations qui existent entre les quan-
tites @ et @ et les quantités analogues rapportées aux nouveaux
axes et au nouveau centre de réduction.

De simples opérations de substitution dans les formules (3) suffisent
donc pour avoir les relations linéaires qui existent entre les coeffi-
cients A et les coefticients correspondants relatifs au nouveau sys-
teme des axes.

4. Si Pélément élastique est librement pliable, les égalités (3)
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seront invertibles et nous aurons
6
(3" Xy"= Y aleh (2 — ().
° 1
La détermination des coelficients «; et de leurs variations, si les
axes changent, ne présente aucune difficulte.
Nous appellerons les coelficients @
ment AB.
Lorsque I'¢lément ¢lastique pliable est soumis & des liens, il est
impossible d’invertir les ¢quations (3)

les constantes inverses de 1'¢lé-

L’énergie ¢lastique du systeme déformd sera donnée par
.

6
I r o / ;
— - > ub, (@ — 2y 2 Al X! (eeh) ’al;)

1

La forme précédente sera done une forme posdiioe et elle sera définie si
le sysiéme clastique est librement pliable; aw contraire elle ne sera pas
definie si le systeme est pliable, mars sourmnis a des liens.

Dans le premier cas nous aurons encore

I ~
[1’: ~ ‘}i Z u/z, T l/;, '77[1“) (.Il'.‘;./“ Im))

[11.

1. Les considérations preliminaires exposées dans les Articles pré-
cédents nous serviront de base dans Pétude des distorsions d’un
systeme cyclique composé de plusieurs ¢léments pliables. Imaginons
en elfet d’unir entre eux un nombre quelconque d’¢léments élastiques
pliables, wnissant entre ewx rigidement les extrémités, de maniére
a former un ensemble cyclique dont toutes les parties soient & I'état
naturel. Etudions Peffet des distorsions dans ce systeme.

2. Pour fixer les idées, supposons ’avoir quatre verges minces,
rectilignes. Réunissons leurs extrémités deux 4 deux en les fixant
rigidement dans quatre dés ou étaux b main de maniere que les verges
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forment les cotés d’un quadrilatére ABCD et les quatre dés ou étaux
& main, les quatre sommets, comme il est indiqué dans la figure 28.

Fig. 28.

On fait ensuite une conpure dans un des cotés et 'on exéeule suivant
la coupure une distorsion. Voyons comment le systéme se déforme ot
quels efforts sont induits.

3. Admettons, en genéral, que les ¢léments élastiques pliables
reliés entre eux soient 7z et que les extrémités soient unies rigidement
en mnoeuds. Supposons, en outre, que le systéme solt soustrait d toute
action extérieure.

Considérons tout d'abord un élément quelconque unissant les
neeuds A et B et dont les extrémités soient A et B. Indiquons cet ¢lé-
ment par AB.

En faisant usage des mémes notalions que nous avons employées
dans PArticle précédent nous aurons que, si 'élément n’a subi aucune
distorsion, subsisteront les velations suivantes :

f
) N .
(3) P — w;-’“::z Al X e ({=1,2,...,6).
s
1
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Mais si 'élément a subi une distorsion de caractéristiques a(*?, «(®,
b b , . . . n -
2, o, af”, ay?, les équations précédentes devront étre rempla-

cées par

6
W .
() 2 — 2 — o= AEIXE (i=1,2,...,6).
s

1

Si done, en général, on exécute une distorsion en chaque ¢lément,
on aura six équations analogues aux précédentes pour chaque élément.

Considérons maintenant un neeud, que nous indiquerons par la
lettre A, ou aboutissent et sont unies rigidement les extrémités A des
¢léments AB, AC, AD, ....

Pour I’équilibre nous aurons les six équations

(I1) Xia0 - Xt . Xled | =0 (i=1,2,...,6).

On aura done, pour chaque noeud, six équations analogues aux prece-
dentes.

4. Supposons connues les constantes de chaque élément et les caracté-
ristiques de chaque distorsion, ¢’est-ia-dire tous les coefficients ALY et
toutes les caractéristiques of*”, et supposons inconnues les compo-
santes des translations et des rotations de chaque extrémité et les
efforts qui sollicitent chaque élément. Nous aurons 6n + Gm incon-
nues qui vérifieront les 6+ 6m équations linéaires (I) et (1I).

Observons toutefois que dans ce systeme six ¢quations découlent des
autres. Iin effet, en ajoutant membre & membre toutes les égalités (IT)
qui correspondent & un méme indice ¢, nous obtiendrons le premier
membre identiquement nul, parce que chaque terme X qui parait
dans une équation est ¢éliminé par le terme X?* qui parait dans une
autre. Ce résultat s’explique facilement, car il est évident que les trois
composantes de la translation et les trois composantes de la rotation
d’un noeud sont arbitraires.

5. Nous démontrerons maintenant le théoréme fondamental sui-
vant :

Dans tout systéme cyclique d’élements élastiques pliables, si les constantes
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de chaque élément et les distorsions exécutées en chacun d’eux sont connues,
les translations et les rotations relatives de tous les noeuds seront déterma-
nées, ainsi que les efforts qui sollicitent tous les éléments du sysieme qui
sont librement pliables.

Pour simplilier, supposons nulles les trois composantes de la trans-
lation et les trois composantes de la rotation correspondant & un
neeud choisi arbitrairement. Supposons encore que, & un méme sys-
téme de valeurs des caractéristiques of” et des coefficients AY™® cor-
respondent deux systémes de d]uus dcs quunlil(*' 2 et XY que

nous dénoterons respectivement par 2 et X{; @ et X4, Kerivons

) L) e L)
€y —_ =c¢;

\Z{.nh) ''''' \(m/u_,, ) {:l/))
K

Ces quantités vérificront les ¢quations

6

-
/A (b 4073 \ \mh; = elr)
(4) Y T D L ]
el
1
(5) E;al;) pe E'irw) . Egﬂ.((; = . == 0.

)--l ll[)/

Multiplions les deux membres de I'équation (4) par 2/ et les deux
membres de Péquation (5) par £, el ajoutons mewbre & membre
toutes les équations que nous venons d’obtenir. Le premicr membre

résultera identiquement nul, ot

Z \‘ y \tuln V"”E"“")"‘()
7 g e

alb 1

Par}: on doit entendre une somme de 2 termes relatifs 2 tous les
al
éléments clastiques constituant le systéme.
Mais chaque forme

2 2 Amln (al;) ’-‘mlz;
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est positive; done, en vertu des ¢quations précédentes, nous aurons

6 6
(6) DD A EE R =,
1 2 1 S
et, par conséquent, ' '
5;’0) - g[ia) =0,
d’ot1
&P =o et 2 = 2,

Done, dans les deux solutions, les composantes des translations et
des rotations des noeuds ne peuvent pas dillérer entre elles.
De la formule (6) on tire e, si 'é¢lément AB est librement pliable,

doivent étre nulles et, par suite, X" = X", Par

[

.., y/
les quantites B

consequent, les efforts relatifs & I'¢lément (AB), s’il est librement
pliable, ne peuvent pas différer entre eux dans les deux solutions.
Le théoréme énonede est done démontre.

6. Du théoreme précedent découle immédiatement le corollaire sui-
vant :

Dans un systéme cyclique d’éléments élastiques librement plicbles et
dont on connait les constantes, les cfforts sont déterminés par les distor-
stons et Uon peut les obtenir en résolyant un sysiéme d’équations du pre-
mier degre.

En supposant toujours que les ¢léments soient librement pliables,
nous avons (rouve que les formules (4) et (5) n’ont d’autres solutions

e
i — =itab)

que £ =0, E"” =0 si nous admettons que, pour un necud donné,
les quantités £ soient nulles.
Cela prouve que les ¢quations (1) et (1I) sont entre elles toujours

compatibles de quelque facon qu’on prenne les a}“"’, d’ot :

Dans un systéme cyclique d’éléments elastiques librement pliables, les
distorsions peuvent étre choisies d’une fagon complétement arbitraire.

7. Siles éléments ¢lastiques ne sont pas tous librement pliables, les
formules (4) et (5) peuvent admettre des solutions ou les incon-

sl 10}

nues Z” ne sont pas toutes nulles. I peut méme se rencontrer des cas
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ou les formules (4) et (5) ne sont satisfaites que par des valeurs nulles
des quantités E”. Dans le premier cas, les distorsions ne peuvent pas
étre choisies arbitrairement, tandis que, dans le second cas, les dis-
torsions sont arbitraires. En outre, dans le premier cas, les elforts ne
sont pas déterminés, tandis qu’ils le sont dans le second.

On voit tout de suite que si les éléements clastiques sont de simples
verges rectilignes nous aurons respectivement le second ou le premier
cas, suivant que le systéme est ou n’est pas statiquement déterming.

IV.

1. Les équations (I) et (II) présentent d’étroites analogies avee les
équations de Kirchhofl' sur la propagation des courants dans un
systeme de fils conducteurs formant un réscau; mais dans notre cas
les équations de Kirchhofl' sont sextuplées. Les composantes des
efforts figurent dans les équations (I) et (1I) comme des ¢léments ana-
logues aux intensites des courants; les composantes des (ranslations et
des rotations des neeuds, comme les ¢léements analogues des potentiels
¢lectriques aux noeuds du réseau; les caractéristiques des distorsions
remplacent les  forces électromotrices. Les relations (1) remplacent
P'équation qui exprime la loi I’Ohm. Les constantes des ¢léments
¢lastiques ont le méme role des inverses des résistances ¢lectriques.

2. Cette analogic une fois ¢tablie, 1l est facile d’examiner des cas
qui se présentent d’une maniére analogue au pont de Wheatstone dans
Iétude de I'électricite et d’en profiter pour déterminer des constantes
des ¢léments clastiques.

3. Le principe des coupures équivalentes (Chap. 11, Art. 1, § 1)
permet de substituer une distorsion faite dans une section donnée, par
une autre exécuteée dans une section obtenue de la prumi(*m par une
déformation continue.

On comprend qu’en pratique, on aura un moyen simple d’obtenir
des distorsions dans un systéme cyclique d'¢éléments pliables, en les
exécutant aux neeuds, ce qu’on peut faire par la manitre méme avec
laquelle on attache entre elles les extrémités des ¢léments.



SUR L'EQUILIBRE DES CORPS ELASTIQUES. 505

V.

I. Avant de passer au Chapitre suivant, ot nous nous proposons de
traiter un cas particulier, nous voulons démontrer le théoréme général
suivant et quelques autres propositions :

Les constantes directes A" (voir Art. 1) de chaque élément vérifient
les équations
\’r(/l/ —_ \(u//)

En effet, supposons qu’aux efforts \".””' correspondent les depla-
cements /" et m;.{“ (6==1,2,...,06) (I(-s extrémites A et B de I'élé-
ment AB et quaux eforts (mr(-spmld('n( les déplacements £
et Y (i=1,2,...,06). Nous appellerons premiére et seconde (l(}-[unnd-
tion les deux différentes déformations que subit élément AB.
Considérons la quantite
G

.
plh) L)y = ey
> (@] a7y 2

e
1
Elle est le travail que les tensions (-nw-ndrm[ la seconde deformation

de Pélément AB exécutent en vertu de la premiere déformation de
Pélément. La quantit

3 v -
X (ED = £ X

est le travail que les tensions engendrant la premiere déformation de
Pélément AB exécutent en vertu de la seconde déformation.

Mais, en vertu d’un l)i‘ill('i])(‘ aénéral d’elasticite | théoréme de Betti
(voir Chap. 11, Art. 11, § 1)] que nouns étendons aux corps clastiques
pliables, ces deux travaux sont égaux et, par conséquent,

6

2ﬁ (w(lm . m))—.:(ao - 2 (rll/) £l X(zl/
Z

1

6 G 6 6
2“1 O N ;
2 (b tal) miab) — (al; @by Y (ab),
. Ats )X.s' g "=‘z' )—“Z 2‘ Ai(.v ‘:-’s Xz‘ ’
i s i s
1 1 1 1

Ann. Ee. Norm., (3), XXIV. — NOVEMBRE 1907. 64

ou
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¢’est pourquol
AT = AL

En passant des constantes directes aux inverses a¢” (Art. 11, § 4),
on trouve évidemment vérifice La relation analogue

s
sl

aith =«

2. Lorsqu’on a n ¢léments élastiques pliables Ay AL, AL A, Lo,
A, A, L, on peut les unirv les uns aux autres de maniére que, deux
éléments conseeutifs A, (A, AjA L, aient les extrémités A; communes
attachées rigidement entre elles. On obtiendra atnsi un ¢lément élas-
tique unique A A, On appellera cette linison wune composition: par
serie des cléments donncs et 'élement oblenu élément compose par serie.

Appelons A Jes constantes directes de chaque élément compo-
sant A,A, , et A les constantes directes de 'éloment composé se
rapportant toujours au méme systeme dCaxes. Enovertu des équa-
trons (3) nous aurons

n

al

Lty i) letpy ety g qi

A ’_.‘x il B A l',s'h heit s
=i ;)

1
¢’est-a-dire :
Les constantes directes de Uclément composé par série s’obtiendront en
a./'()u/a‘/tt les constantes m/'/'/f.s'/m//(lml.//',.s' des éléments f:()m/)().s'//nl.v.

Ce théoréme correspond & fa proposition que Pon rencontre dans la
théorie de la conduction électrique, ¢est-a-dire que la résistance de
plusicurs conducteurs disposés en série est la somme des résistances
¢lectriques de chaque conductenr (voir § 1 de VArt. précéedent).

3. Laliaison de plusicars ¢éléments ¢lastiques pliables pour former
un ¢lément composeé peat aussi se faire Fune autre manicre. n elfet,
prenons 2 éléments pliables CAB),, (AB),, ..., (AB), ayant a I'¢lat
naturel les mémes extrémites A et B et supposons de lier rigidement
entre elles Tes 7 extrémités qui sont en A, ainsi que les 2 extrémites
qui sont en B. Cette liaison se dira une composition par dérication ou
en paralléle des éléments donnés. 1. ¢lément compose AB s’appellera ele-
ment composé par derivation.
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Supposons que chaque ¢lément composant soit librement pliable el
appelons ai™

stantes inverses de '¢lémentcomposé s i cause des ¢quations (37) nous

les constantes inverses de chacun d’eux, ¢} les con-

aurons
.
al’,}m:‘-‘ aAtn,
¢’est-a-dire :

Les constantes ineerses de Uélément composé par derication s obtien-
dront en ajoutant les constantes correspondantes des éléments composés.

Ce theoreme correspond ausst & un théoréme sur la conduction ¢lec-
(ricque. En effet, la conductibilité électrique d'un conducteuar formé par
la réunion de plusicurs conducteurs disposés en parallele est lasomme
des conductibilités de chaque conducteur composant.

CHAPITRE IX.

SYSTEME CYCLIQUI! PLAN IVELEMENTS ELASTIQUES PLIABLES.

I. Quand un élement clastique pliable AB est plan et sujet & des
forces situées dans son plan, si Pon prend celui-ci comme premier plan
coordonné on aura que les trois caractéristiques des elforts

tah, s l) 7 ibh)
X.’t ? \ % L] x;

seront nulles. De méme, les caractéristiques des déplacements des
extrémites
(0

ol t) ol KT Nl e P
xM, a2y 2y, 2,

seront nulles.
Pour simplifier, représentons par ., yles axes coordonnés, par X9,
Y@, M@ les caractéristiques X0, X, X« des elforts, et par @,
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¥, P9 les caracteristiques 2, xY", 2 des déplacements de Pex-
trémité A. En méme temps indiquons par 2, y®, 7 les quantités cor-

respondantes 2, 2, z}'.

2. Cela posé, démontrons le théoréme suivant :

St un élément élastique pliable et plan AB est sollicité par des forces
sttuces dans son plan, on pourra toujowrs trouser dans ce méme plan un
couple d’axes orthogonaux x, y tels que

a0) e gple) == ] X (b))
S y(h)"“‘ﬂ’('” f— {J_'Y(uh),
,'([‘) — ) —y ;\’l('ll/")_

(1)

En effet, nous aurons, en général,

g ‘/I;((J)_ ol m \( 2 - s Yl/(h; . yy ‘M:(fl[)),
! y(/})__ ).(.'L):—: ly XHL/J)_{A Uy Y(l!/l; e ("25! r\rl{llll)’

I“I') peiee) - (111\"’/‘}+ a, Y(rlll/_]_ Ly M!uln),

(2)

Glant a,, = a,,.

En transportant Porigine au point de coordonndées £, 1, sans altérer
la direction des axes, et en distinguant par un suflixe les quantités
relatives au nouveau systeme d’axes, nous aurons

e () e ) ey () Pl
.}/lll'l——_ yf[w — yrln ___.y(w) — g(,-(/:) — play,
,.'111) . ].({L'l ) ,.(w,

X{ehs = X (b))

Y({‘b) = Y (b))

M’(Irlh/ — N](ul;} _— X."‘/"‘/) - Y(nl;)'é;

par suite, les formules (2) deviendront
TP — 2O == (a4, 200y, - 0 ayy) XD
b (g My Sy — E gy Y({‘/“ + (-0 a.’;:;)-M'zu'mv

’ . .
(9‘ ) (1/1) _,7(1,“: (s — E,“:n 1) gy Z,'/I “;::;)X-’{”“
A= (Clyy — 2 E'a“ . Ez tyy) Y’{L/)) - (“23 —_— Eﬂ:;:;) M(lal;),

b) Ry yp— { P \ ;
7“‘1' — 7 1&1 — (a':sl A yy) xiu/n 4 (/‘u‘z s é““) Y(iu/" . (L;,;;M'{“"-
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1l suffira done de prendre

Ay (ay
= > £=—
33 i Wy

ce qui est toajours possible si @,,~ o, alin que les équations précé-
dentes deviennent

Ly (-

5
—a’, ‘ oty — (g
‘ ‘7)’1(” "E’{” I 13 X(ln/u ! ‘

i3y
1 s
Wy, Ay

" 2
(2") (Lyg gy — gy lyy Aoy Uy — yiab
1 s

X’ah; 1
X -

gy (tys

‘ h; fa)
,.)/l — )i =

B Ny R— (ah
= == g, M.

Sioay, clait nul, @, et a,, seraient aussi nuls (Chap. VI, Art. 11,
§ 1, 3¢ propricte), et alors les formules (2) auraient originairement la
forme (27).

En changeant maintenant lovientation des axes, ¢’est-h-dire en les
choisissant comme axes principaux de la conique

(cty tyy— iy )yt = o ( iy — ttygetyy) 2y = (yytlyy— G )y'“’ ==y,

nous pourrons réduire les formules (27) i la forme (1),

3. Nous appellerons centre de Uélément elastique Porigine des
axes x, y pour lesquels sont vérifices les formules (1) et ces axes eux-
meémes seront les axes principavx de Uélément. Les coellicients 2
et s"appelleront les coefficients de traction ot v le coefficient de
Jlexion.

Il est facile de démontrer le théoréme suivant :

St Uélément élastique admet deux ares de symétrie, ceux-ct sont les
axes principaux de Uélément.

Il est aussi facile de caleuler les constantes d’un élément relativement
a des axes quelconques quand on connait les coefficients de traction et
de flexion.
Désignons par £ et 7 les coordonnées du centre de I'¢lément rela-
8
tivement aux axes x, v et par o', v’ les axes principaux. Le Tableau
) ) ! . I I
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des cosinus des deux systemes d’axes, soit

l r ,V.I
x o 5
Y / K

et A et p soient les coeflicients de traction par rapport aux axes @’
et . Alors les formules (2) relativement aux axes x, y pren-
dront la forme

a0 — gl = (ho® ~ 3% va*) X
-t (7-.'/“ _ [J.lfj,:)‘ — vi'{l) Y by oy M

(3) 4y — ) = Doy = 6 — vin) X ()
e (7../‘). -} {J.a:—%« V‘C:L')\,{I/II\ - VEIVI((LII),

(D) . — . Z Y (e N )
! Y] _,(rt)_“_”an(«/:)_*_ JQ\(II»J_*_ Ji\/]("l”,

N
ou encore, en appelant 0 Pangle @, ¢’est-a-dirve en faisant

o= cos0, p = —sin0,
y ==sin0, d = cosb,

0on aura
1ol — gl = () c08* 0 + . sIn® 0 - v ®) Kb
+ [(h — ) sind cosl — vin | Y — yq Mieb),

(3 YO — @) == | (h — ) sinf cosl — vin | X
4 (7.8In%0 4= p cos?) - vE2) Y() e yZ Mleb)

\ ,.(I;‘) —_— ,.(u) = — vy X[rtllj ~}- v'é Y{u/;) B NI(;(I:).

4. Soient n éléments plans A A,, A,A,, ..., A, A, ,, et supposons
de les lier rigidement entre cux deux & deux par les extrémités com-
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munes A,, Ay, ..., A,, ¢’est-d-dire supposons de les composer en série
(vorr Chap. VIII, Art. V).

Marquons par un indice ¢ les quantités A, ., v, £, 7, 0 lorsqu’elles se
rapportent & 'élément i, Alors les formules relatives & I'élément
plan engendré moyennant la liaison des éléments donnés seront

n
~ ~ . . 9 -
et — ghi—= N (%, cos? 0, -+ e Sin?0; 4 vpn ) XiAdnrn
e

1

n
N L . g
- ‘} bie— ) sin0; cos0;— v 2 | YA Anen
! [ SAITH
azxed

1

n
s
_'}. v M Al
A-dlv

1

n
N . . ..
) — A = }_' [(Djom= ) $iN0; OS8O mm v, 2 | XA A
i
1

n

Y- .y X y ey
—1—2 (R Sin? 0= g €O8* ;4= ;g7 ) Y'Aa dnacs
4

~ o .
N v E M A

n n n

- Wl , Rl
A peged) e plAY) :_-__\ Vil ‘\'AIAMll) \ \J.’—-Y'AlAu(H_I« ﬂ)-M(Ai‘\ll-ll).
/ 7 P ; i 7 —- ; iCi 3 ; i

1 1 1

Mais si les axes @, ¥ sont les axes principaux de I'élément com-
posé A A, on aura

n n
Sﬂ £ V' [5)
V&= 0, 2‘ VN0,
s ; i
1 1
n
N (7 inf; coso £y
(he— ) sinl; cos0p—v; &0 == o.
;
1

En outre, les coefficients de traction et les coefficients de flexion
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seront respectivement
n
)1 M 9 @
A= (;co820; + p; sin*0,4-v;n}),
el
1

7

(3
N\ M 9 o +
M= 2 (% sin? 0+ p; cos* 0,4+ v;£3),
z
1

n
X
N= : Vis
13
1

d’ou découlent les théorémes suivants :

Le centre d’un élément composé est le centre de gragité des cenlres des
éléments composants si Uon suppose qu’en chacun d’eux soil concentrée
une masse égale aw coefficient de flexion.

Par le centre de Uélément composé en série, conduisons des segments
unitaires normaux «ux axes dechaque élément composant et concentrons,
a Uextrémité de chacun d’eux, une masse ¢gale aw coe fficient correspon-
dant de traction, el en méme temps considérons les masses égales aux
coefficients de flexion de chague élément composant, concentrees doans les
centres respecti [s. Les azxes d’inertie de ce sysiéme de masses sont les ares
principaux de Uélément composé et les moments principaux d’inertie en
sont les coefficients de traction.

Le coefficient de [flexion de 'élément composé en série est la somme des
coefficients de flexion de chague élément composant.

I1.

1. Considérons maintenant un corps ¢lastique plan quelconque
deux fois connexe ct assujettissons-le & des distorsions qui le con-
servent plan. Si les axes a, v sont situés dans le méme plan et si nous
indiquons les six caractéristiques des distorsions par {, m, n, p, ¢, r,
nous aurons (vorr Chap. III)

n T‘.:./) = (/ =0
et, en représentant les efforts par L, M, N, P, Q, R, on aura
N=P=Q=o,
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tandis que les relations entre les caractéristiques et les efforts devien-
dront (voir Chap. I, Art. II, §3)

L =E {4+ E.m~+ E;r,
M =E, {+ Eyym + Eyg7,
N =Egl+ Egm —+ Egr.

En transportant Iorigine au point de coordonnées &, 7 sans altérer
la dircction des axes, nous aurons

Ly =B b+ Bamy - (Byg— By 4+ B,8) 7,
My =Byl Epomy + (Byg— Byyn -+ By ) iy,
Ry= (B — B+ By &)+ (Bge— Byyn - By &) my

- (Bys— 2By 4 2 Bypf + 2 Byyn? — 4B, E0 4 2 By082) r,

ot Ly==L, M, =M, R,; /,, m,, r,=r sont les efforts et les caracté-
ristiques relatives au nouveau systéme d’axes.

Mais nous pouvons choisir les coordonnées £ et 7 de facon que les
coefficients de r, dans les expressions de L, et M, s’annulent, par
suite sannuleront aussi les coelficients de /, etm, dans Pexpression
de R,.

Iin orientant ensuite convenablement les axes nous pourrons
reduire les relations entre les caractéristiques et les efforts aux formes
suivantes :

L =K,/

M = E,ym,

R == B4 7,
¢est-a-dire :

Itant donné un systéme plan dewre fois connexe assujetli a des dis-
torstons qui le conservent plan, il existe dans le méme plan un sysiéme
daxes tels, que, relativernent a ce systéme, chaque distorsion élémentacre
produit le seul effort conjugué.

2. Supposons maintenant que le systeme plan deux fois connexe
soit formé d’éléments pliables A, A,, A A,. ..., A, A, liés rigidement
entre eux deux 4 deux par les extrémités communes, c’est-a-dire

dnn. Fe. Norm., (3), XXIV. — NOVEMBAE 1407. 65
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soit obtenu par une composition par série, et que dans I'état naturel
la premiere et la derniére extrémité A, viennent coincider et se lier
rigidement.

Pour obtenir les axes dont on a parlé dans le précédent Paragraphe,
il suffira d’appliquer les régles données dans le § 4 de PArticle pré-
cédent pour trouver le centre et les axes principaux de I'¢lément
composé par série des éléments A, A,, A,A,, ..., A A,. Les trois coef-
ficients des efforts s’obtiendront e¢n calculant les inverses des coefti-
cients de traction ct du coefficient de flexion de I'élément composé.

3. Nous avons comparé dans le Chapitre précédent (Art. 1V) la
théorie des distorsions d’un systéme constitué d’¢léments élastiques
pliables & la théorie de Kirchhoff sur la propagation des courants dans
les fils. Les résultats que nous venons d'obtenir jettent une nouvelle
lumiére sur les rapports qui existent entre les deux théories.

En effet, le théoreme que nous avons démontre dans le §4 de 'Ar-
ticle précedent, ¢’est-a-dire : Le coefficient de flexion du circuit compose
est la somme des coefficients de flexion de chaque clément, correspond
a cetle proposition : La résistance élecirique d’un circuit est la somme
des resistances de toutes les parties qui, disposces en séries, forment le cir-
cut lui-méme (vour Chap. VI, Art. V, 8 2). Mais la regle pour obtenir
les cocllicients de traction est bien plus compliquée et n’a pas sa cor-
respondante dans la théorie de la conduction électrique. En outre, la
considération du centre et des axes principaux, qui est fondamentale
dans la présente théorie, manque complétement dans la théorie élec-
trique.

I11.

1. Dans I'Article I nous avons traité le cas d’un systétme plan
d’éléements élastiques pliables disposés en série, et nous avons déter-
miné les axes et les coefficients de traction et de flexion de I'élément
composé, en connaissant les axes et les coeflicients analogues des
éléments composants.

Nous nous proposons maintenant de résoudre la méme question en
étudiant une composition d’¢léments en paralléle (par dérivation )
(voir Chap. précédent, Art. V, § 3).
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2. En supposant un ¢lément plan librement pliable, nous aurons,
en nous rapportant i ses axes principaux [voir formule (1), Art. I],

- I
X(ul)) — ;T (x(/)) I .’L'(") ),

. I
Y (b)) -— [: (.),(/1) — ":,,-(M) )’

NI(«H)) —_ i (,.(h) — pla) ).
v

A Taide de caleuls tres simples on trouve que si les axes prinei-
paux &', v forment, avec les axes x, v, des angles dont le Tableau
I . 2
des cosinus est

o3 ! .:y /

1 o [
.

) Y 0

et si le centre de '¢lément a les coordonnées &, m, les formules qui
expriment les efforts moyennant les déplacements seront

X(ul)} — (%_az 4 J_ 42> (J_,-(lz)___ ',L.(/t) ) . ( _'/l_ 17 - {_1(56) (J,\Il) __‘),(u))

\
1 .
. <7_.,‘a —_ Elfj)(,.(l;) — ,.(u)),

-

’ ~ ‘1, Eoayt
Y(@t) o (:}I— oy -~ }‘L’ (jf)) (20) — () ) - (7 YAl w i; 0* ) (y™ “—.}’(“))
I I,a0
- ()% e - EO () - p(a)
§ (./.n/ IJ',O)(/ rlel),
. I, x
M (h) — <_1_.n“__ é&ﬁ)(‘l’””-— Zi@) (i "=3 GO)(y(h)__y(a))
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Composons en paralléle les n éléments (AB),, (AB),, ..., (AB),.
En marquant les quantités relatives & I'élément (AB), par un indice £,
nous aurons par rapport a I’élément composé les formules suivantes :

Ot
[
(e

(WS

n

' I
X(ab) = Z/ <)\h “IL ﬁh> 2 — g )
A
1
n

+3 ( nynt —B;Loh) (y)— ytad) +¥ /<7-,—den—' ;—%ﬁ;) (r®— rt@),
‘\n
1

I
ARy pt ‘7 [Jh o/L) (.Z'(,') — z(@ )

n

I 1 Q) I 1
Loz L) (0 ity e (.«. e £ 3y ) (10 — pla)
+2 <7\ Y+ ba />(y ) 13,1_‘)%/”.,“ i S ( )s
1

Y 1 I
M(ub): Z <_' Np&p— —‘E_hﬁh>(x(m'_'x(u))
) h ,)-h n

3 [
+ ( - ,_E} 0})( (6) — yta)) _+__\§, ( .n:: + ___rz)(,.(lz)__r(a) .
zlz \ )\/L L/ ‘ L y y ‘dlt WV )'/L n [J'/L St )

De ces formules découle le théoréme suivant :

Par un point arbitraire conduisons des segments unitarres paralléles
auz «xes, e, a ['ertrémité de chacun d’ewe, concentrons une masse égale
a Utnoerse du coefficient correspondant. Les axes d’tnertic de cet ensemble
de masses sont paralleles auz axes principauz de Uélément composé et les

. . 5. . . 1 i » .
moments principaux d’inertie sont les ingerses 5 el - des coefficients de
e .

traction.

En considérant ces axes d’inertie comme axes coordonnés, les coeffi-
cients de r'— ' dans les expressions de X et Y seront respectivement
égaux aux coordonnées 1 et 5 du centre de 'élément composé multiplices

1 I
NAr — €l — —~»
pa Ae [z



SUR L'EQUILIBRE DES CORPS ELASTIQUES. 217

BIBLIOGRAPHIE.

Aux Travaux cités dans le Mémoire il faut ajouter:
Mace1, Sull’ interpretazione del nuovo teorema di Volterra sulla teoria
dell elasticita (Rend. Ace. dei Lincei, Vol. X1V, 2¢ sem.).

Twiee, Probleme der Spannungsverieilung in cbenen Systemen einfach
gelast mit flilfe der Airyschen Function. [Inaugural Disseriation, Gittingen
(Leipzig, 1905). - Zeitschrift fir Math. und Phys., Bd, LIl. — Voir Rend.
Ace. dei Lincei, Vol. XV, 1¢r sem., p. 521.]

TABLE DES CHAPITRES.

Pagos.

INTRODUCTION . . v va s f e e e e e e e e 401
saprere 1o— Théorémes généraux sur Uéquilibre......ooo oo, 403
Note au Chapitre o ..ooovvionnn ot e 416

Carrers I — Los dislorsions.....coooen coia et e A
Craprrrre I, — o8 efortS. o e e e e e e et ae e 428
Cuarrrri IV. — Distorsions et efforts dans un corps eyelique symétrique......... 435
Guarirre V. — Cylindre creux de révolution. Distorsion d’ordre 6........ R 44i
Cisvrrre VI — Gylindre ereux de révolution. Distorsion d’ordre 2.....ovovvn 0 461
Note aux Chapitres Vel VLo ..o 76

Cuarrrre VI — Cylindre creux de révolution. Distorsions d'ordres 1, 3, 4,5..... 481
Note aux Chapitres V, VI, VII.. ..o ool e viee e h0o

Crarrreis VI — Systéme eyelique déléments élastiques pliables............. .. 492
Ciarrrae 1X. — Syslome eyclique plan d'éléments élastiques pliables. ........... h07

BIBLIOGRAPHIE. . o vvvnenn. e e e 7



