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INTRODUCTION

0.1. Le théoréme de Lefschetz « difficile »

Les variétés complexes que nous allons considérer dans ce cours sont essentiellement les va-
riétés algébriques complexes. Ce sont les sous-ensembles de I'espace projectif céitilexe
définis par un certain nombre d’équations algébriques, et qui ont une structure de variété com-
plexe. L'exemple le plus simple d’'un tel objet est 'ensemKje d’équationfy(zo,...,z,) =0
dans 'espace projectif compleX®(C) de coordonnées homogengs;. . .;z,), ou fg est un
polyndme homogene de degié

Exercice 0.1.1 Montrer que I'ensemble;, est un variété complexe si et seulement si
dfa _0fq
dxo "~ Omn

[Indication : exprimer le fait que le cone d&*! d’équationf,; = 0 est une variété en dehors de

son sommet.]

Par exemple, 'ensemble d’équatiefi+ - - - + 2 = 0 dansP"(C) est une variété complexe.

Quelle est sa dimension ?

(ToyenwyTp) =+ (g, .yzp) =0 = z9=---=x,=0.

L'intérét de ces objets en tant qu’espaces topologiques est au moins double :

— d'une part, ils fournissent un grand nombre d’exemples de variétés différentiables (de dimen-
sion réelle paire, certes...) et peuvent servir de cobayes pour comprendre de maniére générale la
topologie des variétés différentiables compactes ; on peut leur appliquer des méthodes spécifiques
a la géométrie algébrique (les bonnes vieilles méthodes de la géométrie projective, notamment) ;

— d’autre part, les contraintes topologiques imposées par leur structure algébrique peuvent jeter
un éclairage nouveau sur des problémes diophantiens : I'existence (un peu, beaucoup, pas du tout)
de solutions en nombres entiers d’'une équation algébrique peut étre sensible a lai.farlae (
topologie) de la variété complexe que cette équation définit.

Les premiers résultats sur la topologie des variétés algébriques complexes gémérales (
dimension quelconque) ont été obtenus par S. LefscBg&uik environs de 1920. lls répondent
a la question suivante : quelle différence y a-t-il, du point de vue topologique (ici au sens de
I'homologie singulierecf. [1, §3.4]) entre une variété complexe projecti¥e ¢ PY(C) et la
variété obtenue en coupaiit par un hyperplan projectif « assez général » ?

La réponse est donnée partteéoréme de Lefschetz faibfible par opposition au forgf.
infra) : si la dimension complexe d& estn, les classes d’homologie d¢€ et celle de sa section
hyperplane généralg (qui est donc de dimension complexe- 1) sont les mémes en dimension
<n -2, cequon écrit

H, (Y,Z)=H, 1(X,Z) pourk € [2,n].

La dualité de Poincaréermet d’obtenir des résultats analogues pour les groihes, avec
les mémes valeurs de Le théoréme dit aussi quelque chose pbue 1 : tout élément de
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H, 1(X,Z) provient d'un élément dé{,, (Y, Z). Ainsi, seules les classes d’homologie dans
H,(X,Z) ne sont pas localisées sur des sections hyperplanes générales.

Le théoréme de Lefschetz difficileu « vache », Hard Lefschetz Theorem en anglais) analyse
de maniére plus fine le rapport entre les classes de degrk et celles de degré — k en partant
de la constatation suivante : une fagon d’obtenir un cycle de dimensio® a partir d’'un cycle
de dimensiom + k consiste a le couper successivementiplyperplans projectifs (la dimension
chute de2 unités a chaque section pourvu que I'hyperplan soit « assez général », car un hyperplan
est de codimension réely. Le théoréme de Lefschetz difficile affirme essentiellement que toute
classe d’homologie de dimensien-% (k > 1) a un multiple entier qui est obtenu de cette maniére
a partir d'une unique classe de dimensios k.

Bien que ces deux résultats parlent des mémes objets et soient de méme nature, le premier a une
démonstration « topologique », tandis qu’'une démonstration de ce type n’est pas connue pour le
second, pour lequel on a recours a I'analyse. Les méthodes topologigues moderndbémii¢a
de Mors¢ permettent en effet de bien comprendre le théoreme « faible ». Par « topologiques »,
jentends qui ne font intervenir que des objets localisés sur des sous-variétés contenues dans la
variété initiale, et leur déformations possibles.

Par contre, jusqu’a présent, on ne connait qu’'une démonstration de nature analytique pour le
théoréeme « fort » (celle, plutét topologique, que pensait donner Lefschetz en 1924 étant insuffi-
sante). Pour cela on a recours a la cohomologie et a sa représentation par les formes différentielles,
c’est-a-dire la conomologie de de Rham. Les formes différentielles considérées sont de nature glo-
bale et ne se laissent pas localiser sur des sous-variétés de codimension égale a leur degré en tant
gue forme (nombre déz). La situation n’est pas sans rappeler la dualité onde-corpuscule de la
physique, et d'ailleurs les formes différentielles considéréessmmoniquesc’est-a-dire solu-
tion de I'équation de Laplace sur la variété, ce qui reste de I'équation des ondes lorsqu’il n’y a pas
de temps (ce qui se produit pour les solutions stationnaires).

Ce cours exposera donc les outils nécessaires a la démonstration du théoreme de Lefschetz
difficile. Par contre, il n’abordera pas du tout les méthodes topologiques donnant celle du théoréme
de Lefschetz faible. Il est a noter cependant que « qui peut le plus peut le moins » et qu'’il existe une
démonstration du théoréme faible par les méthodes de ce cours (tout au moins pour I’homologie a
coefficients dang)).

L'outil principal sera lethéoréme de Hodgsur les variété€£> compactesdf. §0.2) et ses
raffinements sur legariétés complexes compactes kahlériennes

En conclusion de ce paragraphe, voici ce qu’écrit William Hodge en 1950, en introduction a
l'intervention [2] qu'il fait au Congreés International des mathématiciens :

« Since the origin of birational geometry of algebraic varieties can be traced back to Riemann’s
theory of algebraic functions, it is not surprising that topological considerations have played a
considerable role in the theory of algebraic varieties defined over the field of complex numbers.
For instance, in the theory of algebraic functions of two complex variables, due mainly to Picard,
topological considerations are used extensively, and in the more geometrical theory of surfaces,
due to the Italian school of geometers, many arguments are based essentially on topological me-
thods. Butin all these works, the topology is subservient to function theoretic or geometrical ends,
and when Lefschetz memoir appeared, followed in 1924 by his Borel Ttacalysis situs et la
géomeétrie algébriquea new chapter in the theory of algebraic varieties was opened in which the
topological properties of algebraic varieties are given equal status with the geometrical and the
function-theoretic properties.[...] »
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0.2. Le théoréme de Hodge

Soit X une variété compacte orientée de dimensiofcf. [1, §1.6]), munie d’'une métrique
riemannienne. La métrique est, par définition, une métrique sur le fibré tangent, autrement dit est
un accouplement bilinéaire (par rapport a la multiplication par les fonctiByssymétrique

(,):CYX,TX)®C®(X, TX) - C*(X,R),

qui est non dégénéré fibre a fibre et tel déex), {(x)) > 0sié(x) # 0.
Il est possible d’en déduire une métrique sur les fibrés associés au fibré tangent, et notamment
les fibrésh\*T* X : si (&1(x), ..., &,(x)) est une base orthonormée locale de section® Hela
base dualgs], . .., &) sera, par définition, une base orthonormée local&*dé et la famille des
DA A (i < -+ <dy) sera une base orthonormée locale de section§HeX . On dispose
ainsi d’un produit scalaire « local »

(,): AMX) @ AMX) = > (X),
ol I'on note A*(X) 'espace des sectiors> du fibré AFT* X .

Exercice 0.2.1

(1) Une variétéX est orientable si et seulement si il existe urforme différentielle qui ne
s’annule en aucun point d&. Le choix d’'une telle formerol détermine une orientation : dans
toute carte locale direct€ de coordonnéegry, ..., z,) de X, on avol = a(x)dxy A --- A dxy,
aveca(z) € C*(U,R>o).

(2) Si de plusX est munie d’'une métrique riemannienig), montrer qu'’il existe unes-
formew sur X telle que, dans chaque carte locale directe de coordonpées, z,,, On aitw =

dét ((Dp;. ;) day A+ A da,. On dit quew est la forme volume associée a la métrique.

Soitvol une forme volume suk. Il est alors possible, en intégrant le produit scalaire local, de
définir un produit scalaire global®(X) ® A*(X) — R:

(n,n') = /X<777 n') vol

etla norme| || correspondante.
Rappelons que la cohomologie de de Rh&f; (X) est le quotientz*(X)/B*(X), ou

ZH(X) = Ker[d : A*(X) — AFTL(X)],
B¥(X) =1Im[d : A¥"}(X) = AF(X))].
On se pose la question suivante : est-il possible, pour chaque classe de cohomolegie

H]’gR(X), de trouver un représentantqui soit de normeninimunt?

Lemme 0.2.2 Pour toutek > 1, il existe un opérateud” : A*(X) — A*~1(X) qui estadjoint
formel de I'opérateurd, c’est-a-dire que, pour toute forme € A4 ~1(X) et toute forme) €
A¥(X),ona

(dn, ) = (n,d"¢).

Admettons ce lemme qui sera démontré un peu plus thrgropositions 1.3.3 et 1.3.6), a l'aide
de 'opérateus de Hodge. Le point est que les espad&6X ) ne sont pas complets pour la norme
L? associée au produit scalaife ).

Assertion Une forme fermée € Z*(X) est de norme minimum dagis+ B*(X) si et seulement
sid* = 0. Si une telle forme existe, elle est unique dans B*(X).

Démonstration C’'est un argument hilbertien standard :
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(1) Sid*) = 0 etdy = 0, alors, poun € A*~1(X), ona
1+ dnl* = (¢ + dn, ¥ + dn)
= 1911 + lldn||* + 2(<, d)
= |91 + lldn||* + 2(d* 4, n)
= |9l + lldn]?,
ety + dnl|| < ||10|| si et seulement sin = 0.

(2) Réciprogquement, sj est de norme minimale, on @ || + tdn||*> /Ot)
(1, dn) = 0 pour toutn.

t=o = 0, d'ou

O

Les formes fermées de norme minimale dang + B*(X) sont donc les solutions dk) = 0

etd*y = 0, c’est-a-dire encore
Ay € (dd* + d*d)yp =0

(en effet, (A, ) = ||dip||* + ||d*||?). LopérateurA : A*(X) — A¥(X) est lelaplacien
(ou opérateur de Laplace-Beltrami) associé a la métrique riemanniennées formes solution
de I'équation de Laplacé) = 0 sont appelées, par analogie au cas des fonctions, les formes
harmoniques Leur espace est not&*(X). Il est contenu dang*(X). La question posée se
reformule ainsi : est-ce que I'application naturel&(X) — H]’gR(X), qui est injective, est un
isomorphisme d’espaces vectoriels ?

On peut montrer (par une méthode assez simple) que la cohomologie de de Rham d’une variété
C* compacteest de dimension finie. Ceci implique la finitude de la dimension de I'espace des
formes harmoniques, pour tokit Le théoreme de Hodge en donne une autre démonstration.

Théoréme(de Hodge) Pour toutk > 0 les espace§(*(X) sont de dimension finie et on a une
décompositior , )-orthogonale

AF(X) = HM(X) @ B¥(X) @ Im d*.
Le théoréme de Hodge donne une réponse positive a la question posée : en effé(,Xn &
Kerd = (Imd*)" et la décomposition du théoréme donde(X) = H*(X) @ BF(X). Le
théoreme de Hodge donne ainsi une autre démonstration de la finitude de la cohomologie de
de Rham, lorsqué&X est compacte, dont I'intérét est de se généraliser au cas de la cohomologie

d’'une variété compacte complexe a coefficients dans un fibré vectoriel holomorphe. Il permet aussi
de donner une démonstration du théoréme de dualité de Poincaré, a savoir que la forme bilinéaire

HYX)® H" *(X) — R
[Pl@ M —— | ¥ An

X
estnon dégénérédci encore, la méthode de Hodge permet de généraliser ce type de dualité.

Bibliographie de I'introduction

[1] O. DEBARRE— « Variétés complexes », Notes de cours, Strasbourg, octobre 2000.

[2] W. HODGE—- « The topological invariants of algebraic varietie®sgceedings of the Interna-
tional Congress of Mathematicians, Cambridge, Mass., 1950, vahierican Mathematical
Society, 1952, p. 182-192.

[3] S. LEFSCHETZz- L’'analysis situs et la géométrie algébriqu@authier-Villars, Paris, 1924.



CHAPITRE 1

OPERATEURS ELLIPTIQUES : REGULARITE ET FINITUDE

1.1. Lathéorie dansR"

Cette section contient des rappels sur les résultats enseignés habituellement dans un cours de
maitrise sur les distributions. Je renvoie donc a un tel cours, ou par exemple aux3diAes,[1
(voir aussi le chapitré de [1] qui contient « juste ce qu’il faut »), pour les notions de base de
la théorie des distributions. Je suggére aussi la lecture des articles consacrés aux « Equations aux
dérivées partielles » dans I'Encyclopaedia Universalis.

Mémento des notations de la théorie des distributionsSoit U un ouvert deR”.

« D(U) : fonctionsC* a support compact sur.

« D'(U) : distributions surU, dual deD(U) au sens suivant : pour € D(U) et K C U
compact, il existe € N etCx > 0 tels que, pour toute fonctiop € D(U) a support dang, on
ait

(111) |<U’7 90>| < Ck sup ||8a(10||oov
lal<p
en prenant la notation des multi-indices = (a4, ...,a,) € N, |a| = > a;.

. &'(U) : distributions a support compact contenu déns

. S(R™) : fonctions de la classe de Schwaiite,. fonctions C* sur R" telles que, pour tout
multi-indicesc, 3, ||0%¢|| < +oc.

. S'(R") : distributions tempérées. C’est le sous-espac@ &™) pour lequel la majoration
(1.1.1) est remplacée par

IpeN, 30 >0, Vo e DRY), |(u,0) <C sup ‘
lal,|Bl<p
Par exemple, une fonctiaf> surR™ qui est & croissance modérée a I'infine(qui ne croit pas
plus vite qu’un polynéme) ainsi que toutes ses dérivées définit une distribution tempérée.
. La transformation de Fourier envo&R") dans lui-méme et, par adjonctiof,(R") dans
lui-méme.
. La convolution de deux distributions s est définie quand l'une est a support compact,
elle est associative quand deux des trois distributions sont a support compact. Lorsque la convo-
lution et la transformation de Fourier sont définies, cette derniére transforme la convolution en
multiplication, et réciproquement.

maaﬁng .
o0

1.1.a. Opérateurs différentiels La notion d’opérateur différentiel sG¥ ou, plus généralement,
sur un ouverU deR" se définit de maniere tres simple : un tel opéraf@é@st une application (en
général seulemeri-linéaire) de I'espac€>(U) des fonctionsC> surU a valeurs réelles dans
lui-méme ; cette application doit étre de la forme

(1.1.2) P=>" an(z)d*

laj<d
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de plus,a, est une fonctiorC> surU pour touta. L'entier d = max{|«| | a, # 0} est l'ordre
de I'opérateur différentieP.

Si F et F' sont deux espaces vectoriels, un opérateur différentiel; ders F' est un opé-
rateur comme ci-dessus, pour lequel les coefficieptsont des fonction&£> & valeurs dans
Hom(E, F).

Exemples 1.1.3 Pour toute fonctiory € C>(U), I'opérateur de multiplication paf, noté f- ou
simplementf, est un opérateur différentiel d’ordfesur C>*(U). Les opérateurs de dérivation
d/0z; sont d'ordrel. Le laplacienA = Y% | (9/0x;)* est d’ordre2.

Exercices 1.1.4
(1) Montrer qu’on peut définir de maniére inductetsans recours aux coordonndasotion
d’opérateur différentiel d’ordre d en disant que ce sont les opérateiinéairesP : ¢°(U) —
C*>(U) tels que,
— sid =0, P est 'opérateur de multiplication par une fonctiofr ;
—sid > 1, pour toute fonctionf € C*(U), le commutateufP, f-] est un opérateur
différentiel d'ordre< d — 1.
(2) Le composé de deux opérateurs différentiels d’oddeed est un opérateur d’ordré+ d'.
(3) Le crochet (commutateur) de deux opérateurs différentiels d’'atdred est d’ordre<
d+d —1.
(4) I'écriture (1.1.2) est unique, tout comme le serait d’ailleurs I'écriture dans l'autref3ens
D0 0%ba ().
(5) Montrer que la notion d’opérateur différentiel éstale, i.e. qu’il existe un faisceau sur
'ouvert U dont les sections sur tout ouvéftde U sont les opérateurs différentiels dar

1.1.b. Le symbole principal et la notion d’opérateur elliptique Soit P un opérateur différen-
tiel d’ordre d exactement. Il résulte de I'exercice 1.1.4(3) ci-dessus que, pour tout multi-indice
de longueud, le coefficient du terme d’ordre ne dépend pas de la maniére d’'écrire 'opérateur
comme somme de composés d’opérateurs d’didre1.

Le symbole principalde I'opérateurP est le polyndmerp, homogenale degrél en les nou-

velles variablegy, . . ., y,, a coefficient dan€> (U), défini par
op(z,y) = Y aale)y®
|a|=d

ouU a,, estle coefficient deP d’ordre c.
Si P est un opérateur différentiel de dansF, le symbole principal est un endomorphisme de
E dansF (i.e.une matrice si on a choisi des bases) a éléments@afis).

Exercice 1.1.5autre définition du symbole principal). Soit P un opérateur différentiel d’'or-
dre d. Montrer que, pour toute fonctiofi € C>°(U) et toute fonctionu € C*°(U), on a, pour
toutt € R,

e P(eu(x)) = top(w,0f [0x1,. .., 0f |0xy)u(x) + termesh; (z)t/ de degréj < d.

Exercice 1.1.6 SoientP et () deux opérateurs d’ordréet d respectivement.

(1) Montrer quePQ est de degré + d et queopg = ogp = opog.

(2) Montrer que le crochd’, Q] est de degré + d — 1 et queorp g = {op,0q}, ou{, }
désigne le crochet de Poissari. (2, §111.5])

Définition 1.1.7 (opérateur elliptique). Un opérateur différentieP de £ dansF’ estelliptique si
son symbolerp(z, y) (qui est une fonctiorC™> en z, polynomiale homogéne de degié&ny,

a valeurs dans I'espace des homomorphishhes (F, F')) prend ses valeurs dans les homomor-
phismesnjectifssiy # 0 (i.e. un desy; ne s’annule pas).
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Exemples 1.1.8

(1) SiE = F =R, ondemande quep(x,y) # 0 siy # 0.

(2) SidimFE = dim F' < +o00, on demande que, pour towte U et touty € R* ~ {0},
op(z,y) soit inversible.

(3) Le laplacienA est elliptique capa = ||y||°.

1.1.c. La notion de solution fondamentale Une maniére classique d’analyser les fonctions har-
moniquesj.e. les solutions de I'équatiodw(x) = 0, est d’introduire la solution fondamentale du
laplacien. La notion de solution fondamentale est liée a la convolutionlfladsnc est de nature
globale dan®".

Toute équation différentiell@v = f dansR*, P = )  a,0“ peut s’écrire sous forme d’une
équation de convolution

Axu=f, A= an(x)d*d

ou ¢y est la distribution de Dirac a I'origine d&' . La distributionA est a support compact (I'ori-
gine), ce qui permet de la convoler avec toute distributionf8uou toute fonctionC> sur R”
(auquel cas on obtient une fonctiGR®).

Définition 1.1.9 Soit A une distribution a support compact $ir. Une distributionE’ surR"* est
unesolution fondamentalde AsiAx E = &.

Théoréme 1.1.10SoitA € &£'(R") admettant une solution fondamentaie Alors,

(1) Pourtoutef € £'(R™), il existe au moins une solutiane 7'(R") de I'équationAxu = f,
asavoirE x f.

(2) Pour toutef € &'(R"), il existe au plus une solutionm € £ (R™) de I'équationA x u = f
et, si elle existe, c’'edt * f. O

1.1.d. Solution fondamentale du laplaciemA. La recherche d’'une solution fondamentale d’'un
opérateur différentiel, si elle existe, n'est en général pas facile. Pour le laplacien, on utilise les
symétries de I'équation.
Théoreme 1.1.11Une solution fondamentalE' pour A est donnée par
1 .
cste- —  Sin > 3,

E= rn—2
cste-logr sin =2,

avecr = /> 1, z2. O

Plus généralement, ldhéoréeme de Malgrange-Ehrenpreisontre I'existence d’'une solution
fondamentale pour tout opérateur a coefficients constants.

1.1.e. Régularité des solutionsLa propriété importante de la solution fondamentale du laplacien
que nous avons exhibée ci-dessus est qu’ell€®shors de 'origine.

Théoréme 1.1.12Soit f une distribution & support compact st . Alors la distributionu =
FE % f est solution deAw = f. Hors du support de, c’est une fonction de classg® qui tend
vers0 a l'infini.
Démonstration Elle est classique, voici quelques indications. Soit, potr 0, une fonctiony
qui estC*, égale al hors de la boule ouvertB8(0, ¢) et égale & au voisinage dé. Alors la
fonction E. et Xx:E estC* et E — E. est a support danB(0; ¢).

On écritu = E. x f + (E — E.) x f. Les propriétés usuelles de la convolution montrent que le
premier terme egt'™ et le second est a support dans-eoisinageSupp f + B(0; ) deSupp f,
d’ou le premier point.
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Pour le second, on choisit un voisinage compgaate Supp f et on noten I'ordre de f comme
distribution. On a alors une majoration

|(E:x f)(z)] < C sup ‘8§,E5(x - :z:')‘
r'eK

lal<m
=C sup |09 BE(z—2a")| sid(z.K)>e¢,
ek
laj<m
ce qui permet de conclure en calculant les dérivéek ders de l'origine. O

Corollaire 1.1.13 Toute distribution harmonique sl est une fonctior'>°.

Démonstration Il suffit de montrer qu’une telle distribution, solution deAw = 0, estC™ au
voisinage de chaque poing € R", c'est-a-dire que pour toute foncti@ a support compact
telle quep = 1 pres dez,, pu estC™ pres der,. Mais on a

ou = (AE % dy) * (u)
= (B * Adpy) * (pu)
= E x (Ady * (pu)) (car deux supports compacts)
= B % (A(pu))

et, d'apres le théoréme ci-dessys, estC™> hors du support dé (pu). Il reste a constater que
x, N'est pas dans ce support. O

1.1.f. Résultats de finitude Pour obtenir un résultat de finitude sur les solutions du laplacien sur
R", il faut introduire une propriété de compacité, c’est-a-dire un contrble sur le comportement a
I'infini. Voici un exemple :

Théoréme 1.1.14Toute fonction harmonique qui tend véra I'infini est identiquement nulle.

Démonstration Ceci est d0 au fait que toute fonction harmonique satisfait la propriété de moyen-
ne (analogue du théoréme de Liouville pour les fonctions holomorphes). O

1.1.g. Solution fondamentale approchéeOn dit queE est unesolution fondamentale appro-
chéede la distributionA a support compact (ou plus exactement de I'opérateur de convolution
Axe)siAx E = §y + 1, ouy estC. Si P est un opérateur différentiel et = P(¢) est la
distribution associée, alo#s satisfaitP(E) = & + 9.

En ce qui concerne le théoréme de régularité par exemple, il n'est pas utile d’avoir trouvé une
solution fondamentale du laplacien, une solution fondamentale approchée (gdfi*sitrs de
I'origine) aurait suffi. Il est souvent plus facile de trouver cette derniére. On peut en effet faire
usage de la transformation de Fourier.

Pour le laplacien, on cherctigsous Iaforme@(f) = —(1—x(€))/]I€]]* oty = 1 prés det =
0 ety estC* a support compact. Aindi est une fonctiorC™ & croissance lente ainsi gue toute
ses dérivées quarfd— oo, donc définit bien une distribution tempérée. Par suite sa transformée
de Fourier inversd” est définie comme distribution tempérée. C’est de plus une fonction
hors dex = 0 : en effet, pour touy, 8§JE\ estC> a support compact, donc sa transformée de
Fourier inverse est darg&(R" ) et en particulielC™ ; autrement dity; £ estC* pour toutj, d’ou

I'assertion. Enfin, on Ae/(E) = — |12 E(f) = 1—x(¢) et, par transformation de Fourier inverse,
A(E) = 6y + ¢ avecy € S(R™).

Alors, pour toute distributiorf & support compact sli¥’, la distributionu = F x f satisfait
Alu) =AE)Yx f=doxf+y*xf=f+yY*xf=f mod C®
et estC* hors du support d¢, puisqueFE estC* hors de I'origine.
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Exercice 1.1.15 Montrer le corollaire 1.1.13 en utilisant la solution fondamentale approchée ci-
dessus.

Ainsi, 'opérateur de convolutio x. est un inverse a droite podt « moduloC™ », et permet
de ce fait de trouver des solutions approchées de I'équalion= f. C’est aussi un inverse a
gauche pouA « moduloC® », et et permet de ce fait de montrer la régularité des solutions. Un
tel opérateur est appelé uparamétrixde A.

1.2. Espaces de Sobolev sur une variété

1.2.a. Espaces de Sobolev sli¥’. Pour touts € R, I'espace de Sobolé¥*(R") est le sous-
espace des distributions tempérées S'(R™) qui satisfont
(1) la transformée de Fouri@rest localement sommable,

@ [ -+ 1P )] d < +x.
Ces deux conditions peuvent se résumer en
(14 I€1%)°72a(¢) € L (R™).

Propriétés 1.2.1

(1) Pluss est grand, plug¥V*(R") est petiti.e. W* > W* pours < s'. Une distribution
tempérée est d’autant plus « réguliere » qu’elle appartienti&*uavecs grand.

(2) WO(R") = L?(R") car la transformation de Fourier est une isométrig&&" ) sur lui-
méme (Plancherel).

(3) Pours € N, W*(R") est le sous-espace d& = W dont les dérivées (au sens des
distributions, bien s(r) d’ordre s sont encore dang’.

(4) Pouru € W*(R"), les dérivées d'ordre k sont dandv*—*(R").

(5) Muni du produit scalairéu | v)s = /(1 + [lE1P)*a(e)D(€) de, lespacel* (R") est un
espace de Hilbert ré&l (donc complet). De plus, si< ¢, l'inclusion W*'  W* estcontinue
c’est-a-dire quéful|, < Cs ¢ [|ul|, sis < .

(6) Lopérateur différentieb™ : W*(R") — W*~I2l(R") est continu.

(7) L'espaceD(R") des fonctiongC> a support compact est dense dans I'espace de Hilbert
WH(R™).

Théoréme 1.2.ZLemme de Sobolev) Pours > k +n/2 on aW?*(R") C Ck(R").

Démonstration Il suffit de le montrer pouk = 0:sik > 1 ets > k + n/2 on aura alors, pour
touta avec|a| < k,

uwe WH(RY) = 3% € W*12(R") c CO(RM).
Soitdoncs > n/2 etu € W*(R"). On écrit
) = [+ lEl®)a)] - (1 + flel®)=.
Le premier terme est dadg (R") par définition, et le second aussi puisgue n/2. Par suiten
est dang} (R"). Ainsi, u est transformée de Fourier (inverse) d’une fonctionHec’est donc

une fonction continue, qui tend vedsguandxz — oo, d’aprés le lemme de Riemann-Lebesgue.
O

Remarque 1.2.30n voit de plus, lorsqué = 0, que la normé{u||o = ||u||,, = sup |u| est finie
(puisqueu tend ver9) a l'infini) et que I'on a

[ullgo < l[@llze < Cs llullyys

(MDans ce chapitre, les fonctiod&™ sont a valeurs réelles.



10 CHAPITRE 1. OPERATEURS ELLIPTIQUES : REGULARITE ET FINITUDE

avecC; = H(l + ||§||2)*5/2HL2. Ceci s’étend aux normes®, définies de la maniére habituelle :
[ullcr = sup|q| <k Supgn [0%u(x)|. Ainsi, linclusion del*(R") dans le sous-espace des fonc-
tions C* de norme finie est continue.

Théoreme 1.2.4Lemme de Rellich) Pour tout compactX’ C R" et touts < &', l'inclusion
W (RY) € W*(R") est compacte.

Autrement dit, toute partie bornée &E;- (R") est relativement compacte daig (R"), ou
encore pour toute suite bornég d’éléments dd/Vfé (R™), on peut extraire une sous-suite qui
converge dangV*(RR?). Ici, W (R") désigne le sous-espace W& (R") formé des éléments &
support dangs. Nous utiliserons ce lemme de la maniére suivante :

Corollaire 1.2.5 Soit E un sous-espace fermé @& (R") qui est aussi fermé darig’*(R").
Alors E est de dimension finie.

Démonstration En effet, soitBg o la boule unité fermée d& pour la norme| ||,,. PuisqueE est
fermé dang¥*(R"), elle est aussi fermée daig®(R"). Par le lemme de Rellich elle est aussi
relativement compacte daiis donc compacte. D’aprés le théoréme de Rigsest de dimension
finie. O

Démonstration du lemme de RellicBommencons par remarquer l'inégalité (souvent appelée
«de Peetre ») : pouf,y € R" ets € R,

2 2
L+ llz+ I < @+ )2 (1 +1lyl1?)*.

Par homogénéité, il suffit de la montrer poue= £1. C’est facile pours = 1 (exercice). Pour
s = —1,0n pos& = —z,n =z + y eton utilise I'inégalité pous = 1 et&, 7.

Revenons maintenant au lemme de Rellich et gpitine suite d’éléments d&/;- (R"), de
norme|| ||, bornée pad par exemple. Notons d’abord que, étant a support compact, sa trans-
formée de Fourier est une foncti@rt (et a croissance lente a l'infini en fait). Par hypothese,
(14 |1€]1%)*'/*@;, € L2. Nous allons d’abord montrer qu'il existe une sous-suite extrait dei
converge uniformément sur tout compacti®e(coordonnée).

Soit ¢(x) une fonctionC> a support compact, avee = 1 sur le compactk’. On a donc
ug, = @uy, et, par transformation de Fourier,

() = @+ = [ B~ an dr

(exercice : vérifier la seconde égalité ; se souvenir gue S(R")). En appliquant 'inégalité de
Peetre on a donc

(4 167230 < | [ (@l =al) B =m) (1 + 1) 20u(a)

/
~~ ~~

L2 L2
5m 2 dn)
<l ([ 10+ )30 dn) " (Cavehy-Schwartz

<Oy (carfugly <1).

En utilisantagak, = 8§@* U, on montre de méme que pour tout multi-indieen a
[+ 117 208 (6)| < Cor

Il résulte de ceci (pouty de longueurl) que, sur tout compadk’, la suiteu;, est bornée et
uniformément équicontinue. Nous pouvons conclure par Ascoli. Nous supposerons désormais que
c’est la suiteu;, qui converge uniformément sur tout compact.
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Soit maintenant > 0 et B C R une boule telle quél + ||¢|*)¥/25'/2 < e pour¢ ¢ B. La
suitew;, est de Cauchy pour la nornfjg|, : on décomposéu; — ux ||, en [, et [,. 5 on majore
la premiére par convergence uniforme &tet la seconde par||u; — ug ||, < 2e. O

1.2.b. Espaces de Sobolev locaux sBf. La philosophie de la théorie des distribution consiste a
remplacer les opérateurs de dérivation par des opérateurs d'intégration. De ce point de vue, on peut
définir des dérivations d’ordre non entier par transformation de Fourier. La notion de régularité
(au sens dé-fois dérivable) est remplacée par I'appartenance a un espace de Solioles
présentation ci-dessus a I'avantage d’'étre hilbertienne, et I'inconvénient, qui lui est inhérent, d’'étre
globale sulR”, a cause de l'utilisation de la transformation de Fourier. En particulier, on n'a pas
d’inclusion du typel™ (R™) C W™(R™) car nous avons vu que la condition d’appartenandé a
contient une condition de comportement a I'infini. Tout ceci justifie I'introduction des espaces de
Sobolev locaux.

Définition 1.2.6 SoitU un ouvert deR”. On dit qu’une distribution: € 7'(U) est dans le sous-
espaceV?(U) si, pour toutep € D(U), on apu € W*(R").

Exercice 1.2.7 Définir le faisceau des distributiori¥ surR", ainsi que les faisceaux de Sobolev
ws. A-t-onD'(R") = ['(R*, D) ? A-t-onW*(R") = T'(R"*, W?*)?

Exercice 1.2.8 Montrer les propriétés suivantes :
(1) Ladistributionu € T'(U) est dans/V*(U) si et seulement si, pour tout, € U, il existe
v € D(U) telle quep(x,) # 0 etpu € W*(R™).
(2) Pours > k +n/2 etk > 0, on aws(U) c ck(U). De plus,cCk(U) c W¥(U). En
particulier,
N W (U) =C>(U).
(3) Montrer qud J, W*(U) est formé des distributions d’ordre fini st

1.2.c. Espaces de Sobolev sur une variété compacte orientééaintenant que la notion d’es-
pace de Sobolev si®" est localisée, autrement dit maintenant que nous avons défaistaau
de Sobolev suR"™, nous pouvons le définir itou sur toute variét®.

Soit X une variétéC>° de dimensiom etU un ouvert deX . Unedistribution « surU est une
forme linéaire sur I'espacd’ (U) desn-formesC> & support compact dari$ qui satisfait la
propriété de continuité usuelle. Il faut noter que les distributions apparaissent comme duales des
n-formes & support compact et non pas des fonctiofisa support compact.

Si de plus la variété est orientée, on peut y intégrernkésrmes différentiellesdf. [5, §1.6]).
Noter que tout ouvert d& estipso factoorienté, et que I'on peut y intégrer lesformes a
support compact contenu dafiis De ce fait, une fonctiorf € Ll (U) définit une distribution par
(f.1) = [ f¢ pour touten-forme a support compagt.

Si I'on tient & garder mieux I'analogie avec ce qui se passé&suou la mesure de Lebesgue
est fixée, on choisit une forme volunvel sur X (cf. exercice 0.2.1) et on écrit touteforme
¥ € A2(U) sous la forme) = ¢ vol avecy € D(U). Onaalorsf, ) = [, fe vol.

Une distributionu € T'(U) est dans I'espace de Sobolev lo¥#!(U) si, pour toute fonction
C'> ¢ a support compact dans un ouvert de cafte- U, la distributionpu est danshV*(Uy), ou
I'on voit Uy comme un ouvert d&*, etvol comme un multiple de la formér; A - - - A dz,, (donc
de ce faitpu € W*(R")).

LorsqueX est compacte, on peut muniv*(X') d’une normej| ||, en choisissant une partition
(p;) C finie de I'unité adaptée a un atlas fini &eet en posant

2 2
lully = > lloslfys eny -
12
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Deux normes de ce type sont équivalentes et fontdleX ) un espace de Banach.

Exercice 1.2.9 Montrer que, siX est compacte, I'espac®’(X) s'identifie a I'espace
L?(X,vol) des fonctions mesurables: X — C telles quefy, || vol < 4-oc.

Généralisons un peu en prenant des fonctions a valeurs vectorielle€ Soifibré vectoriel
réel de rangl sur X (cf. [5, §1.3]). Fixons un recouvrement ouvetf);c; de X par des cartes
de X, qui soit trivialisant pour le fibréZ. Sur chaque carte on a dohg;, — U; x E;, OUE; est
un espace vectoriel de dimensidn

Soit £* le fibré dual, qui est trivialisé sur le méme atlas avec pour fibres les edpaCn
dispose d’un accouplement naturel entre les sectidhsle E et celle deF™ :

CP(X,E)®C®(X,E*) —— C™(X).
Fibre a fibre, c’est 'accouplement entre un espace vectoriel et son dual

L'espaceD’ (X, E) des distributions suk a valeurs dan& est défini en prenant pour « fonc-
tions tests » les sectiod®* a support compact du fibré duf (on suppose fixée la forme volume
vol).

Une section deD' (X, E) est dans I'espace de Sobola¥ (X, E) si, pour toute fonctior0™
¢ a support compact contenu dans un outgron apu € W*(U;) ® E;.

Si on se donne unmétrique euclidiennsur £, on peut de méme définir la nornje|, d’'une
sectionu € W*#(X, E).

Exercice 1.2.10 En utilisant la propriété 1.2.1(7), montrer qtfé( X, E) est dense dans I'espace
W?*(X, E) pour la normg| |,.

Théoréme 1.2.11Lemme de Sobolev sur une variété)Pour tout entierk € N et tout réels >
k+n/2,onaW (X, E) C C*(X, E) et l'injection est continue. O

Exercice 1.2.12 En utilisant I'exercice 1.2.8, montrer que
N (X, E) = C®(X,E)
UW? (X, E) =D'(X, E).
Théoreme 1.2.18Lemme de Rellich sur une variété compacte)Soit £ un fibré vectoriel sur

X muni d’'une métrique euclidienne. Si est compacte et < 4, I'inclusion W*' (X, E) —
W#(X, E) est compacte. O

1.3. Opérateurs différentiels sur une variété

1.3.a. Opérateurs différentiels sur un fibré vectoriel SoientE et F' deux fibrés vectoriels réels
sur une variété. La notion d’opérateur différentiel étalatcale, on peut I'étendre a toute variéte :
un opérateur différentigP : C*° (X, E) — C*(X, F') de degré< d est une applicatioi-linéaire
qui, dans toute carte locale de la variété ou les fill#égt F' sont trivialisés, I'opérateur s’écrit en
coordonnées sous la forme

ou a,, est une sectio®™ du fiboréHom(FE, F'). Ainsi vu, 'opérateur est un opérateur matriciel.

Exemple 1.3.1 Prenons pouf le fibré A¥T* X, dont I'espace des sectioi8° est notéA” (X),
et pourF le fibré AFF17* X . La différentielle

d: AF(X) — AF(X)
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est un opérateur différentiel d’ordite bien défini sur la variété.€. sans faire appel aux coordon-
nées).

1.3.b. Adjointformel. Supposons que les fibréset F' soient euclidiens, c’est-a-dire munis d'un
produit scalaird , ) ou(, )z euclidien. La variété étant orientée et munie d’'une forme volume
vol, il est possible de définir un produit scalaire)g ou (, )¢ euclidien sur 'espace des sections
a support compact de ces fibrés :

Vo € C(X,E), (p.4)m = /Y_<so,¢>EvoL

et de méme pou¥'. Si P : C®(X,E) — C®(X,F) est une applicatiorR-linéaire, on dira
que P admet unadjoint forme] qu’on notera alorg™, s'il existe un opérateuR-linéaire P* :
C®(X,F) — C*(X, E) qui satisfait la propriété suivante : pour toutes sectiofrsa support
compacty € C° (X, E) ety € C°(X, F),ona

Exercice 1.3.2 Montrer que si un tel opérateur existe, il est unique :

(1) dans la situation générale, on raisonnera commésen introduisant I'espacg?(X, E)
des sections, mesurables d& qui satisfont/, (u, u) g vol < +oc et en montrant qué>®(X, E)
y est dense;

(2) sion saita priori que tout adjoint envoi€>* (X, F') dansC:®(X, E) (ce qui est le cas pour
les opérateurs différentielsf. infra), on considérera, pour deux adjoirfs' et P*2, le nombre
([P* — Py, [P* — P*2)p)p poury) € C°(X, F).

Proposition 1.3.3 Tout opérateur différentieP : C*°(X,E) — C*(X, F) entre deux fibrés
vectoriels euclidiens admet un (unique) adjaifit: C*°(X, F) — C*°(X, E), qui est aussi un
opérateur différentiel de méme degré gbe

En appliguant ceci a I'opératedr on en déduit le lemme 0.2.2.

Démonstration C’est une conséquence de la formule de Stokes. Montrons-la lofSgest un

ouvert deR" et lorsque les fibré& et F' sont triviaux. Fixons de plus des bases orthonormées
pour les métriques. L'opérateut s’écrit doncy  a, ()0, oua, est une matrice. Notons aussi

vol = \(z) dx1 A~ - - Ndxy, avech(x) > 0. Il suffit de regarder ce qui se passe pour une dérivation
partielled,; puisque I'opérateuP est somme de composes de tels opérateurs (le cas des opérateurs
d’ordre 0 ne pose pas de probléme). On a donc

Oy ) = /X Do) - (x) - M) drg A -+ A dey

—— [ el@)on, - (bIN@)) doy A+ da,

d'aprés la formule de Stok@set puisquep et sont & support compact.
Dans le cas général, on utilise une partition de I'unité pour recoller les morceaux. [

1.3.c. Lopérateur x de Hodge et I'opérateur de Laplace-Beltrami Lorsqu’on considére les
fibrés vectoriels\*T* X et I'opérateurd, I'adjoint formel & s’exprime comme un conjugué de
d. Remarquons d’abord que les fibrésT* X et A»~*T*X ont méme rang. Une fois fixée la
métrique surX et donc le produit scalaire sur tous @¥™* X comme indiqué au §0.2, on peut
expliciter un isomorphisme, noté

*: APTEX S AR TEX
) qui dit que, sip une(n — 1)-forme & support compact si¥f, alors |, dn = 0 (cf.[5, Th. 1.15]) ; on I'applique ici &

n=e@)p(x)A\(@)dxr A A dzi A+ Ada.
(3)Malgré une notation analogue, il n'a rien & voir avec la convolution.
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défini par
o Axtp = (p, 1) vol.
Rappelons en effet que le produit extérieur induit un isomorphisme de dualité
AT X —Ly Hom (A" F T X, AT X).

Calculons dans une base orthonormée logale . , ¢, deT X, définie sur un ouve/. Alors les
£ =&, N A&, forment par définition une base orthonorméeNig*U lorsquel parcourt
'ensemble des multi-indices ordonnés de longueur

Soit I¢ le complémentaire dé dans{1,...,n} et soite(I, I) la signature de la permutation
(1,...,n) = (I,I°).0Onaains; A& = (L, 1) N--- NE.
Lemme 1.3.4 Soity = Z|I|:k Yr&;.Onaxv = Z|I|:k e(L, I)r& ..

Ce lemme montre queest bien un isomorphisme, puisquelx; = (I, I¢)dx .

Démonstration Il suffit de montrer I'égalité ci-dessus, par linéarité. Il suffit donc de montrer, pour
tout J de longueut,

§g Nel, I)Epe = 01060 A=+ N &y,
oudry = (£5,&%) est aussi le symbole de Kronecker, puisque la base est orthonormée. C’est
justement la définition de(1, I¢). O

Lemme 1.3.5 L'opérateur est une isométrie qui satisfait « = (—1)("=%) = (—1)k(n=1) syr
AT X . En particulier, sin est pair, on ax « = (—1).

Démonstration Ceci résulte de (I, I°)e(I¢, 1) = (—1)*"~%) (exercice) et d¢—1)*" = (—1)F.
]

Proposition 1.3.Gadjoint formel de d). On ad* = (—1)"**1 x d x : AF*1(X) — A¥(X). En
particulier, sin est pair, on ad* = — xd .

Il peut étre plus clair de voir un diagramme commutatif :

__1\nk *
Ak+1(X) %Ak()()

o d E
ARy —— % An—k(x)

Démonstration Pouryp € A%(X) ety € A¥*1(X), ona

(dg, ) = /X (dip, ) vol = /A dp A <)
—(—1 k+1 d
(-1) /Xw x¢

card(p Axip) = dp Axp+ (—1)¥ @ Adx1p et, par la formule de Stokes, I'intégrale d’undorme
exacte a support compact est nulle. Il vient donc

(dp,p) = (— 1)+ (— 1)k / o A xkdxi)
X

= (—1)k+1(—1)<nk>k/ (@, * d* ) vol . 0
X
O

Définition 1.3.7 (opérateur de Laplace-Beltrami) L'opérateurA : A¥(X) — A¥(X) sur la
variété X est I'opérateur
A =dd* +d"d.
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Cet opérateur dépend bien sir de la métrique choisi& suomme d'ailleurs le produit scalaire
(, ). Il est formellement auto-adjoint.¢. égal a son adjoint formel) pour ce produit scalaire.

1.3.d. Le symbole principal et la notion d’opérateur elliptique

LorsqueP : C®(X,E) — C®(X,F) est un opérateur difféerentiel d’ordeentre deux fi-
brés vectoriels sur une variété, dgmbole principalbp est une applicatio®™> op : T*X —
Hom(E, F') du fibré cotangent vers le fibré des homomorphismes, qui commute avec la projec-
tion sur X, définie par la méthode de I'exercice 1.1.5, c’est-a-dire telle que, pour toute fonction
C* f sur un ouvert deX, on aite */ P(etf) = tdop(z,df (z)) + - - -.

La notion d'opérateur elliptiqgue se définit comme en 1.1.7.

Exercice 1.3.8 Montrer que, siP est d'ordred, on aop- = (—1)%(op)*, ol op(z,y)* €
Hom(F,, E,) est ’lhomomorphisme adjoint der(x,y) au sens des produits scalairgs)r et
(, )r. En particulier, stig E = rg F', P est elliptique si et seulement B I'est.

Proposition 1.3.9symbole deA). L'opérateur A : A*(X) — A*(X) est elliptique et a pour
symbolera (z,y)(n) = — |lyl* .

Démonstration Nous allons faire un calcul intrinséque. A cette fin, rappelons quelques propriétés
du produit intérieur par un champ de vecteuré st un champ de vecteurs sur un ouvéde X,

le produit intérieur, envoie A*(U) dansA*~1(U). C’est un opérateur local, qui est linéaire par
rapport a la multiplication par les fonctiod$®, c’est-a-dire qu’il peut se définir fibre a fibre : il

est défini par

(%77)('527 R 7§k) = 7](67 627 v 7§k) pour tOUtek_formen'
C’est une dérivation, au sens ou

e Aw) = te(n) Aw + (=1)%8 7 A e (w).

Sif; est lal-forme associée @par une métriqug, ), 'opérateurt; A est adjoint deg, c’est-a-
dire que pour toutes formesw de degré convenable, on a

<L§777 w> = <777 05 A w>
[il suffit de le vérifier sur une base orthonormée telle qu’elle est construite au 8§ 0.2]. En particulier,
2 2

ve(Bg) = [IEII" = 110

Revenons au calcul dex. On a d’abordoy(z, y)(n) = y A . En effet, on a tfd(etfn) =
t-df An+dn.

D’autre part, on sait que, puisqueest d’ordrel, on a aussby- = —(04)*, autrement dit
oq-(®,y) = —., Siy est le vecteur tangent associg par la métrique.

On a maintenant

oalz,y)(n) = (oa(z,y)oa(z,y) + o (2, y)oa(x,y)) (1)
=—(y A (igm) + 5y Am)) = —llyll* n. O
O

1.3.e. Linégalité de Garding et la régularité des opérateurs elliptiquesC’est le point clé de

toute la démonstration dont la preuve sera donnée au 8§ 1.5. Commencons par remarquer qu'un
opérateur différentieP : C*° (X, E) — C*(X, F') de degrél induit, pour touts € R, un opéra-

teur Py : WX, E) — W*(X, F).

Un opérateur différentieP est ditrégulier si, pour toute section € C°(X, F'), les solutions
distributions dePu = v sont aussiC™. Linégalité de Garding ci-dessous montre que les opé-
rateurs différentiels elliptiques sont réguliers dans ce sens, et donne une version plus précise et
quantitative de cette régularité.
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Théoréme 1.3.10Soit P un opérateur différentietlliptique de degréd entre deux fibrés et
F de méme rang sur une variétécompacteX de dimensiom. Alors, il existeC; > 0 telle
que, pour toute section € L£*(X,E) = WY(X, E) satisfaisant aPu € W*(X, F), on ait
u € WX, E) et

lull g < Cs (I1Psull, + lully ).

Corollaire 1.3.11(régularité). Dans les mémes conditions, si 'onfa, € C°(X, F'), c’est que
u € C®(X,E).

Démonstration C'est une conséquence immédiate de l'inégalité de Garding et du lemme de So-
bolev 1.2.11. O

Corollaire 1.3.12 Sur une variété riemannienne compacte, les formes harmonique&™ont’]

1.4. Finitude pour les opérateurs elliptiques et théoréme de Hodge

1.4.a. Le théoréme de finitude

Théoréme 1.4.1de finitude). SoientE, F' deux fibrés vectoriels euclidiens de méme rarsmyir
une variété compact&’. Soit P : C* (X, E) — C*(X, F') un opérateur différentiel elliptique.
Alors,

(1) Ker P est de dimension finie,

(2) Le sous-espaden P est ferme et de codimension finie darg X, F') pour lanorme|| ||, ;
de plus, siP* est I'adjoint formel deP, on a une décomposition, )-orthogonale

C®(X,F) =ImP & Ker P*.

Démonstration Soitd le degré deP et notonsP, : W**4(X, E) — W*(X, F) 'opérateur défini
parP. PuisqueP; est continu €f. propriété 1.2.1(6))Ker P, est fermé. Le corollaire 1.3.11 montre
queKer P; = Ker P = Ker P pours’ > s. Le lemme de Rellich 1.2.13 et son corollaire 1.2.5
montrent quéKer P est de dimension finie, d’ou (1).

Nous allons maintenant montrer quessi d > 0, 'opérateurP; est d'image fermée.

Lemme 1.4.2 SoientV un espace de Banach séparahté,un espace de Hilbert 6t: V — H
une injection continue et compacte. Alors, pour teut- 0 il existe un sous-espace fermé de
codimension finié. C V tel qu'on ait||i(u)||; < €||ul|;, pour toutu € V..

Démonstration On peut supposer quél’) est dense danK. Il existe une base orthonormée de
H faite d’éléments(vy),. .., i(vg),... dei(V) (Gram-Schmidt). Pour > 0 fixé, on considére
la suite décroissante de sous-ensembles

Ky ={ueV | |luly + X0, [(i(u),i(o;))al* <1}

Alors i(K ) est compact, caK y est borné. De plus)yi(K ) est contenu dans la boule unité
ouverte deH : en effet, siw € Nyi(Ky), il existe pour toutN un élémentuy € Ky tel
quei(uy) ait les mémes coefficients sur la bage;)) jusqu'a l'ordre N ; si C' est telle que
li(u)]lz < Cllully, on aC=2e2 |li(un)||3; + SN [(w,i(v;))m|* < 1 donc, en passant & la
limite, (1 4+ C~2¢?) ||w|)® < 1.

Il existe ainsiN (¢) tel quei( K ) soit contenu dans la boule unité ouverteHleCeci implique
que, pour tout: € V,on a

N(e)
li(w)lz < € lully + D i), i(v))ul.
i=1

[Indication : si on a une inégalité stricte pour un certain: € V', on remplace: paru/ ||i(u) ||g]-
On pose dond. = (v1,...,vy()) " O
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Appliquons le lemme V*+¢(X, E) ¢ W°(X, E) (ce qui est loisible, d’aprés le lemme de
Rellich) et en prenantde sorte qué —C,c > 0, ouC; est donnée par I'inégalité de Garding. Pour
u € WX, E)., onaalorg1 — Cye) ||ull,, 4 < Cs || Psull,. Ceci montre que la restriction de
P, aw*td(X, E). est d'image fermée. Puisqu*+¢(X, E). est fermé et de codimension finie
dansW*t4(X, E), on en déduit que le sous-espdaeP; est fermé danyV*(X, F).

On a ainsi, lorsque = 0, la décompositior(, )-orthogonale? (X, F) = Im P; & Ker P}.
PuisqueP* est aussi elliptique, il en résulte qlier P est de dimension finie et ne dépend pas
de s, donc est contenu dar®°(X, F'). Par conséquenim F; est de codimension finie dans
WX, F).

Siv € C*(X, F), la décomposition de s’écritv = Pju + w, avecPu € C*(X, F) puisque
Ker P* C C*(X, F). Par régularité, on a € C*(X, E). Autrement dit, la décompositiofy, )-
orthogonale d\°(X, F') induit une décompositiof), )-orthogonale

C™(X,F) = P(C™(X,E)) & Ker P*. O

1.4.b. Application : démonstration du théoréme de Hodge 0.2Appliquons le théoréme de
finitude a I'opérateur de Laplace-Beltrai sur la variété riemannienne compacte orientée
c’est en effet un opérateur elliptique. Puisghest autoadjoint, on a donc, en prenant pauet
F les fibrés\*T* X, une décompositiofi, )-orthogonale

AR (X) = A(AR (X)) @ FF(X).
Il reste & montrer que I'on a une décomposition orthogonale
A(A¥(X)) =Imd ® Imd*.

Par définition de I'adjoint formel et du fait de I'identit® = 0, on almd L Im d*. Linclusion C
est claire, puisqué = d*d+ dd*. D'autre part, il estimmédiat de voir qd€*(X) est orthogonal
aux deux sous-espacha d etIm d* ; par conséquent, ceux-ci sont contenus dana\. O

1.5. Démonstration de I'inégalité de Garding

Une partie du travail consiste en la recherche d’'une paramétrix pour un opérateur différen-
tiel elliptique, c’est-a-dire un inverse a gauche et a droiedulo C*™. Un tel inverse n’existe
pas, en général, dans la classe des opérateurs difféféhtielaut considérer une famille plus
large d’opérateurs sur I'espace des fonctiGRsa support compact, a savoir celle dggerateurs
pseudo-différentielsOn les définit d’abord suR" en utilisant la transformation de Fourier, puis
sur un ouvert d&” par localisation, et enfin sur une variété, suivant le méme principe que pour
les espaces de Sobolev.

1.5.a. Opérateurs pseudo-différentiels suR*. Soito : T*R" — C une fonction sur le fibré
cotangent d&R™. Si on note(x, £) les points del™R", on peut, sous certaines hypothesesosur
associer ar un opérateur

e (E) -2 e (e
p(2) —— Op, (9)(a) = [ o RO ds

Définition 1.5.1 Soitd € R. On dit qu’une fonctiors sur7*R™ est unsymboled’ordre < d si,
pour tousw, 3 € N*, il existeC,, g > 0 de sorte que les inégalités suivantes soient satisfaites :

VECR',  sup |980o(r.6)| < Cap(L+ ).

xeR™

) ’analogie avec le théoréme d'inversion locale du calcul différentiel n’est pas dépourvue d'intgrétRsi— R™
est une application polynomiale dont le jacobien ne s’annule pas,aliset localement une fonction réciproque,
qui n’est pas en général un polyndme ; c’est une fonction analytique, développable en série.
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On note$¢(R*) I'espace des symboles d’ordeed surR”.

On a ainsi une famille croissante- ¢ 8*(R") c 8 (R") C --- d’espacesd < d'). On note
aussiS~ > (R"*) = JaR S4(R™).
€

Remarque 1.5.21l est clair sur la définition qué’(R") est stable par dérivation par rapport aux
variablesz, tandis que une dérivation d’ordieen¢ envoie$’ danss?—*.

Exemples 1.5.3

(1) Soito(z,&) = ngd aq(x)€* un polyndbme de degré en ¢ a coefficientsC™ en x
et bornés ainsi que toutes leurs dérivées. Atorast un symbole d’ordrel d. Sip estC* a
support compact, ou plus généralemenp ®st dans la class§(R") (fonctionsC> surR" a
décroissance rapide ainsi que toutes leurs dérivées), aloyest dansS () (dans la variable
¢) et, puisque la transformation de Fourier est une bijectiod @ ) dansS(R™), on voit, en
utilisant la transformation de Fourier inverse, que, n'est autre que 'opérateur différentiel
P(z,Dz) = 3 j01<q 0a(@) Dy, avecD,; = ﬁa@. Ceci justifie le nom deseudo-différentiel
attaché a un opérateur du typrp,. On dira aussi qu'un symbole comme ci-dessus est un
symbole différentielet que c’est lesymbole totate I'opérateur différentieP.

(2) Sio estun symbole différentiel elliptique d’orddealors, quitte a éliminer les singularités,
1/o est un symbole d’ordre-d : plus précisément, sh(z) estC> a support compact et §i(¢)
estC> a support compact et 1 pres def = 0, alorsy(z) - (1 — x(£/C))/o(z,€) est dans
§~4(R") si C >> 0 est assez grand pour que

§/C € Supp x = Yz € Suppy, a(z,§) #0.

(3) Sio(¢) € S(R") est une fonctiorC> a décroissance rapide ainsi que toutes ses dérivées,
alorso est un symbole d’ordre-co. Par contreg?™*¢ n’est pas un symbole.

Expression asymptotique des symbol&sit (d;)cn une suite décroissante de réels telle que
d; — —oo quandj — oo et, pour toutj, soito; € 8% (R™). Etant donné € §¢(IR"), on dira que
o admetzj o; pour développement asymptotique, et on notera Zj oj si, pour toutk € N,
ona
o— Zak € 8%+1(R").
Jsk
On peut « sommer » toute telle suitg) jcn par une variante diemme de Borel

Lemme 1.5.4 Pour (o) jen cOmme ci-dessus, il existec 8% (R") telle ques ~ >0

Esquisse de démonstratioBoit x une fonctionC*> surR" a support compact, avec= 1 pres
de0. On chercher sous la forme
o(2,6) =) (1= x(g5¢))a;(2,),
J
oue; tend verd) assez vite. La somme considérée est localement finie. O
Action des opérateurs pseudo-différentiegfur tout symbole d’ordred, Op, opere envoie tout
élément deC2>°(R™) dansC>°(R"). Contrairement au cas des opérateurs différentiels, un opéra-

teur pseudo-différentiel général ne préserve pas nécessairement la compacité du support. On a
néanmoins :

Lemme 1.5.5 Sio est un symbole et gi € S(R"), alorsOp, (¢) € S(R").

Esquisse de démonstratio@n voit d’abord queDp, (¢) est continue et bornée : on a

Op, (9)(2)] < (sug\a(w,f)(l + 1€ 1) -/62“””'6(1 + I 18(6)] de.

T,

Ensuite on utilise des intégrations par parties. O
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Existence d’'un adjointOn veut maintenant faire opérer les symboles sur les distributions tem-
péréesS’(R"). La maniére naturelle consiste a utiliser I'adjoint formel d’'un opérateur pseudo-
différentiel, s'il existe : poun, € S'(R") ety € S(R"), on posera alors
déf
(Op,(u), ) = (u,Op;(p)).
L'adjoint formel doit satisfaire, pour tous, ¢ € S(R*), une égalité analogue :

[ 0n. ) - pda = [ - OpGeTda.

Il est, bien entendu, important que I'adjoint formel d’'un opérateur pseudo-différentiel soit aussi
pseudo-différentiel, a I'image de ce qui se passe pour les opérateurs différasftiplegosition
1.3.3). De plus, si I'adjoint formel existe, il est unique. Nous admettrons le résultat suivant :

Théoréme 1.5.@adjoint d’un opérateur pseudo-différentiel). Soito un symbole d'ordrel €
R. Il existe un unique symbote € §?(R") tel queOp,. soit adjoint formel deDp,. De plus, on
a, en posani,; = 50,

2ir U5
1 _
o*(w.6) ~ Y — O£ DiT(w.). =
o)
Remarque 1.5.7 Labsence de signe dans la formule, contrairement a ce qui se passe dans la

proposition 1.3.3, vient de I'utilisation dB, au lieu ded,, et de la conjugaison complexe. Ainsi,
poury, ) € C°(R™), on a

(Duyp) = [ Duyl)-Fio = [ - D ida.

Composition des opérateurs et des symboldaintenant que les opérateurs sont des endomor-
phismes de I'espace de Schwa8tZR" ), on peut les composer. Soient dofcet o, deux sym-
boles d’ordred; etd, respectivement. Poyr € S(R"), on a

0Py, (0P, (1)) () = / T g1 (2, €) Oy, (9) (€) d

= [t ( [[ e onty.mp0n) dyan) ag
= [ e o o, )o@ dy dy e

de sorte que, si on pose

o(z,) = / @06 g (2, ) (y, ) dy dE,

on aOp, = Op,, oOp,,. Il faut bien entendu donner un sens a une telle intégrale. On notera
o = o1 © 02. Nous admettrons le résultat suivant :

Théoréme 1.5.§composition d’opérateurs pseudo-différentiels) Si oy € §%(R") et oy €
842 (R"), alors oy o5 @ un sens comme distribution tempérée. C’est un symboleiaris (R ).
De plus, on a I'expression asymptotique

(o1 0 09)(2,&) ~ Z 85(71D o9. O

En particulier on ar ¢ 03 = 0102 mod §%1+dz—1,

Exercice 1.5.9 Montrer que le crochgOp,,, Op,,] est un opérateur pseudo-différentiel dont le
symbolec est d'ordre< d; + d» — 1. Montrer que 'on & = 5—{oq,02} mod 8% %2, ol
{, } est le crochet de Poisson.
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Théoréme 1.5.1@action sur L?(R")). Sio € 8°(R"), alorsOp,, : S(R") — S(R") est continu
pour la normeL? sur S(R"), autrement dit s'étend de maniére unique en un opérateur continu
L?(R") — L?(R").

Démonstration Commencons par le cas ete $~("+1)(R"). Il est utile maintenant d’introduire

le noyaude 'opérateutOp,.

Sio € § *°(R"), on peut écrire
O, (9)(2) = [ "ol €)5(6) dé
— [t [ e ety dy)de.

On vérifie que, & fixé, la fonction(y, ¢) — o(x, &)e(y) estL! de sorte que, par Fubini, on a

Op,(9)(s) = [ Kalww)ply)dy avee Ky(oy) = [ e ata,¢)de

Ainsi, a z fixé, la fonctiony — K, (x,y) n'est autre que la transformée de Fourier inverse de
& o(x, ), prise e — .

Sio € 84(R"), on peut définitk, commedistribution tempéréeles variables:, y en utilisant
I'extension de la transformation de Fourier aux distributions tempérées.

Remarque 1.5.11D’une maniére générale, on pourrait montrer I'existence d’'un opérateur adjoint
de Op, en prenant I'opérateur dont le noyau est la distribution temp&tée, y) det Ky (y,x).
Ce qui n'est pas évident dans le théoreme 1.5.6 est que cet opérateur est associé a un symbole, et

gque ce symbole a I'expression asymptotique voulue.

Sio € §U(R?), on alo(x,£)| < C(1 + ||¢])~ ™+, qui est sommable e de ma-
niére uniforme par rapporta Ainsi (x,y) — K,(x,y) est une fonction continue et bornée. En
appliquant le méme raisonnement a la dérigég 0¢;, dont le noyau est, a une constante pres,
(z; — yj) K, (,y), et ceci jusqu’a I'ordre: + 1, on en déduit quél + ||z — y|[" ) K, (z, y) est
bornée. En particulier, pour une constaéte- 0 convenable, on a

/|Ka<x,y>| dr<C et /|Ka<x,y>| dy < C

Ceci implique que 'opérateur de noydd, c’est—a—direOp(,, est borné en normg? : en effet

|Op, (¢ ‘/K T, Y)p dy

_c / 15, (. 9)] | (y) [ dy.

donc

/|0pg )P de < c/|K ()] ()| dy dz

<0/|s0(y)| dy-/lKa(fanﬂ da
< Oz/lw(y)IQdy-

Exercice 1.5.12 On justifiera ces inégalités en utilisant les propriétégge
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Soit maintenant € §~*(R") aveck € N ~ {0}. Nous allons montrer quep, est continu
pour la normeL? par récurrence descendante suen partant dé& = n + 1, ou le résultat est
vrai d’apres ce qui précede. Utilisons I'existence de I'adjoinOgle (cf. théoréme 1.5.6). Puisque
'on a

10D, (¢)[172 = (Op,(¢), Op,(9)) = |( 0P} Opy (), ¢) | < |0ps Opy ()l 2 1]l 2 »

on en déduit que, $Dp’: Op, est continu pour la normé&?, il en est de méme dép, et dans ce
cas||Op, |72 < ||Op: Op,||;.. Remarquons maintenant g} Op, = Op,- Op, = Op,-c,
et ques™ ¢ o estd’ordre< —2k < —k — 1 (cark > 1), d'ou le résultat par récurrence.

Reste a voir ce qui se passe pdur= 0. On cherche donc une constarie > 0 telle que
10D, ()32 < Cllgll32, C'est-a-dire aussi telle quUgC Id — OpZ Op, )¢, ) > 0 pour toute
¢ € S(R™). Puisquer est un symbole d’ordre 0, il est borné. Soit” > sup |o(z, £)f et posons

0(z,€) = (C — |o(z.&) ")/,
On vérifie sans difficulté que est aussi un symbole d’ordre 0. On a
0 00 =C—|o(x, 6 =C—-0*oo mod 8L
On en déduit que

10p,(©)IIZ2 + 10pg()IIZ2 < Cllellz2 + (O, (¢). 9),

avecp € $ (R"). Puisque, d’aprés ce qui préced®p, est continu pour la normé&?, on en
déduit qu’il en est de méme dep,, . O

Corollaire 1.5.13(action sur les espaces de Sobolevgoits € & (R"). Alors Op, : S(R") —
S(R™) est continu pour les normes de Soboley, et ||-||,_, autrement dit s’étend de maniere
unique en un opérateur contirfdr® (R") — W=4(R").

Esquisse de démonstratioSoit y(£) une fonctionC> a support compact sli’, telle quey = 1
prés del. Alors 745(¢) = (1 — x(¢)) |§|d est un symbole d’ordré qui satisfait la propriété du
corollaire. On applique alors le théoreme 1.5.19 &) © o © 75, qui est d’ordre0 d’apres le
théoreme 1.5.8. O

1.5.b. Opérateurs pseudo-différentiels sur une variétéOn localise la notion d’opérateur pseu-
do-différentiel par le procédé usuel : Biest un ouvert d&*, une fonctiono surT*U est un
symbole d’ordre< d si, pour toute fonctiorC™ x(z) a support compact daris, la fonctionyo
est un symbole d’ordre surR” ; autrement dit, pour tout compaat de U et tous multi-indices
a, € N, il existe une constant€y , g > 0 telle que

VEERT,  swp 0207 0(.€)| < Crcap(1+ €)1,
FAS

Plus généralement, & et F' sont deux fibrés vectoriels euclidiens ou hermitienslguan sym-
bole d’'opérateur dé’ dansF' est une application entre variété€> 7T*U et Hom(E, F'), qui
commute avec les projections :

U ——2 s Hom(E, F)

N7

et qui satisfait une propriété analogue. On étend les propriétés du §1.5.a, convenablement locali-
sées, a cette situation. En particulier, un opérateur pseudo-différentiel dibsdré/ est continu
deWs*(U, E) dansWs~4(U, F') pour touts € R.

Soit X une variété compacte orientée et soiengt F' deux fibrés euclidiens ou hermitiens sur
X. Fixons un recouvrement fini d& par des cartes sur lesquelles les fibrés sont trivialisables
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et choisissons une partition de I'unitg;) adaptée a ce recouvrement. A toute applicatith
o : T*X — Hom(E, F') qui commute avec la projection siir et qui est localement un symbole
d'ordred, ce qu'on noterar € §¢(X, E, F), on associe I'opérate@p, défini par

Op, () = > x; Op, (xj%)-
J
Ceci dépend du choix de la partition de I'unité, mais permet de travailler de maniere loc&ale sur
et donc d’appliquer les résultats ci-dessus.

Remarque 1.5.14opérateurs régularisants) Soitoc € 8§ *°(X, E, F'). Alors, pour touts, Op,
envoiecW* (U, E) dansn,W*~4(U, F) = C*(X, E) d’aprés le lemme de Sobolev. On dit que
Op,, est unopérateur régularisant

1.5.c. Inversion des opérateurs pseudo-différentiels elliptiquesSoito € 8¢(X, E, F). On dit
queo est unsymbole elliptiques’il existec > 0 telle que, pour toutx, ¢) € T* X avec||(|| assez
grand, on ait, pour tout € F,,

d
lo (2, ullg, = cllEl” lullg, -

LorsqueE et F' ont méme rang, ce qu'on supposera désormais, cette condition implique que

o(x, &) estun isomorphisme d&, sur F,, pour toutx et touté avec||¢|| assez grand.

Théoréme 1.5.1%inversion des opérateurs elliptiques) Soitc € $¢(X, E, F) un symbole el-
liptique. Il existe un symbole € §~¢(X, F, E) tel quer o 0 = Idg +p avecp € §~ (X, E, E).

Démonstration Comme dans I'exemple 1.5.3(2), on peut trouver un symbioteS—4(X, F, E)
tel queo’c — Idg et oo’ — Idr soient= 0 pour ||¢|| assez grand. En particuliecf( exemple
1.5.3(3)),0'0c — Idg € S °(X,E) etoo’ —Ildp € 8 (X, F). Par conséquent, d’'apres le
théoreme 1.5.8, on a

o'oo—Idp € STYX,E) et oo’ —Idp € $71(X, F).

Pour conclure, il suffit de trouver un inverse (m8d™>) a gauche et a droite del +6 avecéd

d’ordre —1. Pour cela, on considére la sélie—6 + 2 — - ... D’aprés le lemme 1.5.4, il existe
telle queld +p ~ Id —0 +6°2 —- - -, puisqued™ € §=7. Alors (Id +6)(Id +p) et (Id +p)(Id +6)
sont= Id mod8—°. O

Démonstration du théoréme 1.3.180it doncP un opérateur différentiel elliptique de degté
de E dansF. Il existe, d’apres le théoréme d’inversion 1.5.15, un symbale degré-d, tel que
Op, oP = Id + Op,, avecOp, régularisant.

Soitu € WY(X, E) tel quePu € W (X, F). Onau = Op, (Pu)—Op,(u). Alors, d’une part,
Op,(Pu) € WT4(X, E) etOp,(u) € C*(X,E) C W**(X, E) d'aprés le corollaire 1.5.13,
doncu € W*t4(X, E) ; d’autre part, on a

||U||s+d < ||OpT(PU)||S+d + HOPp(U)HHd
< Cs(|1Pully + [lull)

car, pour touts, Op,. est continu déV® dansyys+¢ etOp, est en particulier d’ordres —(s + d),
donc continu dé\° dans)Vstd, O
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CHAPITRE 2

STRUCTURES DE HODGE-LEFSCHETZ

Il ne sera question que d’algébre linéaire et multi-linéaire dans ce chapitre. Nous allons mettre
en évidence plusieurs propriétés de l'algebre extérieure d’'un espace vectoriel complexe muni
d’'une forme hermitienne, propriétés que nous regrouperons sous le nstrudiire de Hodge-
LefschetzAu chapitre suivant, nous verrons comment la cohomologie d’une variété kahlérienne
compacte hérite aussi de ce type de propriétés. Ce chapitre s'inspire notamnClazd. 1] et
[2, §86]

2.1. Algébre linéaire et multi-linéaire

2.1.a. Algébre linéaire sur unC-espace vectoriel Soit 7" un C-espace vectoriel de dimension
n (un tel espace est noté dans [, 8 2.4]). On note?” = Homg (7', C) le C-espace vectoriel des
formesR-linéaires suff’. C’est un espace de dimensidn surC.

On noteT” = Homc(7T,C) le dual deT'. C’est naturellement un sous-espaceilec’est le
sous-espace dgsc F telles quef(it) = if(t) pour toutt € T

Pour faire bonne mesure, on ndté C F le sous-espace de des formeanti-linéaires c’est-
a-dire lesf € F telles quef (it) = —if(t) pour toutt € T'. On a bien sGf’ N T" = {0} dansF'.
Pour des raisons de dimension, on a donc

F=ToT".

Soit f — f l'involution anti-linéaire surF" définie parf(t) = f(t). D’'une maniére générale, si
E est unC-sous-espace dB, on noteE le C-sous-espace formé d¢spour f € E. Ainsi, on a
T =T

On noteF; C F le R-espace vectoriel formé des formes linéaires invariantes par conjugaison.
C’est unR-espace vectoriel de dimensi@n. C’est encore I'ensemble des formRdinéaires
surT’ qui sonta valeurs réellesc’est-a-direfy = Homp(7',R). On a aussi une décomposition
(commeR-espace vectoriel)

F = Fy®iFy,
autrement dit, toute forme linéaire € F' a une décompositiofi = Ré f + iIm f avecRé f =

(f+f)/2etlm f = (f — f)/2i.
Exercice 2.1.1 Montrer queF’ s'identifie auC-espace vectoriel Qg Fjy.
2.1.b. Algébre multi-linéaire sur un C-espace vectoriel Soit AF' I'algébre extérieure suf’,

c’est-a-dire I'espace des form&multi-linéaires alternées sdr. Cet espace est gradué, c’est-a-
dire qu'il se décompose en somme directe

AF =@ N"F.
T
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Un élément de\" F' est une forme-linéaire (surR)
f:Tx---xT—C.
N——’

r fois
L'espace/NF est une algébrgraduéepour le produit extérieun : si f € N'F, g € A°F, alors
f A ge NT5F est défini par

(f /\g)(tla 7t7“7t7‘+17"' 7t7“+$) = [f(t].v 7t7‘)g(t7“+17"' 7tT+S)]a7

ou[- - - ]* désigne I'opération d’anti-symétrisation. Par exemplé,efig sont deux formes linéaires
surT, on posef A g(t, t2) = 3(f(t1)g(t2) — f(t2)g(t1)). Cette algébre esommutative au sens
gradu€i.e,pourf € N"Fetge N°F,onag A f=(—1)"f Ag.

La bi-graduation Cette graduation de l'algébreF se décompose elle-méme en Wigradu-
ation : 'espacen??F est I'espace engendré par les produits extérieugs@éments dd” et de
q €léments dg" = T'. Puisque la forme est alternée, on peut toujours supposer quédeses
considérés sont lgspremiers. On a donc
AN'F= & APIF.
prg=r
On a en particulien™F' = A™T" (formesC-multi-linéaires sufl’) et \°"F = A™T".
Le produit extérieurn\ est, de maniére évidente, bi-gradué. Il faut noter que la commutativité
s’exprime toujours en terme du degré total.

L'opérateur C de Weil Si A : T — T est un automorphismeC{linéaire) etf € AN'F, on
posefr(t1,...,t,) = f(A(t1),...,A(t,)). Ainsi, on af™ = (f*)". Puisque\ estC-linéaire,
l'automorphismef — f* préserve la bi-graduation. On nafel’automorphisme ainsi associé a
A :t+—it. On adonc

fenmir Y o) =y,
On dit qu’un endomorphisme : AF — AF estbi-homogénele bi-degré(d, ") si, pour tous
p,q, p(APUF) C APHet9" B Ainsi, pour tout automorphism@-linéaire A : T — T, l'auto-
morphisme

ANF — AF
fo—
est bi-homogeéne de bi-degf@, 0). En particulier,C' est de bi-degré0, 0).

Involution réelle surAF. Si f € A"F, on notef € A"F la forme multi-linéaire définie par

f(t1,...,tp) = f(t1,...,t-). Onadonc

ANPAF = NTPF,
Il est temps de travailler avec des bases. &git. ., w, uneC-base del”, qu'on écritw; =
uj + ivj, avecu; = Réwj, v; = Imw;. Alors (uq,...,up,,v1,...,v,) st uneC-base deF,
et aussi unék-base deFy. De méme ws,...,w,,w,...,w,) est uneC-base deF. L'espace

AP-4F admet pour base les; A wy» ouJ' (resp.J”) parcourt 'ensemble des partiep &resp.
q) éléments dd1,...,n}.
On voit ainsi que la partie réellg\ '), n’est autre que I'algebre extérieundy.

La forme volume Fixons une basea deT’' comme ci-dessus et considérons le générateldu
R-espace vectoriel (de dimensiop 2" Fy défini par

(2.1.2) volyy = 2" - (ug Avg) Ao A (g Avy).

C’est aussi un générateur diiespace vectoriel (de dimensiah 22" F, qui s’écrit dans ce cas
aussi sous la forme suivante :

volyy =" - (w1 AW1) A+ A (wp, ANWy) = €(n)i”" ~wy Ao~ ANwy AW A+ ATy,
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ole(n) = (—1)™"=1/2, Siw’ est une autre base dg on avol, = avol,, aveca > 0. Nous
dirons qu'un élément non nul d&"" F' est unélément de volumsi c’est un multiplepositif de
vol,, pour une base de7” ou, ce qui revient au méme, si c’est un élément de la forohg pour
une certaine base deT".

Exercice 2.1.3 Montrer que la fonction : Z — {+1} définie pars(k) = (—1)**~1)/2 satisfait
les propriétés suivantes :
(1) e(k +1) = (=DFe(k) = e(=k) = (=1)FFFV/2,
(2) e(k +£) = (—1)*e(k)e(?),
(3) e(2k) = (=1)*,
4) e(k+4) =e(k).
La forme d’intersection Pour toutt > 0, le produit extérieur induit une application bilinéaire non
dégénérée
Ak s antkp A o
(2.1.4) , ,
(mm') ——nAn
qui, aprés le choix d’'une forme volume (par exemple celle associée a une forme hermitfenne,
infra), est undorme bilinéairenon dégénérée, appelfseme d’intersectionque nous noterons

2.2. Algébre multi-linéaire hermitienne

2.2.a. Formes hermitiennes Soit H : (¢,') — H(t,t') une forme sesquilinéaire sar, C-

linéaire a gauche ét-anti-linéaire a droite. On dit qu# esthermitiennesi H (,t) = H(t,t'),
et de plus quéd{ estdéfinie positivesi H(¢,t) > 0 pour toutt # 0.
Sion posev(t,t') = —Im H(t,t'), alorsw est une form&-bilinéaire alternée a valeurs réelles,
qui satisfaitw(it, it') = w(t,t') eton a
H(t,t') =REH(t,t') +ilm H(t,t') = w(t,it’) —iw(t,t').
Enfin,Ré H (t,t') est symétrique. Plus précisément, il y a ainsi correspondance bi-univoque entre

les formeshermitiennesurT et les formesR-bilinéairesalternées (a valeurs réelles) invariantes
par i. Par cette correspondance, la positivitéHiéquivaut a

w(t,it) >0 sit#D0.

Sion fixe uneC-baseorthonormées, . .., &, deT, de sorte queé = Zj t;&;, etsiwy, ..., w, est
la base duale d&’, on peut écrire

H(t,t') =) tth.
j

La formew est un élément da?F,. Vue comme un élément de F, elle satisfait dont = w et

elle s’écrit
w = QZUJ' Nvj = iij N wj.
J J
En effet, posons; = z; + iy;. Alors u;(t;&;) = x; etv;(t;€;) = y;, de sorte que
2. Uj A Uj(tjfj,t;-fj) = xjy;- — ij;- = —Imtjt;-.
On en déduit que, si est la2-forme associée a une forme hermitienne définie positivé'salors

W\ est unélément de voluméllus précisément on a, pour toute base orthonommée . , w,,,
I'égalité W™ = n! - voly,.

Exercice 2.2.1 Soit wy, ..., w;, une base d&" et soitw = i} wjrw; A Wy, un élément de
ALLE. Montrer quew définit une forme hermitienne définie positive si et seulement si la matrice
(wjk) est hermitienne définie positive.
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Exercice 2.2.2 On rencontre souvent la convention opposée pour une forme sesquilinéaire, a sa-
voir C-linéaire a droite eC-anti-linéaire a gauche. Montrer que tout ce qui précede s’adapte si
I'on pose dans ce cas=Im H.

Exercice 2.2.3I'aspect euclidien) Montrer que la correspondanéé — (, )y = Ré H induit
une correspondance biunivoque entre les formes hermitiennés sutes formesR-bilinéaires
symétriques (a valeurs réelles) sirMontrer queH est définie positive si et seulement(siyy
est un produit scalaire euclidien.

2.2.b. Les opérateurs fondamentaux et leurs relationsOutre I'opérateulC’ qui ne dépend pas
de la structure hermitienne, nous allons introduire trois opérateurs importamtg'suiopérateur
* de Hodge (plus exactement sa version hermitienne), et les deux opérateurs ddgiints
Nous supposons fixée une forme hermitienne définie positivd sofest-a-direw € AVLF

définie positive. Remarquons que I'élément de volurkg, associé a la base duale d'uneC-
base orthonormée dé ne dépend pas de cette base. Nous le notereind a forme hermitienne
définit une forme hermitienne définie positive §ly puis surAP*¢F pour tousp, ¢ en imposant
que la basev; A w; » soit orthonormée. Cette forme est notée.

— Opérateur de Hodgec’est I'opérateur inversibl€-linéairex : N 1F — A"~4"~PF tel que
0 N %17 = (6, 7n) vol pour tout couple d’élémentg 6 de N9 F'.

— Opérateur de Lefschetz’est 'opérateutl., = w A : V9F — APTLIHLE C'est un opérateur
bi-homogéne de bi-degi@, 1).

— L'opérateurA est défini parA = x 'Lx : APYF — AP-L4-1F C'est un opérateur bi-
homogeéne de bi-degié-1, —1).

Exercice 2.2.4 Montrer que I'opérateu’ de Weil commute avec les opératewrd,, A.

Calcul de I'opérateur de Hodge

Lemme 2.2.5 L'opérateur de Hodge- est réel : on axA\*Fy C A?"“*F,. De plus, SurrFy il
coincide avec I'opérateur défini au 81.3.c.

Démonstration Si n est unek-forme réelle et si on définit 'opératewr comme au §1.3.c sur
AFy, c'est-a-dire que pour toute forme réeflale degré convenable onfan xn = (6,7) vol,
alors c’est aussi vrai pour toute forme compléxeloncxn = xn = 7. O

Soient!, J, K trois sous-ensemblefeux a deux disjointde {1,...,n}. Notonsa = |I|, b =

|/| etc = |K|. Dans une base orthonormés, . .., w, deT” comme ci-dessus, posons

volyg = (ic N (wg /\UL))

keK
et considérons I'élément
def _

Wy T = WI Awy A volg,
avecwy; = wj, A\---Aw;,, Siiy, ..., i, €stla suite ordonnée des éléments d&’est un élément de
AP4F avecp = a + ¢, ¢ = b+ c. De plus,AP*?F admet une base orthonormée formée d’éléments
de ce type. Notons ausEi® le complémentaire déU J U K dans{1,...,n}. On a ainsi

déf

a+b+c+c®=n, p=a+ec, q=b+ec, p+gq = Ty

(2.2.6)
n—qg=a+c, n—p=b+c’, “—c=n—(p+9q).

Lemme 2.2.70na xw; 7 ;- = e(a + b)i*™w; 7 ro.
Démonstration Notons d’abord que, s, J', K’ sont aussi deux a deux disjoints, on a I'égalité

w; 5 Nwy 5, ., = 0sauf lorsquel’ = 1, J' = J, KNK' = getl,J K,K' forment une

partition de{1,...,n}; autrement ditK’ = K°. On a alors

Wr 3K NWE g K0 = (=1 (wy A wy) A (wy A wg) A volguro -
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En utilisant I'exercice 2.1.3, on voit que ce terme est égal a
(=1)Fb(e(a)i™® voly) A (e(b)i~" voly) A volgure = e(a + b)i*~*vol.
Il résulte alors de la définition de quexw; 7 - est un multiple dev; ; 1. On a ainsi I'égalité
*Wr 3 i = AWy 7 o, € NOUS allons maintenant calculer la constant®n doit donc avoir
vol = <w1,7,1(v w1,7,1(> vol = w5 o AXW; 5 4
=X wr 7,k N7 Ko
=X\ Wy 7 ANWF g o = X-e(a+ b vol,
c’est-a-dire) = ¢(a + b)i®~¢, comme annoncé. O

Conséquence 2.2.80nax x = (—1)" = C2surA"F.

Démonstration Exercice (on remarquera que, avec les notations (2.2.6),lona = q — p;
comparer a la démonstration du lemme 1.3.5). O

Les opérateurd. et A
Lemme 2.2.9 L'opérateurA est I'adjoint deL pour le produit scalaire(, ) sur AF.

Démonstration En effet, on a

(LO,m) vol = w A O Axnp
=0 NwA*] carw estde degré
=0ANLx7n
= 0 A *A7.
Pour conclure, il suffit de vérifier quen = An. Comme la formev est réelle, il est clair que cette

égalité est satisfaite pour a la place de\. Il suffit donc de vérifier quer =, ce qui résulte
du lemme 2.2.5. O

Définition 2.2.10(sl>-triplet) . L'algébre de Liesly (C) est I'espace des matrics 2 complexes,
de trace nulle, muni du crochet de Li¢, B] = AB — BA. Elle est admet pour base les matrices

0 0 01 -1 0
=(10) =G0 = ()

qui satisfont les relationg, \] = b, [b,£] = 2/, [b, \] = —2A.

Unereprésentatiorde I'algébre de Liek(C) dans unC-espace vectoridl est un homomor-
phisme compatible au crochet sl(C) — End(V).

La donnée d’une représentation«dgC) est équivalente a la donnée de trois endomorphismes
L, A, B deV qui satisfont les relations
(2.2.11) [L,A]=B, [B,L|=2L, [B,A]=—2A.
On dit que(L, A, B) est unsly-triplet.

Théoréme 2.2.12relations entre L et A). SoitB : AF — AF l'opérateur de multiplication par
r —nsurA"F. Alors (L, A, B) est unsly-triplet d’'endomorphismes de I'espacé-.

Démonstration Puisquel et A sont de degrés respectitset —2, on a de maniére évidente les

relations[B, L] = 2L et [B,A] = —2A. Par ailleurs on a, en reprenant les notations du lemme
2.2.7,
(2.2.13) Lwi = Y, W7 Ko

keKe°
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Le calcul dex montre alors que

(2.2.14) Aw, 5 = Dokek W T K {k} Sf K # o,
" 0 SIK =@.

On a alors

LAw; 7 = Z Z Wr T (k~{k)u{k'} = W T T Z Z Wi T(E~{kHU{k'}

kEK k' e K°oU{k} kEK K'eK°
ALw; 7 TK Z Z Wi T KOk {k} = =c’w;z JK T Z Z Wi 7 KO{k }{k}"
K eKe ke KU{k'} keK k'eKe

Cecidonne laderniére relatioh, A] = (r—n) Id surA" F, puisque® —c = n—r, cf.(2.2.6). O

Cx=xC, CL=LC, CA=AC, CB=BC,
x*=C?=(=1)" SsurA’F,
Lx=%xA, Ax=xL, xB=DBx,
[L,A]=B, [B,L]=2L, [B,A]=—-2A.

Les relations entre les opératedrsx, B, L, A

2.3. Décomposition de Lefschetz et éléments primitifs

2.3.a. Décomposition de Lefschetz associée a sig-triplet . Soit V' un C-espace vectoriel de
dimension finie et soil. un endomorphisme nilpotent. Il admet une décomposition de Jordan (non
unigue). Considérons d’abord le cas d’'un bloc de Jordan de taillé, aveck > 0. Il existe donc

une base d&, que nous noterons = (e, e, o,...,€e_j) POUr Une raison qui apparaitra claire
dans un instant, dans laquelle la matriceloa la forme de Jordan supérieure

o 1 0 --- 0

o 0 1 -0

O .-+ -+ 0 1

0O -+ -+ .. 0
Autrement dit, on dey, = 0, Leg_o = e, ..., Le_p = e_4o et L¥t1 = 0, et la base n’est autre

que celle ded/ (e ;). Soit B 'endomorphisme semi-simple tel quge; = je;. On voit donc
que[B, L] = 2L. Il est facile de trouver un endomorphismedont la matrice dans la bagea la
forme

0 v <ot v 0
ag 0 o oo 0
0 a O --- 0
0O -+ 0 a O

de sorte que les relations (2.2.11) soient satisfaites. Il est de plus facile d’étendre cette construction
au cas de plusieurs blocs, en raisonnant bloc par bloc. Ainsi, tout endomorphisme nilpateat
fois mis sous forme de Jordan, détermine une représentatiok( @ Le noyau de\ se calcule
bloc par bloc, et dans chaque bloc est la droite engendrée par

Nous allons voir que, réciproquement, te@ttriplet donne lieu a une structure de ce type. Soit
donc L, A, B unsly-triplet d’endomorphismes dEg, i.e. satisfaisant les relations (2.2.11). Nous
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supposerons que I'endomorphisBeestsemi-simplgon peut montrer en fait que cette hypothése
est toujours satisfaite). Noto3 = Ker A : c’est le sous-espace descteurs primitifs

Théoréme 2.3.1Dans ces conditions,

(1) Les valeurs propres de 'endomorphismBesont entieres, de sorte qli€ése décompose en
sous-espaceB-propres .V =3 ,., V; et, de maniére analogué, = > _,., .

(2) Les endomorphismek et A sont nilpotents et satisfordt(V;) C Vyi2 et A(Vy) C Vi_g
pour tout/ € Z.

(3) De plus,

(& onaP, =0pour?s >0,
(b) 'homomorphisme* : P_, — V_, o est injectif pour tous:, £ tels quek, £ > 0 et
k <4, etnul sik >/,
(c) c’est unisomorphisme dé ;. surV;, qui induit un isomorphisme dB_;, sur L¥(P_,)
etonaP_j, = Ker LF1 : V_;, — Vj 0.
(4) Enfin, pour tou¥ € Z, on a la décomposition de Lefschetz (voir la figure 2.1) :
Vi= @ L'P,.
k>0
2j—k=t
Démonstration Si V,, est un espace propre dg les relations (2.2.11) impliquent qugV;,) C
Vite €t A(V,) C V,_. Par suite,A et L sont nilpotents. De plus, la relatidi?, A] = —2A
montre queP = Ker A est stable paB ; par suite,P se décompose en somme directe d’espaces
propres pout3|p.

Soit v un vecteur propre dé de valeur propre.. Il existe donck tel que A*(v) # 0 et
AF+1(y) = 0. Par suite A¥(v) est un vecteur primitif non nul qui est propre paBr de valeur
proprey — 2k.

Soit doncw un vecteur primitif non nul qui est propre poB, de valeur propre\.. Par le méme
raisonnement, il existé tel que L (w) # 0 et L1 (w) = 0. PuisqueAw = 0, on voit par
récurrence suf que

AL = —[A+ (A +2) + -+ + (A +25)| L7 w
=G+ +5)Lw
En appliquant ceci & = ¢, on en déduit que = —/.
On déduit de ces deux résultats que les valeurs proprds stant entieres et qQu& = 0 Si
A > 0.

Le reste de la démonstration résulte de ce qui précede (on pourra le détailler a titre d’exercice).
]

(2.3.2)

Exercice 2.3.3 Reconnaitre la décomposition de Jordar.d®ir la figure 2.1 : décrire le nombre
de blocs de Jordan et leur taille en fonction de la dimensiontigs

2.3.b. Application a l'algebre extérieure Revenons a I'algébre extérieureF’ et aux opéra-
teurs B, L, A définis au §2.2.b. Par définition, I'opératefrest semi-simple (avec pour espace
propreV, = A™"F pour la valeur propre’) et, d'aprés le théoreme 2.2.12, les relatiohs
sont satisfaites, de sorte que nous avons une décomposition de Lefschetz correspondéhte de
L'endomorphisme. induit pour toutr > 0 un isomorphisme

L' : ANVTF S AT

Nous allons analyser de plus prés I'espace des éléments prifitifYA\F') C A" "F. Re-
marquons d’abord que I'espad® "(AF) C A" "F est nul pour- < 0 : ceci a été vu dans la
démonstration de la décomposition de Lefschetz (il faut se rappelet’qUé’ est I'espace propre
de B de valeur propre-r). Nous supposerons donc: 0 dans la suite.
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Ve P,
V_g+1 P—E—I—l 0
fo+2 Y 0 LP_[

/
/
7/
/
/ g 4 ’
y /
Y 7/
7/
/
/
/

V.o P, 4

Vfl Pfl 0

Vo Py 0 LP

121 LP_, 0

Vs L*Py

AN
N\
AN
AN
N N
AN N N
AN N N N
AN
AN
AN

Vis : 0 L-p_,
Vi LP oy 0

Vi L‘pP_,

FIGURE 2.1. Unemaniere graphique de représenter la décomposition de Lefschetz : les
fleches représentent I'isomorphisme induit pgrchaquel/;, est la somme directe des
éléments de la ligne correspondante, les cases vides étant rempladg&es par

Soienta,b € N tels quen — r — (a + b) soit de la forme2c avecc € N. Soient/, J deux
sous-ensembles disjoints dafis. .., n}, avec|I| = a et|.J| = b. Il sera commode de noter dans
la suite/C = {1,...,n}~(ITUJ) et|| = c+c°. Nous noteronsPI’E’" le sous-espace de |'espace
engendre par les; ; ;- (I, J fixés, | K| = c) formé des €léments; ;- Axw; ; ;- qui satisfont :

(2.3.4) pour tout sous-ensemblié C K de cardinak — 1, Z Arcrugky = 0.
keK~K'

Suivant les conventions usuelles, la condition (2.3.4) est vide=sD. Sic = 1, elle s’applique a
K' = @ uniguement, et elle signifie qO€, ., A\x = 0.
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Proposition 2.3.5les formes primitives) Pour r > 0, 'espace P"~"(AF) se décompose en
somme directe

n—r n—r
P (/\F)—IE?]PIJ ,
la somme étant prise sur tous les coupled de parties disjointes dél, ..., n} qui satisfont a
n—r—(|I| +|J|) € 2N. De plus,P"~"(AF) se décompose en somme direetg ;4 ,—n .

Démonstration Elle résulte directement de I'expression (2.2.14)\dé&.e deuxiéme point en ré-
sulte. 0

Exercice 2.3.6 Montrer que les formes de type 5, sont primitives si/, J sont deux parties
disjointes de{1,...,n}.

Exercice 2.3.7 Montrer que les formes de tygg, 0) ou celles de typ€0, ¢) sont toujours primi-
tives.

La dualité de Lefschetd_a forme volume étant fixée par le choix de la forme hermitiefhsur
T (ou de maniére équivalente par le choix defmrmew), 'opérateurL() = w A « permet, par
la formule 2.1.4, de définir une forme bilinéaire 1) "-symétriqueR surA™ " F pourr > 0 en

posant, pour, € A" "F

(2.3.8) Q(n,n)vol=c(n—7r)-nAn Aw""

On a doncQ(n,n') = e(n —r) - I(n,L™n'), si I désigne la forme d’intersection. Le signe
e(n — r) (cf. exercice 2.1.3) est choisi pour que I'on ait :

Proposition 2.3.9polarisation de la partie primitive). Sur la partie primitiveP*~", la forme
sesquilinéairgn, ') — Q(Cn,n’) est hermitienne définie positive.

On appelle cette forme f@rme de polarisatiorde la partie primitive.

Démonstration Soientn,/ € APYF avecp +q=n—r.0Ona
QCy M) =e(n—r)iT™PP AnpAw" carm=w
=Q(Cn,n') car(=1)"""17P = P79,
Ainsi nous avons défini une forme hermitienne str” ', car on remarque qu@(Cr,1/) = 0 si

n,n € A""F ne sont pas du méme tyge, q).

Nous allons démontrer un résultat un peu plus précis que la positivité :
. _ e(n—r) 1
Lemme 2.3.10 Soitn € P"~". Alors on axn = 7'L7“O 7.
r.

Démonstration Nous allons le montrer pour les elements@% Fixons dona, b, c € N tels
quea+b+2c =n—retposons’ = c+ r (attention, par rapport aux notations de (2.2.6), il faut
changer- enn — r et réciproquement). Fixons deux sous-ensembles disjpjmtsC {1,...,n}
et notonskC = {1,...,n} ~ (I U J). Nous omettrons ci-dessous les indided et noteronsuy
au lieu dew; 5 ..

Soitdoncny =} ek, | k|=c AKWE € P}gr.

Assertion Sin € PI";“, on a, pour toute partié; C K,

S Ak =(=1)° > A

KCK;y KCK
|K|=c KNK =2
|K|=c
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Démonstration de I'assertionC’est un calcul un peu combinatoire a partir de (2.3.4). Nous sup-
poserong > 1. Si K7 est une partie d& et pour0 < £ < ¢, hotons

Sk = D Ak
KNI |=C
|K|=c

Nous allons vérifier que (2.3.4) entraine la relation de récurrence
(2311) 581(11(7]) + (C —/ + 1)3]{11_1(7]) =0.

Celle-ci implique I'égaliteéSk, (1) = (—1)°Sk, 0(n), qui n'est autre que I'égalité voulue.
Fixons une partigx’ de K de cardinalc — 1, telle que|K' N K;| = £ — 1. SiK D K' est
de cardinal, alors ou bier K N Ki| = ¢, ou bien|K N K;| = £ — 1. On a donc, en sommant

I'égalité de (2.3.4) sur toutes les partigsde ce type,

> okt > Y Ak =0

K'CKy KDK' K'CK, KDK'
|K'|=c—1 |K|=c |K'|=c—1 |K|=c
|K'NK1|=0-1|KNK;|=¢ |K'NK1|=0-1|KNK1|=(-1
On en déduit (2.3.11) en changeant I'ordre de sommation de chaque terme. O

Revenons a la démonstration du lemme. On a d’'une part, d’aprés le lemme 2.2.7, I'égalité

*n = ¢e(a+ b)ib_“ Z AKWo.

KCK
|K|=c

D’autre part, en itérant le calcul (2.2.13) deon obtient

%Lrﬁz Z Z AKWRKUK! = Z ( Z /\K)le'

KCK K'CK° KiCK KCK;
|K|=c |K'|=r |K1|=c® |K|=c

D’apreés l'assertion, on a

E Ax = (—1)° E AKS
KCK, KCK
|K|=c KNK1=2
|K|=c

et puisque K;| = ¢°, le deuxiéme terme se réduit@. x, . Finalement, on obtient

1 o
ELTU = (—l)c Z /\](\jglel = (—l)c Z AKWEo = (—l)ca(a + b)la b*?].
KiCK KCK
K1 =0 K [=c

Puisque(—1)°c(a + b) = e(n — r) etb — a = g — p, on en déduit I'égalité annoncée dans le
lemme. O
Terminons la démonstration de la proposition 2.3.9. Soit doac””~". On a aussij € P"~" et
Q(Cn,mvol =e(n—r)-CnAG AW

=e(n—r)-nACTIFAWN

=nAeln—r)L"C 'y

=rlnAxn (daprés le lemme 2.3.10)

=71 ||n||* vol.

La positivité est maintenant claire. O

Exercice 2.3.12 Montrer, pour tout > 0 et toutn € P*~", I'égalité

0! .
1 e(n — r)—gLT*EC*IU sio<e<r
*xL'n = r—

0 Sif > r.
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[On commencera par remarquer que= 1 Lx = xLx"1.]

2.3.c. Structures de Hodge-Lefschetzll sera utile de dégager de ces propriétés/de le
concept de structure de Hodge-Lefschetz, que nous retrouverons sur la cohomologie d’'une variété
kahlérienne au chapitre 3.

Définition 2.3.13(structure de Hodge-Lefschetz) Unestructure de Hodge-Lefschetz de poids
sur unC-espace vectoriell de dimension finie consiste en la donnée de

(1) une involution anti-linéairef — f sur H, pour laquelle on notéf, le sous-espace des
vecteurs réels (on H = C ®g Hy);

(2) une bi-graduatiol = @, ,enH?? (on noteC' I'opérateur de Weil correspondant),

(3) un endomorphisme réél: H — H,i.e.qui préservef,
qui satisfont les conditions suivantes

(a) La bi-graduation satisfaif?-¢ = H%?, donc le sous-espadé” = &, ,_,H" est inva-
riant par conjugaison.

(b) L'endomorphisme réeL est de bi-degré1,1), donc est nilpotent, et pour tout > 0,
L™ : H""" — H"" est un isomorphisme. On nofé* " = Ker [L" ! : H" " — H""+2
I'espace des éléments primitifs de degré r.

LorsqueL = 0 (et doncH = H™ = P™), on parle simplement dstructure de Hodgeale
poidsn.

Exercice 2.3.14 Montrer que dans ces conditions, I'isomorphisfiiie: H"—" — H"'" pré-
serve la bi-graduation et donc que, pour tpug > 0 tels quep+¢ = n—r, on a un isomorphisme

LT - HP4 =y gptratr
Montrer aussi que la partie primitive est bi-graduée.

Exercice 2.3.15 Soit H = @;czH* un C-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une gra-
duation. Soit. : H — H un endomorphisme de degté&elativement a la graduation. Saitc Z.
On suppose que, pour toute N, L induit un isomorphismé’ : " -~ H"1",

(1) Montrer que, si 'on posé” " = Ker L't! : H" " — H"™"*+2 pourr > 0, on a
H" " = P" " @ L(H" " 2). En déduire que I'on a la décomposition de Lefschetz, pour0,

H' T = prr D L(Pnfr72) D LZ(Pnfr74) D -
HT — Lr(Pnfr) @ Lr+1(Pnfr72) @ Lr+2(Pnfrf4) @---

(2) Montrer que si on a une bi-graduatiéh= @& HP?, et siL est de bi-degrél, 1), alors tous
les termes de la décomposition sont aussi bi-gradués.

(3) Montrer que siB désigne I'opérateur semi-simple de valeur prapeair 1" (r € Z), l
existe un unique opérateur réelde degré-2 tel que(L, A, B) soit unsb-triplet.

(4) Montrer que, dans le cas bi-graduéest de bidegré—1, —1).
On notet* = dim H et, dans le cas bi-gradug? = dim H?¢. On note de méme; " =
dim P " eth?? = dim PP? pourp+q < n

)I‘lm

(1) En utilisant la décomposition de Lefschetz, montrer que I'on a

B = = (2 0)
k>0

P4 _ ppHT.gET p—Fk,q—k
h =h - prim

(p+g=n—r<n).
k>0
(2) En déduire les inégalités
—sin—r=p+q<n,alorsh " > b2 ethP4 > pp—1a-1;
—sin+r=p+q>n,alorsh™t” > prtrt2 ethpd > pptlatl
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Définition 2.3.16(polarisation de la structure de Hodge-Lefschetz)

Une polarisationde la structure de Hodge-Lefschetz consiste en la donnée d’'une forme bili-
néaire réelle non dégénéréesur H, i.e.la forme prend des valeurs réelles sly x Hy, qui
satisfait les deux propriétés suivantes :

(c) La décompositiold = &,z H" " estorthogonalepour Q et, surH"~", la forme@ est
(—1)"~" symétrique.

(d) La décompositiond = @, ,H"? estorthogonalepour la forme sesquilinéair@(C-,?),
qui est hermitienne d’aprés la condition précédente. Celle-ci induit une forme hermitiéfinie
positivesur P = @, >oP"".

LorsqueL = 0, on parle de polarisation de la structure de Hodge. Il faut noter que, dans tous
les cas, la partie primitivé™ " (r > 0) est une structure de Hodge de poids- r polarisée par
(la restriction de)).

La donnée de la form@ est équivalente a la donnée de la forme réeler " x H"*" — C
(r > 0), appelédorme d’intersectiondéfinie par

(2.3.17) Vo, e H", Qn.n') =e(n—r)I(n,L"n).

Sur la figure 2.2, la répartition des nombrs!? 4 gim HP¢ d'une structure de Hodge-
Lefschetz est symétrique par rapport aux axes horizontal et vertical ('isomorphisme de Lefschetz

pour le premier, la conjugaison pour le second).

(n.n)

(nflznfl)
(nfp;nfp)
ot . SRNEI FTEPTERRPE -
(pp)
(131)
(1,0)- (0,1)
(0:0)

FIGURE 2.2. Lecarreau (diamant) de Hodge (the Hodge diamond)

Exercice 2.3.18théoréme de l'indice de Hodge) Soit H un C-espace vectoriel muni d’'une
structure de Hodge-Lefschetz de potdpair, polarisée par), et soit] la forme d’intersection
correspondantecf. (2.3.17)).
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Montrer que, puisque. est pair, la formd sur H" est bilinéaire symétrique. On veut montrer
que la signature (ou indice d'inertie de SylvestefJ) de cette forme est donnée par la formule

U(I) = Z (_1)Php7q’
P,4=0

ou hP-? = dim HP4,

(1) Montrer ques(I) = o(I), ouI est la forme hermitienne associékr, ') = I(n, 7).

(2) Montrer que, sp + ¢ = n — 2r, le signe del sur L" PP est(—1). En déduire que
o(l) = Zr}O Zp—l—q:n—%(_l)p dim PP,

(3) Montrer que, poup + g = n — 2r avecr > 0, on adim PP? = hP7 — hp—La—1 En
déduire :

o)=Y S (~ur(rre - prtet

r>0 p+q=n—2r
— E: (—=1)PhP.
p—+q pair

(4) Vérifier)] PpP4 = () et conclure.

p+q impair(_l)
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CHAPITRE 3

THEORIE DE HODGE SUR
LES VARIETES KAHLERIENNES COMPLEXES COMPACTES

3.1. Variétés complexes hermitiennes

3.1.a. Variétés presque complexes hermitiennes

Définition 3.1.1(structure complexe) Si T' est unR-espace vectoriel de dimensi@m, une
structure complexsur7” est un automorphisme-linéaire .J : T — T tel que.? = —1Id.

Un structure complexd surT fait de’T" un C-espace vectoriel : on pose
(a+1b) -t =(ald+bJ)-t.

Réciproquement, tout-espace vectoriel est muni d’'une structure complexe : la multiplication
pari.

Soit X une variétéC>° de dimensior2n. En chaque point € X, I'espace tangenf, X est un
R-espace vectoriel de dimensién.

Définition 3.1.2(structure presque complexe) Une structure presque complexair X est un
automorphismé-linéaire J : TX — TX du fibré tangent sur lui-méme, qui induit dans chaque
fibre T, X une structure complexe. Une varigt& munie d’'une structure presque complexe est
appeléevariété presque complexe

Le pourquoi du « presque » sera expliqué plus bas. Le fibré tangent d’'une variété presque com-
plexe est un fibré&>° localement isomorphe a un fibré trivial de fitite.

En coordonnées locales, . . . , z2,, la matrice de 'automorphismédans la basé,, , . . ., 0,,,
est a coefficient&'™ et satisfait identiquement? = — Id.

Exemple 3.1.3 Sur un ouvert/ deR?" de coordonnéege, y), une structure presque complexe
est la donnée d'une matrice carréer, y) de taille2n, qui dépend de maniée™® des coordon-
nées, et qui satisfait identiquemeft= — Idy,.

On peut appliquer les résultats du chapitre 2 a chaque espace tdhgefit X d'une variété
presque complexe hermitiend€. Tous les opérateurs que nous avons introduits sont maintenant
des opérateurs sur le fibré’y = Homp(7T* X, 1x), oulyx est le fibré trivial de rang sur X,

i.e. le fibré associé a la projectioN x C — X. lls dépendent de maniére™ du pointz (on
vérifiera que les constructions faites préservent la propigte

Sion oublie la structure presque complexe sur le filbkg, qu’on notera alor§" X, on obtient
un fibré vectoriel réel de rary. Le fibré AT* Xk n’est autre que le fibré not& x au chapitre
2. Il est commode de notéXy la variété réelle « sous-jacente » a la variété presque complexe
OnaainsinFx = C ®gr AFp x.
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Si X est une variété presque complexe, I'espdteX, C) desk-formes différentielles com-
plexes est le complexifié de I'espadé(X) considéré au §0.Z'est lui que nous noterons dé-
sormaisA” (X). Ainsi, A"(X) est I'espace des sections du fibYé&'y . L'espace des formes dif-
férentiellesréelles que nous noterons maintenafif X, R), n’est autre que I'espace des sections
C* du ﬁbré/\TF()’X_

La variante (presque) complexe de la notion de métrique riemannienne sur une Varigsé
la notion de métrique hermitienne :

Définition 3.1.4(métrique hermitienne). Une métriqgue hermitienné. sur une variété presque
complexeX consiste en la donnée d'un produit scalaire hermitien dans chaqué.firu fibré
tangentT X, produit scalaire qui dépend de maniéi® du pointz. On appellehermitienneun
variété presque complexe munie d’'une métrique hermitienne. Onmnsdalimension complexe
(i.e.le rang du fibrél’ X comme fibré complexe).

Il existe, au voisinage de tout pointe X, uneC-bases, ..., &, deT X qui est orthonormée
pour la métriqgue (démonstration analogue a celle pour les métriques riemanniennes, qui utilise le
fait que le procédé de Gram-Schmidt préserve la propGétg

La donnée de la métrique hermitienhest équivalente a celle de 2aforme alternée non dé-
généréev invariante pat/ qui satisfait la condition de positivite(¢, J¢) > 0 pour tout champ de
vecteurs non nuyf sur X . Elle est aussi équivalente a celle d’'une métrique riemannienne invariante
parJ (la partie réelle de).

On voit aussi qu'une variété presque complexe hermitiekinest en particulier une variété
riemannienne (plus précisémendy est riemannienne), et que le volume riemannien n’est autre
quew’™.

La métrique hermitienné sur X fournit des opérateur§, %, L, A, B sur AFx. L'opérateurx
de Hodge est réel et, en restrictiom\@* X, n'est autre que I'opératewrassocié a la métrique
riemannienndké h sur Xp.

L'opérateurL induit une décomposition de Lefscshetz A€ X, C), et on parlera des compo-
santes de Lefschetz d’'une forme différentielle.

3.1.b. Les opérateurs? etd”. D'apres le §2.1.b, 'espacéd” (X, C) se décompose en
A'(X)= @ APIX).

prg=r
De cette maniére, I'opératedr: A”(X) — A"*(X) (en fait, le complexifié de I'opérateurdu
§0.2) se décompose sur les différents facteurs.

Exemple 3.1.5 Si X est un ouvert déR?)", X est muni d’une structure presque complexe ca-
nonique : le fibrél' X est trivial, égal ax x (R%)"; la structure complexe sur chaque fact&ir
induit une structure presque complexe &urSi (zi, ..., Zy, y1,. - ., yn) SONt les coordonnées, on
a, en posant; = x; + iy;,

ANX) =D "C®(X)da; @ Y CO(X)dyy = Y C®(X)dzj @ Y C(X)dzy.
7 k J k

Dans cet exemple, on voit quese décompose en deux facteurs, I'un de bi-dédyré) et I'autre
de bi-degrg0, 1).
Une (p, q)-forme surX s’écrit

n=Y_ nry(@ y)dzr Adz,

#I=p
#J=q
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oury,; est une fonctiorC> sur X a valeurs complexes. Si on note, comme il est de coutume,
8_1(8 ,8) 8_1(8 8)

O 2\0m Ow) Oz 2\Ow ' Om
ona
0
d'(nr,ydzr Ndzy) = Z 1, dzp Ndzr Ndzy,
kg1 97k
0
d"(nrgdzg Ndzg) =S TEL gz ndzr A dzy,
vy 0z,

et on en déduit par linéarité les valeursdig et ded”r. En particulier, on voit qu’une fonction
f(x,y) est holomorphe si et seulement si(a1)-formed’f est identiquement nulle (équations
de Cauchy-Riemann en dimensigh

Définition 3.1.6 On dit que la variété presque compleXeest unevariété complexsi I'opérateur
d se décompose en

d=d +d', d:APY(X)— APTH(X), d": APY(X) — APITL(X).
Remarque Les opérateurd’ etd” sont notés respectivemeiet 9 dans P, § 2.6].

Si X est unevariété analytique complexee. qui admet un atlas dans lequel les changements
de cartes sont holomorphes, aldfsest une variété complexe au sens précédent : cela résulte de
l'exemple 3.1.5.

On peut montrer que, réciproguement, toute variété complexe est une variété analytigue com-
plexe (mais c’est plus difficile !).

C’est pourquoi on ne fait pas la distinction entre les deux notiohgér exemple la définition
donnée dan<?] §2.3]).

Remarque On peut aussi interpréter la condition en terme d’« intégrabilité » de la structure com-
plexeJ : appelond/ : T* X — T* Xy 'opérateur transposé dg; il s’étend en un opérateur (de
degréo, i.e. qui conserve le degré) sur les formes différentielles (réellesksuta condition est

alors queJ commute &l.

3.1.c. Cohomologie de DolbeaultSoit X une variété complexe. La relatiahv d = 0 se décom-
pose suivant le type (ou bi-degré) des opérateurs :
— en bi-degrg2,0), d od' = 0;
— en bi-degrg0,2),d" o d" =0;
— en bi-degrg1,1),d od" +d" od' = 0.
Le complexe de Dolbeautte degré est le complexe

0 — Ap0(x) —4 arrxy 4,

APY(X) — 0.
C’est uncomplexepuisqued’ o d” = 0. Ses espaces de cohomologie sontlgsaces de coho-
mologie de Dolbeault
HY(X) = Ker [d" : AP9(X) — APHH(X)] / Im [d": APTH(X) — AP9(X)].
On peut définir de maniére analogue les espaces de cohomai§ie).

Définition 3.1.7. SoitU un ouvert de la variété complex@. On dit qu’'une forme différentielle

n € AP(U) de degré est une formérolomorphesi, dans toute carte de coordonnées complexes
21, .., 2n, la forme s'écrit « sangz »,i.e.n = 3", ni(z,y) dz; ou encoren € APV (X)),

et de plus toutes les fonctiors™ r; sontholomorphesOn note(¥; le faisceau des formes
différentielles holomorphes su¥.
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Lemme 3.1.§Cauchy-Riemann pour lesr-formes). Une (p,0)-forme n est holomorphe si et
seulement si elle satisfait identiqueméhy = 0.

Démonstration Cela résulte du calcul fait a 'exemple 3.1.5. O

Le lemme de Dolbeaulicf. [2, Proposition 2.17]) dit exactement que le compldreaisceaux
sur X

dll dll dll

D p,0 p,1 PN
0 — Q% — A} Ay Ay —0

estexacten tout degréi.e. le noyau (au sens de la théorie des faisceaux) d’'une fleche est égal
a l'image de la fleche précédente. Un argument cohomologicjug2( Corollaire 3.14]) permet
d’en déduire que lI'on a

HEA(X) = HY(X, 05%).

3.1.d. Lesthéoremes de Hodge pour les variétés compactes complexes hermitienmhesme-
thode de Hodge, qui a montré son efficacité pour la cohomologie de de Rham d’une @¢&riété
compacte, va s’appliquer a la cohomologie de Dolbeault d’'une variété compacte complexe
MunissonsX d’'une métrique hermitienng (donc Xz d’'une métrique riemannienrigé h). Les
opérateurs! etd” sont, tout commd, des opérateurs différentiels de degré&ntre des fibrés. lls
admettent par suite un adjoint form&l etd”*, qui est aussi un opérateur différentiel de deigré

d*: APU(X) — APTRI(X),  d7 i API(X) — APITH(X).

Puisque l'opérateus de Hodge est réetf. lemme 2.2.5), les opérateurs adjoidtset d""* s’ob-
tiennent par la formule

(3.1.9) d* = —xd"x, d" =—xd *,

a l'aide de la formule analogue podr(cf. proposition 1.3.6) : en effet, soit ¢ 4:¢(X); alors
d"™*n est la composante d&n de type(p — 1,¢);ona

d'n=—xdxn=—xd xn—xd" *n;

d' % n estdetypdn — g+ 1,n — p) (cf. §2.2.b), donc- xd x ) est de typdp, ¢ — 1), c'estd"*n;
on raisonne de méme podft.

On dispose donc aussi de laplacieXisst A” et de formes harmoniquési? et HLY.

Exercice 3.1.10 On introduit I'opérateutr : c’est 'opérateurC—1dC conjugué del par I'opé-
rateur de WeilC. L'opérateur ainsi construit est de degréet satisfait de maniére évidente
d€ o d® = 0. Montrer :

(1) Lopérateurd” est réel et on a les formules :

2d =d+id°, 2d" =d—id",
2id'd" = dd® = —d"d.
(2) Ladjoint formel ded® est donné par la formulé* = C1d*C = — % d°*.

(3) Le laplacien associédi est donné pan® = C~1AC, et c’est un opérateur elliptique.

Nous allons appliquer les théorémes de la théorie de Hodge des vafétek varietéXy, et
aux opérateurd’ etd” agissant sur les section:?(X) des fibrés complexes hermitien&?F'x.
Il s’agit d’abord de vérifier I'ellipticité de\' et A”.

Lemme 3.1.11 Les laplaciens’ et A” sont des opérateurs différentiels de degréur le fibré
APIT* X . Ce sont des opérateurs elliptiques.
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Démonstration On proceéde comme pour le calcul du symboleXen calculant d’abord le sym-
bole ded’ : c’est une fonctiow, : T* Xg — Hom(AP4Fx, APT1H4Fy). Au point(x, () € T} Xg,
ona

oa (@, ¢)(+) = O A
aq (.’L’, C) (.) = C(O’l) N,

ou ¢(19) désigne la projection desurT: X (projection deF, surT”, avec les notations du cha-
pitre 2). On en déduit quea:(z,¢) = — [|¢10 H2 Id, et de mémeyan (z,() = — Hg(O’”Hz Id.

Maintenant, puisqué est réel, on d¢H| = ||¢Y| = ||| /2 : en effet, en prenant les
notations du chapitre 2, on prend u@idaseh-orthonorméey, . .., w, deT, X, et on en déduit
uneR-base(uj, v;). Si¢ = 3, aju; + bju; aveca;, b; € R, on a¢™?) = 137 (a; — ibj)w; et
(O =337 ,(a; + ib ;.

On adonc

1
OAl = OAN = §O'A. O

On déduit de ce lemme, de la méme maniere qu'au 8 1.4X,est compacte :

Théoréme 3.1.12de Hodge pour la cohnomologie de Dolbeault)Pour tousp,q > 0, les es-
pacesHY7 et HX\7 sont de dimension finie et on a une décompositiojrorthogonale

APY(X) = HRI @ Tm d' @ Tm d™,
APY(X) = HRL @ Tmd” & Tm d"™*

On en déduit aussi que les espaces de cohomologie de Dolbeault sont de dimension finie et que
toute classe de Dolbeault a un unique représentat¥’-harmonique (et méme chose pour les
classesl’).

Remarque Contrairement a la cohomologie de de Rhafy, (X, C), la cohomologie de Dol-
beault ne se calcule pas, en général, par des méthodes « topologiques » (théorie de Morse par
exemple).

3.1.e. Relations entre les espacdsl,!(X) et HE (X, C). Il n'y a a priori pas de relation
évidente entre ces espaces. Pour analyser plus précisément la situation, on introduit un troisieme
larron : 'espace de cohomologie de Bott-Chern.

Avant de le définir, on remarque que le composéldevec I'opérateurld”’ est nul, puisque
d' etd" anti-commutent. Par suitdd” AP~ 14~1(X) ¢ A»9(X) N Z5(X), ou, comme avant,
Z4 = Kerd. On pose donc

(3113) _[{]ig’g:()(7 C) = AP7Q(X) N Zngq(X)/d’d"Ap_l’q_l(X),
Lemme 3.1.14 On a des homomorphismes naturels

(3.1.15) HEL(X,C) — HY(X),

(3.1.16) @ HLY(X,C) — Hpr(X,0).
pta=r

De plus, on aHEA (X, C) = HEY(X,C)

Sans hypothése supplémentaire, rien ne permet d’affirmer que ces fleches sont injectives, sur-
jectives ou bijectives.
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Démonstration La premiére fleche est définie car on a
APUX)NZET(X) C Kerd” et d'd"AP (X)) C d"APTH(X).

Pour la seconde, on utilise 'inclusioff~?(X) N Z5+9(X) c Z5™(X) et le fait qued'd” = dd"
pour avoird'd” AP~14~1(X) C AP4(X) N Imd.

Enfin,
Ara(X) N ZEH(X) = AT (X) N ZHT(X)
et
d'd"Ar-La1(X) = d"d' ATHPTH(X).
On conclut en utilisant qué'd’ = —d'd". O

3.1.f. Théorie de Hodge pour les fibrés hermitiensSoit H un fibré vectorielC>* complexe de
rangr sur unevariété complexe hermitienrié(, h) ou (X, w). Nous supposerond muni d’'une
métrique hermitiennég (cf. le cours de Mihai Paun). Nous noterons enchte= C @ AT* X.

Lemme 3.1.17 Les fibrés complexes”?Fy ® H sont naturellement munis d’'une métrique her-
mitienne.

Démonstration Nous avons vu au 8 3.1.a comment munir les fib¥€&Fy d’une métrique her-
mitienne a partir de celle sur le fibré tangent. Il reste donc a voir comment munir d’'une métrique
hermitienne le produit tensoriel de deux fibrés hermitigidshy ) et (G, he). Sie, €’ et f, f' sont

des sectiong'° de H et G respectivement sur une ouvéftde X, on pose

haoc(e® f,e' @ f') = hu(e€) - half, f).

On étend ensuite la définition dg;« ¢ par sesquilinéarité a toutes les sections localed de G

surlU. Pour voir gue cette extension est bien définie (car la décomposition d’un élément en somme
déléments décomposables n’est pas unique), on utilise I'existence de bases formées d’éléments dé-
composables. Ainsi, on obtient des bases orthonormées locales dont les éléments sont les produits
tensoriels d’éléments de bases orthonormées localés ete?. O

Nous noteronsd* (X, H) (resp. AP4(X, H)) 'espace des sectionS™ du fioré A\*Fx @ H
(resp. AP Fx ® H).

Remarque 3.1.18Dans la suite, nous noterons de la méme maniére le fibet le faisceau de
ses sectiong'™.

Si E est un fibréholomorphesur X (ou encore un faisceau localement libre de rang fini de
Ox-modules), nous noterorf$ le fibré C*>° associé ; au niveau des faisceatik= Cy ®o, E.
Alors A*(X, H) = A*(X | E).

Définition 3.1.19 Une connexion D sur le fibré H est une applicationC-linéaire D
A%X,H) — AY(X, H) qui satisfait I'identité de Leibniz
Vee A%X,H), Vo € C®(X), D(pe)=dp® e+ @De.
On dit que la connexiol estcompatible a la métriquéy si elle satisfait a
Ve,e' € A%X,H), d(hu(ee)) =hu(De,e)+hgle, De') e AH(X,C).
Une connexionD se décompose en une partie de type0) et une partie de typ€o,1) :

D = D'+ D". Elle définit plus généralement des opérateurs

D : A¥(X,H) — A*Y(X, H)

D' : APY(X, H) — APTM(X H)

D" : APYX, H) — APTTY (X H).
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Pour le voir, on utilise le méme procédé que pour la différentielle usuelle, a savoir la régle de
Leibniz. Sin est unek-forme ete une section locale d#, le tout sur un ouver/ de X, on pose
donc

D(n®e) = (dn) @ e+ (=1)*n @ D(e),
et on étend ensuite par linéarité. La formule est la méme poat D"

Remarques 3.1.20

(1) SiFE estun fibré holomorphe sW¥ et siH est le fibréC> associé, il existe une connexion
D" de type(0,1) sur H telle queD'™ = 0 et E = Ker D" : si o est une fonctiorC> sur X ete
est une section locale d&, on poseD’(p ® ¢) = d"p R e.

Réciproguement, on peut montrer que toute connexiode type(0, 1) sur un fibré différen-
tiable H, qui satisfaitD’? = 0, est du type ci-dessus, autrement dit le faiscBag Ker D’ est
Ox-localement libre de rang égal a celui He

(2) Si D est une connexioplate sur un fibré différentiabled, i.e. si I’ = 0, alors, en dé-
composant cette égalité suivant le type, on voit que les composahtB$ de D satisfont aux
relations

D/2 =0, D//2 =0, D'D" + D"'D =0.
D’aprés ce qui précéd®, = Ker D" est un fibréholomorphesur X et on aH = C¥ ®o, V. De
plus, la troisiéme relation montre qui# induit une connexiomolomorpheV : V — QL ®0, V,
et la premiere montre que celle-ci gdate

Réciproquement, tout fibré holomorplesur X muni d’'une connexion holomorphe platé
définit un fibré différentiabléd muni d’'une connexion plat®.

Revenons a la situation d’une connexion métrique sur un fibré herntitien

Lemme 3.1.21 Soit D une connexion sufl, compatible a la métriquéy . Alors I'adjoint formel
de D est donné par la formule

D* = — x D,
et une formule analogue @.1.9)pour les adjoints déJ, D".
Démonstration Il est d’abord clair que les opérateuts, ', D" ci-dessus sont des opérateurs
différentiels d’ordrel entre les fibrés correspondants. Ils admettent donc chacun un adjoint formel.

Pour donner un sens a la question, il faut dééinir 'opérateurx de Hodge dans ce contexte. Si
on poseadim X = 2n, on cherche un opérateur

*x: A"N(X,H) — A"T(X, H)
qui se décompose en
*x: APYX H) — A" 9" P(X, H).

On définit un produit extérieur

AX HY @ AYX, H) D AR (X, 0)

m@e)® (' @e) —— hulee)nny
et on cherche de sorte que
(n@e) Ax(f ®¢€) = hg(e,e)n,n')vol.

Il est clair qu’on peut définik parx(rf ® €') = *(1) ® ¢/, autrement dit, « n'opére pas Suf ».
Soitp € AP 77(X), 1 € AV X) ete, f des section®’> de H sur X. Il s’agit de montrer

d(e@e) N ®f) =De@e) A ®f)+ (-1)""(p®e) AD(Y ® f),
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pour appliquer la démonstration de la proposition 1.3.6. On a

d((p®e) A (¥ ® f)) =d(hule, flp Av)
=dhg(e, f)Ne AN +hule, f) Nde A+ (=1)"""hg(e, f) N Adyp
= (hu(Dpye, )+ hu(e, Dy, f)) Ao A
+hgle, f)Nde A+ (=1)""hg(e, f) Ao Adip
=D(p@e) AN f)+ (=" "(¢®e) AD(¢) ® f).
On a utilisé ici de maniére essentielle le fait gDest une connexion compatible a la métrique, et
une égalité analogue pour lesR e. O

Dans une base locatede sections dé/ et dans des coordonnées locales, I'opérafesrtécrit
d® Idyg +A, ou A est une matrice dé-formes. Ainsi,D etd ® Idg ont méme symbole prin-
cipal. Un résultat analogue vaut pour les symboledXet D”. Il en résulte que les laplaciens
Ap, A", , AY,, sont des opérateusdliptiques

Le théoreme 1.4.1 donne des décompositionsorthogonales

A¥X, H) = 38X, H) @ Ap(A¥(X, H)),
APY(X, H) = 52U X, H) @ Ap (AP4(X, H)),
APY(X, H) = H5H(X, H) @ Apn (APY(X, H)),

ainsi que la finitude de la dimension des espddgs (X, H), H’Xﬁi (X, H), H’Xﬁj,) (X, H) de sec-

tions harmoniques. De plus, le raisonnement fait au § 1.4.b montrengd = Im D + Im D*,

et une égalité analogue pofX et D”. Néanmoins, sans autre hypothése, les deux sous-espaces
Im D etIm D* ne sont pas nécessairement orthogonaux.

Nous allons exploiter ces informations pour des connexions particuliéres.

Le cas des connexions metriques plat&€sipposons que la connexidn soit plate, i.e. qu'elle
satisfasse) o D = 0. Alors les sous-espacés D etIm D* sont orthogonaux dand® (X, H).
Le complexe de de Rham associé au fibré a connexion (#t®) est le complexe

(3.1.22) 0— Ax, 1) -2 avx,m) 2o P oa2vx,m) — o,

Ses espaces de cohomologie sont les espaces de cohomologie de de RHam dds sont donc
de dimension finie et s’identifient aux espadé‘AﬁD (X, H).

Pourp fixé, soientH% (X, H) (¢ = 0,...,n) les espaces de cohomologie du complexe de
Dolbeault deH (cf.[2, 8§2.7]) :
" DII DII
0 — APY(X, H) —=— APY(X, H) e AP™(X, H) — 0.

On obtient aussi que I'espadé)! (X, H) s'identifie a 'espace des formesy~-harmoniques de
type (p, q) et qu'il est de dimension finie.

Remarque 3.1.23Si on posd/ = Ker D", alorsD est la connexion de Cherof(infra) associée
ala métriqueh g et a la structure holomorpHeé sur H. On note aussi, (X, H) = HER (X, V)
et HYI(X, H) = HP(X,V).

Le cas de la connexion de Chern sur un fibré holomorphe hermigeit £ un fibré holomorphe
et soitH le fibré C*° associé, qu’on suppose muni d’'une métrique hermitiémnél existe donc
un opérateut!” : H — 8251 ®cse H dont le noyau est formé des sections holomorphies

Soit Dy, la connexion de Chersur H associée a la métrique hermitienipe et a la structure
holomorpheF (cf. [5]) : c’est par définition I'unique connexio®w : A (X, H) — AY(X,H)
sur H, qui est compatible a la métrique et telle que la partie de type) soit égale a’. On
obtient un résultat analogue au précédent pour la cohomologie de DoltB##(KX, H), aussi
notéeH? (X, E).
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Remarque 3.1.24dualité de Serre) On peut, a ce stade, donner une démonstratichéréme
de dualité de Serrequi affirme que, lorsquél’ est compacte, $¥;- est le faisceau dgsformes
holomorphes suX, sections holomorphes du fibréT* X, et E le faisceau des sections holo-
morphes d&¥, on a un accouplement naturen dégénéré

(DS) HY(X, Q%(E)) ® H" (X, Qx (E")) — C,

ol E* désigne le dual du fibré.
Pour le voir, munissons le fibré duBll* de la métrique hermitienne déduite kig. On a alors
un accouplement naturel

(ANVUFx @ H)® (A" P" 1 Fxy ® H*) — A""Fx

qui, a l'aide de la forme volume’" sur X, fait du premier fibré le dual du second. En effet, le
résultat est vrai lorsqué est le fibré trivial de rang, noté1y. Aussi, il suffit de montrer que, si
FE et F' sont deux fibrés holomorphes, I'accouplement naturel

(FOE) @ (F @ E) — 1x
(fee)®(f®e) — f(f) ele)

est non dégénéré, ce qui est facile.JSiest compacte, le composé de cet accouplement avec
I'intégration surX définit un accouplemert-bilinéaire

(\): APU(X, H) ® AP (X, H*) — C,
identiqguement nul suker D} ®Im D} etlm D) ®Ker D) . Onendéduitunaccouplement
H H* H H*
C-bilineaire
(DSb) HY(X,H) @ Hj P (X, H) — C.

On montre que I'accouplemerit ) est non dégénéré en restriction aux sections harmoniques
HAN(X, H) @ H,"" (X, H*) et on en conclut que I'accouplement (DSb) est aussi non dégé-
néré. En utilisant, cor. 3.14], on obtient la non dégénérescence de (DS). O

3.2. Variétés kahlériennes

De méme qu'’il nous a fallu une hypothése supplémentaire-(d + d’) pour obtenir des
résultats intéressants sur la cohomologie d'une variété presque complexe compacte, de méme il
nous faut introduire une condition supplémentaire pmumparerla cohomologie de Dolbeault a
la cohomologie de de Rham, a l'aide du lemme 3.1.14.

Définition 3.2.1 Une variété complexe hermitient&, w) est ditekahlériennesi la 2-forme w
estferméegi.e.dw = 0.

Ainsi, vue comme variété> de dimension réell2n, une variété kahlérienne estmplectique

Exemples 3.2.2

(1) Toute surface de Riemann (variété complexe de dimen3iest kahlérienne, puisque toute
2-forme est fermée.

(2) Toute variété algébrique projective liss@ (qui est une variété complexe) est kdhlérienne
(cf.[2, §2.5]).

La condition pour une variété complexe hermitienne d’'étre kahlérienhecadt. Elle se traduit
par I'existence, au voisinage de tout point, d’'un systeme de coordonnées dans ladt+édieria
w s’exprime comme I&-forme canonique d&* pour ces coordonnées, a des termes quadratiques
pres :
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Théoréme 3.2.3cf. [5]). Soitw une (1,1)-forme C*° réelle invariante pari, de forme hermi-
tienne associée définie positive sur un ouvéde C*. Pour quew soit kéhlériennej.e. dw = 0,

il faut et il suffit qu’il existe, au voisinage de tout poigt € U, un systeme de coordonnées
z1,...,2n tel que

n
w=1 Z Wik de A dzy, aveCw;, = 5jk + O(||Z||2) |
]7k:1

3.2.a. Identités locales de la géométrie kahlériennel’hypothése « k&hlérienne » intervient
dans la théorie de Hodge par la formule magique
1

(3.2.4) A= A" = ZA,

qui est beaucoup plus précise que la formule analogue pour les symboles, vue plus haut. Nous
allons montrer comment I'obtenir.

Calcul de l'adjointd*. Fixons un point deX. Nous allons calculer I'adjoint formel dé au
voisinage de ce point, c'est-a-dire sur des formes a support compact contenu dans un voisinage de
ce point. Le voisinage est une carte dans laquelle on a des coordennéesz, comme dans le
théoréme 3.2.3.

Soitdoncu = uy ydzrAdz; une(p, ¢)-formeC> a support compact. $i= ZI,J, op prdzp A
dzj est une autre telle forme, le produit scalaire est donné par

(u,v) = / [wr.s01.5 + O(|2]|)] vol.
X
Siw = wg rdzg N dZp estung(p — 1, ¢)-forme a support compact, on a donc

/XO(||z||2) vol SIK ¢ Toul £ J,
(u,d'w) =

/ [u,,J(—n”( >8g”‘L+0(|| [ )} vol siL=Jetl =KU/{k},
X z

ouo(k) est tel qualz, A dzgx = (—1)°Wdz;. SIL = J etl = K U {k}, on a donc, d’aprés la
formule de Stokes,

ou
by ok 9ULg
(u,dw) = /X [( 1) 7%, W, + O(||2 ||)} vol,

c'est-a-dire

. dur, - -
d*u=— Z 8EIkJ(_1) (k)dZ[\{k} NdzZy+ O(]|2]]).
kel

En utilisant la notation du produit intérieucf(la démonstration de la proposition 1.3.9), on a
(=1)" R dzg = va,, dz1, de sorte que la formule précédente s'écrit

dur,y
0z k

(3.2.5) d* (urgdzr NdZg) = =) (dzr Ndzp) + O(||2]))-

kel
Identités de commutation en géométrie kahlérienne
Théoréme 3.2.6 Soit (X, w) une variété kahlérienne. On a les relations

[L,d]=0, [L,d']=0, [Ad*]=0, [Ad"]=0,

[L,d*] =id", [L,d"™]=—id, [Ad]=id"™, [Ad"]=d".
On remarquera que ces énoncés sont de nature locale.

Démonstration Sur chaque ligne, il suffit de montrer les deux premiéres identités, les secondes
en étant les adjointes.

La condition de Kahlerlw = 0 se décompose efiw = 0 etd’w = 0 puisquew est de type
(1,1). Ces relations sont équivalentes a celles de la premiére ligne.
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Montrons|L, d*| = id", I'autre relation[L, d"*] = —id’ s'obtenant de la méme maniére (c’est
aussi la conjuguée de la précédente). Nous utiliserons le calelildedessus. Soiy une(p, q)-
forme surX etz, € X. Soity une fonctionC* a support compact suf, avecy = 1 prés deg,.
Nous allons montrer que

(8.2.7) (L, d"]n) (o) = i(d"n)(x,).

Pour cela, on peut remplacgipar xn, et donc supposer qugest a support compact dans un petit
voisinage der,. Nous pouvons alors appliquer la formule (3.2.5). Nous avons ainsi

3771J = Z
l>k
I,J kel
0
_ ZZ @ ~i(dzp Ndzp AN dzg) + O(||z]])
0z}
I,J kel
=id"n+ O(||=|),

la seconde égalité provenant de (w) = idzy + O(||z||?). En évaluant er = 0, on obtient la
relation (3.2.7). O

On déduit de ce théoreme les identités
(3.2.8) dd"™ +d"™d =0, d'd*+d*d" =0.
En effet, en utilisant les relations montrées, on a
d'd"™ +d"™d = —i(d'[A,d] + [A,dd)
=0 card?=0.
Démonstration de la formulg8.2.4) L'identité (3.2.8) implique d’abord que
A=(d+d")(d+d") +(d+d")(d +d")=A"+ A"
Par ailleurs, on a de maniére analogue
d'd* +d*d =i(d[A,d"]+[A,d")d)
=i([d',Ald" +d"[d,A]) cardd" =-d"d,
=d"d"+d"d",
doncA’ = A”. O

Corollaire 3.2.9 Si(X,w) est kéhlérienne, le laplacied commute avec tous les opérateus
d,d", d*, d"™, LetA.

Démonstration Laissée en exercice. O

Remarque 3.2.1Qune autre démonstration des identités de commutation)

Il s’agit de montrer les identités de la deuxiéme ligne du théoréme 3.2.6, celles de la premiére
résultant directement div = 0. On indique ici comment obtenir la relatiof, d] = id"™ = —ix
d'x, en utilisant de maniere systématique la décomposition de Lefsatfetagoreme 2.3.1(4)).
On n'utilisera pas I'existence des coordonnées locales données par le théoréme 3.2.3.

Soit d’abord; une(n —r)-forme C* sur X qui est primitive,i.e.telle queL’ "1y = 0. Puisque
L etd’ commutent, on a aus&i’t1d'n = 0, ce qui implique que la décomposition de Lefschetz
dela(n — r + 1)-formed'n se réduit & deux termeslyy = gy + Ly, avecr, primitive de degré
n —r + 1 (doncL"ny = 0) ety primitive de degré, — r — 1 (donc L' 25, = 0). On a ainsi,
puisqueAn =0, Any =0 etAn; =0,

(3.2.11) [A,dn=Adn=ALmp = (r+1)m
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Par ailleurs, en appliquant la formule du lemme 2.3.10, les relations de commutation du 82.2.b, la
commutation L, d'] = 0 et la relation (facile’d = id'C, on obtient

e(n—r)

id"™ = —ixd xn=—i———xdL'C™"y
r.
_ E(n B T) *chfldl
N 7! g
_ ) ey + I
r
_en—r) e
= =Ty
— E(n - T) OflAr+1 * M

7!
en—r) en—r—1) o ri1,41
= : C2A™ L
rl (r +1)! n

= ﬁAT“LT“m carC?9 = (_1)deg0
1
= (O N2y cf.(2.3.2)

=[A,d]n d’aprés (3.2.11).

Le cas général s’obtient en appliquant I'argument ci-dessus aux fdfimeavec primitive, puis
en utilisant la décomposition de Lefschetz. O

3.2.b. Le théoreme de Hodge en géométrie kahlérienne

Théoréme 3.2.12décomposition de Hodge) Si X est kahlérienne compacte, on a une décom-
position canonique

Hpp(X,C) = @ Hp'(X)
ptq=r

pour laquelle on aH’%? (X) = HLH(X).

Le mot « canonique » signifie, de maniére précise, que les homomorphismes (3.1.15) et (3.1.16)
sont dessomorphismesCeci signifie que la décomposition ainsi obtenue ne dépend pas du choix
de la métriqgue hermitienne, bien qu'il faille faire un choix pour montrer I'existence de la décom-
position.

Sip : X — X' est un difffomorphismé& entre deux variétés complexes compactes kahlé-
riennes, c’est-a-dire un diffeomorphisme entre les deux var@@&sous-jacentes, alogsinduit
un isomorphismep* : H{)p(X',C) — H])z(X,C) pour toutr (en fait on peut montrer qu'il
en est de méme pour tobbméomorphismen identifiant la conomologie de de Rham a la coho-
mologie singuliére a coefficients complexes). Sans autre conditiop,sum ne peut pas assurer
quep* préserve la décomposition : on dit que celle-ci n’est pas « topologique ». Néanmains, si
est holomorphe, c’est-a-dire préserve la structure complexe, @glgneserve le typép, q) des
formes, donc aussi la décomposition : celle-ci est un invariant du type analytique.

Lesnombres de Betsont les entiers’ (X) = dimc Hp (X, C) et lesnombres de Hodgsont
les entierg?(X) = dimc HY/(X). Ainsi, deux variétés complexes difféomorphes (ou homéo-
morphes) ont les mémes nombres de Betti, tandis que, si elles sont analytiquement diffeomorphes,
elles ont aussi les mémes nombres de Hodge. Pour une variété compacte, tous ces nombres sont
finis et, si de plus elle est kdhlérienne, ces nombres satisfont

V(X)) = ) hX).

ptq=r
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Nous verrons a la remarque 3.2.18, que I'hypothése kahlérienne implique des inégalités entre les
nombres de Betti ou entre les nombres de Hodge. Ces inégalités sont un premier critére pour
détecter si une variété complexe compacte peut étre munie d’une métrique kéhlérienne.

Démonstration du théoreme de décomposition de H8dgd.2 L'identité (3.2.4) permet de voir
que l'opérateurA : A"(X) — A"(X) préserve la décomposition et?, puisqu’il en est de
méme deA’ ou A”. Par conséquent, les composantes;) d’une r-forme A-harmonique sont
aussiA-harmoniques et on a
(3.2.13) H'(X)= P HPIX)

ptg=r
ou les trois significations possibles du terme de droite coincident : compgpafe’un élément
deH"(X), HRH(X), HRH(X). On en déduit :

Lemme 3.2.14 Soityn une formei-fermée de typép, ¢). Alors les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) n estd-exacte ;

(2) n estd'-exacte ;

(3) n estd’-exacte;

(4) n estd'd"-exacte;

(5) n est orthogonale &?-4(X).

Démonstration Puisqued'd’ = dd" = —d"d', on a (4)= (1), (2),(3). Puisque est de type
(p,q) et d-fermée, elle est ausdl et d’-fermée. Par suite, I'une des hypothése (1), (2), ou (3)
implique I'orthogonalité d{¥¢(X), c’est-a-dire (5), par orthogonalité dans la décomposition du
théoréme de Hodge pour la cohomologie de de Rheng8(.2) et de celui pour la cohomologie
de Dolbeault 3.1.12.

Montrons donc (5)= (4). Lhypothése implique que estd’-exacte,.e.n = d’0 avech de
type (p, ¢ — 1). En utilisant le théoréme 3.1.12 padiy on peut écrird = v + d'v + d*w, avecu
harmonique de typé, ¢ — 1) (doncd’u = 0), v de type(p—1,¢ — 1) etw de type(p+1,q—1).

On adonc

77 — d”dlU _J’_dlldl*w — —d,d”U _ d,*d”w.
d’aprés la relation (3.2.8), et la décomposition ci-dessus est la décompositiprsweant la
décomposition du théoreme 3.1.12 pduMais puisquel'n = 0, n n'a pas de facteur sdim d'*

etdoncy € Imd'd”. O
Montrons que (3.1.15) est un isomorphisme. Par le théoreme 3.1.12, I'application composée
3.1.15
3e00(x) ——— HEL(X,©) S i x)

~

est un isomorphisme, d’ou la surjectivité de (3.1.15). Par ailleursssi#-?(X) N Ker d a pour
image0 dansH%;"(X), c’'est quen € Imd” et, d'apres 3.2.14(4); € Imd'd”, donc la classe de
n dansHR (X, C) est nulle, d’ou l'injectivité.

Maintenant, le fait que (3.1.16) soit un isomorphisme n’est autre que (3.2.13). O

Remarque 3.2.1%principe des deux typescf. [3, cor.5.4). On peut reformuler le lemme
3.2.14, sans hypothése de pureté du type), sous la forme suivante :

Kerd NKerd" N (Imd + Imd") = Im(d'd").
Linclusion D est immédiate. Montrons 'autre inclusion. Soit dope- da + d”' 3 avecd'n = 0
etd’n = 0, c’est-a-dired"d'a = 0 etd'd”"3 = 0. On peut écrire = v + d'v + d”*w suivant la
décomposition de Hodge ; en raisonnant comme dans le lemme{'gn=a—d'd"v — d"*d"w et,
puisqued” 3 estd’-fermée, on &’ 5 € Im d’d”. On raisonne de méme podlrv.
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On remarquera aussi que cette identité implique que I'application naturelle

Kerd NKerd"” R Kerd'd"
Imd'd" Imd + Imd"
est bijective. En effet, I'injectivité résulte de ce qui précede. Soit ajoes Ker dd”. On a par
suited'n € Kerd' NKerd” N (Imd' + Imd"), d'oud'n = d'd"v d’aprés ce qui précéde, et de
maniére analoguel'n = d"d'w. Poson® = n — d"v — d'w. Onafd =n mod Imd +Imd" et
do=d"0=0. ]

Exercice 3.2.16 Soit X une variété kahlérienne compacte. Montrer que tguferme holo-
morphen sur X estfermée Autrement dit, si une forme de type(p, 0) satisfaitd'n = 0, elle
satisfait aussil'n = 0.

Remarque LorsqueX = P"*(C), ce théoreme apporte peu d’'information, puisque dans ce cas on
aH?*(P"(C),C) = HP?(P"(C)) = C - w” pour toutp = 0,...,n, olw est la forme de Fubini-

Study €f. [2, Exemple 1.13.3]). Le théoréme de Hodge est plus intéressant pour les sous-variétés
complexes fermées de I'espace projectif.

3.2.c. Le théoréme de Lefschetz difficile Puisque2A = A’ = A" et L commutent ¢f. co-
rollaire 3.2.9), I'opérateuL laisse invariant les formes harmoniques. On en déduit que les com-
posantes de Lefschetz d’'une forme harmonique sont encore harmoniques. Par suite, 'opérateur
L induit sur I'espace (gradué)((X) = &,H"(X) des formes harmoniques une structure de
Lefschetz. Cette structure est compatible a la bigraduation (3.2.13), donnant ainsi naissance a un
structure de Hodge-Lefschetaf (définition 2.3.13).

Notons@ la formeC-bilinéaire sur I'espacé{"(X) définie par

Q(n,n') = /Y e(n—r)-nAn A",

autrement dit la version « intégrée » de la forme introduite en (2.3.8). Alors la proposition 2.3.9
montre que la forme sesquilinéai€¥ C-, ) est hermitienne sui((X) et définie positive sur la
partie primitiveP(X) = @,>oP"~". En conclusion,

Théoréme 3.2.17de Hodge-Lefschetz) L'espaceX{ (X ) des formes harmoniques sur une va-
riété kahlérienne compacteX, w), muni de I'opérateur de Lefscheizet de la forme bilinéaire
Q, est une structure de Hodge-Lefschetz de paidsdim X, polarisée par la forme). O

Remarque 3.2.18inégalités entre nombres de Betti ou nombres de Hodge)
Il résulte de I'exercice 2.3.15 (c’est-a-dire de la décomposition de Lefschetz), que les nombres
de Betti fesp.de Hodge) d'une variété kahlérienne satisfont une série d'inégalités remarquables.

De méme que la décomposition de Hodge de la cohomologie de de Rham est « plus intrinseque »
que la décomposition des formes harmoniques suivant le(pype, de méme il existe une version
plus intrinséque du théoreme de Hodge-Lefschetz sur les formes harmoniques.

Remarquons d’abord que,siest une2-forme d-ferméesur X, I'opérateurwA : A'(X,C) —
A2(X,C) envoieZ"(X,C) dansZ"*%(X,C) et B"(X,C) dansB"*2(X,C) : sidn = 0,0n a
dlwAn)=dwAn+wAdnp=0;de mémewAdn =d(wAn).

Ainsi, w définit un homomorphisma,, : Hjy (X, C) — Hp2 (X, C). Je dis que.,, ne dépend
que de la classe dedansH3 (X, C) : en effet, sb est unel-forme, on a, poun dansz” (X, C),

(wH+do)An=wAn+doAn
=wAn+d@An) cardy=0.

La classe,, € H3g (X, C) d’'une forme de Kéhlew est dans le sous-espat@-! (X, C) (bien
défini par le théoreme de décomposition de Hodge 3.2.12).
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En général, on dit que € H'!(X,C) est uneclasse de Kahlesi c admet un représentant
qui est une forme de Kahler.

Exemple 3.2.19important). Soit X une sous-variété complexe fermée (donc compacte) de I'es-
pace projectif?’ (C). SoitO(1) le fibré en droites canonique sBY, et soitOx (1) la restriction

de ce fibré aX : c’est un fibré en droites holomorphes sur Il admet donc une classe de Chern

c € HY(X,C) (cf.[5]). Alors ¢ est une classe de Kahler.

On peut appliquer le théoréeme de décomposition de Hodge et le théoreme de Hodge-Lefschetz
pour obtenir :

Théoréme 3.2.2@Qde Lefschetz difficile pour la cohomologie de de Rham)
Soit X une variété complexe compacte et gaiine classe de Kahler. Alors pour tout> 1 et
tousp, ¢ > 0 avecp + ¢ = n — r, 'endomorphismd., induit des isomorphismes

L+ H3R'(X,C) = HpE" (X, C)
L' : HP(X,C) — HPT" (X, C). O

Remarque 3.2.2%interprétation topologique). Au chapitre 4, on interprétera I'opératelyrde
I'exemple 3.2.19 comme I'opérateur d’intersection avec un hyperplan généril@g, agissant
sur les cycles deX de dimensionn + r. On trouvera alors le théoreme de Lefschetz original
mentionné dans l'introduction.

3.2.d. Les théorémes de Hodge et de Lefschetz pour les fibrés hermitiens platsest pos-

sible d’étendre les résultats précédents a la cohomologie de de Rham d’un fibré hermitien plat.
Soit (H, hy) est un fibré hermitiel> sur la variété kahlérienneX, w). Supposons que la mé-
trique hermitennéiy soit plate, i.e. supposons qu'il existe une connexion métrigilesur H

telle queD? = 0 (cf. remarque 3.1.20(2)). Sqi/, V) le fibré holomorphe plat associé. On note
Hpr(X,V) = Hpr(X, H). Le théoreme de décomposition de Hodge 3.2.12 admet la générali-
sation suivante :

Théoréme 3.2.22décomposition de Hodge pour les fibrés hermitiens plats)
Dans ces conditions, on a une décomposition canonique
Hpr(X,V) = @ H"(X,V)
prg=r
et 'espaceH?P(X, V) s'identifie aHP-¢(X, V*), ou V* désigne le fibré dual d& (muni de la
métrique et de la connexion déduites de cellesisur

Démonstration On commence par montrer que les relations du théoréme 3.2.6 sont satisfaites
lorsqu’on y remplacel, d” par D', D". |l suffit d’adapter la démonstration de ce théoréme. L'im-
portant est qué est une connexion métrique, de sorte que son adjdimist donné par x Dx.

On peut par exemple recopier la démonstration de la remarque 3.2.10. De plus, en utilisant aussi
les relations de platitude

D12 — 07 DII2 — 07 DIDII + DIIDI — 0’

on montre alors I'analogue des relations (3.2.8). On en déduit ainsi I'égalité des laplagsiens
2Apr = 2Apnr et le reste de la démonstration suit. O

On déduit de I'analogue du théoréme 3.2.6 dye commute aL,. Par suite, I'opérateur de
Lefschetz préserve les sections harmoniques et on obtient de méme, a partir de I'énoncé sur les
sections harmoniques :
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Théoréme 3.2.28de Lefschetz difficile pour les fibrés hermitiens plats)
Dans ces conditions, saitune classe de Kahler. Alors pour tout> 1 et tousp, ¢ > 0 avec
p+ q = n — r,'endomorphismd.. induit des isomorphismes
L, - H3R'(X,V) = Hp (X, V)
L. : HP(X,V) = HPTa4 (X V). O

3.3. Exemples et applications

3.3.a. Surfaces de Riemann compactes
3.3.b. Surfaces algébriques complexes

3.3.c. Tores complexesSoit 7" un C-espace vectoriel de dimensianet soitl’ un réseaudans
T : par définition,I" est le sous-groupe additif engendré par Brgase del". Le choix d'une telle
base donne uR-isomorphismer?” — T' qui envoieZ?" surT.

Le groupel” agit par translations sdr. Cette action est propre et libre, de sorte que I'application
quotientw : T — T'/T" est une application de revétement, de grolip&f. par exemple 4,
8VIIL3]). Il en résulte qu'il existe une unique structure de variété analytique complexlé%iifjr
T/T" qui fait der une application holomorphe. On dit qué est untore complexeEn tant que
variété différentiable X est difffomorphe au quotieri®” /Z*", c’est-a-dire au torés')?" de
dimension2n. De plus,T agit surX par translations et, dans cette action, celld asst triviale.

Par définition de la structure de variété différentielle Xufi’'unique structure différentielle qui
fait de 7 un difffomorphisme local), I'espace des fonctiaifs sur X s’identifie & I'espace des
fonctionsC> surT" qui sontl'-périodiques Plus précisément, I'application

C(X) —— C>(T)
fr——fom
est un isomorphisme d&°(X) surCi,¢(7'). Dans la suite, on ne fera pas la distinction entre ces
deux espaces. En particulidr,agit surC*(X) par translation : pous € T, f — 7,(f) définie

parm, (f)(z) = f(z +v).

Analysons maintenant les champs de vecteurs et les formes différentiellés. Rappelons
gue I'espace des champs de vecteti$sur X (i.e.des sectiong* du fibré tangent’ X)) n’est
autre que I'espace de€rivationsde I'annealC™ (X, R), c'est-a-dire des applicatiori&linéaires
£:C®(X,R) — C>®(X,R) quisatisfont la régle de Leibniz :

§(f-9) =&(f) -9+ 1-&(9)
Lemme 3.3.1 L'espace des champs de vecteurs dus’identifie a I'espace des combinaisons
linéaires a coefficients dar®° (X, R) des éléments dE, espace encore note° (X, R) ®r 7.

Démonstration Tout élémentv de 7' définit une dérivation d€*°(X,R) = CZ4(T) par la

I-pér
formule
[ +ev) - f(a)
3

VrelX, v(f)(:z:)zghgtl)

On en déduit une application, linéaire dans les fibres, du fibré tikiial T dans le fibré tangent
T X qui en est une trivialisation. O

On déduit du lemme que I'espace deformes différentielles réelled! (X, R) s’identifie &
I'espaceC™ (X, R) ®r Fp, oU, suivant les notations du 8§ 2.1/,= Homg (7, R) est le dual d§”
commeR-espace vectoriel. Il en résulte qué(X, C) = C®(X,C) ®c F et, plus généralement,
AF¥(X,C) = C®(X,C)®@c A\FF, AP4(X,C) = C®(X,C)®c APYF. En particulier, 'espace* F
s'identifie & un sous-espace d&(X, C) : c’est I'espace des-formes différentiellesonstantes
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Voyons ce que devient la différentieledans cette identification. $iest une fonctiorC™ sur
X, df estl'élément d€> (X, C) ®c F caractérisé par le fait que, pour taut T, df (v) = v(f).
Plus généralement, gi € A\*F, on ad(1 ® n) = 0, etd(f ® n) € C®(X,C) ®c A\*1F est
caractérisé par le fait que, pour taut 7', ,,d(f ® n) = v(f)n.

Ecrivons tout ceci en coordonnées. A cette fin, fixons Grmsee, . .., e, deT. On appelle
zj : T — C la projection sur Ig-eme coordonnée. On note (avec un peu d@husz,, ..., dz,
la C-base duale dey, ..., e, dansT” = Homc (7, C) C F, vue comme base de formes différen-
tielles C> de type(1,0), etdz, ..., dz, la C-base conjuguée d€’ = T’. Dans ces conditions,
le calcul différentiel suX n'est autre que le calcul différentiel siira coefficientd -périodiques.

Proposition 3.3.2 Un tore complexeX = T'/T" est une variété kahlérienne.

Démonstration De fait, pour touteC-basee de T', de coordonnées associégs.. ., z,, la 2-
forme constantes, = i, dz; A dz; est une forme de Kahler. Siest la forme hermitienne sur
T pour laquellee est une base orthonormée, alérdéfinit une métrique hermitienne (constante)
sur X, dont la2-forme associée n’est autre qug O

Remarque SoitU un ouvert deX sur lequel le revétement est trivialisé. Choisissons une com-
posante connex® de m—!(U), de sorte quer : V — U est une application bijective biholo-
morphe. Sut/, la formedz; est la différentielle de la fonctiog o 7 1. Les coordonnées; o !
satisfont les propriétés du théoréme 3.2.3 pour la farmée plus, la perturbation e@(||z|]*)
est ici identiquement nulle : la variéfé est plate.

Proposition 3.3.3 Soit(7', h) un C-espace vectoriel hermitien de dimensioet soitl’ un réseau
deT'. L'espaceH??(X) des(p, q)-formes surX harmoniques relativement a la métrique induite
par h est I'espacen”?F des(p, q)-formes constantes.

On déduit de cette proposition, a I'aide du théoréme de Hodge, que la cohomologie de de Rham
HE- (X, C) s'identifie aAk F, ce qu’on peut obtenir par des méthodes plus élémentaires (voir par
exemple 1, Prop.I11.4.3]). On peut maintenant interpréter le chapitre 2 de ces notes comme la
théorie harmonique de ce chapitre-ci appliquée aux tores complexes.

Démonstration Nous allons profiter du calcul d& fait au § 3.2.a. Soity,,) une partition finie de
I'unité de X adaptée a un recouvrement par des ouverts trivialisantsip&@aitu = w_sdzrAdzZ s

une (p, ¢)-forme, avecy; ; € C*(X,C). Puisque chaqug,u est a support compact dans une
carte, on peut appliquer le calcul du 83.2.a.a (ici sans terme perturbatif e@(||z]|)). En
sommant sur tous les, on trouve pour/* une formule analogue a (3.2.5), sans terme perturbatif.
On raisonne de maniére similaire pafif. On déduit de ces formules que toute forme constante
est fermée et co-fermée, c’est-a-dire harmonique.

D’autre part, remarquons que gic C°(X,C) etv € T, la fonctionr,(f) — f peut s’écrire
sous la forme(g) pour une certaine fonctiof™> g, a savoirg(x) = fol f(z +tv)dt. De maniere
analogue, pour toute forme € A*+1(X,C) et toutv € T, on ar,(n) = n mod dA*(X,C).
Pour le voir, on utilise la formule de Cartan pour la dérivée de Lie le long du champ de vecteurs
constant :

Ly(n)(xz+ Av) = %(n(m + (A +1)v))jt=0 = (diy + tod)n(z + Av).
On peut écrire ceci sous la forme

O (0l + 10)) = (dho + o+ 10).

Wear, vues comme formes sixf, lesdz; ne sont pas exactes, puisque les fonctignse sont pas des fonctions sur
X, n’étant pad’-périodiques ; néanmoins, l€s; sont localement exactes.
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Sin est fermée, le terme de droite se réduitd(z + tv). On pose donc

1
P(z) = /0 Lon(z + tv) dt,

qui satisfaitdy(z) = n(x + v) —n(z).

Soit alorsn une k-forme harmonique. Sk = 0, i.e. si  est une fonction, il est clair que
dn = 0 implique quen est constante. Supposons donc gue: 1. Pour toutv € T, 7,n est
harmonique (comme il résulte du calcul deindiqué ci-dessus) et conomologue.dJne classe
de cohomologie de de Rham ayant au plus un représentant harmonique, on en dégisgye
pour toutv € T, i.e. les coefficients de; sur la base dedz A dz; sont invariants sous les
translations par tous les vecteurseils sont donc constants. O

3.3.d. Le théoréme de Lefschetz « faible » pour les coefficients rationnels

3.3.e. Le théoréme de Lefschetz pour les classes de typel).
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CHAPITRE 4

LE THEOREME DE LEFSCHETZ « DIFFICILE »

Soit X une variété projective lisse de dimension complexdans I'espace projectif complexe
P =PV (C). Sin = 1, X est une surface de Riemann compacte, dont la topologie est caractérisée
par legenre A I'époque ol Lefschetz publie son mémoire fondamer8Rll§s propriétés topolo-
giques et analytiques de celles-ci sont bien comprises. Des la dimensiadl la topologie et les
propriétés analytiques deviennent plus difficiles a exprimer.

La « méthode de Lefschetz » pour décrire 'homologie ou (ce qui revient au méme par dualité de
Poincare) la cohomologie d€, consiste a la comparer a celle d’'une section hyperplane générale,
et procéder par récurrence.

Dans la suite de ce chapitre, 'homologie et la cohomologie seront a coefficientZ da@nsu
C suivant les cas. On pourrait dés le début travailler a coefficients@ans

Je m’inspire beaucoup, dans ce chapitre, de l'artig]e [

4.1. Cohomologie des variétés algébriques projectives lisses

4.1.a. La dualité de Kronecker et la dualité de Poincaré Soit X une variétéC> compacte
connexe orientée de dimension réelle et soit[X] sa classe d'orientation, générateur Au
module libreH,,, (X, Z). On considére I'homologie et la cohnomologie singuliéres de la vaiété
a coefficients dans un anneprtincipal K, qui sera égal & ou sera I'un des corp®, R, C dans
ce qui suit. La cohomologie singuliére a coefficients déresst aussi la cohomologie du faisceau
constantKy (cf. [1]). On rappelle que les groupes d’homologie ou cohomologie entiére d'une
variétéC>° compacte sont de type fini str.

Le théoréme des coefficients universafisrme par exemple quéj, (X, C) = Hi(X,Q) ®g C
et de mémei*(X,C) = H*(X,Q) ®q C pour toutk > 0.

Enfin, la cohomologie singuliered*(X,C) s'identifie a la cohomologie de de Rham
H]]%R(Xv C)

La dualité de Kroneckeidentifie H*(X,K) a Homg (Hy(X,K),K) sous I'hypothése que
H;_1(X,K) est libre sufk. SiK est un corps, 'hypothése est satisfaite, de sortefffife, K)
est identifié & I'espace vectoriel dual @& (X,K). SIK = Z et H,_1(X,Z) estZ-libre, alors
H*(X,Z) = Homy, (Hy(X,Z),Z) est aussi-libre.

Ce résultat vaut aussi pour la cohomologie et I'hnomologie d'une paire de variétés (homolo-
gie/cohomologie relatives).

Les résultats ci-dessus n'utilisent pas le fait gest une variété.

Ladualité de Poincarépour tout anneau de coefficieri$ exprime que le « cap-produit » avec
la classe fondamenta|&’] induit pour toutk un isomorphisme

H*(X,K) N, Hop_i(X,K).
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Sipar exempl&K = Z et H,,_1(X, Z) estZ-libre, la dualité de Kronecker implique qu* (X, Z)
estZ-libre, et la dualité de Poincaré quig, (X, Z) I'est aussi; ces deux dualités impliquent aussi
la non dégénérescence dddame d’intersectiorsur 'homologie a coefficients entiers,

(4.1.1) (Vx :t Ho(X,Z) x Hy(X,Z) — Z

définie a l'aide du « cap-produit» : 8i = o N [X] € H,(X,Z) etb € H,(X,Z), on pose
(a,b)x = anNb € HyX,Z) = Z, ainsi que celle sur la cohomologie a coefficients entiers,
induite par le « cup-produit »

eUs «N[X]

H™(X,Z) x H"(X,Z) == H**(X,Z) —— Ho(X,Z) = Z.

Cette forme est—1)"-symétrique, c'est-a-dire symétriquersest pair et alternée sinon. On a un
résultat analogue pour 'homologie ou la cohomologie a coefficients dans uni€opps exemple

Q ou C; dans ce cas, I'hypothése de liberté &fr ; (X, K) est trivialement satisfaite. Lorsque

K = R ou C, on retrouve, & une constante prés, la dualité de Poincaré sur la cohomologie de
de Rham, induite par I'intégration du produit extérieur de formes différentielles.

Dans la suite, on appliquera ce fait aux variétés projectives lisses de dimension complexe
celles-ci sont en effet canoniquement orientées grace a leur structure complexe, et elles sont de
dimension réellen. 1l faut noter que, dans le cas symétrique, cette forme n’est pas, en général,
définie positive : par exemple, & est la variété obtenue en éclatant un point d&nke diviseur
exceptionnel a pour auto-intersectieri.

Plus généralement, la dualité de Poincaré affirme la hon dégénérescence, sous une hypothése
de liberté siK = Z et sans autre hypothésel§iest un corps, des accouplements d’intersection
induits par le « cap-produit »

(4.1.2) Hy o(X,K) x Hpn(X,K) — K

Nous supposons désormais glieest une variété projective lisse de dimension complexe
dans I'espace projectif complefe= PV (C).

Remarque Les composantes connexes d’'une variété projective sont encore projectives, de sorte
gue I'nypothése de connexité ci-dessus n’est pas restrictive.

4.1.b. Le théoreme de Lefschetz sur les sections hyperplandsa variété dualeX” de X est

une sous-variété algébrique dedpace projectif dual’ des hyperplans de. C’'est I'ensemble

des hyperplans tangentsX. Indiquons sa construction : on considére, dans I'espace produit
Px P, la sous-variét& formée des coupleg;, h) tels quer € X eth estun hyperplan contenant
'espace tangent X au pointz (espace tangent vu comme sous-espace projectif Bignsest

une variété algébrique dafisx ¥, munie de projections suf et PV ; cette variété est lisse et
connexe de dimensioN — 1, car la projection suP en fait une fibration suX, de fibreP"V " ;

son image danB" est par définition la variété dual€” ;

s

ainsi, XV est une variété algébrique irréductible (en général singuliére) de dimedsign- 1.
Sa dimension peut étre N — 1 : c’est le cas si la variét& contient beaucoup de sous-espaces
linéaires ; par exempl&" est réduite a un point si et seulemeniXsest un hyperplan dg.

Remarque 4.1.31l est aussi possible (et nécessaire) de définir la variété duale d'une variété al-
gébrique éventuellement singuliere. Nous supposerons cette variété irreductible= si; X ;
est la décomposition d& en composantes irréductibles, nous posetdns= U; X7 Il suffit
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de modifier, dans la construction précédente, la définitioX desi X est singuliére et irréduc-

tible, la variétéX peut avoir plusieurs composantes irréductibles, car tout hyperplan passant par
un point singulier deX est considéré comme « tangent Xaen ce point. ly a néanmoins une
seule composante irréductible ﬁequi se projette surjectivement siir. On débarrasse doit

de ses composantes superflues avant de défthir

Si H est un hyperplan assez généiad.(si le pointh correspondant de I'espace projectif dual

PY n’est pagdans la variété dual&"), alors X, ' XN H estune variété projective lisse. Puisque
PY . XV est connexe, les variété§,, pourh € PV ~ XV, sont toutes difféomorphes.

Le théoréeme de Lefschetz sur les sections hyperplafieme que, poufh. ¢ XV, I'homomor-

phismei, : H,,_(Xn,Z) — H,_; (X, Z) induit par inclusion : X;, — X est

— un isomorphisme st > 2,

— une surjection sk = 1.
Il revient au méme de dire que, pokr> 1, le groupe d’homologie relativél, (X, X;,Z)
est nul. Par dualité de Kronecker pour les paires d’espaces, ceci implique la nullit¢ des
groupesH" *(X, X}, Z) pour k > 1, autrement dit 'homomorphism& : H"*(X,Z) —
H"*(X},,7) est un isomorphisme pour> 2 et une injection pouk = 1.

On peut noter que, pour > 2, la dualité de Poincaré suf et X; permet alors d'identifier
H, 1 (X,Z)etH, (X, Z). Pourk = 1, on obtient aussi une injection: H,1(X,Z) —
Hn—l(Xha Z)'

Pour décrire 'homologie d& si on connait celle dé&,, notamment pour connaitre son rang,
il reste donc a calculer le noyau de la surjection H,,_1(X},,Z) — H,_1(X,Z) ainsi que le
groupeH,, (X, 7). C'est au premier que nous allons nous intéresser.

Définition 4.1.4(cycles évanescents, cycles invariantsiPourh ¢ XV, le groupe desycles éva-
nescents/ C H,_1(Xy,Z) est le noyau de 'homomorphisme surjeatif: H,_1(X,,Z) —
H, 1(X,Z).Le groupel C H, 1(Xp,Z) descycles invarianten est I'orthogonal relativement
a la forme d'intersection, )x, .

La terminologie « évanescent » et « invariant » sera expliquée au §4.3.

4.2. Le théoréme de Lefschetz difficile

Celui-ci consiste a comparer les positions Weet I dans H, 1 (X, Z). Néanmoins, il est
nécessairecf. remarque 4.2.4) de considérer des coefficients dans le QorPs noteralf, Ig C
H,_1(Xp,Q) lesQ-espaces vectoriels définis de maniére analogue ;idna( X5, Q) = Q ®z
H, 1(Xp,Z),doncVp =Q®z Vetlp =Q®z 1.

Soit cx € H?*(X,Z) la classe duale de Poincaré de la classe fondamentatg,]
vue dansHs,_»(X,Z). Cest la restricion aH?*(X,Z) de la premiére classe de Chern
c1(0Op(1)) € H*(P,Z) — Z. Le «cap produit » aveex définit en particulier un homo-
morphisme

cxNe: Hyy1(X,2) — Hp_1(X,7Z),
qui n'est autre que l'intersection avé¢X;]. En particulier, il se factorise par I’hnomomorphisme
surjectifi, : Hy,—1(Xp,Z) — Hp—1(X, Z).

Proposition 4.2.1 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) Vo NI = {0},
(2) Hoo1 (X4, Q) = Vo @ I,
(3) lintersection avea,[X}] induit un isomorphismey N : H,1(X,Q) — H,_1(X,Q),
(4) la restriction alg de la forme d'intersectio, )x, est non dégénérée,
(5) la restriction alg de la forme d’intersectiorf, )x, est non dégénéree.



60 CHAPITRE 4. LE THEOREME DE LEFSCHETZ « DIFFICILE »

Démonstration L'équivalence de (1) et (2) résulte de la non dégénérescence de la forme d'inter-
section(, ) x, . Notons aussi que 'homomorphisme de (3) n’est autre que le composé

Hyi1(X, Q) — H,_1(Xp, Q) —— H,_1(X,0Q),

ou la premiére fleche, duale de Poincaré.dest injective et la seconde est surjective, d’apres le
théoréme sur les sections hyperplanes. Ainsi, la propriété (3) est équivalente au fait que I'image
de s, est un supplémentaire dé (cardim H,1(X,Q) = dim H,_1(X, Q)). Par conséquent,
I'équivalence de (2) et (3) est conséquence du

Lemme 4.2.2 On algp = image[ir : Hy41(X, Q) — Hp—1(Xp, Q).

Démonstration Les deux espaces ont méme dimension, aussi il suffit de montrelmguest
orthogonal &er 7., ou encore que, pour € H,.1(X,Q) etb € H,,_1(X}3,Q), on a(ia,b) =
(a,i4b), oU le premier accouplement est l'intersection dahs; (X, Q) et le second est l'inter-
section entrd?,, 1 (X, Q) et H,,_1(X, Q). Mais, par la dualité de Kronecket, est la transposée
dei,. Donc, par la forme d’intersection,est la transposée de O

Montrons maintenant I'équivalence avec (4) et (5). D’'une part, puiggest 'orthogonal de
Vi et puisque ces deux espaces sont en somme directe, la forme se décompose de méme
surH,_1(Xp, Q). Elle est donc non dégénérée sur chaque facteur.

Réciproquement, si la restriction de )x, est non degénérée en restrictiofgapar exemple,
soitw € Vg N Ip. Alors w est orthogonal a tout élément dg, doncw = 0, d’ou (1). O

Théoréme 4.2.3de Lefschetz difficile pour ’'homologie rationnelle)
Les propriétés équivalentes de la proposition 4.2.1 sont satisfaites pour une variété projective
lisse surC.

Démonstration On montre la propriété 4.2.1(3). Il revient au méme de montrer sa version coho-
mologique, a savoir que le « cup produit » avgdnduit un isomorphisme

exUs: H"H(X, Q) = H"(X,Q).

Il suffit de montrer le méme énoncé avec des coefficients complexes. Rappelonis djidkentifi-
cation naturelleg?*(X,C) = Hpgr(X, C) entre conomologie de Betti et conomologie de de Rham,
'opérationcx U « est transformée en A «, ouw est la2-forme de Kahler standard sBr On peut
alors appliquer le théoréme de Lefschetz difficile 3.2.20 pour la cohomologie de de Rhdm.

Remarque 4.2.4 Le théoréme n’est pas vrai en prend@npour anneau de coefficients : en effet,
pour toutd € N¥*, on peut remplacer la classg pardcx en changeant le plongement dedans
un espace projectif. Méme si le théoreme est vrai avec coefficieptair 'opérateury U, il ne
peut le rester pour 'opératedry U ». Pire, siX est une courbe de deg#édansF?, I'opérateur
cx Ue : Hy(X,Z) = Z — H2(X,Z) = Z est la multiplication pa«l et, sid > 3, on ne
peut pas trouver de plongement projectif Xgpour lequel I'opérateur de Lefschetz stisoit un
isomorphisme.

4.3. Semi-simplicité de la représentation de monodromie

4.3.a. Les pinceaux de LefschetzSoit A C P un sous-espace projectif de codimensiorLe
pinceau formé des hyperplans contendntautrement dit la variété duale dg est une droite
projective AY C PV. Si X C P est une variété projective lisse, le sous-ensemble X x AV
formé des coupletrz, h) tels quexr € h est algébrique : c’est 'ensemble obtenu pelcatement
de AN X dansX.

L'application 7 : X — X, induite par la premiére projection, est un isomorphisme de
X <7 YX NA)surX \ A. Pourz € X N A, la fibrer—1(z) est une droite projective.

L'application f : X — A, induite par la deuxiéme projection, a pour fifret (h) = X,.
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Proposition 4.3.1 Si la droite AY coupe la variétéX” en des points de la partie lisse uniguement,
et transversalement, alors

(1) A coupeX transversalement et les variétés algébriques) 4, X et X N (A4 x AY) sont
lisses;

(2) les points critiques de I'applicatiorf : X — A" sont tous du type de Morskg( la matrice
hessienne d¢ y est non dégénérée) et les valeurs critiques sont les points deX " ; de plus,
il y a unseul point critique par valeur critique ;

(3) 'application f : X ~ f1(AY N XY) — AY < AY N X" est une fibratiorC™ localement
triviale. O

La démonstration de cette propositiar. (2]) repose sur lehéoréme de bidualitéyui affirme
que(XV)¥ = X (ici, il faut utiliser la définition suggérée a la remarque 4.1.3 pour le terme de
gauche, caX" est en général singuliére).

Sous les hypotheses de la proposition, le nombre de points d’intersectidhedeXv est le
degréde la variétéX”, aussi appelélasses(X) de X .

Lorsquedim XV < N — 1, i.e. lorsque la classe d& est nulle, une droite général¢ ne
rencontre pax’" et I'application f : X — AV est une fibratiorC.

4.3.b. La représentation de monodromie Gréace a la propriété de fibration, la famille des es-
paces d’homologiéHk(Xh, Z))heAV\AVﬂXV est un faisceau localement constafytde groupes
abéliens. La donnée d'un tel faisceau est équivalente a celle d’'une représenptdtiogroupe
fondamental ded” \ A N XV, basé au poink,, dans le groupe\ut (H(X,,,Z)). C'estla
représentation de monodromie attachée au pinceau de Hase

Le groupe fondamentah (AY ~ AYNX", h,) est un groupe engendré paglémentsy, ..., s
soumis a la seule relatiop - - - v5 = 1.

8

FIGURE4.1. AYNXY ={hy,...,hs}

Le choix de générateurs de ce groupe permet de réduire la donnée de la représentation p acelle
de 0(X) — 1 automorphismes de Hy, (X}, ,Z).

Lemme 4.3.2 L’espaceV de H,,_1(X},,Z) est stable par la représentatign

Démonstration On a une inclusion de fibrations

X f YA NXY) =X x (AYNA'NXY) X x AY

T, |

AVNAY N XY —— 4V
qui induit une inclusion du faisceau localement constant 7, dans le faisceau constant de fibre
Hi(X,Z) sur AY ~~ AY N XV. Il en résulte que I'application 4, : Hy(Xy,,Z) — Hi(X,Z)
commute a1’ action de lamonodromie (p & gauche et Id adroite). En particulier, son noyau V' est
invariant par monodromie. O
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Remarque 4.3.3Le théoréme de Lefschetz faible nous dit aussi que, pour & # n — 1, larepré-
sentation de monodromie sur Hy (X}, ,7Z) est I'identité, car égale acellesur H,(X,Z) s k # n
et induite par celle sur H, (X, Z) sinon.

Proposition 4.3.4formules de Picard-Lefschetz) Il existe une famillee,...,es de généra-
teurs deV telle que, pour chaque lacef,...,vs; de la figure 4.1, on ait, pour tout &
Hn—l(Xhovz)v

T%.a =a —i—e(n)(a, ej>Xho €.

Rappelons que e(n) = (—1)""~1/2_|| faut noter que lafamille (e;, . . ., e5) n'induit pas, en
genéral, une base de V.

Corollaire 4.3.5 Le sous-groupd C H,_1(Xj,,Z), orthogonal deV, est aussi le groupe des
cycles invariants par la monodromie.

Démonstration du corollaireEn effet, onaZ;,a = a pour tout j = 1,...,0 s et seulement s
(a,ej)x,, = 0 pour tout j. Puisque les e; engendrent V', on en deduit I’ assertion. O
Indication de la démonstration de la propositioRour tout j = 1,...,4, choisissons h € A" \

AY N XY assez proche de h;. Dans un voisinage de | unique point critique de de X;,; (cf. proposi-
tion 4.3.1) existe sur X}, un cycle évanescenDn le transporte sur Xj,, (en utilisant un difféomor-
phisme X}, — Xj,,) pour obtenir e;.

Par construction, I'image de ¢; dans H,,_1(X,Z) est nulle car, s D; est un disque assez petit
centréen h;, I'image de e; dans H,,_1(f~1(D;),Z) I'est.

Considérons I application f : X — AY = P! dela proposition 4.3.1. Soit D C P! un disque
fermeé contenant toutes les valeurs critiques de f dans son intérieur et supposons que le point /,
soit sur le bord de D. Soit Xp = f~1(D). On montre d’abord, en utilisant le fait que 7 est un
isomorphisme horsde X N4, que, : H, (X, 7 1(Xy,)) — Ha(X, X}, ) est bijective. Un calcul
homol ogique permet alors de voir, en utilisant encore une fois e théoréme de L efschetz faible, que
I"application 7, : Hy, (Xp, f1(ho)) — Hy,(X, Xp,) est surjective

On aun diagramme commutatif de suites exactes

H,(Xp, [ (ho)) — Hu-1(f " (ho)) — H,,_1(Xp)

y* . y*
?

H,(X,Xp,) —— Hy1(Xp,) ———— Hp1(X) ——0

dans lequel H,,(Xp, f~(h,)) est libre de rang §(X), et les e; sont les images de la base cano-
nique. lasurjectivité de lafeche verticale gauche montre que les ¢; engendrent V' = Ker i,.

La formule de Picard-Lefschetz pour 7., se montre sur X, pour h proche de h; en faisant
intervenir lafibration de Milnordu point critique. O

4.3.c. Le théoréme de la monodromie On dit qu’ une représentation p : II — GL(Vp) du
groupe IT sur un espace vectoriel 15 de dimension finie sur QQ est irréductible si les seuls sous-
espaces de Vj invariants par tous les p(+) pour v dansII sont 1 et 0.

On diraqu’ une représentation est complément réductibla elle se décompose en somme directe
de représentations irréductibles.

Théoreme 4.3.6La représentation de monodromyesur I'espacel des cycles évanescents est
irréductible.

Corollaire 4.3.7 La représentatiorp sur lesH (X}, , Q) est complément réductiblee. somme
directe de représentations irréductibles.
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Démonstration du corollaireOn le montre d’abord pour k& = n — 1. La représentation p est
I"identité sur Iy et elle est irréductible sur V5. Puisque H,,_1(X};,, Q) = Iy @ Vp, on en déduit
I’ assertion. On applique ensuite |le théoréme de Lefschetz faible : par exemple, on utilise I'égalité
H, 2(Xp,,Q) = H,_2(Xn, N Xy, Q) pour h assez général, et on applique le raisonnement
précédent a X, au lieu de X. O

Remarque 4.3.80n peut montrer (cf. [2]) que, réciproquement, I'énoncé 4.3.7 implique e théo-
reme de Lefschetz difficile sous laforme 4.2.3, et donc aussi I'irréductibilité de la représentation
de monodromie sur Vg (et pas seulement sa semi-simplicité).

Indication de la démonstration du théoreme 4.336it W # 0 un sous-espace de 15 invariant
par la représentation p et soit 0 # = € W. Puisque laforme (, )x, ~est non dégénérée sur Vg
(cf. proposition 4.2.1(4) et théoréme de Lefschetz difficile), et que V' est engendré par les cycles
évanescents e, il existe e, tel que (z,e;)x, # 0.Latransformation de monodropmie associée
au lacet v, agit par 7, (z) = = + (x, ex)x, e etdonce, € W.

Il s'agit donc de voir que V est lem (AY ~ (AY N XV))-module engendré par |’ un quelconque
des e;. Ladémonstration de ceci procede en plusieurs étapes.

(1) Lafibration f : X ~ f~1(AY N XY) = AY ~ (AY N X") est larestriction d' une fibration
q:Y g HXY) =P N XYaAv,olY C X x PV est I’ensemble des couples (z, h) tels que
x € h et g estlaprojection sur P¥. Aing, I’action de 7 (AY . (AYNXY)) sur H,,_1(X},) sétend
en une action de 7 (P¥ ~ XV).

(2) L"homomorphisme i (AY~\(AYNXY)) = m (P~ X") est surjectif : ceci est un théoreme
de Zariski. Il suffit donc de voir que V' est le m (P¥ ~. X¥)-module engendré par I’ un quelconque
des €.

(3) Etant donné j,k € {1,...,6(X)}, leslacets; et ;. sont conjugués dans m (PV . XV) :
ceci provient de I’irréductibilité de la variété XV.

(4) Lestransformations de monodromie 7', et 7', sont donc aussi conjuguees : il existe G telle
queGT,, =T, G.Plusprécisément, G est lamonodromie associée aun lacet dans . (P ~\ XV),
donc aussi, par surjectivité, aun lacet dans m (A ~ (AY N XV)). En appliquant encore une fois
les formules de Picard-Lefschetz al’élément Gz on trouve que, pour tout = € H,_;(X;,) ona

(@, 65)x,, Ges = (G ex) v,

et, par non dégenérescence de laforme d'intersection, on en deduit que g, est multiple de Ge;.
U

Remarque 4.3.9Le théoreme de semi-simplicité 4.3.7 repose, dans cette démonstration, outre
le théoréme de Lefschetz difficile, sur un argument géométrique, a savoir I'irréductibilité de la
variété duale XV. Dans les généralisations exposées au chapitre 6, on utilisera une autre type
d arguments. En conséguence, on n’ obtiendra pas de résultat d’irréductibilité, mais seulement un
résultat de semi-simplicite.
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CHAPITRE 5

GENERALISATIONS
DU THEOREME DE LEFSCHETZ DIFFICILE

5.1. Cohomologie a coefficients dans un systeme local

Que peut-on dire du groupe fondamental d'une variété projective lisse, d’'une variété kahlé-
rienne? Est-ce que I’ existence d’une telle structure sur une variété C*° impose des contraintes
sur le groupe fondamental ? On sait qu’il y a des contraintes, puisque par exemple tout groupe
de présentation finie est le groupe fondamental d’ une variété C* (et méme d’ une variété presque
complexe), alors que I’ on sait que certains de ces groupes ne sont pas les groupes fondamentaux
d' une variété kahl érienne compacte (on pourra consulter [1] ace sujet, ainsi que les références qui
y sont données).

Commencons par quelques exemples :

(1) Une hypersurface lisse de dimension > 2 de I’ espace projectif, définie par une équation
homogeéne, est simplement connexe : en effet, d’ une part toutes les hypersurfaces lisses de degré
donné dans un espace projectif donné sont difféomorphes; ensuite, elles peuvent étre considérées
comme des sections hyperplanes de |’ espace projectif, pour un plongement de Veronese; enfin,
lavariante homotopique du théoréme de Lefschetz faible dit qu’ une section hyperplane générique
(donc, dans cette situation, toute section hyperplane lisse) a méme groupe fondamental que I’ es-
pace projectif, qui est trivial.

(2) Le méme argument s applique aux intersections compl étes lisses de dimension n > 2 : une
telle variété peut étre définie par p équations algébriques dans I’ espace projectif P 7.

(3) Il y anéanmoins des variétés projectives lisses non simplement connexes. En voici quelques
exemples.

— Une courbe algébrique lisse de genre g > 1 : le groupe fondamental est le groupe abélien
libre Z? si g = 1, et le quotient du groupe libre a2g générateurs a, . .., ay, by, ..., by par la
relation [T{_, a;bja; 'b; ' = 1.

— Le produit de courbes dont au moins une est de genre > 1.

— Une surface réglée dont |a base est une courbe de genre > 1.

— Une variété abélienne, quotient de C* par un réseau Z>" : le groupe fondamental est Z>".

— Signalons enfin que tout groupe fini peut étre réalisé comme le groupe fondamental d' une
variété projective lisse. Indiquons la construction de Serre [10] pour le groupe symétrique
S, Onfixe un entier p et on considere le produit n-uple ™ x - - - x PP sur lequel agit G,,. Le
guotient X’ est encore une variété projective, singuliére le long de I’'image de I’ensemble A
formé des points qui ont deux composantes identiques. On plonge X' dans un espace projec-
tif de dimension assez grande, puis on prend pour X une section par un plan de codimension
d assez général. Si lesentiers p et d sont bien choisis, lavariété X est lisse et a pour groupe
fondamental S,,.

On s'intéresse, dans la suite, aux représentations linéaires de dimension finie du groupe fonda-
mental d’'une variété projective lisse ou d’ une variété kahlérienne.
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5.1.a. Représentations linéaire de groupes fondamentaux, faisceaux localement constants et
fibrés plats. Soit X une variété analytique complexe connexe munie d’'un point base x. Nous
allons considérer quatre catégories :

(1) Lacatégorie dont les objets sont les représentations de dimension finie de 7 (X, %), C' est-
a-dire les homomorphisme de groupes py : m1 (X, *) — GL(V), ou V est un espace vectoriel
sur le corps K, avec K = Q, R ou C; les morphismes oy — py~ sont les applications linéaires
¢p:V — V'tellesque

Vyem(X,x), @opv(y)=py(y)oe.

(2) Lacatégorie dont les objets sont les faisceaux |ocalement constants 'V de K-espaces vecto-
riels sur X et les morphismes sont |les morphismes de fai sceaux.

(3) La catégorie dont les objets sont les fibrés vectoriels holomorphes V' sur X, munis d une
connexion holomorphe plate V et dont les morphismes sont |es morphismes de fibrés vectoriels a
connexion.

(4) Lacatégorie dont les objets sont les fibrés vectoriels différentiables H sur X, munis d’ une
connexion plate Dy et dont les morphismes sont les morphismes de fibrés vectoriels C*™* a
connexion.

On dispose de foncteurs entre ces catégories :

(2) — (1) : on associe atout faisceau localement constant sur X |’ espace des sections globales
multiformes du faisceau image inverse sur un revétement universel de (X, x).

(3) — (2) : on suppose que K = C et on associe atout fibré holomorphe a connexion plate le
faisceau localement constant de ses sections horizontales.

(4) — (3) : on suppose que K = C et on associe a tout fibré différentiable a connexion plate
Dy lefibré holomorphe & connexion plate Ker Df, avec laconnexion Dy, .

Proposition 5.1.1 Ces foncteurs sont des équivalences de catégories. O

Cette proposition implique que |’ on peut étudier |es représentations du groupe fondamental par
des méthodes topol ogique ou géométro-différentielles.

Soit donc 'V un fai sceau localement constant de C-espaces vectoriels derang fini d sur lavariété
kéhl érienne compacte X, et soit (V, V) le fibré holomorphe plat correspondant : V- = Ox ®¢ V
et V est laconnexion pour laquelle 'V est |e faisceau des sections horizontales. Soit H le fibré C™
associé aV et Dy la connexion induite par V (cf. remarque 3.1.20(2)). Puisque le complexe de
de Rham de (H, Dy/) est unerésolution de V, on a

H"(X,V) = Hig (X, H).

Si w est une 2-forme de Kéahler sur X, de classe ¢ € H3R(X,C), I'opérateur de Lefschetz L,
induit un opérateur L. : H"(X,V) — H™2(X, V).

Question 5.1.2 Est-ce que le théoréme de Lefschetz difficile est vrai dans cette situation ?

Exemple 5.1.3 Laréponse a cette question peut étre négative. Soit en effet 'V un faisceau locale-
ment constant de rang d sur une surface de Riemann compacte X . La seule chose a vérifier dans
cecasestque L. : H°(X,V) — H?(X,V) est unisomorphisme. Il est nécessaire, pour cela, que
ces deux espaces aient méme dimension.

Remarquons d' abord que, si V* désigne le systéme local dual de V, on a, par dualité de Poin-
caré, I'égdité dim H?(X,V) = dim H°(X, V*). Nous alons donner un exemple pour lequel
dim H°(X, V*) # dim H(X, V).

Pour cela, supposons que 'V est extension du faisceau constant W, = Cx par un faisceau loca
lement constant V; qui est irréductible et non constant a suite exacte

00—V —>YV—Vy —0
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donne deux suites exactes longues

0 — HYX,V;) — HX,V) — H(X,Vy) — HY (X, V1) — ---

0 — HYX,V5) — H°(X,V*) — H(X,V}) — ---
et, puisque le faisceau localement constant V; est irréductible et non constant, il N’ a pas de section
globale; autant pour son dua Vi ; enfin H(X,Vy) = HY(X, V%) = C. On en déduit d’ une part
que H(X,V*) = C. D’autre part, on aura H°(X,V) = 0 dés que I’ application H°(X,V5) —
H'(X,V;) n'est pas trividle. Dans cet exemple, cette application caractérise en fait I’ extension.
Plus précisément on a:

Lemme Soitoc € H'(X,V;). Alors o définit une extensiow pour laquelle 'image del €
H'(X,Vs) = C esto.

Démonstration Soit ¢/ = (U,) un recouvrement de X tel que o € H' (U, V;)™). On pose o =
(0a,)- On choisit pour V le faisceau Vy |y, ® Cy,, sur chague U,,, et on recolle sur U, N Uy par

I"isomorphisme Idy, 0ag
1 a,
()
V1vanus © Cu,nug V1v.nus © Cu,nu-
On vérifie que I’ application H(U,Cx) — H'(U,V;) envoie 1 sur o. O

En conclusion, tout faisceau localement constant irréductible et non constant Vi tel que
H'(X, V1) # 0 permet de donner une réponse négative ala question.

Il reste a exhiber de tels faisceaux. Rappelons que, si V est un faisceau localement constant sur
X,ona

(X, V) ¥ dim HO(X, V) — dim HY(X, V) + dim H2(X, V)

=gV -x(X,Cx) =(2—-29)1rg"V,

ou g est le genre de la surface de Riemann X .

Notons aors que, pour un faisceau localement constant irréductible et non constant Vi, on
ax(X,Vy) = —dimH'(X,V1) = (2 — 2g)rgV;. Donc, tout faisceau localement constant
irréductible et non constant sur une surface de Riemann de genre g > 2 permet de construire un
exemple.

Il est simple de construire un tel faisceau de rang 1 : s a,...,a4,b1,...,b, désignent
les générateurs de 7 (X) introduits plus haut, un faisceau localement constant de rang 1,
c'est-&-dire un homomorphisme m (X) — C*, est déterminé par la donnée de 2g nombres
a1,...,ag,B,..., B, € C (larelation [[; c;Bia; 18,1 = 1 est trividlement satisfaite en

rang 1). Lareprésentation est irréductible, car derang 1, et elle est non constante dés que I’ un des
a; 0U B; Nestpaségd al.

Nous alons aborder la question 5.1.2 par les méthodes de la théorie de Hodge. Pour cela,
fixons une métrique hermitienne quel conque sur le fibré H. Nous ne supposons pas a priori que la
connexion Dy, est compatible alamétrique. Lathéorie de Hodge s applique au laplacien 4, p,,,
et donne une décomposition ( , )-orthogonale

A"(X,H) = TAhH,DV ® Im Dy & Im Dy,

(I"orthogonalité de Im Dy et Im Dy, provient delaplatitude de Dy-). On en déduit que toute classe
de cohomologie dans H" (X, V) est représentée de maniére unique par une section harmonique
dans }CTA;LH,DV . Néanmoins, sans autre hypothese, nous ne pouvons pas affirmer que I, commute
aAp, b, »donc que les composantes de la décomposition de L efschetz d' une section harmonique
sont encore harmoniques.

() On rappelle que H* (X, V1) = Uy HY (U, Vy).
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5.1.b. Représentations unitaires et fibrés hermitiens platsNous allonsrappeler lesrésultats du
§3.2.d, d’un point de vue plus topologique. Soit donc p : m (X, *) — GL(V) une représentation.
Fixons une forme hermitienne h sur V. Nous dirons que la représentation est unitaire si elleest &
vaeurs dans le groupe unitaire de i (si on fixe une base h-orthonormée de V, elle est avaleurs dans
le groupe des matrices unitaires U, (C)). Par exemple, si I'image p( (X)) est un sous-groupe fini
de GL(V), lareprésentation est unitaire.

Il existe alors une métrique hermitienne plate sur le fibré plat C*° associé aV, et la connexion
Dy, est laconnexion de Chern associée a cette métrique.

Réciproquement, si (H,hy) est un fibré C°° muni d une métrique hermitienne plate la
connexion de Chern de cette métrique est plate. La représentation associée est alors unitaire.

Dans ces conditions, on peut appliquer les résultats du 83.2.d, et répondre ainsi positivement a
laquestion 5.1.2.

5.1.c. Représentations semi-simples et fibrés plats harmoniqueslous expliquons ici une
construction duea C. Simpson [11, 13.

Soit X une variété analytique complexe et (V,V) un fibré holomorphe & connexion plate
sur X, correspondant a une représentation linéaire de dimension finie du groupe fondamental
de X, comme expliqué au §5.1.a. Considérons, comme plus haut, le fibré C> associé aV,
not¢ H & CY¥ ®ox V, que nous munissons de la connexion Dy = Dj, + DY, telle que
(V,V) = (Ker DY, D},).

Choisissons une métrique hermitienne hy sur H. Si lareprésentation n’est pas unitaire, il n'est
pas possible de choisir une métrique telle que la connexion plate I}, soit métrique. Regardons
aors le défaut ainsi obtenu : il existe des connexions notées D, (de type (1,0)) et D, (de type
(0,1)), et une (1,0)-forme ¢, avaleurs dans End(H ) telles que, en notant ¢, I" adjoint de 6, par
rapport a hg, NoUs ayons, pour toutes sections locales u, v de H,

d'hg (u,v) = hg(Dgu,v) + hy (u, Dgo),
d"hg(u,v) = hg(Dhu,v) + hg(u, Digv),
hg(0su,v) = hg(u, %),
Dy = D+ 0y, Dy = Dg+0%.
Ainsi, Dg est une connexion métrique pour hy, mais ce n'est pas la connexion de Chern pour la
structure holomorphe V.
Ces abjets sont déterminés de maniére unique par les conditions précédentes. |l faut remarquer

que, en appliquant & ou d” aux trois premiéres lignes ci-dessus, on voit que D/? est adjoint de
D7, que D" (¢') est adjoint de D'(¢") et que Dy D', + DD est auto-adjoint par rapport & hy .

Définition 5.1.4(métrique harmonique). Le triplet (H, Dy, hg) (ou (V,V,hg), ou smple-
ment by, s (V, V) est fixé) est dit harmoniquesi I’ opérateur DY, + 0’ est de carré nul.

En considérant les types, ceci est equivalent aux relations
D =0, D) =0, 605A0g=0.
Par adjonction, ceci implique aussi
DR =0, D'(0")=0, 0%A0%L=0.
De plus, la platitude de Dy implique aors
Dip(0p) =0, Di(0p) =0, DpDg+ DpDp = —(00p + 050%).

Soit E = Ker D%, : H — H. D’aprés laremarque 3.1.20(1), ¢’est un fibré holomorphe. Il est
de plus muni d'une 1-forme holomorphe ¢, avaleurs dans End(E), qui satisfait aéy, A 0% = 0.
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On dit que (E,0%,) est un fibré de Higgset que ¢, est le champ de Higgs associ®©n a ainsi
construit une nouvelle structure holomorphe sur H, distincte de V' en général.

Dans cette construction, la connexion Dy, est compatible ala métrique hy si et seulement s
0, 0% = 0,etonaDy = Dg. Lefibré de Higgs se réduit alors a (V, 0).

Exemple 5.1.variations de structures de Hodge polarisées)Soit H = ®,czH?"~? unfibré
vectoriel complexe C* sur X, ou w € Z est un entier fixé, muni d’une connexion plate Iy =
Dy, + DY, et d'une forme hermitienne % (pas nécessairement définie positive) qui satisfait aux
propriétés suivantes :

— laconnexion Dy est compatible ak, i.e. satisfait aux relations

dk(u,v) = k(Dyu,v) + k(u, Dyv),

— ladécomposition de H en somme directe est k-orthogonale,

— pour tout p, la forme hermitienne (—1)P% est une métrique hermitienne sur H?:* 7, i.e.
(—1)Pk est définie positive sur les fibres de HP**~P,

— lesrelations de transversalité de Griffitlsent satisfaites, i.e.

VA (X, HPYP) € AV (X, HPYTP) @ ANO (HPT Rt
{}AO(X, Hp,wfp) c A0L (X, Hp,wfp) ey AL (Hp+1,wfp71) .
Ladonnée ci-dessus s appelle une variation de structure de Hodge polarisée

Remarque 5.1.6 On peut présenter ces relations de transversalité de maniére différente en intro-
duisant la site décroissante des fibrés FPH ' @, H?v=7'. | a deuxiéme condition montre
que Dy, est une connexion de type (0, 1) sur FP H, donc que FPV ©' v N FPH est un sousHibré
holomorphe de V. La premiére relation montre aors que VIV C Q% @ FP~1V.
Réciproquement, supposons satisfaites les relations de transversalité pour les sous-fibrés P H

définis a partir des HP-¢ comme ci-dessus, c'est-a-dire que

- D} A°(X,FPH) C A%Y(X,FPH), et

- Di,A°(X,FPH) C AY9(X,FP~1H).
Alorslesrelations de transversalité données plus haut pour les AP sont satisfaites. Ceci résulte
de la propriété de polarisation : en effet, soit v une section locale de - ~P et soit (D{,v),1¢ la
composante de D{,v sur H?+w=r=¢ Alors, pour toute section locale u de HP+4v—=¢ ona

k(u, DYv) + k(Dyu,v) = d'k(u,v) =0

S ¢ #0.Mass ¢ > 2, Dj,u est une section de FPLH, donc est k-orthogonal av. Finalement,
puisque £ est définie positive sur HP+4* =P~ on en déduit que (DY.v),+¢ = 0 pour tout £ > 2.
On raisonne de méme pour D, .

Notonsalors D, = D', +6% et DY, = D, +67, lesdécompositions correspondant aux relations
detransversalité. Alorslamétrique hermitienne hy définie par les deux conditions suivantes :
— enrestriction a HP"~P, hy est égalea (—1)Pk,
— ladécomposition en somme directe de H est hy-orthogonale,
est une métrique harmonique et les objets Dy, DY, 0% et §’, sont bien ceux qui sont associés a
(H, Dy, hy) par laconstruction générale indiquée plus haut. En effet, soit  une section locale de
Hpr+Lw=pr—1 ety une section locale de H”*“ 7. On aaors

0 =d'E(u,v) = k(0gu,v) + k(u, 0gv),

puisque, par orthogonalité, on a k(Dyu,v) = 0 et k(u, D},v) = 0. On en déduit que 07, est
I’adjoint de 6, pour & ou pour hg. On montre de méme la compatibilité de D avec la métrique
hg. Lanullité de (D}, + 6%;)* provient aors de la platitude de Dy en considérant les parties
homogeénes de larelation D = 0, toujours a |’ aide de I’ orthogonalité.
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Quand existe-t-il une métrique harmonique sur un fibré holomorphe plat ? Lorsque lavariété X
est kéhlérienne et compacte, la réponse est donnée par un théoreme de K. Corlette [3] et C. Simp-
son [11], que nous ne démontrerons pasici, car les méthodes sont d’ une nature différente de celles
de lathéorie de Hodge.

Théoréme 5.1.7 Soit(V, V) un fibré holomorphe a connexion holomorphe plate sur une variété
kahlérienne compact& . Il existe une métrique harmonique surrelativement &V si et seule-
ment si la représentation associé¢la V) est semi-simple,e. somme directe de représentations
irréductibles. O

Théorie de Hodge pour les fibrés plats avec métrique harmonidjuest remarquable que les
identités kahlériennes du théoréme 3.2.6 s'étendent dans une situation ot la connexion I3, n’est
pas compatible a la métrique. Néanmoins, la décomposition de Dy, a considérer pour aobtenir
des formules analogues & (3.2.4) n’est pas la décomposition en type I}, = Dj, + Df,, mais la
décomposition

Dy = Dy + Do, Do=D}+0, e Dy =Dy+0%.
Il faut noter quel’on a
(5.1.8) D2=0, D2 =0, DyDs + DDy =0,
ainsi qu'il résulte de I’ harmonicité de la métrique hy .

Théoréme 5.1.9Si la métriquehy est harmonique, les identités du théore®26 s’appliquent
en remplagant! par D, etd” par D,. De plus, on a I'analogue d.2.4) :

Ap, =2Ap, =2Aqp__.
Enfin, 'opérateur de Lefschefz, commute au laplacief\p,,

Démonstration Puisque I’ opérateur Dg est compatible a la métrique, son adjoint se calcule par
laformule D}, = — « Dg* (cf. lemme 3.1.21). On en déduit, par exemple comme a la remarque
3.2.10, I'identité
[A, Dg] = iDF,

et de méme les autres identités du théoréme 3.2.6, en remplagant d par DY, et d” par D’,. Néan-
moins, ces identités ne sont pas utilisables directement pour obtenir une égalité de laplaciens du
type (3.2.4), car il faut pour cela démontrer les analogues des identités (3.2.8), qui nécessitent
aussi une condition de platitude.

Onadonc [L, D] = iDY, et [L, D}¥] = —iD';. Par ailleurs, calculons ¢ dans les coordon-
nées |ocales du théoreme 3.2.3. On écrit I'opérateur ¢, sous la forme 3, 0% . dzp,A. L adjoint
de 0 ;. est 0% ;, par hypothese, et I'adjoint de I opérateur dz;A est 15, modulo O(||z|]%), par le
méme calcul que pour la formule (3.2.5) (il faut noter ici I’ absence de signe — dans la formule,
car on n' utilise pas la formule de Stokes). On adonc

L0351 => 0% 4[L.1a, ] mod O(||2]*)
k
=i 0% dz mod O(|z[),
k

puisque tp,, (w) = idz), mod O(||2||?). On en déduit que L, ¢;] = —i6", en évaluant laformule
précédente au centre des coordonnées.

On voit ainsi que les identités du théoréeme 3.2.6 restent satisfaites si on remplace d par D, et
d" par Dy. Deplus, lesrelations (5.1.8) permettent d’ obtenir les analogues des identités (3.2.8), et
on peut conclure comme pour le corollaire 3.2.9. O
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On déduit du théoreme 5.1.9 que les espaces de sections harmoniques 1, (X, H), Hy, (X, H)
et H7,_ (X, H) coincident. On note cet espace 3{"(X, H ). Le theoreme de Hodge pour ces lapla-
ciens donne donc les décompositions ( , )-orthogonales

A(X, H) = H'(X, H) ® Im Dy @ I D
=H'(X,H)®ImDy, & Im D}
=H"(X,H) ®Im Dy & Im D5,

De la derniére assertion du théoréme 5.1.9, on déduit comme au §3.2.c:

Théoréme 5.1.1QC. Simpson[11]). SiV est un faisceau localement constant semi-simple sur
une variété kahlérienne compacké, I'opérateur de Lefschetz associé a une classe de Kéhler
c € HY (X, C) induit, pour toutr > 0, un isomorphisme

Ll H""(X,V) = H"T"(X,V). O

5.2. Extension au cas singulier : la cohomologie d’intersection

L’ extension du théoréme de Lefschetz aux variétés projectives singuliéres est un résultat diffi-
cile. Méme son énoncé demande des explications : I'énoncé 4.2.3 n'est pas vrai en général pour
une variété singuliere, pour labonne raison que les deux espaces de cohomologie considérés n’ ont
pas nécesssairement la méme dimension (la forme d’intersection peut étre dégénérée, dans le cas
singulier).

Il existe par ailleurs des variétés projectives singulieres qui, du point de vue de I’homologie, se
comportent comme des variétés projectives lisses (dualité de Poincaré, etc) : ce sont les V-variétés.
Il 'y apas d' obstruction a ce qu’ elles satisfassent les conclusions du théoréme 4.2.3; de fait, on
peut montrer que C est bien le cas, mais on ne peut appliquer directement les arguments d’ analyse
de lathéorie de Hodge.

On associe (cf. [7, 8]) atoute variété projective complexe X des espaces d’ homologie d'inter-
sectiof?), notés IH (X, Q), et des espaces de cohomologie d'intersectigmotés IH' (X, Q). lls
satisfont notamment aux propriétés suivantes :

(1) dimg IH;(X,Q) < 400 et dimg IH(X,Q) = 0 pour & < 0 ou k > 2n, et méme chose
pour la cohomologie.

(2) Ladualité de Kronecker identifie TH'(X, Q) au dual de IH,(X, Q).

(3) On ades morphismes naturels H (X, Q) — IH'(X,Q) et H,(X,Q) — IH,(X,Q).

(4) Le «cap-produit » avec laclasse d’ orientation [X] se factorise en

H*"HX,Q ——— [H*™ (X, Q) ﬂIHk(Xa@) —— i (X, Q).

\—//

n[X]
, . e N [X] . .
(5) L"homomorphisme de Poincaré TH (X,Q) —— IH;(X, Q) est unisomorphisme.
Il existe donc une forme d’intersection IH, (X, Q) ® IH, 1(X,Q) — Q qui est non dégénérée
et qui est compatible, par | application ci-dessus, aux formes d’ intersection sur la cohomologie ou
I’homologie de X.

Théoréme 5.2.1Deligne-Gabber[2], M. Saito [9]). Le théoréme de Lefschetz difficile vaut pour
la cohomologie d’intersection d’une variété projective complexe éventuellement singuliéte.

(2)Comme pour I’ homologie et la cohomologie, il y a une version « homologie d'intersection singuliére«, qui aétéla
premiéere a &re développée par M. Goresky et R.D. MacPherson dans [7], et une version « cohomologie de faisceau »,
proposée par P. Deligne, version qui s adapte en géométrie arithmeétique (cf. [8] pour laversion topologique et [2] pour
laversion arithmétique).
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La démonstration de Deligne-Gabber consiste a se ramener au cas d’ une variété définie sur Z,
puisatravailler en caractéristique positive par réduction modulo p, et enfin dappliquer des résultats
arithmeétiques (le complexe d intersection est un faisceau pervers pur, auquel on peut appliquer les
résultats de Deligne sur les conjectures de Weil). Celle de Saito consiste a développer une théorie
de D-modules de Hodge pour remplacer la notion arithmétique de faisceau pur, et & montrer le
théoréme de Lefschetz dans ce cadre.

Les deux démonstrations sortent du cadre de ces notes. Aussi, nous alons seulement donner
quel ques conséquences du théoréme de Lefschetz dans le cas singulier.

5.2.a. Applications a la combinatoire Soit K un polytope convexe dans R*, qui est un espace
topologique homéomorphe a une sphére S" 1. Quelles relations existe-t-il entre les nombres f;
de facettes de dimension j, pour 5 = 0,...,n — 1 (fy est le nombre de sommets, f; e nombre
d arétes, etg ? Une relation connue est larelation d Euler :

L+ ()"t =x(8") = fo—fi+- -+ (=1)" " fua.

On considere maintenant des polytopes simpliciaux ¢ est-a-dire dont toutes les faces sont des
(n — 1)-simplexes (il est toujours possible de subdiviser un polytope convexe quelconque pour
obtenir un polytope simplicial, les nombres f; étant augmentés lors de cette opération).

On introduit le h-vecteur associé au polytope simplicial K en posant

n
iy =Y (=1 *CF frai
i=k
avec la convention f ; = 1. Ainsi, le nombre h; s exprime en fonction des nombres de faces
de codimension > k, et la donnée des 7y, est équivalente acelledes f;. Onah, = 1 et hy =
(=1)" 1(x(S™ 1) — 1) = 1. Larelation d’ Euler se traduit par hy = h,,. Lesrelations de Dehn-
Sommervilleh, = h,_;, en sont une généralisation.

Théoréme 5.2.ZR.P. Stanley) Soit K un polytope convexe simplicial dai. Alors, pourk <
[n/2], la suiteh;, est croissante.

Remarque 5.2.30n peut en fait caractériser complétement les suites (/) qui apparaissent
comme h-vecteur d’'un polytope convexe simplicial dans R* (voir par exemple [5, §5.6]). Cette
caractérisation avait été conjecturée par P. McMullen.

Indication de la démonstrationLapremiére démonstration, faite par R.P. Stanley, des conjectures
de McMullen utilise le théoréme de L efschetz difficile sur une variété algébrique. Plus récemment,
une démonstration purement combinatoire a été donnée.

La méthode de Stanley consiste a associer a un polytope convexe simplicial K dans R* une
variété projective complexe X de dimension n pour laguelle i; = dim HY (X, Q). Si X est lisse
ladualité de Poincaré sur X setraduit alors par lesrelations de Dehn-Sommerville, et lacroissance
delastite (hx)k—o,...,n/2) €St conséquence du théoreme de L efschetz difficile.

En général cependant, lavariété X est singuliere mais, sous I’ hypothese que K est simplicial,
c'est une V-variété. Sa cohomologie a coefficients dans Q est égale a sa conomologie d'inter-
section, et la dualité de Poincaré ainsi que le théoréme de Lefschetz difficile s appliquent a la
cohomologie de X, de sorte qu’ on peut appliquer I'argument précédent.

Avant de construire X, on remarque que, sans changer lasuite ( f;), donc la suite (%), on peut
perturber le polytope K pour faire en sorte que les sommets soient a coordonnées rationnelles. Par
une trandation, on peut supposer que l’origine de R* est al’intérieur de K et par une homothetie,
on peut aussi supposer que les sommets sont a coordonnées entiéres. On considere alors la sub-
division de R* obtenue en prenant les cdnes de sommet I’ origine et s appuyant sur les faces de
K : c'est un éventailsimplicial. On montre aors que la variété toriqueX associée a cet éventail
satisfait les propriétés voulues. O
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5.2.b. Une démonstration du théoréme de Bloch-Gieseckel e résultat qui suit est tiré de [6]
et donne une jolie application du théoréme de L efschetz difficile sur une variété singuliére.

Soit X une variété projective complexe (pas nécessairement lisse) de dimension n et soit £ un
fibré vectoriel holomorphe ample(cf. infra) de rang d sur X.

Théoréme 5.2.4Sid > n, alors la classe de Cher,(E) € H**(X,Z) n’est pas nulle.

En fait, le théoréme est plus précis, car il dit que [y ¢, (£) > 0, mais nous nous contenterons
de cet énoncé.

Démonstration Rappelons la signification de I’amplitude. Pour un fibré en droitesC sur une va
riété projective Y, elle signifie que, quitte a prendre une puissance tensorielle r suffisante, le fibré
L% est la restriction &Y du fibré Opn (1), pour un plongement Y — PV, En particulier, le
morphisme de Lefschetz L associé ala classe de Chern ¢ = ¢(£) € H?(Y,Z), agissant sur
I”’homologie d'intersection de Y, satisfait au théoréme de Lefschetz difficile.

Soit E un fibré vectoriel derang d sur X et soit E¥ lefibré dual. Soit P(E") le fibré projectif
associéet : P(EY) — X laprojection. C est une variété projective de dimension n+d — 1. Pour
tout x € X, 7 1(x) estI’ensemble des droites dans |’ espace vectoriel E/, ¢’ et-a-dire I’ensemble
des hyperplans dans E,.. L'espace P = P(E") est muni d’un fibré canonique £, dont larestriction
achaque fibre P(E}) est lefibrée O(1) correspondant.

Ondit que lefibré £ est ample sur X si lefibré £ est ample sur P.

Notons ¢ = ¢;(£) € H?(P) la premiére classe de Chern de £ et ¢j(E) € H*(X,Z) les
classes de Chern de E. On sait que ¢;(E) = 0 pour j > n et qu'on alarelation dans H*¢ (P, Z)

e (BY) T e, (BY) - ¢ =0,

qui traduit le fait que le fibré en droites Op(—1) = L est contenu dans le fibré image inverse
m*EY, donc le quotient est un fibré derang d — 1 : saclasse de Chern de degré d est nulle. De plus,
¢j(EY) = (=1)/¢;(E). Posons alors

a=c"1—r*ci(B)- "2+ (=1)"n¥c,_1(E) € H" (X, 7).
Si ¢, (E) = 0dans H?"(X,7), dlorsc est auss vrai dans H*"(X,Q), etonac?"*1.q = 0 dans
H?!(P,Q). D’ aprés les propriétés de I’homologie d intersection, on a un diagranme commutatif

d—n+1
Hznfz(lp’ Q) % H2d (R Q)

|

NP IH* 2 (P,Q) “—— IH? (P,Q)

H2d (]P)v Q)

et |I’isomorphisme du milieu est conséguence du théoréeme de Lefschetz pour I'homologie d'inter-
section. Par suite, I'image de @ dans 1H*"~2 (P, Q), et donc dans Ho4 (P, Q), est nulle.

D’un autre c6té, rappelons aussi que I'on a les relations suivantes (voir par exemple [4,
Prop.3.1]) :

T (¢TI N [P) = [X] € Hon(X,7Z)
T (¢TI BN P) =0 Vj>0etpe HY(X,Z).

On en déduit que ¢~ - a N [P] # 0 dans Ho,, (P) puisque I'image [X] de cet élément par m, n'est

pas nulle dans Ha,, (X). Il en résulte que o N [P] n’est pas nulle non plus dans Hz;(X), ce qui est
contradictoire avec le résultat précédent. O



74

CHAPITRE 5. GENERALISATIONS DU THEOREME DE LEFSCHETZ DIFFICILE

Bibliographie du chapitre 5

(1]

(2]

(3]

[4]

(5]

(6]

[7]

8]
(9]

[10]

[11]

[12]

J. AMOROS, M. BURGER, K. CORLETTE, D. KOTSCHICK & D. TOLEDO — Fundamental
groups of compact Kahler manifold&merican Mathematical Society, Providence, RI, 1996.

A. A. BEILINSON, J. BERNSTEIN & P. DELIGNE — «Faisceaux pervers», Analyse et to-
pologie sur les espaces singulieisstérisque, vol. 100, Société Mathématique de France,
1982, p. 7-171.

K. CORLETTE — «Flat G-bundles with canonical metrics», J. Differential Geom28 (1988),
p. 361-382.

W. FULTON — Intersection TheoryErgebnisse der Mathematik und ihrer Grenzgebiete,
Folge 3 Band 2, Springer-Verlag, 1984.

, Introduction to toric varietiesAnn. of Math. Studies, Princeton University Press,

1993.

W. FULTON & R. LAZARSFELD — « Ample vector bundles», Ann. of Math.118 (1983),
p. -59.

M. GORESKY & R. D. MACPHERSON — «Intersection homology theory », Topology19
(1980), p. 135-162.

_,«Intersection homology I1 », Invent. Math.71 (1983), p. 77-129.

M. SAITO — «Modules de Hodge polarisables », Publ. RIMS, Kyoto Uni\24 (1988), p. 849—
995.

J.-P. SERRE — « Sur la topologie des variétés algébriques en caractéristique p », Sympo-
sium internacional de topologia algebraicbniversidad Naciona Auténoma de México
and UNESCO, Mexico City, 1958, p. 24-53.

C. SIMPSON — «Higgs bundles and local systems», Publ. Math. Inst. Hautes Etudes Sgb
(1992), p. 5-95.

, « Mixed twistor structures », Prépublication Université de Toulouse &
math.AG/9705006, 1997.



CHAPITRE 6

LE THEOREME DE DECOMPOSITION
DE BEILINSON, BERNSTEIN, DELIGNE ET GABBER

Dans ce chapitre, nous indiquons comment certains résultats du chapitre 4 se généralisent au
cas d’'un morphisme projectif entre variétés algébriques. Ainsi, le théoreme de semi-simplicité est
un fait trés général. Nous allons voir auss une nouvelle application du théoréme de Lefschetz
difficile, a savoir un théoreme de dégénérescence de la suite spectrale de Leray.

Nous expliquerons ensuite comment ces théorémes s'étendent a la catégorie de fasiceaux per-
vers.

Les résultats de ce chapitre proviennent essentiellement d' articles de P. Deligne [3, 4, 1.

6.1. Un critére de dégénérescence de suite spectrale

6.1.a. La suite spectrale de Leray Soit f : X — Y une application continue propre entre
espaces topologiques et F un faisceau sur X. La suite spectrale de Leray est un outil de type
Fubini pour calculer la cohomologie du faisceau F sur X : on «intégre » d’ abord dans les fibres
de f, puis on prend la cohomologie sur Y du résultat ainsi obtenu.

Intégrer d’un faisceau dans les fibres de f signifie en prendre I’image directe par f : on obtient
un complexeR f, F, bien défini comme objet de la catégorie dérivée de la catégorie des fai sceaux
sur Y (dans la suite, nous travaillons avec des faisceaux d espaces vectoriels sur Q ou C). Ce
complexe a pour faisceaux de cohomologie les faisceaux RIf,F sur'Y associes aux préfaisceaux
V — HY(f~Y(V),F) (on remarquera que, pour ¢ = 0, le préfaisceau considéré est d§ja un
faisceau).

Remarque 6.1.1 Une propriété importante des faisceaux RY f.F lorsquef est propreest lacom-
patibilité au changement de base. Notamment, si y, € Y, le germe (R?f.F),, en y, du faisceau
Rif.F estéga aH(f~(yo), F)

Si I" désigne le foncteur des sections globales (image directe par |’ application avaleurs dans un
point), le théoréme de Fubini dans les catégories dérivées sécrit

RI'(X,F) = RI(Y, Rf.F).

La suite spectrale de Leragxprime cette égalité en termes cohomologiques. Elle a pour terme
E%?| espace vectoriel H? (Y, R?f,F) et elle converge vers HPT4( X, F).
Rappelons que la suite spectrale définit par récurrence |’ espace FY; comme la cohomologie

du complexe

d, d,

RN E%’—TH-H“—l Ef—l—r,q—r—l—l N

P,q
ET'

On dit que la suite spectrale converge si d. = 0 pour tout ~ assez grand.

Lemme 6.1.4cf. [6]). La suite spectrale de Leray converge. O
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Un gradué de H* (X, F) pour une filtration convenable s identifie alors & &, . £¥ 7. On dit
gue la suite spectrale dégénéreen F, si do = d3 = --- = 0. Aing, un gradué convenable de
H*(X,F) sidentifie a®,,rE% . En particulier, ladimension de H*(X, F) est la somme de
cellesdes E4*Y pour p + q = k.

Nous alons expliciter la construction de la suite spectrale dans le cas ou F est le faisceau
constant Cx, X et Y sont des variétés C*° et ou f est partout une submersion. En particulier,
puisgque f est propre, il résulte d' un théoréme d’ Ehresmann [5] que I’ application f fait de X un
espace fibré différentiable sur Y. Autrement dit, au voisinage V' de tout point ¢, € Y, on aun dif-
féomorphisme f~1(V) — V x f~1(y,), transformant I’ application f en la premiére projection.
Il en résulte notamment que les faisceaux R f.Cx sont constants sur de tels voisinages V : ce
sont donc des faisceaux localement constants de C-espaces vectoriels.

Considérons la résolution de de Rham Cx — £5 par les faisceaux de formes différentielles
C*°, de différentielle d. On sait (par I’ existence de partitions C> de I’ unité) que, pour tout ou-
vert U de X, ona H*(U,E{) = 0 pour tout & > 1. Il en résulte que, pour tout recouvrement
ouvert [ de X, le complexe deCech (C* (44, £%), §) est unerésolution de T'( X, £ ) et que le com-
plexe simple associé au complexe double (C* (4, £%), 4, d) apour cohomologie la cohomologie
de de Rham Hyj, (X, C).

En appliquant ceci aux ouverts f~1(V'), on en déduit que les faisceaux R f,Cx sont nuls pour
k > 1. Un argument de suite spectrale dégénérée montre alors que les faisceaux R f,Cx sont les
faisceaux de cohomologie du complexe (£.E5%,d) (lorsque Y est résuite a un point, on retrouve
le théoreme de de Rham). De plus, si U est un recouvrement ouvert de Y, le complexe double
(C*(, f.E%). 6,d) n'est autre que le complexe double (C*(f 19, &%), §,d). Lasuite spectrale
de Leray est |a premiere suite spectrale de ce complexe double. Elle converge vers H, (X, C) =
H*(X,C), d aprés ce qui précede.

D’autre part, le terme E5"? de cette suite spectrale est la conomologie HP (U, R?f,Cx ). Nous
dirons que U est un bon recouvrement de Y si toutes les intersections non vides d’ ouverts sont
contractiles. Un tel recouvrement existe (cf. [2, p.42]). Le faisceau R!f.Cx étant localement
constant, un bon recouvrement U est acyclique pour R!f,Cx . Par le théoréme de Leray, on a
dors Y = HP(Y, R1f,Cx).

Lemme 6.1.3 Pour toutqg > 0, on a un homomorphisme surjeckf (X, Cx) — EY%,

Démonstration En effet, la premiére filtration du complexe double C (U, f.£5) commence & F°
puiscue les exposants. sont > 0. Par suite, ol = HY(X, Cx)/F'HY(X,Cx),s F*HY(X,Cy)
est lafiltration induite naturellement par celle du complexe double. O

6.1.b. Dégénérescence de la suite spectrale de Lera&oit f : X — Y un morphisme projectif
entre variétés quasi-projectives connexes. Ceci signifie qu'il existe un plongement fermé X —
Y x PV avec N convenable, de sorte que I’ on ait un diagramme commutatif

X——Y, xPN
b1
N
Y

Supposons de plus que f soit lisse. Alors les fibres de f sont des sous-variétés projectives lisses.
Soit n leur dimension. Onan = dim X — dimY.

Théoréme 6.1.4Deligne[3]). Soit f : X — Y un morphisme projectif et lisse entre variétés
guasi-projectives connexes. Alors la suite spectrale de Leray pour le faisceau cafstari
dégénére etis,.
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Remarque 6.1.5L'énoncé vaut aussi pour la suite spectrale a coefficients dans Q, puisqu’ on ob-
tient celle du théoréme par tensorisation de celle-ci par C. 1l sera cependant plus simple de définir
I”’homomorphisme de Lefschetz sur C.

Démonstration Choisissons un plongement fermé X — Y x PV et soit ¢ larestriction a X dela
classe ¢; (Opn(1)).

Lemme 6.1.6 L'opérateur de Lefschet, définit un morphisme?* f,.Cxy — RF+2f,Cy, dont
le germe eny, € Y est I'opérateur de Lefschetz. : H*(f~(y,),C) — H**2(f~1(y,),C).

Démonstration On considere comme plus haut la résolution de de Rham Gy — £5. Soit w
la forme de Fubini-Study sur PV, qu’on transporte sur X par image inverse par |’ application
X — PV, Cest donc une forme fermée de type (1, 1) sur X. Par ailleurs, onavu que B f,Cx =
HE(f.E%, d). Laforme w définit donc un opérateur L, = wA sur les termes du complexe f.£%.
Cet opérateur commute a la différentielle, puisgue w est fermée, et définit par passage au quotient
un opérateur L. en cohomologie, qui ne dépend que de la classe de cohomologie ¢ de w. Il est
clair que larestriction de L. alafibre H*(X,,, C) de R* f,Cx eny, estI'opérateur de Lefschetz
défini par ¢ sur la variété projective X, . O

On déduit de ce lemme que, pour tout » > 1, |’ opérateur de Lefschetz I induit un isomor-
phisme R* % f,Cx —» R"*f,Cx : en effet, il suffit de vérifier cette propriété pour chaque
fibre, et on peut appliquer le théoréme de Lefschetz difficile.

Fixons un bon recouvrement U de Y. Comme nous I’ avons vu, laforme w étant fermeée, I’ opé-
rateur L, = w A\ commute aladifférentielle d du complexe double (C* (T, f.€%), 6, d) et, d autre
part, il commute de maniére évidente a la différentielle deCech . On en déduit que L,, définit
pour chague r un morphisme L, : EX'? — EP*"2 qui commute ala différentielle d,..

Montrons par récurrence que d, = 0 pour r > 2. Nous pouvons supposer que F,, = Es Sir > 3
puisque d, 1 = 0 par récurrence. L’isomorphisme LF : R*%f,Cx — R"** f,Cx induit donc
un isomorphisme L% : EE"~% =, ER"E Aing, I'espace @, E2'* admet une décomposition de
Lefschetz, et il suffit de vérifier lanullité de d,. sur lapartie primitive

—k d_éf

PESJL Ker [Lk-l-l . Eg,n*k — E]277H+k+2]'

Nous avons maintenant un diagramme commutatif, puisque r > 2,
p,n—k dT p+rn—k—r+4+1
PEY" Y ———— EPT
Lk+1 =0 Lk+1
p,n+k+2 dT p+rn+k—r+3
EY —— By z

Lr72

Ep—l—r,n—l—k—l—r—l
2

et lafleche L**1 de droite est donc injective. Ceci montre que d, est nul sur PES"~*, Par com-
patibilité avec la décomposition de Lefschetz, d. est nul sur E4*? pour tous p, g. O

6.1.c. Applications du théoreme de dégénérescencka premiére application est une généra-
lisation du corollaire 4.3.5, compte tenu du lemme 4.2.2. Pour cette raison, le résultat est connu
sous le nom de « théoréme (global) des cycles invariants », bien qu’il parle de cocycles.
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Théoréme 6.1.7des cycles invariantd4]). Soit f : X — S un morphisme de variétés projec-
tives lisses connexes, séit un ouvert de Zariski dense deau-dessus duqugl est lisse et soit
50 € S°. Alors, pour toutk, 'image du morphisme de restrictiol* (X, Q) — H*(X, ,Q) est
égale au sous-espace des classes invariantes par la représentation de monogisSfie,) —
Aut (H*(X,,,Q)).

Démonstration Rappelons d' abord pourquoi S° existe (théoreme de Bertini-Sard). Soit Z7 C X
le lieu critique de f. C est un sous-ensemble algébrique projectif de X (cf. [7, prop. V.2.6]). Son
image f(Z) est encore un sous-ensemble algébrique fermé dans S. D’ aprés |e théoréme de Sard,
il est nulle part dense dans S. On peut prendre pour .S° le complémentaire de f(Z) dans S.

Notons X° = f~1(S°), de sorte que f : X° — S° est une application lisse. Puisqu’elle
est propre, ¢'est une fibration C*°. Pour tout k, le faisceau R f,Qy. est localement constant
sur S°. Safibreen s, € S° est I'espace H*(X,,,Q) (s I'on pose X;, = f~1(s,)). Il déter-
mine donc une représentation de monodromie comme indiqué dans I'énoncé. L’ espace des classes
invariantes s identifie ains a I’ espace des sections globales du faisceau K f,Qxo, C est-a-dire
HY(S° RFf,Qxo).

Le morphisme de restriction se décompose en

HY(X,Q) — H¥(X°,Qx0) — H(S°, R* £,.Qx0) — H*(X,,, Q).

Le premier morphisme est |le morphisme de restriction. Le second morphisme s'identifie au com-
posé H*(X°,Q) — EX’ < EJ" dans la suite spectrale de Leray. Le premier morphisme est
surjectif, comme on I'a vu au lemme 6.1.3, et I'inclusion Foy' — EF est en fait une éga-
lité, d'apres le théoreme de dégénérescence 6.1.4. Ainsi, I'image du morphisme de restriction
H¥(X° Q) - H*(X,,, Q) est I’espace des classes invariantes par |amonodromie.

Nous pouvons conclure en utilisant le

Lemme 6.1.8 L'image du morphisme de restrictioli* (X, Q) — H*(X,, ,Q) est égale a celle
de H*(X°,Q) — H"(X,,, Q).

La démonstration de ce lemme utilise la théorie de Hodge mixte (cf. [4, cor. 3.2.18]). O

La deuxiéme application entre dans |e cadre des théoréme de semi-simplicité ou de décomposi-
tion. Lerésultat affirme que, dans les conditions ci-dessus, le complexe R f,Qx. Se décompose en
lasomme directe de ses groupes de cohomologie. Nous verrons la puissance de ce type de résultat
comme conséquence du théoréme de décomposition au §6.6.

Théoréme 6.1.9de décomposition de I'image directd3]). Sous les conditions précédentes,

le complexeR f.Qx. est isomorphe, dans la catégorie dérivE®(Qs.) des complexes bor-

nés deQ-espaces vectoriels, a un complexe a différentielles nulles, c'est-a-dire au complexe
@, RF f.Qxo [—k], somme directe des faisceaux de cohomologie convenablement décalés (et o
les différentielles sont nulles).

Rappelons que la notation F[—k] désigne le complexe dont |e seul terme non nul est F en degré
k. Ce complexe n’a de cohomologie qu’ en degré k, et cette cohomologie est égale a F.

Démonstration Pour chague £ € N, on a une suite spectrale de terme

B3 = Extqy, (R"f,Qxo, R f.Qxo)

qui converge vers Hompy g, ) (R* f+Qxo, Rf.Qxo[p + ¢]). On aen particulier un homomor-
phisme naturel

Hom i (g, ) (R*f:Qxe, Rf.Qxo[k]) — Ey* = Hom (R* £,Qxo, R* f.Qxo)

qui est celui déduit de Rf.Qxo[k] — HO(Rf.Qxo[k]) = R*f.Qxo. En particulier, si la suite
spectrale dégénére en E5, ce morphisme est surjectif puisgue celui a valeurs dans E, I'est (cf.
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lemme 6.1.3). Dans ces conditions, il existe des morphismes @, : R* f,Qxo[—k] — Rf.Qxo
tels que H*(ay,) = Id : R*f,Qxo — RFf,Qx.. On en déduit ainsi, puisque Rf.Qy. est un
complexe borné, un morphisme

> @ B*f.Qua [~k — R.Qxe
p ,
qui induit I'identité en cohomologie, donc qui est un isomorphisme dans la catégorie dérivée.
La propriété de dégénérescence de la suite spectrale s obtient exactement comme dans | e théo-
reme6.1.4. O

6.2. Le théoréme de semi-simplicité

Nous allons généraliser le corollaire 4.3.7 pour d' autres familles que celle des sections hyper-
planes d'un pinceau de Lefschetz. Soit donc f : X — S un morphisme de variétés projectives
lisses connexes, et soit S° un ouvert de Zariski dense de .S au-dessus duquel f est lisse. Posons
encore X° = f1(5°).

Théoreme 6.2.1de semi-simplicité) Dans ces conditions, les faisceaux localement constants
Rk f,Qxo. sont complétement réductibléss. sommes directes de faisceaux localement constants
irréductibles deQy. -espaces vectoriels.

Joint au théoréme 6.1.9, le résultat montre que le complexeR f.Qx |ui-méme se décompose,
dans la catégorie dérivée des complexes bornés de faisceaux de (. -espaces vectoriels, en une
somme directe &;L;[n;], ou les £; sont des faisceaux localement constants irréductibles de Qs. -
espaces vectoriels, et les n; sont des entiers convenables.

6.2.a. Représentations complétement réductibledRappelons quelques résultats classiques de
théorie des représentations linéaires de dimension finie. Soit IT un groupe €t p une représentation
linéaire de IT sur un espace vectoriel V' de dimension finie sur un corps k. Nous considérerons
essentiellement lescorps k£ = Q et k& = C. Aingi, p est un homomorphisme IT — GL(V'). Nous
dironsque V' est un II-module (il serait plus correct d'introduire I’ algebre associative — mais non
commutative en général — C[II] du groupe II, formée des combinaisons linéaires a coefficients
dans C des ééments de 11, et de parler de C[I1]-module a gauche). Les sous-espace de V' stables
par p(II) correspondent donc aux sous-II-modules de V.

Nous dirons qu'un IT-module V' est irréductible s'il n'a pas de sous-II-module non trivial.
Alors, tout homomorphisme entre deux II-modules irréductibles est soit nul, soit un isomorphisme
(lemme de Schur). Si le corps £ est algébriquement clos, tout automorphisme d’un II-module irré-
ductible est un multiple (non nul) deI’identité (considérer un espace propre de | automorphisme).

Proposition 6.2.2 Pour unII-moduleV, les propriétés suivantes sont équivalentes :

(1) LeII-moduleV est semi-simpl@,e. tout soust-module admet un sod$-module supplé-
mentaire.

(2) LeII-moduleV est completement réductibliee. V' admet une décomposition (en général
non unique) en somme directe de sdlxsrodules irréductibles.

(3) LeIl-moduleV est engendré par ses solismodules irréductibles.

Démonstration Le seul point qui ne soit pas évident est (3) = (1). Soit donc W un sous-TI-
module de V. Nous montrons le résultat par récurrence sur codim W, celui-ci éant clair pour
codimW = 0. S codim W > 1, il existe, par hypothése, un sous-IT-module irréductible Vi C V/
non contenu dans W et non trivial. Per irréductibilité de Vi, onaW nNV; = {0} et W, =W a V3
est un sous-II-module de V" auquel on peut appliquer I’ hypothése de récurrence. Si 13 est un II-
module supplémentaire de Wy, alors W' = W{ @ V; est un II-module supplémentaire de W. [
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Il résulte alors du lemme de Schur qu’un II-module complétement réductible admet une dé-
composition uniqueen somme directe

V=6V =V ®E),

dans laguelle les composantes isotypiqués sont des sous-1I-modules de laforme V;? ® E;, ou
V;? est un II-module irréductible, V;* n’est pasisomorphe a V;” pour i 7 j, et E; est un II-module
trivial, i.e. sur lequel II agit par I'identité.

On voit aussi que s W est un sous-II-module d un II-module complétement réductible V/, il
est lui-méme completement réductible et sa décomposition isotypique est donnée par

dans laquelle W N'V; = V,? ® F; pour un certain sous-espace F; de E;. Un II-modul e supplémen-
taire de W s aobtient aors en choisissant pour chaque i un k-espace vectoriel supplémentaire de
F; dans E;.

Remarques 6.2.3Les propriétés ci-dessus ont des conséquences faciles a démontrer.

(1) Un Q-espace vectoriel 1 est un II-module semi-simple si et seulemendi |’ espace com-
plexe Vo = C ®q Vo est un II-module semi-simple (pour la représentation complexifiée). 1l en
résulte par exemple que les énonceés 6.2.1 pour Qx. ou Cx. sont équivalents.

Rappelons d'abord que le groupe Autg(C) opéresur Ve :sie = (e1,...,&,) €st Q-une base
de V, dors, pour ai,...,a, € Ceto € Autgy(C), on pose o( Y, aie;) = >, o(a;)ei. Un
sous-espace W de Vi est « défini sur Q », i.e. de laforme C ®g W pour un sous-espace Wy
de Vi, s et seulement si il est laissé stable par tout automorphisme o € Auty(C) : en effet, s

d = dim¢ W, on peut, quitte a renuméroter la base e, trouver une base e, . .., e, de W¢ telle
que

e1 = €1+taige2+ -+ 01460+ -+ a1p€n

ea = €+ -+ a146q+ -+ Q2nén

€eq = €4+ -+ agnén,
ou les a; ; sont dans C ; on montre alors par récurrence descendante sur i € {d, ..., 1} que, s i

est stable par Autg(C), lesa; ; sont invariants par tout automorphisme de C sur Q, i.e. sont dans
Q par séparabilité de C sur Q.

Revenons a |’ assertion. Supposons d'abord 1, irréductible et considérons le sous-espace Wi
de V¢ engendré par les sous-II-modules de dimension minimale (donc irréductibles). Puisque la
représentation de IT est définie sur Q, si E¢ est un II-module, il en est de méme de o (E¢) pour
tout o € Autg(C) ; ains I'espace W est invariant par Autg(C), autrement dit est de la forme
C ®q Wy pour un certain sous-espace Wy de V. Il est clair que Wy est un sous-II-module de
Vip, donc Wg = V. Par le critere 6.2.2(3), V¢ est semi-simple.

Réciproquement, supposons V. semi-simple. Choisissons une forme Q-linéaire 7 : C — Q
telle que /(1) = 1. Elle définit une application Q-linéaire L : ¥z — Vp qui est II-invariante et
qui induit I’identité sur V5. Soit W un sous-II-module de V5. On a une projection Il-invariante
Ve — We, d’ou une projection composée p qui est IT-invariante,

Ve ——We -2 wg

|+

Vo

ce qui donne un II-module supplémentaire de Wy dans V.
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(2) S 11" — II est un homomorphisme surjectif de groupes et ¢’ est la représentation compo-
sée, alors V est un ITI-module semi-simple si et seulement si ¢’ est un IT’-module semi-simple. En
effet, la structure de IT-module ne dépend que de I'image p(II) C GL(V).

(3) Soit II" C II un sous-groupe distingué et soit V' un II-module. Alors, s V' est semi-simple
comme II-module, il I'est aussi comme IT'-module. En effet, st V' est un sous-IT'-module irré-
ductible de V, aors p(7)V’ I'est encore, pour tout = € II. S V est II-irréductible et si V' est
un sous-1I'-module irréducitble non nul, le sous-IT'-module engendré par les p(7)V’ est un II-
module, donc est égal a V. Par conséquent, V' est engendré par ses sous-IT-modules irréductibles,
donc est II'-semi-simple par le critére 6.2.2(3).

6.3. La notion de perversité

6.4. Cohomologie d’intersection et faisceaux pervers irréductibles
6.5. Cycles proches et cycles évanescents, filtration monodromique
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