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×àñòü I. Ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà

1 ëåêöèÿ
1.1 Ìîäåëè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hn

Äëÿ ïðîñòîòû ñ÷èòàåì ñíà÷àëà, ÷òî n = 2.

1.1.1 Ìîäåëü íà åäèíè÷íîé ïñåâäîñôåðå
Ïóñòü g : R3 → R � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, çàäàííàÿ êàê

g(v) = x2 + y2 − z2, v = (x, y, z) ∈ R3.

Ðàññìîòðèì ïñåâäîñôåðó (òî÷íåå, åå âåðõíþþ êîìïîíåíòó ñâÿçíîñòè)
A = {(x, y, z) : x2 + y2 − z2 = −1, z > 0}.
Ëåììà 1.1. Èíäóöèðîâàííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà g : TA → R ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåíà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé âåêòîð v ∈ TA åñòü âåêòîð ñêîðîñòè v =
{x′, y′, z′} íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé γ(t) = (x(t), y(t), z(t)) ∈ A. Ïîñêîëü-
êó x2(t) + y2(t)− z2(t) = −1, èìååì xx′ + yy′ − zz′ = 0 è

z2z′2 = (xx′ + yy′)2 ≤ (x2 + y2)(x′2 + y′2) = (z2 − 1)(x′2 + y′2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

x′2 + y′2 ≤ z2(x′2 + y′2 − z′2) = z2g(v).

Îòñþäà g(v) ≥ 0 è g(v) = 0 âëå÷åò, ÷òî x′ = y′ = 0, à òåì ñàìûì è z′ = 0,
ò.å. v = 0.
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Òàêèì îáðàçîì, (A, g) � äâóìåðíîå ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå. Íàéäåì
åãî ãàóññîâó êðèâèçíó. Ñ ýòîé öåëüþ ââåäåì ïñåâäîñôåðè÷åñêèå êîîðäè-
íàòû íà A

x = sinh χ cos φ, y = sinh χ sin φ, z = cosh χ,

ãäå 0 ≤ φ < 2π, χ ≥ 0. Èìååì x2 + y2 − z2 = sinh2 χ− cosh2 χ ≡ −1 è

ds2 = dx2 + dy2 − dz2 = dχ2 + sinh2 χdφ2.

Ïîýòîìó ãàóññîâà êðèâèçíà ìåòðèêè ds2 ðàâíà

K = −(sinh χ)′′

sinh χ
≡ −1.

Ãåîäåçè÷åñêèå â A ÿâëÿþòñÿ ïåðåñå÷åíèÿìè ïñåâäîñôåðû A ñ äâóìåðíû-
ìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè E ⊂ R3.

1.1.2 Ìîäåëü Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì êðóãå
Ââåäåì ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû (r, φ), 0 ≤ r < 1, 0 ≤ φ < 2π â åäèíè÷íîì
êðóãå B = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}:

x = r cos φ, y = r sin φ.

1−1

−1

r

Ðèñ. 1: Îòîáðàæåíèå f : A → B

Îòîáðàæåíèå f : A → B, f(χ, φ) = (r, φ), ãäå
sinh χ

r
=

cosh χ + 1

1
,
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ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì äâóõ ìîäåëåé äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè
H2. Íàéäåì âèä åå ìåòðèêè ds2 â ìîäåëè B. Èìååì

(
sinh χ

r
− 1)2 = cosh2 χ = sinh2 χ + 1

îòêóäà
(

1

r2
− 1) sinh χ =

2

r
è, ñëåäîâàòåëüíî,

sinh χ =
2r

1− r2
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
r =

sinh χ

cosh χ + 1
,

ïîýòîìó
dr =

cosh χ(cosh χ + 1)− sinh2 χ

(cosh χ + 1)2
dχ =

dχ

cosh χ + 1

è dχ = (cosh χ + 1)dr = sinh χ
r

dr = 2
1−r2 dr. Òàêèì îáðàçîì,

ds2 = dχ2 + sinh2 χdφ2

=
4

(1− r2)2
dr2 +

4r2

(1− r2)2
dφ2

=
4

(1− r2)2
(dr2 + r2dφ2),

èëè
ds2 =

4

(1− (x2 + y2))2
(dx2 + dy2)

� ìåòðèêà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â ìîäåëè Ïóàíêàðå â åäèíè÷íîì
êðóãå.

1.1.3 Ìîäåëü Ïóàíêàðå â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè
Îáîçíà÷èì ÷åðåç C = {(u, v) ∈ R2 : v > 0} âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü è
ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå g : B → C, çàäàííîå êàê

g(z) = w = ı
1− z

1 + z
,

ãäå z = x + ıy. Ýòî îòîáðàæåíèå çàäàåò èçîìîðôèçì ìîäåëåé Ïóàíêàðå
ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè H2 â åäèíè÷íîì êðóãå è â âåðõíåé ïîëóïëîñ-
êîñòè. Íàéäåì âèä ìåòðèêè ds2 â ìîäåëè C. Ïóñòü z = x − ıy. Òîãäà
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x2 + y2 = zz, dx2 + dy2 = dz · dz è ïîýòîìó

ds2 =
4dz · dz

(1− zz)2
.

Ïîñêîëüêó
z =

ı− w

ı + w
è z =

ı + w

ı− w
,

èìååì
dz = − 2ıdw

(ı + w)2
è dz =

2ıdw

(ı− w)2
.

Ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî
1− zz =

2ı(w − w)

(ı + w)(ı− w)
,

íàõîäèì

ds2 =
4

(1− zz)2
dz · dz

= −(ı + w)2(ı− w)2

(w − w)2

4dw · dw

(ı + w)2(ı− w)2

= − 4dw · dw

(w − w)2
=

1

v2
dw · dw.

Òàêèì îáðàçîì, ìåòðèêà ãèïåðáîëè÷åñêîé ïëîñêîñòè â ìîäåëè Ïóàíêàðå
âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè èìååò âèä

ds2 =
1

v2
(du2 + dv2).

1.1.4 Îáîáùåíèÿ íà ïðîèçâîëüíóþ ðàçìåðíîñòü n

Êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà g(v) = x2
0 − (x2

1 + · · · + x2
n), v = {x0, x1, . . . , xn}

èíäóöèðóåò íà åäèíè÷íîé ïñåâäîñôåðå An ⊂ Rn+1, çàäàííîé óðàâíåíèåì

g(v) = 1

è óñëîâèåì x0 > 0, ìåòðèêó ïîñòîÿííîé ñåêöèîííîé êðèâèçíû −1, êîòî-
ðàÿ â ïñåâäîñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x0 = cosh χ, xi = sinh χfi(ω), i ≥ 1
èìååò âèä

ds2 = dχ2 + sinh2 χdω2,

ãäå dω2 � ìåòðèêà åäèíè÷íîé ñôåðû â Rn. Ýòî äàåò ïñåâäîñôåðè÷åñêóþ
ìîäåëü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hn.
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Ìîäåëü Hn â åäèíè÷íîì øàðå Bn = {(x1, . . . , xn) : x2
1 + · · ·+ x2

n < 1}
çàäàåòñÿ ìåòðèêîé

ds2 =
4

(1− r2)2
(dr2 + r2dω2),

ãäå (r, ω) � ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â Rn. Èçîìîðôèçì ìîäåëåé f : An →
Bn çàäàåòñÿ òîé æå ôîðìóëîé, ÷òî è äëÿ n = 2. Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íî-
ñòè d∞ Hn çäåñü õîðîøî âèäíà � ýòî ãðàíè÷íàÿ ñôåðà øàðà Bn.

Ìîäåëü Hn â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå Cn = {(x1, . . . , xn) : xn > 0}
çàäàåòñÿ ìåòðèêîé

ds2 =
1

x2
n

(dx1 + · · ·+ dx2
n).

Çäåñü ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè d∞ Hn åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî Rn−1 =
{(x1, . . . , xn) : xn = 0}, äîïîëíåííîå áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ∞.

1.2 Ì�åáèóñîâû ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè d∞ Hn+1 ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Hn+1

îáëàäàåò êàíîíè÷åñêîé êîíôîðìíîé ñòðóêòóðîé åäèíè÷íîé ñôåðû Sn ⊂
Rn+1. Ïðè ýòîì èñêëþ÷èòåëüíî âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
èçîìåòðèÿìè ïðîñòðàíñòâà Hn+1 è ì�åáèóñîâûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ãðà-
íè÷íîé ñôåðû Sn.

1.2.1 Èíâåðñèè è èçîìåòðèè
Ïóñòü Sa(z) ⊂ Rn � ñôåðà ðàäèóñà a ñ öåíòðîì â òî÷êå z. Èíâåðñèÿ
φ : Rn \ z → Rn \ z îòíîñèòåëüíî Sa(z) çàäàåòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî òî÷êà
φ(x) ëåæèò íà ëó÷å (zx〉 ñ âåðøèíîé z, ïðîõîäÿùèì ÷åðåç x, è

|z − φ(x)| · |z − x| = a2.

Åñëè äîïîëíèòü Rn áåñêîíå÷íî óäàëåííîé òî÷êîé ∞, R̂n = Rn ∪∞, òî φ
ïðîäîëæàåòñÿ äî èíâîëþöèè φ : R̂n → R̂n, φ(z) = ∞, φ(∞) = z. Çàìåòèì,
÷òî R̂n ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñî ñôåðîé Sn ⊂ Rn+1 ñ ïîìîùüþ ñòåðåî-
ãðàôè÷åñêîé ïðîåêöèè. Ìû òàêæå îïðåäåëÿåì èíâåðñèþ îòíîñèòåëüíî
ãèïåðïëîñêîñòè E ⊂ Rn êàê îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî E (ïëîñêîñòü E
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñôåðó S∞(ξ) áåñêîíå÷íîãî ðàäèóñà ñ öåíòðîì
â ξ ∈ d∞Rn).

Òåîðåìà 1.2. Ïóñòü Hn+1 = {(x1, . . . , xn+1) : xn+1 > 0} ⊂ Rn+1 � ìî-
äåëü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà â âåðõíåì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Òî-
ãäà îãðàíè÷åíèå èíâåðñèè φ îòíîñèòåëüíî ñôåðû Sa(z) ⊂ Rn+1 íà Hn+1
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ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Hn+1 äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ d∞ Hn+1

è ëþáîãî ðàäèóñà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ z = ∞ ýòî î÷åâèäíî, ïîñêîëüêó òàêàÿ èíâåðñèÿ
ÿâëÿåòñÿ îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî âåðòèêàëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè. Ïî-
ýòîìó ìîæíî ñ÷èòàåòü, ÷òî z = (0, . . . , 0). Ôèêñèðóåì x ∈ Hn+1 è ïîêà-
æåì, ÷òî äèôôåðåíöèàë dφ : Tx Hn+1 → Tφ(x) Hn+1 ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé
ñîîòâåòñòâóþùèõ êàñàòåëüíûõ ïðîñòðàíñòâ.

Ïóñòü v ∈ Tx Hn+1 � ðàäèàëüíûé âåêòîð, ò.å. êàñàòåëüíûé ê ëó÷ó (zx〉,
à w ∈ Tx Hn+1 � òàíãåíöèàëüíûé, ò.å. êàñàòåëüíûé ê ñôåðå ñ öåíòðîì â z,
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç v′ = dφ(v), w′ = dφ(w) ∈ Tφ(x) Hn+1

èõ îáðàçû. Òîãäà v′ � ðàäèàëüíûé âåêòîð, à w′ � òàíãåíöèàëüíûé. Äëÿ
îòíîøåíèÿ åâêëèäîâûõ äëèí èìååì èç ïîäîáèÿ

|w′|e
|w|e =

|z − φ(x)|
|z − x| =

a2

|z − x|2 =: λ.

Íàéäåì |v′|e
|v|e , ñ÷èòàÿ, ÷òî |v|e = 1. Âûðàæåíèå

1

t
(|z − φ(x + t)| − |z − φ(x)|) =

a2

t

(
1

|z − (x + t)| −
1

|z − x|
)

= − a2

|z − x| · |z − (x + t)|

ñòðåìèòñÿ ê − a2

|z−x|2 = −λ ïðè t → 0. Ïîýòîìó |v′|e
|v|e = λ. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî φ : R̂n+1 → R̂n+1 � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå, |dφ(u)|e = λ|u|e äëÿ
âñåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ â òî÷êå x.

Ïóñòü ω ∈ (0, π/2] � óãîë ìåæäó ëó÷îì (zx〉 è ïëîñêîñòüþ xn+1 = 0.
Òîãäà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ äëèíà |u|h = 1

|z−x| sin ω
|u|e. Ïîýòîìó äëÿ îáðàçà u′

âåêòîðà u ∈ Tx Hn+1 ïðè äèôôåðåíöèàëå dφ èìååì

|u′|h =
1

|z − φ(x)| sin ω
|u′|e =

|z − x|
a2 sin ω

|u′|e

=
|z − x|
a2 sin ω

λ|u|e =
1

|z − x| sin ω
|u|e = |u|h.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî èíâåðñèÿ φ ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèåé ïðîñòðàíñòâà Hn+1.

Ïîñêîëüêó ñôåðà R̂n ñîâïàäàåò ñ ãðàíèöåé íà áåñêîíå÷íîñòè d∞ Hn+1

ïðîñòðàíñòâà Hn+1 â ìîäåëè âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ëþáàÿ èíâåðñèÿ
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ñôåðû R̂n ïðîäîëæàåòñÿ äî èíâåðñèè âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà Hn+1,
êîòîðàÿ, ñîãëàñíî òåîðåìå 1.2, â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè ÿâëÿåòñÿ
îòðàæåíèåì îòíîñèòåëüíî ñîîòâåòñòâóþùåé ãèïåðïëîñêîñòè. Íàïîìíèì,
÷òî ëþáàÿ èçîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà Hn+1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê
êîìïîçèöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ îòðàæåíèé.

Ì�åáèóñîâî ïðåîáðàçîâàíèå ñôåðû R̂n ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, êîì-
ïîçèöèåé êîíå÷íîãî ÷èñëà èíâåðñèé. Ïîýòîìó èç òåîðåìû 1.2 íåìåäëåííî
ïîëó÷àåì.

Ñëåäñòâèå 1.3. Ëþáîå ì�åáèóñîâî ïðåîáðàçîâàíèå φ̂ : R̂n → R̂n ïðîäîë-
æàåòñÿ äî èçîìåòðèè φ : Hn+1 → Hn+1. Ïðè ýòîì ëþáàÿ èçîìåòðèÿ
ïðîñòðàíñòâà Hn+1 ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà òàêèì ñïîñîáîì.
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2 ëåêöèÿ
2.1 Äâîéíîå îòíîøåíèå
Ïóñòü äàíû 4 ïîïàðíî ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b, c, d ∈ R̂n. Èõ äâîéíûì
îòíîøåíèåì íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

[a, b, c, d] =
|a− c| · |b− d|
|a− b| · |c− d|

(ðàññòîÿíèÿ åâêëèäîâû). Åñëè ïðè ýòîì îäíà èç òî÷åê åñòü ∞, òî ñîìíî-
æèòåëè, â êîòîðûå îíà âõîäèò, ñîêðàùàþòñÿ. Íàïðèìåð,

[∞, b, c, d] =
|b− d|
|c− d| .

Òåîðåìà 2.1. Ëþáîå ì�åáèóñîâî ïðåîáðàçîâàíèå ñîõðàíÿåò äâîéíîå îò-
íîøåíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè a, b, c, d ∈ R̂n ïîïàðíî ðàçëè÷íû, è ïóñòü
φ : R̂n → R̂n � ì�åáèóñîâî. Ìû äîëæíû ïîêàçàòü, ÷òî

[φ(a), φ(b), φ(c), φ(d)] = [a, b, c, d].

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî φ � èíâåðñèÿ îòíîñèòåëüíî ñôåðû Sr(o). Òðåóãîëü-
íèêè oab è oφ(b)φ(a) ïîäîáíû, ïîñêîëüêó |o−φ(a)| = r2

|o−a| , |o−φ(b)| = r2

|o−b|
è ïîýòîìó

|o− φ(a)|
|o− φ(b)| =

|o− b|
|o− a| .

Ñëåäîâàòåëüíî,

|φ(a)− φ(b)|
|a− b| =

|φ(a)− o|
|o− b| =

|φ(b)− o|
|o− a| .

Òîãäà

|φ(a)− φ(c)| = |a− c| |φ(a)− o|
|o− c| ; |φ(b)− φ(d)| = |b− d| |φ(d)− o|

|o− b|
è

|φ(a)− φ(b)| = |a− b| |φ(a)− o|
|o− b| ; |φ(c)− φ(d)| = |c− d| |φ(d)− o|

|o− c| .
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Ïîýòîìó

[φ(a), φ(b), φ(c), φ(d)] =
|φ(a)− φ(c)| · |φ(b)− φ(d)|
|φ(a)− φ(b)| · |φ(c)− φ(d)|

=
|a− c| · |b− d|
|a− b| · |c− d| ·
|φ(a)− o|
|o− c|

|o− b|
|φ(a)− o|

|φ(d)− o|
|o− b|

|o− c|
|φ(d)− o|

= [a, b, c, d].

Ñëó÷àé, êîãäà îäíà èç òî÷åê � ∞ îñòàâëÿåì â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

Òåîðåìà 2.2. Äîïóñòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå φ : R̂n → R̂n ñîõðàíÿåò
äâîéíîå îòíîøåíèå. Òîãäà φ � ì�åáèóñîâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, áåðÿ êîìïîçèöèþ ñ ïîäõîäÿùèì ì�å-
áèóñîâûì ïðåîáðàçîâàíèåì è ïîëüçóÿñü òåîðåìîé 2.1, ÷òî φ(∞) = ∞.
Òîãäà φ(Rn) = Rn. Ôèêñèðóåì òî÷êè c, d ∈ Rn è ðàññìîòðèì òî÷êè a,
b ∈ Rn êàê ïåðåìåííûå. Òîãäà

|a− b|
|c− d| =

[∞, b, c, d]

[a, b,∞, d]
=

[φ(∞), φ(b), φ(c), φ(d)]

[φ(a), φ(b), φ(∞), φ(d)]

=
[∞, φ(b), φ(c), φ(d)]

[φ(a), φ(b),∞, φ(d)]
=
|φ(a)− φ(b)|
|φ(c)− φ(d)| .

Ñëåäîâàòåëüíî, îòíîøåíèå

|φ(a)− φ(b)|
|a− b| = λ =

|φ(c)− φ(d)|
|c− d|

íå çàâèñèò îò òî÷åê a, b, è ïîýòîìó (èñïðàâëåííîå) φ ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì,
à çíà÷èò èñõîäíîå îòîáðàæåíèå � ì�åáèóñîâî.

2.1.1 Äâîéíîå îòíîøåíèå â ãèïåðáîëè÷åñêîé ãåîìåòðèè
Ðàññìîòðèì ñôåðó R̂n êàê ãðàíèöó íà áåñêîíå÷íîñòè d∞ Hn+1. Ëþáûå
äâå ðàçëè÷íûå òî÷êè a, b ∈ R̂n ñîåäèíèìû åäèíñòâåííîé ãåîäåçè÷åñêîé
ab ⊂ Hn+1.

Òåîðåìà 2.3. Äëÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ òî÷åê a, b, c, d ∈ R̂n ïóñòü B,
C ∈ ad ⊂ Hn+1 � ïðîåêöèè òî÷åê b, c ñîîòâåòñòâåííî íà ãåîäåçè÷åñêóþ
ad. Òîãäà äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàññòîÿíèÿ ìåæäó B è C èìååì

|B − C|h = | ln[a, b, c, d]|.
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B

C

b

a

c

d

Ðèñ. 2: Äâîéíîå îòíîøåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî d = ∞. Òîãäà â ìîäåëè âåðõíåãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà òî÷êè B è C ëåæàò íà âåðòèêàëüíîì ëó÷å [a, d). Èç
âèäà ãåîäåçè÷åñêèõ â ýòîé ìîäåëè ñëåäóåò, ÷òî åâêëèäîâû ðàññòîÿíèÿ
|a−B| = |a− b| è |a− C| = |a− c|. Ïîýòîìó

|B − C|h =

∣∣∣∣ln
|a− c|
|a− b|

∣∣∣∣ = | ln[a, b, c, d]|.

2.2 Îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâ

2.2.1 Ïðîèçâåäåíèå Ãðîìîâà
Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ôèêñèðóåì áàçèñíóþ òî÷êó o ∈ X
è äëÿ x, x′ ∈ X ïîëîæèì (x|x′)o = 1

2
(|x − o| + |x′ − o| − |x − x′|). Âåëè-

÷èíà (x|x′)o íåîòðèöàòåëüíà â ñèëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà è èíîãäà
íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì Ãðîìîâà òî÷åê x, x′ îòíîñèòåëüíî òî÷êè o.
Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðîÿñíÿåòñÿ ñëåäóþùåé ëåì-
ìîé. Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì, åñëè ëþáûå
äâå òî÷êè â íåì ìîæíî ñîåäèíèòü ãåîäåçè÷åñêîé.
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Ëåììà 2.4. Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, xyz � òðåóãîëüíèê
â X. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé íàáîð òî÷åê u ∈ yz, v ∈ xz, w ∈ xy
òàêîé, ÷òî |x− v| = |x− w|, |y − u| = |y − w|, |z − v| = |z − u|.

x y

z

u
v

w

Ðèñ. 3: Ïðîèçâåäåíèå Ãðîìîâà

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñèñòåìà óðàâíåíèé

a + b = |x− y|
a + c = |x− z|

b + c = |y − z|
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, ïðè÷åì îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì â ñè-
ëó íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà. Òîãäà òî÷êè u, v, w îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿ-
þòñÿ óñëîâèÿìè |x− v| = a, |y − w| = b, |z − u| = c.

Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî

a =
1

2
(|x− y|+ |x− z| − |y − z|) = (y|z)x

è, àíàëîãè÷íî, b = (x|z)y, c = (x|y)z.
Ãåîäåçè÷åñêîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íàçûâàåòñÿ δ-ãèïåðáîëè÷åñ-

êèì, åñëè äëÿ ëþáîãî òðåóãîëüíèêà xyz ⊂ X èç òîãî, ÷òî y′ ∈ xy, z′ ∈ xz
è |x − y′| = |x − z′| ≤ (y|z)x ñëåäóåò, ÷òî |y′ − z′| ≤ δ. Â ýòîì ñëó÷àå
ëþáàÿ ñòîðîíà ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ëåæèò â δ-îêðåñòíîñòè äâóõ äðóãèõ
ñòîðîí.

2.2.2 Ôîðìóëà ïàðàëëåëüíîñòè äëÿ H2

Ëåã÷å âñåãî ïîëó÷èòü ýòó ôîðìóëó â ìîäåëè âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè.
Ïóñòü abξ � òðåóãîëüíèê â H2 ñ îäíîé âåðøèíîé íà áåñêîíå÷íîñòè, ξ ∈
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∂∞X, ïðè÷åì óãîë ïðè âåðøèíå a � ïðÿìîé. Ïóñòü α � óãîë ïðè âåðøèíå
b. Ïîìåùàÿ ñòîðîíó ab íà ïîëóîêðóæíîñòü {(u, v) ∈ C : u2 + v2 = 1} òàê,
÷òî òî÷êà a ëåæèò íà îñè {u = 0}, à òî÷êà ξ = ∞, ïîëó÷àåì, ÷òî ñòîðî-
íû aξ, bξ ÿâëÿþòñÿ âåðòèêàëüíûìè ëó÷àìè â ìîäåëè C. Ïðè ýòîì ëó÷ bξ
îáðàçóåò óãîë α ñ ïîëóîêðóæíîñòüþ. Ïîýòîìó

|a− b| =
∫ π/2

α

dt

sin t
= − ln tan

α

2
.

Ëåììà 2.5. Ëþáàÿ òî÷êà t ∈ xy ëþáîãî òðåóãîëüíèêà xyz ⊂ X óäàëåíà
îò îáúåäèíåíèÿ äâóõ äðóãèõ åãî ñòîðîí xz ∪ yz íå áîëåå ÷åì íà δ =
− ln tan(π/8) = 0.88137 . . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Õóäøèé ñëó÷àé � êîãäà x, y, z ∈ d∞ H2, ò.å. òðåóãîëü-
íèê xyz � èäåàëüíûé, à óãëû ∠t(x, z) = ∠t(y, z) = π/2. Â ýòîì ñëó÷àå
dist(t, xz) = dist(t, yz) = δ.

Èç ýòîé ëåììû ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî Hn, n ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ δ-ãèïåð-
áîëè÷åñêèì ñ δ = − ln tan(π/8). Äàëüíåéøèå ïðèìåðû. Ëþáîå äåðåâî
ÿâëÿåòñÿ δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì ñ δ = 0. Ëþáîå ïîëíîå, îäíîñâÿçíîå ðè-
ìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ñåêöèîííûìè êðèâèçíûìè K ≤ −1 ÿâëÿåòñÿ δ-
ãèïåðáîëè÷åñêèì ñ δ = − ln tan(π/8) � ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû ñðàâíåíèÿ
äëÿ òðåóãîëüíèêîâ.

2.2.3 CAT(−1) ïðîñòðàíñòâà
Ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ CAT(−1) ïðîñòðàíñòâîì, åñëè
åãî òðåóãîëüíèêè òîíüøå ñâîèõ òðåóãîëüíèêîâ ñðàâíåíèÿ â H2, ò.å., åñëè
òî÷êè u, v ëåæàò íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà xyz ⊂ X, òî |u− v| ≤ |u− v|,
ãäå u, v � ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè íà ñòîðîíàõ òðåóãîëüíèêà ñðàâíå-
íèÿ xyz ⊂ H2. Â ÷àñòíîñòè, ëþáîå CAT(−1) ïðîñòðàíñòâî ÿâëÿåòñÿ δ-
ãèïåðáîëè÷åñêèì ñ δ = − ln tan(π/8).

Êëàññ CAT(−1) ïðîñòðàíñòâ âåñüìà øèðîê. Îí âêëþ÷àåò âñå ïîëíûå
îäíîñâÿçíûå ðèìàíîâû ìíîãîîáðàçèÿ ñ ñåêöèîííûìè êðèâèçíàìè ≤ −1,
â ÷àñòíîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà � âåùåñòâåííûå, êîìïëåêñ-
íûå, êâàòåðíèîííûå, à òàêæå ïëîñêîñòü Êýëè, ò.å., âñå ñèììåòðè÷åñêèå
ïðîñòðàíñòâà íåêîìïàêòíîãî òèïà è ðàíãà 1. Êðîìå òîãî, äåðåâüÿ è ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå áèëäèíãè ÿâëÿþòñÿ CAT(−1) ïðîñòðàíñòâàìè.

2.2.4 Ãèïåðáîëè÷åñêèå ãðóïïû
Ïóñòü Γ � êîíå÷íî-ïîðîæäåííàÿ ãðóïïà, S � êîíå÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ñè-
ñòåìà îáðàçóþùèõ ãðóïïû Γ, ò.å. s ∈ S ⇔ s−1 ∈ S. Äëÿ γ ∈ Γ ïóñòü
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|γ| � ìèíèìàëüíàÿ äëèíà ñëîâ â àëôàâèòå S, ïðåäñòàâëÿþùèõ γ. Òîãäà
|γ−1| = |γ| è |γγ′| ≤ |γ| + |γ′|. Ïîëîæèì |γ − γ′| = |γ − γ′|S = |γ−1γ′| �
ëåâîèíâàðèàíòíàÿ ìåòðèêà íà Γ. Ãðàô Êýëè G = G(Γ, S) èìååò â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâà âåðøèí ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû Γ, è äâå âåðøèíû
ñîåäèíåíû ðåáðîì ⇔ |γ − γ′| = 1. Íàïðèìåð, åñëè ãðóïïà Γ � ñâîáîäíàÿ,
è S � ñâîáîäíàÿ ñèñòåìà îáðàçóþùèõ, òî G � äåðåâî.

Ñ÷èòàÿ, ÷òî âñå ðåáðà èìåþò äëèíó 1, ðàññìàòðèâàåì G êàê ìåòðè-
÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ãðóïïà Γ íàçûâàåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîé, åñëè íåêî-
òîðûé åå ãðàô Êýëè G ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì.

2.3 δ-íåðàâåíñòâî
Ëåììà 2.6. Äîïóñòèì, ÷òî y ∈ xy′ è z ∈ xz′. Òîãäà (y|z)x ≤ (y′|z′)x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó

|x− z′| = |x− z|+ |z − z′|
|y − z′| ≤ |y − z|+ |z − z′|,

èìååì |x − z′| − |y − z′| ≥ |x − z| − |y − z|. Ïîýòîìó (y|z)x ≤ (y|z′)x.
Àíàëîãè÷íî, (y|z′)x ≤ (y′|z′)x.

Ïðåäëîæåíèå 2.7. Åñëè ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ δ-
ãèïåðáîëè÷åñêèì, òî

(x|y)o ≥ min{(x|z)o, (y|z)o} − δ

äëÿ ëþáîé áàçèñíîé òî÷êè o ∈ X è ëþáûõ òî÷åê x, y, z ∈ X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t0 = min{(x|z)o, (y|z)o} è ïóñòü x′ ∈ ox, y′ ∈ oy,
z′ ∈ oz, ïðè÷åì |o−x′| = |o−y′| = |o− z′| = t0. Òîãäà |x′− z′|, |y′− z′| ≤ δ,
ïîýòîìó |x′ − y′| ≤ 2δ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 2.6,

(x|y)o ≥ (x′|y′)o = t0 − 1

2
|x′ − y′| ≥ t0 − δ.

Íåðàâåíñòâî èç Ïðåäëîæåíèÿ 2.7 íàçûâàåòñÿ δ-íåðàâåíñòâîì.

Ïðåäëîæåíèå 2.8. Äîïóñòèì, ÷òî â ãåîäåçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X
âûïîëíÿåòñÿ δ-íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîé áàçèñíîé òî÷êè è ëþáûõ òî÷åê
x, y, z ∈ X. Òîãäà X ÿâëÿåòñÿ 4δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êè x′ ∈ ox, y′ ∈ oy íà ñòîðîíàõ ãåîäåçè÷å-
ñêîãî òðåóãîëüíèêà oxy ⊂ X óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ |o− x′| = |o− y′| =
t ≤ (x|y)o. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà |x′ − y′| ≤ 4δ. Ñîãëàñíî δ-
íåðàâåíñòâó èìååì

(x′|y′)o ≥ min{(x′|y)o, t} − δ

≥ min{min{(x|y)o, t} − δ, t} − δ

= t− 2δ,

îòêóäà
|x′ − y′| = 2t− 2(x′|y′)o ≤ 4δ.

Íàêîíåö, ïîêàæåì, ÷òî âûïîëíåíèå δ-íåðàâåíñòâà äëÿ êàêîé-ëèáî áà-
çèñíîé òî÷êè âëå÷åò 2δ-íåðàâåíñòâî äëÿ ëþáîé äðóãîé áàçèñíîé òî÷êè.

Ëåììà 2.9. Äîïóñòèì, ÷òî â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X âûïîë-
íÿåòñÿ δ-íåðàâåíñòâî äëÿ áàçèñíîé òî÷êè x0. Òîãäà äëÿ ëþáîé äðóãîé
áàçèñíîé òî÷êè x ∈ X âûïîëíÿåòñÿ 2δ-íåðàâåíñòâî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî âûðàæåíèå

A = (t|y) + (x|z)−min{(t|z) + (y|x), (x|t) + (y|z)},

ãäå ïðîèçâåäåíèå Ãðîìîâà áåðåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè x0, ñîâïàäàåò ñ
B = (t|y)x −min{(t|z)x, (z|y)x}. Äåéñòâèòåëüíî, ïðÿìîé ïîäñ÷åò ïîêàçû-
âàåò, ÷òî

A = −|t− y| − |x− z| −min{−|t− z| − |y − x|,−|t− x| − |y − z|}.

Îòñþäà óæå ëåãêî âèäíî, ÷òî A = B. Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî A ≥
−2δ. Ñ÷èòàåì, íàïðèìåð, ÷òî (t|z) ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíîé
ñðåäè (x|y), (x|t), (y|z), (t|z). Òîãäà (t|y) ≥ (z|y) − δ è (x|z) ≥ (t|x) − δ.
Ïîýòîìó (t|y) + (x|z) ≥ (z|y) + (t|x) − 2δ, îòêóäà A ≥ −2δ. Àíàëîãè÷íî
ðàññìàòðèâàþòñÿ è äðóãèå ñëó÷àè.
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3 ëåêöèÿ
3.1 Êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ
Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ êâàçè-
èçîìåòðè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå a ≥ 1, b ≥ 0, ÷òî

1

a
|x− x′| − b ≤ |f(x)− f(x′)| ≤ a|x− x′|+ b

äëÿ âñåõ x, x′ ∈ X. Åñëè â äîáàâîê îáðàç f(X) ÿâëÿåòñÿ ñåòüþ â Y , ò.å.
ðàññòîÿíèÿ òî÷åê èç Y äî f(X) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî f íàçûâàåòñÿ
êâàçè-èçîìåòðèåé, à ïðîñòðàíñòâà X è Y � êâàçè-èçîìåòðè÷íûìè.

Òåîðåìà 3.1 (Ñòàáèëüíîñòü êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ). Ïóñòü X � δ-
ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, a ≥ 1, b ≥ 0. Ñóùåñòâóåò òàêîå H =
H(a, b, δ) > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî N ∈ N îáðàç êàæäîãî (a, b)-êâàçè-èçîìåò-
ðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ f : {1, . . . , N} → X ëåæèò â H-îêðåñòíîñòè
ãåîäåçè÷åñêîé c : [0, l] → X c c(0) = f(1), c(l) = f(N).

Ëåììà 3.2. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè x, y ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè òî÷êà-
ìè îòðåçêà xy ⊂ X ê x′, y′ ∈ X ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü σ = min |z−z′|,
ãäå z ∈ xy, z′ ∈ x′y′. Òîãäà

|x′ − y′| ≥ |x− x′|+ |y − y′| − 2σ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî σ = |z − z′|. Òîãäà |x′ − x| ≤ |x′ − z| è
|y′ − y| ≤ |y′ − z| ïî óñëîâèþ. Ïîýòîìó

|x′ − y′| ≥ |x′ − z|+ |y′ − z| − 2σ ≥ |x′ − x|+ |y′ − y| − 2σ.

Ëåììà 3.3. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè x, y ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè òî÷-
êàìè îòðåçêà xy ⊂ X ê x′, y′ ∈ X ñîîòâåòñòâåííî è |x − y| ≥ 6δ.
Òîãäà

|x′ − y′| ≥ 2δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî |x′ − y′| < 2δ. Ñîãëàñíî ëåììå 2.4, íàé-
äóòñÿ òî÷êè a ∈ xy, b ∈ x′y, c ∈ xx′, äëÿ êîòîðûõ |x−a| = |x−c| = (x′|y)x,
|y − a| = |y − b| = (x|x′)y, |x′ − b| = |x′ − c| = (x|y)x′ . Òîãäà

|x− x′| ≤ |a− x′| ≤ |a− b|+ |x′ − b| ≤ δ + |x′ − c| = δ + |x− x′| − |x− a|,
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ïîñêîëüêó X ÿâëÿåòñÿ δ-ãèïåðáîëè÷åñêèì. Îòñþäà |x− a| ≤ δ è |a− y| ≥
5δ. Òåïåðü

|y′ − y| ≤ |a− b|+ ||x′ − b|+ |x′ − y′|
< 3δ + |x′ − y| − |b− y|
≤ 5δ + |y′ − y| − |a− y| < |y′ − y|,

ïðîòèâîðå÷èå.

Ëåììà 3.4. Äîïóñòèì, ÷òî òî÷êè x, y ÿâëÿþòñÿ áëèæàéøèìè òî÷-
êàìè îòðåçêà xy ⊂ X ê x′, y′ ∈ X ñîîòâåòñòâåííî è |x − y| ≥ 6δ.
Òîãäà

|x′ − y′| ≥ |x− x′|+ |y − y′| − 4δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 3.2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî σ ≤ 2δ,
ãäå σ � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ñòîðîíàìè xy è x′y′. Ñ÷èòàåì,
÷òî |x′ − x|, |y′ − y| > 2δ (èíà÷å íå÷åãî äîêàçûâàòü). Íàéäåòñÿ òî÷êà
u ∈ x′y ñ dist(u, x′y′) = δ. Òàê êàê îòðåçîê x′y ëåæèò â δ-îêðåñòíîñòè
äâóõ ñòîðîí x′y′ ∪ y′y, èìååì dist(u, yy′) < δ. Ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè
îòðåçêîâ xx′ è yy′ íå ìåíüøå 2δ ñîãëàñíî ëåììå 3.3, è îòðåçîê x′y ëåæèò
â δ-îêðåñòíîñòè äâóõ ñòîðîí x′x ∪ xy. Ïîýòîìó dist(u, xy) < δ è, çíà÷èò,
σ ≤ 2δ.

Ïîäìíîæåñòâî B ⊂ N áóäåì íàçûâàòü èíòåðâàëîì, åñëè îíî âìåñòå
ñ ëþáûìè äâóìÿ ýëåìåíòàìè ñîäåðæèò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà ìåæäå
íèìè. Ïîëîæèì A = {1, . . . , N} è Ar = {m ∈ A : dist(f(m), c) ≥ r}. Ìàê-
ñèìàëüíûé èíòåðâàë B ⊂ Ar áóäåì íàçûâàòü êîìïîíåíòîé ñâÿçíîñòè
ìíîæåñòâà Ar. Åñëè òî÷êà m � êîíåö òàêîé êîìïîíåíòû, òî

r ≤ dist(f(m), c) ≤ r + a + b. (1)

Ïóñòü |B| åñòü ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè B ⊂ Ar è H =
maxm∈B dist(f(m), c). Ïîñêîëüêó f ÿâëÿåòñÿ (a, b)-êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèì,
â ñèëó (1) èìååì

H ≤ r + a + b + a|B|+ b.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäÿùàÿ îöåíêà äëÿ |B| âåäåò ê äîêàçàòåëüñòâó òåî-
ðåìû.

Ïóñòü p : X → c � ìåòðè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ (îïðåäåëåííàÿ êàê-ëèáî).
Èíòåðâàë B ⊂ Ar íàçîâåì

• êîðîòêèì, åñëè diam(p ◦ f(B)) ≤ 6δ;

• ñðåäíèì, åñëè diam(p ◦ f(B)) ≤ 10δ;
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• äëèííûì, åñëè diam(p ◦ f(B)) ≥ 6δ.
Ëåììà 3.5. Äëÿ ëþáîé êîðîòêîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè B ⊂ Ar èìååì

|B| ≤ 2a(r + a + b + 3δ) + ab + 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m, n � êîíöû êîìïîíåíòû B. Òîãäà |B| = |m−
n|+ 1, |m− n| ≤ a|f(m)− f(n)|+ ab è

|f(m)−f(n)| ≤ dist(f(m), c)+diam(p◦f(B))+dist(c, f(n)) ≤ 2(r+a+b+3δ).

Ýòî äàåò òðåáóåìóþ îöåíêó.
Ëåììà 3.6. Ïóñòü m, n � êîíöû äëèííîãî èíòåðâàëà B ⊂ Ar. Òîãäà

|f(m)− f(n)| ≥ 1

a2
(2r − 4δ − b)− b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäóòñÿ òî÷êè m, n ∈ B, äëÿ êîòîðûõ dist(p◦f(m), p◦
f(n)) ≥ 6δ. Òîãäà ïî ëåììå 3.4 èìååì |f(m)− f(n)| ≥ 2r − 4δ. Ïîýòîìó

|f(m)− f(n)| ≥ 1

a
|m− n| − b ≥ 1

a
|m− n| − b

≥ 1

a2
(|f(m)− f(n)| − b)− b

≥ 1

a2
(2r − 4δ − b)− b.

Ëåììà 3.7. Ïðè 2r > a + b + 4δ è k, k + 1 ∈ Ar èìååì

dist(p ◦ f(k), p ◦ f(k + 1)) < 6δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ýòî íåâåðíî. Òîãäà, â ñèëó ëåììû 3.4,
|f(k) − f(k + 1)| ≥ 2r − 4δ. Äàëåå |f(k) − f(k + 1)| ≤ a + b ñîãëàñíî
êâàçè-èçîìåòðè÷íîñòè f . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ÷èñëà r.
Ñëåäñòâèå 3.8. Ïðè 2r > a + b + 4δ ëþáàÿ äëèííàÿ êîìïîíåíòà ñâÿç-
íîñòè B ⊂ Ar äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå B = ∪k

1Bi íà ñðåäíèå èíòåðâàëû,
ëþáûå äâà èç êîòîðûõ èìåþò íå áîëåå îäíîãî îáùåãî ýëåìåíòà, è ëþáîé
èíòåðâàë (m,m + 1) ⊂ B ëåæèò â íåêîòîðîì Bi.

Ïóñòü B = ∪k
1Bi � ðàçëîæåíèå äëèííîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè B ⊂ Ar

íà ñðåäíèå èíòåðâàëû. Òîãäà

diam(p ◦ f(B)) ≤ 10δk,

ïîñêîëüêó diam(p ◦ f(Bi)) ≤ 10δ.
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Ëåììà 3.9. Ñóùåñòâóåò òàêîå r = r(a, b, δ), 2r > a + b + 4δ, ÷òî äëÿ
÷èñëà k ýëåìåíòîâ ðàçëîæåíèÿ B = ∪k

1Bi ëþáîé äëèííîé êîìïîíåíòû
ñâÿçíîñòè íà ñðåäíèå èíòåðâàëû èìååì k ≤ 2a4.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü mi, ni � êîíöû èíòåðâàëà Bi, S =

∑k
1 |f(mi) −

f(ni)|. Ñîãëàñíî ëåììå 3.6 èìååì

S ≥ 2r − 4δ − (1 + a2)b

a2
k. (2)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

S ≤
k∑
1

(a|mi − ni|+ b) = a|m− n|+ kb, (3)

ãäå m, n � êîíöû êîìïîíåíòû B. Äàëåå

|m− n| ≤ a|f(m)− f(n)|+ ab

≤ a(dist(f(m), c) + diam(p ◦ f(B)) + dist(c, f(n))) + ab

≤ a(2(r + a + b) + 10δk) + ab. (4)

Èç (2) � (4) ïîëó÷àåì

2r − 4δ − (1 + a2)b

a2
k ≤ a2(2(r + a + b) + 10δk) + a2b + kb.

Îòñþäà

(2r − 4δ − 10a4δ − (1 + 2a2)b)k ≤ 2a4(r + a + b) + a4b.

Ñëåäîâàòåëüíî,

k ≤ 2a4r + 2a5 + 3a4b

2r − 4δ − 10a4δ − (1 + 2a2)b
≤ 2a4

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ r (ìîæíî âçÿòü r ≥ a+ 5
2
b+4δ+10δa4+2a2b).

Ëåììà 3.10. Ïóñòü r = r(a, b, δ) êàê â ëåììå 3.9. Òîãäà äëÿ ëþáîé äëèí-
íîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè B ⊂ Ar èìååì |B| ≤ C, ãäå C = C(a, b, δ)
çàâèñèò òîëüêî îò a, b, δ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m, n � êîíöû B. Òîãäà ïî ëåììå 3.9 èìååì

|B| = |m− n|+ 1 ≤ a(2(r + a + b) + 10δk) + ab + 1

≤ a(2(r + a + b) + 20δa4) + ab + 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1. Âûáåðåì ÷èñëî r = r(a, b, δ) êàê â ëåì-
ìå 3.9. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììàì 3.5 è 3.10 ÷èñëî ýëåìåíòîâ ëþáîé êîì-
ïîíåíòû ñâÿçíîñòè B ⊂ Ar îãðàíè÷åíî ñâåðõó ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé
òîëüêî îò a, b è δ. Óòâåðæäåíèå òåïåðü âûòåêàåò èç îöåíêè

H ≤ r + a + b + a|B|+ b.

Îòìåòèì íåêîòîðûå ñëåäñòâèÿ èç òåîðåìû ñòàáèëüíîñòè.

Ñëåäñòâèå 3.11. Ïóñòü X � ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà íå
ñóùåñòâóåò êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ f : R2 → X (ãèïåð-
áîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî íå ñîäåðæèò êâàçè-ïëîñêîñòåé).

Ñëåäñòâèå 3.12. Åâêëèäîâî Rn íå êâàçè-èçîìåòðè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêî-
ìó Hm íè ïðè êàêèõ n, m ≥ 2.

Ñëåäñòâèå 3.13. Åñëè ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êâàçè-èçîìåò-
ðè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîìó ãåîäåçè÷åñêîìó ïðîñòðàíñòâó Y , òî X òàêæå
ãèïåðáîëè÷íî.

Ñëåäñòâèå 3.14. Ñâîéñòâî ìåòðèêè ñëîâ dS íà êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé
ãðóïïå Γ íå çàâèñèò îò âûáîðà ñèñòåìû îáðàçóþùèõ S.
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4 ëåêöèÿ
4.1 Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè
Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ â X åñòü
ëþáîå èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå γ : [0,∞) → X. Òî÷êà γ(0) ∈ X
íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé ëó÷à γ. Ëó÷è γ è γ′ â X àñèìïòîòè÷íû, åñëè
|γ(t) − γ′(t)| ≤ C < ∞ äëÿ âñåõ t ∈ [0,∞). ßñíî, ÷òî àñèìïòîòè÷íîñòü
ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè. Ìíîæåñòâî êëàññîâ àñèìïòîòè÷-
íûõ ãåîäåçè÷åñêèõ ëó÷åé îáîçíà÷àåòñÿ êàê ∂∞X è íàçûâàåòñÿ ãðàíèöåé
íà áåñêîíå÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà X.

Ôèêñèðóåì áàçèñíóþ òî÷êó o ∈ X. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂oX ìíîæåñòâî
êëàññîâ àñèìïòîòè÷íûõ ëó÷åé â X ñ îáùåé âåðøèíîé o. Êàæäûé êëàññ
ξ ∈ ∂oX ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü êàê òî÷êó ìíîæåñòâà ∂∞X, ïîýòîìó
èìååòñÿ êàíîíè÷åñêîå âëîæåíèå io : ∂oX ↪→ ∂∞X.
Ëåììà 4.1. Ïóñòü X � ãåîäåçè÷åñêîå δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.
Äîïóñòèì, ÷òî ëó÷è γ, γ′ â X ñ îáùåé âåðøèíîé o àñèìïòîòè÷íû.
Òîãäà |γ(t)− γ′(t)| ≤ δ äëÿ âñåõ t ≥ 0.
Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååì

(γ(t)|γ′(t))o = t− 1

2
|γ(t)− γ′(t)| ≥ t− C

äëÿ âñåõ t ≥ 0. Ïîýòîìó äëÿ t′ ≥ t + C âûïîëíÿåòñÿ t ≤ t′ − C ≤
(γ(t)|γ′(t))o. Ïîýòîìó |γ(t) − γ′(t)| ≤ δ ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ δ-ãèïåð-
áîëè÷íîñòè.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííûì, åñëè âñå åãî
çàìêíóòûå øàðû êîíå÷íîãî ðàäèóñà êîìïàêòíû. Îòìåòèì åùå îäíî ñëåä-
ñòâèå òåîðåìû ñòàáèëüíîñòè êâàçè-ãåîäåçè÷åñêèõ.
Ñëåäñòâèå 4.2. Ëþáîå êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå F : X → Y
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ãäå Y � ñîáñòâåííîå, èíäóöèðóåò îòîá-
ðàæåíèå ∂∞F : ∂∞X → ∂∞Y èõ ãðàíèö íà áåñêîíå÷íîñòè.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ òî÷êè ξ ∈ ∂∞X ðàññìîòðèì êàêîé-íèáóäü ãåîäå-
çè÷åñêèé ëó÷ γ ∈ ξ. Åãî îáðàç F (γ) ⊂ Y áóäåò êâàçè-ãåîäåçè÷åñêîé.
Ïîëüçóÿñü òåîðåìîé ñòàáèëüíîñòè è òåì, ÷òî Y � ñîáñòâåííîå, íàõîäèì
ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ γ̃ ⊂ Y , H-îêðåñòíîñòü êîòîðîãî ñîäåðæèò F (γ). Çäåñü
H > 0 çàâèñèò òîëüêî îò êîíñòàíòû ãèïåðáîëè÷íîñòè ïðîñòðàíñòâà Y è
îò ïàðàìåòðîâ êâàçè-èçîìåòðè÷íîñòè îòîáðàæåíèÿ F . Ëó÷ γ̃ ïðåäñòàâëÿ-
åò íåêîòîðóþ òî÷êó η ∈ ∂∞Y . Òåïåðü ïîëàãàåì ∂∞F (ξ) = η. Åñëè γ′ ∈ ξ
� êàêîé-ëèáî äðóãîé ëó÷, òî ñîîòâåòñòâóþùèé ëó÷ γ̃′ ⊂ Y àñèìïòîòè÷åí
ëó÷ó γ̃ è ïîýòîìó γ̃′ ∈ η � îí ïðåäñòàâëÿåò òó æå òî÷êó η ∈ ∂∞Y .
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Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîé òî÷êè o ∈ X êàíîíè÷åñêè
îòîæäåñòâèòü ìíîæåñòâî ∂oX ñ ãðàíèöåé íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞X.

Ëåììà 4.3. Ïóñòü X � ñîáñòâåííîå ãåîäåçè÷åñêîå δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ êàæäîãî êëàññà η ∈ ∂∞X ñóùåñòâóåò òàêîé
êëàññ ξ ∈ ∂oX, ÷òî io(ξ) = η. Â ÷àñòíîñòè, io : ∂oX → ∂∞X � áèåêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ãåîäåçè÷åñêèé ëó÷ γ : [0,∞) → X, ïðåä-
ñòàëÿþùèé êëàññ η, γ(∞) = η. Ïóñòü x0 = γ(0). Äëÿ êàæäîãî n ≥ 1 íàé-
äóòñÿ òî÷êè xn ∈ γ, yn ∈ oγ(n), äëÿ êîòîðûõ |γ(n) − xn| = |γ(n) − yn| =
(x0|o)γ(n). Òîãäà |x0−xn|, |o−yn| ≤ |o−x0|. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî t ≥ |o−x0|
è äëÿ òî÷êè zn(t) ∈ oγ(n) ñ |zn(t) − γ(n)| = n − t = |γ(t) − γ(n)| èìååì
|zn(t)− γ(t)| ≤ δ äëÿ âñåõ n ≥ t.

Ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâî X � ñîáñòâåííîå, îòñþäà ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî
íåêîòîðàÿ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ îò-
ðåçêîâ oγ(n) ñõîäèòñÿ ê ãåîäåçè÷åñêîìó ëó÷ó, ïðåäñòàâëÿþùåìó ξ ∈ ∂oX
ñ io(ξ) = η.

Äëÿ òî÷åê ξ, ξ′ ∈ ∂oX ïîëîæèì

(ξ|ξ′)o = sup lim
t→∞

(γ(t)|γ′(t))o

(ïðåäåë ñóùåñòâóåò â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè t 7→ (γ(t)|γ′(t))o, ñì.
ëåììà 2.6, ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ëó÷àì γ ∈ ξ, γ′ ∈ ξ′). ßñíî, ÷òî
(ξ|η)o = ∞ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ = η.

Ëåììà 4.4. Ïóñòü X � ñîáñòâåííîå, ãåîäåçè÷åñêîå δ-ãèïåðáîëè÷åñêîå
ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷åê ξ, η ∈ ∂∞X ñóùå-
ñòâóåò ãåîäåçè÷åñêàÿ γ : R→ X ñ γ(−∞) = ξ, γ(∞) = η.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì áàçèñíóþ òî÷êó o ∈ X è, ïîëüçóÿñü ëåì-
ìîé 4.3, ñ÷èòàåì, ÷òî ξ, η ∈ ∂oX. Ïîëîæèì t0 = (ξ|η)o. Äëÿ êàæäîãî
n ≥ t0 ãåîäåçè÷åñêèé îòðåçîê ξ(n)η(n) ñîäåðæèò òî÷êó, óäàëåííóþ îò
òî÷êè o íà ðàññòîÿíèå ≤ t0 + δ. Ïîëüçóÿñü îïÿòü òåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
X � ñîáñòâåííîå, âûäåëÿåì èç ξ(n)η(n) ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñõîäÿùó-
þñÿ ê èñêîìîé ãåîäåçè÷åñêîé.

Ìåòðèêà d íà ãðàíèöå íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞X ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ ìåòðèêîé âèäèìîñòè, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå
o ∈ X, a > 1 è ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2, ÷òî

c1a
−(ξ|ξ′)o ≤ d(ξ, ξ′) ≤ c2a

−(ξ|ξ′)o
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äëÿ âñåõ ξ, ξ′ ∈ ∂∞X. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî d � ìåòðèêà
âèäèìîñòè îòíîñèòåëüíî áàçèñíîé òî÷êè o è ïàðàìåòðà a.

Ôèêñèðóåì òî÷êó o ∈ X, a > 1 è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ρ : ∂∞X ×
∂∞X → R, ρ(ξ, ξ′) = a−(ξ|ξ′)o . Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì

(1) ρ(ξ, ξ′) ≥ 0 è ρ(ξ, ξ′) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ξ = ξ′;

(2) ρ(ξ, ξ′) = ρ(ξ′, ξ);

(3) ρ(ξ, ξ′) ≤ K max{ρ(ξ, ξ′′), ρ(ξ′′, ξ′)}
äëÿ ëþáûõ ξ, ξ′, ξ′′ ∈ ∂∞X, ãäå K = aδ. Ñâîéñòâà (1) è (2) î÷åâèäíû,
à ñâîéñòâî (3) íåìåäëåííî âûòåêàåò èç δ-íåðàâåíñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ρ
ÿâëÿåòñÿ êâàçè-óëüòðà-ìåòðèêîé.

Ïðåäëîæåíèå 4.5. Ïóñòü X � ñîáñòâåííîå, ãåîäåçè÷åñêîå, δ-ãèïåð-
áîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà äëÿ ëþáîé òî÷êè o ∈ X ñóùåñòâóåò
òàêîå a0 > 1, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ (1, a0] íà ∂∞X ñóùåñòâóåò ìåòðèêà
âèäèìîñòè d îòíîñèòåëüíî òî÷êè o è ïàðàìåòðà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì a > 1. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñåõ
äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0 ôóíêöèÿ ρε áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíà ìåòðèêå.

Äëÿ ξ, ξ′ ∈ ∂∞X ïîëîæèì

dε(ξ, ξ
′) = inf

∑
i

ρε(ξi, ξ
′
i+1),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ξ = ξ0, . . . , ξk+1 = ξ′

â ∂∞X. ßñíî, ÷òî dε � ìåòðèêà íà ∂∞X, è ÷òî dε ≤ ρε. Óòâåðæäàåòñÿ,
÷òî ρε ≤ K2εdε ïðè K2ε ≤ 2.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

ρε(ξ, ξ′) ≤ K2ε
∑

i

ρε(ξi, ξ
′
i+1)

äëÿ âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé êàê âûøå. Áóäåì ýòî äîêàçûâàòü èíäóê-
öèåé ïî äëèíå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äëÿ k = 1 èìååì

ρε(ξ, ξ′) ≤ Kε max{ρε(ξ, ξ′′), ρε(ξ, ξ′′)} ≤ K2ε(ρε(ξ, ξ′′) + ρε(ξ′′, ξ′)).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 1, è ïóñòü
ξ = ξ0, . . . , ξk+1, ξk+2 = ξ′ � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê â ∂∞X. Îáîçíà-
÷èì ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê σ è ïîëîæèì A =

∑
σ � ñóììà ïîñëå-

äîâàòåëüíûõ âåëè÷èí ρε(ξi, ξi+1) äëÿ σ. Ïðåäñòàâèì σ = σ′ ∪ ξp ∪ σ′′ �
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äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå, ãäå σ′ íàèáîëüøèé íà÷àëüíûé ôðàãìåíò σ,
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ

∑
σ′ ≤ A/2. Òîãäà

∑
σ′′ ≤ A/2, è ïîýòîìó

ρε(ξ, ξ′) ≤ Kε max{ρε(ξ, ξp), ρ
ε(ξp, ξ

′)}
≤ Kε max{ρε(ξ, ξp), K

ερε(ξp, ξp+1), K
ερε(ξp+1, ξ

′)}
≤ Kε max{K2εA/2, KεA,K3εA/2} ≤ K2εA

ïðè óñëîâèè K2ε ≤ 2. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ.
Ðàññìîòðèì ýôôåêò, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò çàìåíà áàçèñíîé òî÷êè.

Ïðåäëîæåíèå 4.6. Ìåòðèêè âèäèìîñòè d, d′ íà ∂∞X îòíîñèòåëüíî
îäíîãî è òîãî æå ïàðàìåòðà a > 1 è áàçèñíûõ òî÷åê o, o′ ñîîòâåò-
ñòâåííî ÿâëÿþòñÿ áèëèïøèöåâî ýêâèâàëåíòíûìè,

c−1 ≤ d′

d
≤ c

äëÿ íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé c ≥ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó âûòåêàåò èç íåðàâåíñòâ

c1a
−(ξ|ξ′)o ≤ d(ξ, ξ′) ≤ c2a

−(ξ|ξ′)o ,

àíàëîãè÷íûõ íåðàâåíñòâ äëÿ d′ è òîãî, ÷òî |(ξ|ξ′)o − (ξ|ξ′)o′| ≤ |oo′| äëÿ
âñåõ ξ, ξ′ ∈ ∂∞X.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ýôôåêò, ê êîòîðîìó ïðèâîäèò çàìåíà ïàðàìåòðà
ìåòðèêè âèäèìîñòè.
Ïðåäëîæåíèå 4.7. Ìåòðèêè âèäèìîñòè d, d′ íà ∂∞X îòíîñèòåëüíî
îäíîé è òîé æå áàçèñíîé òî÷êè o è ïàðàìåòðîâ a, a′ > 1 ñîîòâåò-
ñòâåííî ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè ïî Ã�åëüäåðó, èìåííî, ñóùåñòâóåò
òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ c ≥ 1, ÷òî

1

c
dα(ξ, ξ′) ≤ d′(ξ, ξ′) ≤ cdα(ξ, ξ′)

äëÿ âñåõ ξ, ξ′ ∈ ∂∞X, ãäå α = ln a′
ln a

.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ñðàçó ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâ âèäèìîñòè äëÿ ìåò-
ðèê d, d′ è òîãî, ÷òî a′ = aα.

Ìû îïðåäåëÿåì òîïîëîãèþ íà ∂∞X äëÿ ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X êàê ìåòðè÷åñêóþ òîïîëîãèþ êàêîé-ëèáî ìåòðèêè âèäèìîñòè íà
∂∞X. Èç ïðåäëîæåíèå 4.6 è 4.7 ñëåäóåò, ÷òî ýòà òîïîëîãèÿ íå çàâèñèò îò
âûáîðà ìåòðèêè âèäèìîñòè.
Ïðèìåð 4.8. Äëÿ X = Rn èëè Hn, n ≥ 2, ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞X
ãîìåîìîðôíà ñôåðå Sn−1. Åñëè X � áåñêîíå÷íîå (îäíîðîäíîå) äåðåâî, òî
∂∞X � êàíòîðîâî ìíîæåñòâî.
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4.2 Êâàçè-ñèììåòðè÷íûå îòîáðàæåíèÿ
Îòîáðàæåíèå f : X → Y ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ íàçûâàåòñÿ êâàçè-
ñèììåòðè÷íûì, åñëè îíî íå ïîñòîÿííî è ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì η :
[0,∞) → [0,∞) òàêîé, ÷òî èç |x−a| ≤ t|x− b| ñëåäóåò, ÷òî |f(x)−f(a)| ≤
η(t)|f(x)− f(b)| äëÿ ëþáûõ òî÷åê a, b, x ∈ X è âñåõ t ≥ 0. Â ýòîì ñëó÷àå
ãîâîðÿò, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ η-êâàçè-ñèììåòðè÷íûì.

Êâàçè-ñèììåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíûì
è íåïðåðûâíûì.

Ëåììà 4.9. Åñëè f : X → Y ÿâëÿåòñÿ η-êâàçè-ñèììåòðè÷íûì, òî
f−1 : f(X) → X ÿâëÿåòñÿ η′-êâàçè-ñèììåòè÷íûì, ãäå η′(t) = 1/η−1(t−1)
äëÿ t > 0. Äàëåå, åñëè f : X → Y è g : Y → Z ÿâëÿþòñÿ ηf - è ηg-
êâàçè-ñèììåòðè÷íûìè ñîîòâåòñòâåííî, òî g ◦ f : X → Z ÿâëÿåòñÿ
(ηg ◦ ηf )-êâàçè-ñèììåòðè÷íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî |x − a| ≥ s|x − b|. Òîãäà |x − b| ≤
(1/s)|x−a|, ïîýòîìó |x′−b′| ≤ η(1/s)|x′−a′| è |x′−a′| ≥ (1/η(1/s))|x′−b′|.
Òåïåðü, åñëè |x′ − a′| < (1/η(1/s))|x′ − b′|, òî |x− a| < s|x− b|, ïîñêîëüêó
ïðîòèâîïîëîæíîå íåðàâåíñòâî ïðîòèâîðå÷èëî áû ïðåäûäóùåìó âû÷èñ-
ëåíèþ. Ïîëîæèì t = 1/η(1/s). Òîãäà 1/s = η−1(1/t), è s = 1/η−1(1/t). Ïî
íåïðåðûâíîñòè íåðàâåíñòâî |x′−a′| ≤ t|x′−b′| âëå÷åò |x−a| ≤ η′(t)|x−b|,
ãäå η′(t) = 1/η−1(1/t). Âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû î÷åâèäíî.

Ïðèìåð 4.10. Äëÿ ëþáûõ ìåòðèê âèäèìîñòè d, d′ íà ãðàíèöå íà áåñêî-
íå÷íîñòè ∂∞X ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X òîæäåñòâåííîå îòîáðà-
æåíèå id : (∂∞X, d) → (∂∞X, d′) ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ñèììåòðè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ ξ, η, ζ ∈ ∂∞X èìååì ñîãëàñíî ïðåäëîæå-
íèÿì 4.6 è 4.7: åñëè d(ξ, ζ) ≤ td(η, ζ), òî

d′(ξ, ζ) ≤ cdα(ξ, ζ) ≤ ctαdα(η, ζ)

≤ c2tαd′(η, ζ).

Ëåììà 4.11. Ïóñòü F : X → X ′ � êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ (ïðåäïîëàãàåì, ÷òî X ′ � ñîáñòâåííîå),
o ∈ X, o′ = F (o). Òîãäà äëÿ èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèÿ f = ∂∞F :
∂∞X → ∂∞X ′ ñóùåñòâóþò òàêèå ïîñòîÿííûå c ≥ 1, d ≥ 0 ÷òî

1

c
(ξ|η)o − d ≤ (ξ′|η′)o′ ≤ c(ξ|η)o + d

äëÿ âñåõ ξ, η ∈ ∂∞X, ãäå ξ′ = f(ξ), η′ = f(η).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåìû ñòàáèëüíîñòè êâàçè-
ãåîäåçè÷åñêèõ.

Ïðåäëîæåíèå 4.12. Äëÿ ëþáîãî êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
F : X → X ′ ñîáñòâåííûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ èíäóöèðîâàí-
íîå îòîáðàæåíèå f : ∂∞X → ∂∞X ′ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-ñèììåòðè÷åñêèì
îòíîñèòåëüíî ëþáûõ ìåòðèê âèäèìîñòè íà ∂∞X, ∂∞X ′.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî ëåãêî âûòåêàåò èç ïðåäëîæåíèÿ 4.12 è îïðåäåëå-
íèÿ ìåòðèê âèäèìîñòè.
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5 ëåêöèÿ
5.1 Ãèïåðáîëè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
Ïóñòü Z � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Åãî ãèïåðáîëè÷åñêàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ X îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ôèêñèðóåì a ≥ 6 è
ñ÷èòàåì, ÷òî diam Z = 1/2 (íîðìèðóÿ ïðè íåîáõîäèìîñòè ìåòðèêó). Äëÿ
êàæäîãî k ≥ 0 ïóñòü Vk ⊂ Z � ìàêñèìàëüíàÿ rk-ðàçäåëåííàÿ ñåòü, ãäå
rk = a−k. Ñ êàæäîé òî÷êîé v ∈ Vk àññîöèèðóåì øàð B(v) ⊂ Z ðàäèóñà 2rk

ñ öåíòðîì â v. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî V = ∪k≥0Vk êàê ìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà X. Äâå âåðøèíû v, v′ ∈ V ñîåäèíåíû ðåáðîì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà îíè ëèáî ëåæàò íà îäíîì óðîâíå è B(v) ∩ B(v′) 6= ∅, ëèáî îíè
ëåæàò íà ñîñåäíèõ óðîâíÿõ Vk, Vk+1 è øàð âåðøèíû ñòàðøåãî óðîâíÿ
ñîäåðæèòñÿ â øàðå âåðøèíû ìëàäøåãî. Ââåäåì âíóòðåííþþ ìåòðèêó íà
X, â êîòîðîé ëþáîå ðåáðî èìååò äëèíó 1.

Ìíîæåñòâî V0 ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé âåðøèíû o, òàê êàê diam Z =
1
2
. Ýòó âåðøèíó ìû âñåãäà ðàññìàòðèâàåì êàê áàçèñíóþ.
Íàøåé áëèæàéùåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ãåî-

äåçè÷åñêèì ãèïåðáîëè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè
êîòîðîãî êàíîíè÷åñêè îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ Z, ∂∞X = Z.

Ìû ïîëüçóåìñÿ îáîçíà÷åíèåì |v− v′| äëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó v, v′ ∈ V
â X, è d(v, v′) äëÿ ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè â Z. Ðåáðî vv′ ⊂ X áóäåì
íàçûâàòü ãîðèçîíòàëüíûì, åñëè åãî âåðøèíû ëåæàò íà îäíîì óðîâíå, v,
v′ ∈ Vk äëÿ íåêîòîðîãî k > 0. Ðåáðà, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ ãîðèçîíòàëü-
íûìè, áóäåì íàçûâàòü ðàäèàëüíûìè.

Ëåììà 5.1. Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ Vk+1, k ≥ 0, íàéäåòñÿ âåðøèíà
v′ ∈ Vk, ñîåäèíåííàÿ ñ v ðàäèàëüíûì ðåáðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàðû 1
2
B(v), v ∈ Vk, ïîêðûâàþò Z, ïîñêîëüêó Vk �

ìàêñèìàëüíîå rk-ðàçäåëåííîå ìíîæåñòâî. Ïîñêîëüêó a ≥ 6 > 2, äëÿ ëþ-
áîé âåðøèíû v ∈ Vk+1 øàð B(v) ñîäåðæèòñÿ â øàðå B(v′) äëÿ íåêîòîðîé
âåðøèíû v′ ∈ Vk, è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû v è v′ ñîåäèíåíû ðàäèàëü-
íûì ðåáðîì.

Ñëåäñòâèå 5.2. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ãåî-
äåçè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, ïðè÷åì ìíîæåñòâî Vk ñîâïàäàåò ñî ñôåðîé
Sk(o) = ∂Bk(o) ⊂ X äëÿ ëþáîãî k ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ãðàô X ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, ëîêàëüíî êîíå÷íûì. Ïî-
ýòîìó X ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîìïàêòíûì ïðîñòðàíñòâîì. Èç ëåììû 5.1
ñëåäóåò, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà v ∈ V ñîåäèíåíà ñ o ðàäèàëüíîé êðàò÷àé-
øåé. Îòñþäà è âûòåêàåò óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 5.3. Ïóñòü vv′ ⊂ X � ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî. Òîãäà ëþáûå âåð-
øèíû w, w′, ñîñåäíèå ñ v, v′ ñîîòâåòñòâåííî è ëåæàùèå îäíèì óðîâíåì
íèæå, òàêæå ñîåäèíåíû ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øàðû B(w), B(w′) ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê ñîäåðæàò,
ñîîòâåòñòâåííî, øàðû B(v), B(v′), êîòîðûå ïåðåñåêàþòñÿ.

Îòñþäà ëåãêî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 5.4. (1) Ôóíêöèÿ óðîâíÿ íà âåðøèíàõ ëþáîé êðàò÷àéøåé
ãåîäåçè÷åñêîé â X èìååò íå áîëåå îäíîãî (ëîêàëüíî) ìèíèìàëüíîãî çíà-
÷åíèÿ.

(2) Äëÿ ëþáîé âåðøèíû v ∈ V ðàññòîÿíèå â X ìåæäó âåðøèíàìè
îäíîãî óðîâíÿ ëþáûõ äâóõ ðàäèàëüíûõ ãåîäåçè÷åñêèõ γ, γ′ ⊂ X ìåæäó o
è v íå ïðåâîñõîäèò 1.

Ëåììà 5.5. Ëþáûå âåðøèíû v, v′ ∈ V ìîæíî ñîåäèíèòü â X êðàò-
÷àéøåé, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ãîðè-
çîíòàëüíûõ ðåáåð.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü vv′v′′ ⊂ X � ãåîäåçè÷åñêàÿ ëîìàíàÿ ñ âåðøèíà-
ìè v, v′, v′′ ∈ Vk+1 äëÿ íåêîòîðîãî k ≥ 0. Òîãäà íàéäåòñÿ âåðøèíà w ∈ Vk,
äëÿ êîòîðîé ðàññòîÿíèå â Z ìåæäó òî÷êàìè v′ è w íå ïðåâîñõîäèò rk,
d(v′, w) ≤ rk. Ïîýòîìó

d(w, v) ≤ d(w, v′) + d(v′, v) ≤ rk + 4rk+1.

Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ B(v) èìååì

d(z, w) ≤ d(z, v) + d(v, w) ≤ rk + 6rk+1 ≤ 2rk,

ïîñêîëüêó a ≥ 6. Ïîýòîìó B(v) ⊂ B(w), è, àíàëîãè÷íî, B(v′′) ⊂ B(w).
Òîãäà ëîìàíàÿ vwv′′ ⊂ X ñîåäèíÿåò òå æå òî÷êè v, v′′, ÷òî è ëîìàíàÿ
vv′v′′ è èìååò òó æå äëèíó. Óòâåðæäåíèå ëåììû òåïåðü î÷åâèäíî.

Ëåììà 5.6. Ëþáûå âåðøèíû v, v′ ∈ V ìîæíî ñîåäèíèòü â X êðàò-
÷àéøåé, êîòîðàÿ ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà. Ïðè
ýòîì, åñëè òàêîå ðåáðî èìååòñÿ, òî îíî ëåæèò íà íèæíåì óðîâíå
êðàò÷àéøåé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî êðàò÷àéøàÿ γ ⊂ X ìåæäó v è v′ èìååò
ãîðèçîíòàëüíîå ðåáðî aa′ ñ âåðøèíàìè a, a′ ∈ Vk+1, êîòîðîå íå ëåæèò
íà åå íèæíåì óðîâíå. Ñîãëàñíî ëåììå 5.5 ìîæíî ñ÷èòàòü, ðåáðî ba ⊂ γ,
ñìåæíîå ñ aa′, ÿâëÿåòñÿ ðàäèàëüíûì è b ∈ Vk. Íàéäåòñÿ âåðøèíà b′ ∈ Vk
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(áûòü ìîæåò ñîâïàäàþùàÿ ñ b), äëÿ êîòîðîé d(b′, a′) ≤ rk. Òîãäà øàð
B(b′) ⊂ Z ñîäåðæèò øàð B(a′) è, ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû a′, b′ ñîåäèíå-
íû ðàäèàëüíûì ðåáðîì â X. Ïðè ýòîì øàðû B(b) è B(b′) ïåðåñåêàþòñÿ,
ïîñêîëüêó ñîäåðæàò ïåðåñåêàþùèåñÿ øàðû B(a) è B(a′) ñîîòâåòñòâåííî.
Ñëåäîâàòåëüíî, âåðøèíû b, b′ ñîåäèíåíû â X ãîðèçîíòàëüíûì ðåáðîì
(áûòü ìîæåò âûðîæäåííûì). Òàêèì îáðàçîì, ìû çàìåíèëè ôðàãìåíò
baa′ ⊂ γ ôðàãìåíòîì bb′a′ íå áîëüøåé äëèíû è ïðè ýòîì ïîíèçèëè óðî-
âåíü ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà, b, b′ ∈ Vk. Óòâåðæäåíèå ëåììû òåïåðü ëåãêî
âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 5.4 è ëåììû 5.5.

Ïðåäëîæåíèå 5.7. Ïðîñòðàíñòâî X ÿâëÿåòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèì, òî÷-
íåå, äëÿ ëþáûõ âåðøèí v, v′, v′′ ∈ V âûïîëíÿåòñÿ

(v|v′)o ≥ min{(v|v′′)o, (v
′|v′′)o} − δ

ñ δ = 3/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 5.6 íàéäåòñÿ êðàò÷àéøàÿ ìåæäó v
è v′, èìåþùàÿ íå áîëåå îäíîãî ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà. Âûáåðåì òî÷êó
w ∈ V , ÿâëÿþùóþñÿ âåðøèíîé íàèìåíüøåãî óðîâíÿ ýòîé êðàò÷àéøåé,
åñëè ãîðèçîíòàëüíûõ ðåáåð íåò; â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñ÷èòàåì, ÷òî âåðøè-
íà w èìååò óðîâåíü íà 1 ìåíüøèé, ÷åì âåðøèíû ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà,
è óäàëåíà ïî êðàéíåé ìåðå îò îäíîé èç íèõ íà ðàññòîÿíèå â Z íå áîëåå rk,
ãäå k � óðîâåíü w. Òîãäà øàð B(w) ñîäåðæèò îáà øàðà àññîöèèðîâàííûõ
ñ âåðøèíàìè ãîðèçîíòàëüíîãî ðåáðà, è ïîýòîìó âåðøèíà w ñîåäèíåíà
ðåáðàìè ñ ýòèìè âåðøèíàìè. Ñîåäèíèì òåïåðü w ñ òî÷êîé o ðàäèàëüíîé
ãåîäåçè÷åñêîé. Ýòîé äàåò ãåîäåçè÷åñêèé òðåóãîëüíèê ovv′ ⊂ X ñ ðàäè-
àëüíûìè êðàò÷àéøèìè (ov)w è (ov′)w. ßñíî, ÷òî

|o− w| ≤ (v|v′)o ≤ |o− w|+ 1

2
.

Ïðîäåëàåì òàêîå æå ïîñòðîåíèå äëÿ ïàð âåðøèí v′, v′′ è v, v′′, îáîçíà-
÷àÿ ÷åðåç w′ è w′′ ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû. Ñ÷èòàåì, íå îãðàíè÷èâàÿ
îáùíîñòè, ÷òî |o−w| ≤ |o−w′| ≤ |o−w′′|, è ïîëîæèì σ := |o−w′|−|o−w|.

Íà ðàäèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé (ov)w′′ îòìåòèì âåðøèíû w1 è w′
1, äëÿ

êîòîðûõ |o−w1| = |o−w| è |o−w′
1| = |o−w′|. Íà ðàäèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé

(ov′)w′ îòìåòèì âåðøèíó w2 ñ |o−w2| = |o−w|. Âåðøèíà w2 ëåæèò òàêæå
íà ðàäèàëüíîé ãåîäåçè÷åñêîé (ov′′)w′ . Èç ñëåäñòâèÿ 5.4(2) âûòåêàåò, ÷òî
|w1 − w2| ≤ 1 è |w′

1 − w′| ≤ 1.
Ëîìàíàÿ vw′′w′

1w
′v′ ñîåäèíÿåò â X âåðøèíû v è v′, è ïîýòîìó åå äëèíà

L ≥ |v − v′|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

L = |v − w′′|+ |w′′ − w′
1|+ |w′

1 − w′|+ |w′ − v′|.
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Ðèñ. 4: δ-ãèïåðáîëè÷íîñòü

Ëîìàíàÿ vw′′w1w2w
′v′ òàêæå ñîåäèíÿåò âåðøèíû v è v′, è åå äëèíà

L′ = |v − w′′|+ |w′′ − w1|+ |w1 − w2|+ |w2 − w′|+ |w′ − v′|
= L− |w′

1 − w′|+ 2σ + |w1 − w2|
≥ |v − v′| − |w′

1 − w′|+ 2σ + |w1 − w2|.
Äàëåå, L′ = |v − w| + |w − v′| + |w1 − w2| ≤ |v − v′| + 1 + |w1 − w2|. Èç
ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ïîëó÷àåì, ÷òî 2σ ≤ |w′

1 − w′|+ 1 ≤ 2. Òîãäà

(v|v′)o ≥ |o− w| = |o− w′| − σ ≥ min{(v|v′′)o, (v
′|v′′)o} − 1

2
− σ,

îòêóäà è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ïðåäëîæåíèÿ.
Ëåììà 5.8. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Z ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
âåðøèí vk ∈ Vk, äëÿ êîòîðîé vkvk+1 � ðàäèàëüíîå ðåáðî äëÿ êàæäîãî
k ≥ 0, è ∩kB(vk) = z. Åñëè v′k ∈ Vk � äðóãàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ
òàêèìè æå ñâîéñòâàìè, òî |v′k − vk| ≤ 1.
Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Vk ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì rk-ðàçäåëåííûì
ìíîæåñòâîì â Z, íàéäåòñÿ vk ∈ Vk ñ d(z, vk) ≤ rk. Äëÿ ëþáîé òî÷êè
z′ ∈ B(vk+1) èìååì

d(z′, vk) ≤ d(z′, vk+1) + d(vk+1, z) + d(z, vk) ≤ 2rk+1 + rk+1 + rk ≤ 2rk,

ïîñêîëüêó a ≥ 6 > 3. Ïîýòîìó B(vk+1) ⊂ B(vk), è vkvk+1 � ðàäèàëüíîå
ðåáðî. Âëîæåííûå øàðû {B(vk)} èìååò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó z,
òàê êàê èõ ðàäèóñû ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
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Äîïóñòèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü v′k ∈ Vk ðàäèàëüíà è ∩kB(v′k) = z.
Òîãäà z ∈ B(vk) ∩B(v′k) è ïîýòîìó |v′k − vk| ≤ 1.

Ëåììà 5.9. Äîïóñòèì, ÷òî ðàäèàëüíûå ãåîäåçè÷åñêèå ëó÷è

γ = ov1 . . . vk . . . , γ′ = ov′1 . . . v′k . . .

â X ïðåäñòàâëÿþò îäíó è òó æå òî÷êó ξ ∈ ∂∞X. Òîãäà |vk − v′k| ≤ 2
äëÿ ëþáîãî k ≥ 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî k ≥ 0 ïîñòðîèì ãåîäåçè÷åñêèé òðåóãîëü-
íèê ovkv

′
k ⊂ X ñ ðàäèàëüíûìè ãåîäåçè÷åñêèìè ñòîðîíàìè (ovk)wk

, (ov′k)wk

êàê â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.7.
Ñîãëàñíî óñëîâèþ (vk|v′k)o → ∞ ïðè k → ∞. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî

k ≥ 0 íàéäåòñÿ òàêîå m > k, ÷òî |o−wm| > |o−vk| = |o−v′k|. Ðàäèàëüíûå
ãåîäåçè÷åñêèå îòðåçêè ovm ⊂ γ è (ovm)wm ñîåäèíÿþò òî÷êè o è vm, ïðè÷åì
vk ∈ ovm. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 5.4(2), âåðøèíà v′′k ∈ owm ñ |o −
v′′k | = k = |o−vk| óäàëåíà îò vk íå áîëåå ÷åì íà 1. Àíàëîãè÷íî, |v′′k−v′k| ≤ 1.
Ïîýòîìó |vk − v′k| ≤ 2.

Ïðåäëîæåíèå 5.10. Ãðàíèöà íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞X êàíîíè÷åñêè ãî-
ìåîìîðôíà ïðîñòðàíñòâó Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîé òî÷êè ξ ∈ ∂∞X èìååòñÿ ðàäèàëüíûé ãåî-
äåçè÷åñêèé ëó÷ γ = ov1 . . . vk . . . ⊂ X, ïðåäñòàâëÿþùèé ýòó òî÷êó. Òî-
ãäà øàðû {B(vk)} âëîæåíû è èõ ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé
òî÷êè, ∩kB(vk) = z ∈ Z. Åñëè γ′ = ov′1 . . . v′k . . . � äðóãîé ëó÷, ïðåä-
ñòàâëÿþùèé ξ, òî, ñîãëàñíî ëåììå 5.9, äëÿ öåíòðîâ ýòèõ øàðîâ èìååì
d(vk, v

′
k) ≤ 8rk → 0 ïðè k → ∞. Ïîýòîìó ∩kB(v′k) = z. Ýòî îïðåäåëÿåò

îòîáðàæåíèå ψ : ∂∞X → Z, ψ(ξ) = z.
Ñîãëàñíî ëåììå 5.8, îïðåäåëåíî îòîáðàæåíèå η : Z → ∂∞X, ÿâëÿþ-

ùååñÿ ëåâûì è ïðàâûì îáðàòíûì ê ψ, η = ψ−1 : Z → Z. Ïîýòîìó îáà
îòîáðàæåíèÿ ψ, η áèåêòèâíû. Åñëè ξ′ → ξ â òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà
∂∞X, òî (ξ|ξ′)o → ∞. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàäèóñ íàèìåíüøåãî øàðà â Z,
ñîäåðæàùåãî òî÷êè z = ψ(ξ) è z′ = ψ(ξ′), ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Ïîýòîìó ψ
íåïðåðûâíî, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ ãîìåîìîðôèçìîì.

Ëåììà 5.11. Äëÿ ëþáûõ ξ, ξ′ ∈ ∂∞X èìååì

c1a
−(ξ|ξ′)o ≤ d(ψ(ξ), ψ(ξ′)) ≤ c2a

−(ξ|ξ′)o ,

ãäå ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå c1, c2 çàâèñÿò òîëüêî îò a, c1 = a−3,
c2 = 4

√
a.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì z = ψ(ξ), z′ = ψ(ξ′) è σ = d(z, z′). Êàê è
â äîêàçàòåëüñòâå ïðåäëîæåíèÿ 5.7 íàõîäèì áåñêîíå÷íûé ãåîäåçè÷åñêèé
òðåóãîëüíèê ξoξ′ ⊂ X ñ ðàäèàëüíûìè ëó÷àìè (oξ)w è (oξ′)w, ãäå

|o− w| ≤ (ξ|ξ′)o ≤ |o− w|+ 1

2
.

Ïîëîæèì k = |o − w|. Òîãäà d(z, z′) ≤ 4rk ≤ c2a
−(ξ|ξ′)o ïîñêîëüêó z,

z′ ∈ B(w), è øàð B(w) èìååò ðàäèóñ 2rk. Ýòî äîêàçûâàåò îöåíêó ñâåðõó.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíêè ñíèçó ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vm ∈

Vm ñ d(z, vm) ≤ rm. Òîãäà d(vm, z′) ≤ rm + σ ≤ 2rm äëÿ âñåõ rm ≥ σ, è,
ñëåäîâàòåëüíî, z′ ∈ B(vm)∩B(w′

m), ãäå w′
m ∈ (oξ′)w � âåðøèíà óðîâíÿ m.

Ïîýòîìó |vm−w′
m| ≤ 1. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîãëàñíî ëåììå 5.9, |vm−w′

m| ≥
|wm−w′

m|− 2, ãäå wm ∈ (oξ)w � âåðøèíà óðîâíÿ m. Ïðè m ≥ k +3 èìååì
|wm − w′

m| > 3. Ïîýòîìó σ > rk+3 ≥ c1a
−(ξ|ξ′)o .

Òåîðåìà 5.12. Ïóñòü Y � ñîáñòâåííîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ
ïðîäîëæèìûìè ãåîäåçè÷åñêèìè. Òîãäà ãèïåðáîëè÷åñêàÿ àïïðîêñèìàöèÿ
X ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞Y ñ êàêîé-ëèáî ìåòðèêîé âèäèìîñòè
ãðóáî ïîäîáíà ïðîñòðàíñòâó Y .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî íà Z = ∂∞Y ôèêñèðîâàíà ìåòðèêà âè-
äèìîñòè ρ îòíîñèòåëüíî òî÷êè y0 ∈ Y è ïàðàìåòðà eε äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëîãî ε > 0 (ñì. ïðåäëîæåíèå 4.5). Âûáåðåì h > 0 òàê, ÷òîáû ìåòðèêà
d = hρ èìåëà äèàìåòð 1/2 è ïîñòðîèì ãèïåðáîëè÷åñêóþ àïïðîêñèìàöèþ
ïðîñòðàíñòâà (Z, d), âûáðàâ ïðåäâàðèòåëüíî ïàðàìåòð a ≥ 6. Äàëåå, ïîä-
âåðãíåì ïðîñòðàíñòâî X ãîìîòåòèè ñ êîýôôèöèåíòîì λ = 1

ε
ln a. Äëÿ

ïðîñòðàíñòâà λX ýòî äàåò

c1e
−ελ(ξ|ξ′)o ≤ d(ξ, ξ′) ≤ c2e

−ελ(ξ|ξ′)o .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïðîñòðàíñòâà Y èìååì

c1e
−ε(ξ|ξ′)y0 ≤ ρ(ξ, ξ′) ≤ c2e

−ε(ξ|ξ′)y0 .

Îòñþäà, âñïîìèíàÿ, ÷òî d = hρ, ïîëó÷àåì

|(ξ|ξ′)y0 − λ(ξ|ξ′)o| ≤ c (∗)
äëÿ âñåõ ξ, ξ′ ∈ Z, ãäå ïîñòîÿííàÿ çàâèñèò òîëüêî îò ε, h è ïîñòîÿííûõ
ci, ci, i = 1, 2.

Îïðåäåëÿåì òåïåðü f : Y → λX, âûáèðàÿ äëÿ y ∈ Y êàêîé-ëèáî ëó÷
y0ξ ⊂ Y ñ y ∈ y0ξ è òî÷êó x = f(y) ∈ oξ, óäàëåííóþ îò o íà ðàññòîÿíèå
|y − y0|. Èç ñâîéñòâ ãèïåðáîëè÷íîñòè ïðîñòðàíñòâ Y è λX è îöåíêè (∗)
òåïåðü ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî f � ãðóáàÿ èçîìåòðèÿ.
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6 ëåêöèÿ
6.1 Ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûå ïðîñòðàíñòâà
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûì, åñëè
íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñòîÿííàÿ µ ∈ (0, 1), ÷òî äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ X è
ëþáîãî r > 0, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî X \ Br(x) íåïóñòî, âûïîëíÿåòñÿ
Br(x) \Bµr(x) 6= ∅.
Ëåììà 6.1. Ñâîéñòâî áûòü ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûì ÿâëÿåòñÿ êâàçè-
ñèììåòðè÷åñêèì èíâàðèàíòîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî îòîáðàæåíèå f : X → Y ÿâëÿåòñÿ η-
êâàçè-ñèììåòðè÷íûì ãîìåîìîðôèçìîì, è ÷òî X � µ-ðàâíîìåðíî ñîâåð-
øåííîå ïðîñòðàíñòâî. Ôèêñèðóåì òàêîå ε ∈ (0, 1), ÷òî η(ε) ≤ 1 è ν :=
1/η(1/εµ) < 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà Y � ν-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííî.

Ïóñòü y = f(x) ∈ Y . Ôèêñèðóåì a0 ∈ X ñ r0 = |x − a0| > 0. Òîãäà
íàéäåòñÿ òî÷êà a1 ∈ X ñ

εµr0 ≤ |x− a1| ≤ εr0.

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, íàõîäèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ak ∈ X ñ

εµ|x− ak−1| ≤ |x− ak| ≤ ε|x− ak−1|.

Äëÿ åå îáðàçà bk = f(ak) èìååì

ν|y − bk−1| ≤ |y − bk| ≤ η(ε)|y − bk−1|.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî |y−bk| ≤ r < |y−bk−1| êîëüöî Br(y)\Bνr(y)
ñîäåðæèò òî÷êó bk, ïîñêîëüêó |y − bk| ≥ ν|y − bk−1| > νr. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ïðîñòðàíñòâî Y ÿâëÿåòñÿ ν-ðàâíîìåðíî ñîâåðøåííûì.

6.2 Ïðîäîëæåíèå êâàçè-ñèììåòðèè
Ïóñòü f : Z → Z ′ � êâàçè-ñèììåòðè÷åñêèé ãîìåîìîðôèçì ðàâíîìåðíî
ñîâåðøåííûõ ìåòðè÷åñêèõ êîìïàêòîâ. Òîãäà f ñëåäóþùèì îáðàçîì èí-
äóöèðóåò îòîáðàæåíèå F : X → X ′ ñîîòâåòñòâóþùèõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ
àïïðîêñèìàöèé ïðîñòðàíñòâ Z, Z ′. Íàïîìíèì, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì
ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí V è åäèíè÷íûìè ðåáðàìè. Ïðè ýòîì V = ∪kVk, è
âåðøèíû v ∈ Vk ÿâëÿþòñÿ øàðàìè ðàäèóñà 2rk = 2a−k, a ≥ 6, öåíòðû
êîòîðûõ (îáîçíà÷àåìûå òàêæå v) îáðàçóþò ìàêñèìàëüíîå rk-ðàçäåëåííîå
ìíîæåñòâî â Z.
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Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V íàéäåòñÿ âåðøèíà F (v) ∈ V ′ íàèáîëüøå-
ãî óðîâíÿ, äëÿ êîòîðîé øàð B(F (v)) ∈ V ′ ñîäåðæèò ìíîæåñòâî f(B(v)) ⊂
Z ′. Ýòî îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå F : V → V ′. Çàìåòèì, ÷òî åñëè B(v′) ⊃
f(B(v)) äëÿ êàêîé-ëèáî âåðøèíû v ∈ V ′ òîãî æå óðîâíÿ, ÷òî è F (v), òî
|v′ − F (v)| ≤ 1, ïîñêîëüêó øàðû B(v′) è B(F (v)) ïåðåñåêàþòñÿ.

Òåîðåìà 6.2. Îòîáðàæåíèå F : V → V ′ îïðåäåëÿåò êâàçè-èçîìåòðèþ
X → X ′ ñ êîýôôèöèåíòàìè çàâèñÿùèìè òîëüêî îò a, µ, η, êîòîðàÿ èí-
äóöèðóåò èñõîäíûé ãîìåîìîðôèçì f : Z → Z ′ ãðàíèö íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî ðàñïàäàåòñÿ íà ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Ëåììà 6.3. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âåðøèí v ∈ Vk, v′ ∈ Vm øàðû B(v),
B(v′) ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà |v − v′| ≤ |m− k|+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî.

Ëåììà 6.4. Äîïóñòèì, ÷òî âåðøèíû v1, v2 ∈ V ñîåäèíåíû ðåáðîì. Åñëè
òî÷êè v′1 = F (v1), v′2 = F (v2) ëåæàò íà îäíîì óðîâíå, òî |v′1 − v′2| ≤ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýòî î÷åâèäíî.

Ëåììà 6.5. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ âåðøèíû v ∈ V âåðøèíà F (v) ëåæèò
íà k-òîì óðîâíå, F (v) ∈ V ′

k. Òîãäà äëÿ D ≥ max{d(z, f(v)) : z ∈ f(B(v))}
íàéäåòñÿ òàêîå n ≤ k, ÷òî rn+1 ≤ D.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåì ìàêñèìàëüíîå n ñ rn ≥ D. Òîãäà rn+1 < D è
íàéäåòñÿ âåðøèíà v′ ∈ V ′

n ñ d(v′, f(v)) ≤ rn. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ f(B(v))
èìååì

d(z, v′) ≤ d(z, f(v)) + d(f(v), v′) ≤ D + rn ≤ 2rn.

Ïîýòîìó øàð B(v′) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî f(B(v)). Ñëåäîâàòåëüíî, k ≥
n.

Ëåììà 6.6. Äëÿ ëþáûõ ñîñåäíèõ âåðøèí v1, v2 ∈ V èìååì

diam f(B(vi+1)) ≤ 2η(2a/µ) diam f(B(vi))

äëÿ i = 1, 2, ãäå i + 1 áåðåòñÿ ïî mod 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî óðîâåíü òî÷êè v1 íå áîëüøå óðîâíÿ òî÷-
êè v2, êîòîðûé ðàâåí k + 1, ò.å. v2 ∈ Vk+1, v1 ∈ Vk ∪ Vk+1.

Íàéäóòñÿ òî÷êè zi ∈ B(vi) ñ d(zi, vi) ≥ 2µrk+1, i = 1, 2. Òîãäà äëÿ
z ∈ B(vi+1) èìååì

d(z, vi) ≤ d(z, vi+1) + d(vi+1, vi) ≤ 4rk,
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ïîñêîëüêó åñëè v1, v2 ëåæàò íà îäíîì óðîâíå, òî ñðåäíèé ÷ëåí ýòîãî
íåðàâåíñòâà ≤ 2rk+1+4rk+1 < 4rk, à åñëè îíè íà ðàçíûõ óðîâíÿõ, ñðåäíèé
÷ëåí ýòîãî íåðàâåíñòâà ≤ 2rk + 2rk ≤ 4rk. Ïîýòîìó d(z, vi) ≤ 2a

µ
d(zi, vi).

Ñëåäîâàòåëüíî

d(f(z), f(vi)) ≤ η(2a/µ)d(f(zi), f(vi)) ≤ η(2a/µ) diam f(B(vi)),

è diam f(B(vi+1)) ≤ 2η(2a/µ) diam f(B(vi)).

Ïðåäëîæåíèå 6.7. Ïóñòü vi ∈ V , v′i = F (vi) ∈ V ′, i = 1, 2, è |v1− v2| =
1. Òîãäà |v′1 − v′2| ≤ Mf , ãäå Mf = loga (8a2η(2a/µ)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî v′1 ∈ V ′
k , v′2 ∈ V ′

m. Åñëè k = m, òî |v′1 −
v′2| ≤ 1 ïî ëåììå 6.4. Ïîýòîìó ñ÷èòàåì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî k < m.

Ñîãëàñíî ëåììå 6.5 íàéäåòñÿ n ≤ k ñ rn+1 ≤ diam f(B(v1)). Øàð B(v′2)
èìååò ðàäèóñ 2rm è ñîäåðæèò ìíîæåñòâî f(B(v2)). Ïîýòîìó, ïîëüçóÿñü
ëåììîé 6.6, ïîëó÷àåì

4rm ≥ diam f(B(v2)) ≥ 1

2η(2a/µ)
diam f(B(v1)) ≥ 1

2η(2a/µ)
rn+1.

Ñëåäîâàòåëüíî, rn/rm ≤ 8aη(2a/µ) è

|m− k| ≤ m− n ≤ loga (8aη(2a/µ)) .

Ïî ëåììå 6.3, |v′1 − v′2| ≤ |m− k|+ 1 ≤ Mf .

Ðàññìîòðèì îáðàòíûé ãîìåîìîðôèçì g = f−1 : Z ′ → Z. Îí òàêæå
èíäóöèðóåò îòîáðàæåíèå G : V ′ → V . Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � ïîêàçàòü,
÷òî êîìïîçèöèÿ G ◦ F : V → V íàõîäèòñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè îò
òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ,

|v −G ◦ F (v)| ≤ C < ∞

äëÿ âñåõ v ∈ V .

Ëåììà 6.8. Åñëè v ∈ Vk, v′ ∈ Vm è B(v) ⊂ B(v′), òî m− k ≤ loga
2
µ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ z ∈ B(v) ñ d(z, v) ≥ 2µrk. Èìååì d(v, v′) ≤
2rm, ïîñêîëüêó v ∈ B(v′). Òî÷êà z ëåæèò òàêæå â øàðå B(v′). Ïîýòîìó

2rm ≥ d(z, v′) ≥ d(z, v)− d(v, v′) ≥ 2µrk − 2rm.

Îòñþäà µrk ≤ 2rm è m− k ≤ loga
2
µ
.
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Ëåììà 6.9. Ïóñòü v ∈ Vk, G ◦ F (v) ∈ Vm. Òîãäà m− k ≤ loga
2
µ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì v′ = F (v). Øàð B(v′) ñîäåðæèò ìíîæåñòâî
f(B(v)). Ïîýòîìó g(B(v′)) ⊃ B(v) è, ñëåäîâàòåëüíî, B(G ◦ F (v)) ⊃ B(v).
Óòâåðæäåíèå òåïåðü ñëåäóåò èç ëåììû 6.8.

Ïðåäëîæåíèå 6.10. Äëÿ âñåõ v ∈ V èìååì

|v −G ◦ F (v)| ≤ Mgf ,

ãäå Mgf = 1 + max{loga
2
µ
, loga(2aη′(4a))}, η′ = η−1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôèêñèðóåì v ∈ Vk è ïóñòü v′ = F (v) ∈ V ′
p , G ◦ F (v) ∈

Vm. Ïî ëåììå 6.9 èìååì m− k ≤ loga
2
µ
.

Îöåíèì òåïåðü ñâåðõó âåëè÷èíó k −m. Ïî ëåììå 6.5 íàéäåòñÿ n ≤ p
ñ rn+1 ≤ D = max{d(z, f(v) : z ∈ f(B(v))}. Òîãäà äëÿ z′ ∈ f(B(v)) ñ
d(z′, f(v)) = D è ëþáîé òî÷êè z′′ ∈ B(v′) èìååì

d(z′′, f(v)) ≤ 4rp ≤ 4rn ≤ 4aD = 4ad(z′, f(v)).

Ñëåäîâàòåëüíî

d(g(z′′), v) ≤ η′(4a)d(g(z′), v) ≤ η′(4a)2rk

è max{d(z, v) : z ∈ g(B(v′))} ≤ 2η′(4a)rk. Ïî ëåììå 6.5 íàéäåòñÿ q ≤ m ñ
rq+1 ≤ 2η′(4a)rk. Òîãäà rq/rk ≤ 2aη′(4a) è k −m ≤ k − q ≤ loga(2aη′(4a)).

Òàêèì îáðàçîì,

|k −m| ≤ max{loga(2/µ), loga(2aη′(4a))}.
Ïîñêîëüêó B(v) ⊂ B(G◦F (v)), ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ëåììó 6.3, êîòîðàÿ
äàåò |v −G ◦ F (v)| ≤ |k −m|+ 1 ≤ Mgf .

6.2.1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 6.2
Èç ïðåäëîæåíèÿ 6.7 íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèÿ F : V → V ′,
G : V ′ → V ÿâëÿþòñÿ ëèïøèöåâûìè, |F (v1) − F (v2)| ≤ Mf · |v1 − v2|,
|G(v′1) − G(v′2)| ≤ Mg · |v′1 − v′2| äëÿ ëþáûõ vi ∈ V , v′i ∈ V ′, i = 1, 2. Èç
ïðåäëîæåíèÿ 6.10 ïîëó÷àåì, ÷òî F è G ÿâëÿþòñÿ ïî÷òè îáðàòíûìè äðóã
ê äðóãó, |v − G ◦ F (v)| ≤ Mgf , |v′ − F ◦ G(v′)| ≤ Mfg äëÿ âñåõ v ∈ V ,
v′ ∈ V ′. Òàêèì îáðàçîì, îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òî F èíäóöèðóåò èñõîäíûé
ãîìåîìîðôèçì f : Z → Z ′.

Ñîãëàñíî óæå äîêàçàííîìó, F : X → X ′ ÿâëÿåòñÿ êâàçè-èçîìåòðèåé
ãèïåðáîëè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ. Ñëåäîâàòåëüíî, F èíäóöèðóåò ãîìåîìîð-
ôèçì ∂∞F : Z → Z ′. Äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Z è ãåîäåçè÷åñêîãî ëó÷à
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γ = ov1 . . . vn . . . ⊂ X ñ ∂∞γ = z íàéäåòñÿ åäèíñòâåííûé ãåîäåçè÷åñêèé
ëó÷ γ′ = o′ξ′ ⊂ X ′, ξ′ = ∂∞F (z), ëåæàùèé íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè â X ′

îò êâàçè-ëó÷à F (γ).
Çàìåòèì, ÷òî vn → z â Z ïðè n → ∞, è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü v′n = F (vn) ∈ V ′
k(n). Òîãäà, î÷åâèäíî, k(n) → ∞ ïðè n → ∞. Ïðè

ýòîì d(f(vn), v′n) ≤ 2rk(n) è, ïîñêîëüêó f(vn) → f(z), èìååì v′n → f(z) â
Z ′ ïðè n →∞. Ñëåäîâàòåëüíî âåðøèíû ëó÷à γ′ òàêæå ñõîäÿòñÿ ê f(z) â
Z ′. Ýòî âëå÷åò ξ′ = f(z) è ∂∞F = f .
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×àñòü II. Ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ
êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé

7 ëåêöèÿ
Òåîðèÿ ðàçìåðíîñòè

7.1 Òðè îïðåäåëåíèÿ òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòè
Ïóñòü X � êîìïàêòíîå ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, U � åãî îòêðûòîå ïî-
êðûòèå. Ðàçìåðîì ïîêðûòèÿ U áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíó mesh(U) =
sup{diam U : U ∈ U}. Êðàòíîñòüþ ïîêðûòèÿ U íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøåå
÷èñëî åãî ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

7.1.1 Ïåðâîå îïðåäåëåíèå
Òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X, dim1 X, íàçûâàåòñÿ òà-
êîå íàèìåíüøåå öåëîå n, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîêðûòèå X
n + 1 îòêðûòûì ìíîæåñòâîì Uj = ∪αUjα, j = 1, . . . , n + 1, äëÿ êîòîðîãî

• Ujα ∩ Ujα′ = ∅ äëÿ êàæäîãî j = 1, . . . , n + 1 è âñåõ α 6= α′;

• ïîêðûòèå {Ujα} ïðîñòðàíñòâà X èìååò ðàçìåð < ε.

7.1.2 Âòîðîå îïðåäåëåíèå
Òîïîëîãè÷åñêîé ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà X, dim2 X, íàçûâàåòñÿ òà-
êîå íàèìåíüøåå öåëîå n, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò îòêðûòîå
ïîêðûòèå U ïðîñòðàíñòâà X ñ mesh(U) < ε êðàòíîñòè ≤ n + 1.

7.1.3 Òðåòüå îïðåäåëåíèå
Äëÿ ìíîæåñòâà èíäåêñîâ J ìû ïîëàãàåì RJ � åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî
ôóíêöèé J → R ñ êîíå÷íûìè íîñèòåëÿìè, ò.å. x ∈ RJ òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîîðäèíàò xj = x(j) îòëè÷íî îò íóëÿ.
Ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

|x− x′|2 =
∑
j∈J

(xj − x′j)
2.

Ïóñòü ∆J ⊂ RJ � ñòàíäàðòíûé ñèìïëåêñ, ò.å. x ∈ ∆J òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà xj ≥ 0 äëÿ âñåõ j ∈ J è

∑
j∈J xj = 1.
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Ëþáîé n-ìåðíûé ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ P èçîìîðôåí ïîäêîì-
ïëåêñó â ∆J ⊂ RJ äëÿ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà èíäåêñîâ. J . Êàæäûé ñèì-
ïëåêñ σ ⊂ P àôôèííî èçîìîðôåí ñòàíäàðòíîìó k-ñèìïëåêñó ∆k ⊂ Rk+1,
k = dim σ (òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíå÷íîãî J , dim ∆J = |J | − 1).

Òîïîëîãè÷åñêàÿ ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà X, dim3 X, åñòü òàêîå íàè-
ìåíüøåå öåëîå n, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðà-
æåíèå p : X → P â n-ìåðíûå ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ P , äëÿ êîòîðî-
ãî ïîêðûòèå {p−1(stv) : v ∈ P} ïðîñòðàíñòâà X ïðîîáðàçàìè îòêðûòûõ
çâåçä stv ⊂ P âåðøèí P èìååò ðàçìåð < ε.

7.2 Ýêâèâàëåíòíîñòü îïðåäåëåíèé
Ïðåäëîæåíèå 7.1. Äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàí-
ñòâà X èìååì

dim1 X = dim2 X = dim3 X.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî dim2 X ≤ dim1 X ñðàçó ñëåäóåò èç îïðå-
äåëåíèé. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà dim3 X ≤ dim2 X îáîçíà÷èì n = dim2 X.
Äëÿ êàæäîãî ε > 0 ìû èìååì îòêðûòîå ïîêðûòèå U = {Uj}j∈J ïðî-
ñòðàíñòâà X êðàòíîñòè ≤ n + 1 è ðàçìåðà mesh(U) < ε. Èñïîëüçóÿ ýòè
äàííûå, ìû ïîñòðîèì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : X → ∆J , îáðàç êîòî-
ðîãî ëåæèò â n-ìåðíîì ïîäêîìïëåêñå P ⊂ ∆J . Êîíñòðóöèÿ íàçûâàåòñÿ
áàðèöåíòðè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì.

Äëÿ j ∈ J îïðåäåëèì qj : X → R êàê qj(x) = dist(x,X \ Uj). Òî-
ãäà

∑
j∈J qj(x) > 0 äëÿ êàæäîãî x ∈ X. Òåïåðü ìû ïîëàãàåì pj(x) =

qj(x)/
∑

j∈J qj(x). Òîãäà p : X → ∆J íåïðåðûâíî. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæ-
äîãî x ∈ X èìååòñÿ ñàìîå áîëüøåå n + 1 íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà pj(x),
j ∈ J , îáðàç p(X) ëåæèò â íåêîòîðîì n-ìåðíîì ïîäêîìïëåêñå P ⊂ ∆J .
Äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ P ïðîîáðàç åå îòêðûòîé çâåçäû p−1(stv) ⊂
X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì ýëåìåíòå ïîêðûòèÿ U . Ïîýòîìó ïîêðûòèå
{p−1(stv) : v ∈ P} èìååò ðàçìåð < ε. Òàêèì îáðàçîì, dim3 X ≤ dim2 X.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî dim1 X ≤ dim3 X, ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî ε > 0 èìååòñÿ íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå p : X → P â n-ìåðíûå
ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ P , äëÿ êîòîðîãî ïîêðûòèå {p−1(stv) : v ∈ P}
ïðîñòðàíñòâà X èìååò ðàçìåð < ε. Êàæäûé j-ìåðíûé ñèìïëåêñ σ ⊂ P
îòìå÷åí ñâîèì áàðèöåíòðîì, êîòîðûé åñòü âåðøèíà vσ ïåðâîãî áàðèöåí-
òðè÷åñêîãî ïîäðàçäåëåíèÿ ba P êîìïëåêñà P . Ïóñòü Pj � îáúåäèíåíèå
îòêðûòûõ çâåçä Pjσ ïîäðàçäåëåíèÿ ba P âñåõ âåðøèí vσ ñ dim σ = j,

Pj =
⋃

dim σ=j

Pjσ.

38



Òîãäà Pjσ ∩ Pjσ′ = ∅ äëÿ σ 6= σ′ è P = ∪n
j=0Pj. Òåïåðü ìû ïîëàãàåì Ujσ =

p−1(Pjσ), Uj = p−1(Pj). Òîãäà X = ∪n
j=0Uj è Ujσ ∩ Ujσ′ = ∅ äëÿ êàæäîãî

j = 0, . . . , n è âñåõ σ 6= σ′. Áîëåå òîãî, çâåçäû Pjσ ïîäðàçäåëåíèÿ ba P
ñîäåðæàòñÿ â ñîîòâåòñòâóþùèõ îòêðûòûõ çâåçäàõ êîìïëåêñà P , ïîýòîìó
ïîêðûòèå {Ujσ} èìååò ðàçìåð < ε. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî dim1 X ≤ dim3 X.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç dim X îáùåå çíà÷åíèå

dim1 X = dim2 X = dim3 X.

7.3 Ëåììà Øïåðíåðà
Ïóñòü X = ∆n � n-ìåðíûé ñèìïëåêñ. Áåðÿ åãî k-òîå áàðèöåíòðè÷åñêîå
ïîäðàçäåëåíèå bak ∆n è ðàññìàòðèâàÿ ïîêðûòèå îòêðûòûìè çâåçäàìè
ýòîãî ïîäðàçäåëåíèÿ, ëåãêî ïîëó÷àåì, ÷òî dim ∆n ≤ n. Äîêàçàòåëüñòâî
îöåíêè ñíèçó dim ∆n ≥ n îïèðàåòñÿ íà ëåììó Øïåðíåðà.
Ëåììà 7.2. Ïóñòü T � òðèàíãóëÿöèÿ ñèìïëåêñà ∆n. Äîïóñòèì, ÷òî
êàæäîé âåðøèíå t ∈ T ñîïîñòàâëåíà âåðøèíà φ(t) ñèìïëåêñà ∆n, ïðè-
÷åì φ(t) åñòü îäíà èç âåðøèí òîé ãðàíè ñèìïëåêñà ∆n, íà êîòîðîé
ëåæèò òî÷êà t. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîé n-ìåðíûé ñèìïëåêñ T n =
[t0 . . . tn] ⊂ T , ÷òî âñå âåðøèíû φ(t0), . . . , φ(tn) ïîïàðíî ðàçëè÷íû.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü T n

1 , . . . , T n
s � âñå n-ìåðíûå ñèìïëåêñû òðèàíãó-

ëÿöèè T . Íàçîâåì ñèìïëåêñ íîðìàëüíûì, åñëè åãî âåðøèíàì ñîîòâåò-
ñòâóþò ðàçëè÷íûå âåðøèíû ñèìïëåêñà ∆n. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî
íîðìàëüíûõ ñèìïëåêñîâ íå÷åòíî.

Äëÿ n = 0 ýòî î÷åâèäíî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå äîêàçà-
íî äëÿ âñåõ (n − 1)-ìåðíûõ ñèìïëåêñîâ, è äîêàæåì åãî äëÿ ∆n. Ãðàíü
ðàçìåðíîñòè n− 1 ñèìïëåêñà T n

i íàçîâåì îòìå÷åííîé, åñëè åå âåðøèíàì
ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíû e1, . . . , en ñèìïëåêñà ∆n = [e0e1 . . . en]. Çàìåòèì,
÷òî ÷èñëî îòìå÷åííûõ ãðàíåé ñèìïëåêñà T n

i åñòü ëèáî 0, ëèáî 1, ëèáî 2,
ïðè÷åì ó âñåõ íîðìàëüíûõ ñèìïëåêñîâ è òîëüêî ó íèõ ýòî ÷èñëî ðàâíî 1.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè T n

i íîðìàëåí, òî ÷èñëî åãî îòìå÷åííûõ ãðàíåé ðàâ-
íî 1; åñëè T n

i íå ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì, íî ñîäåðæèò îòìå÷åííóþ ãðàíü,
òî äëÿ îñòàâøåéñÿ âåðøèíû t0i ∈ T n

i èìååì φ(t0i ) ∈ {e1, . . . , en}. Ïîýòîìó
ó T n

i åñòü åùå îäíà îòìå÷åííàÿ ãðàíü, êîòîðàÿ ñîäåðæèò âåðøèíó t0i , è
äðóãèõ îòìå÷åííûõ ãðàíåé íåò.

Ïóñòü ai � ÷èñëî îòìå÷åííûõ ãðàíåé ó ñèìïëåêñà T n
i . Ïîëîæèì

a =
s∑

i=1

ai.
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Òîãäà ÷èñëî íîðìàëüíûõ ñèìïëåêñîâ èìååò òó æå ÷åòíîñòü, ÷òî è a. Ïî-
ýòîìó äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî a íå÷åòíî. Ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî a äðóãèì
ñïîñîáîì: åñëè îäíà èç ãðàíåé ðàçìåðíîñòè n− 1 ñèìïëåêñîâ T n

1 , . . . , T n
s

ëåæèò âíóòðè ∆n, òî ê íåé ïðèìûêàþò â òî÷íîñòè 2 ñèìïëåêñà èç ýòîãî
ñïèñêà. Ïîýòîìó åå âêëàä â a ÷åòíûé; åñëè òàêàÿ ãðàíü ëåæèò íà êàêîé-
ëèáî ñîáñòâåííîé ãðàíè ñèìïëåêñà ∆n, îòëè÷íîé îò [e1 . . . en], òî â ñèëó
óñëîâèÿ äëÿ φ îíà íå ìîæåò áûòü îòìå÷åííîé, è åå âêëàä â a ðàâåí íóëþ.
Îñòàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà òàêàÿ ãðàíü ëåæèò íà [e1 . . . en]. ßñíî, ÷òî â ýòîì
ñëó÷àå åå âêëàä â a ðàâåí 0 èëè 1. Ïî èíäóêöèîííîìó ïðåäïîëîæåíèþ
÷èñëî ãðàíåé, äàþùèé âêëàä 1 â a, íå÷åòíî. Ïîýòîìó a íå÷åòíî.
Òåîðåìà 7.3. dim ∆n = n.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðè ëþáîì ε > 0 âñÿêîå îò-
êðûòîå ïîêðûòèå ñèìïëåêñà ∆n, èìåþùåå ðàçìåð < ε, èìååò êðàòíîñòü
≥ n + 1. Ïóñòü ε íàñòîëüêî ìàëî, ÷òî íèêàêîå ìíîæåñòâî äèàìåòðà ≤ ε
íå ïåðåñåêàåòñÿ ñî âñåìè (n− 1)-ìåðíûìè ãðàíÿìè ñèìïëåêñà ∆n. Ïóñòü
U = {U0, . . . , Us} êàêîå-ëèáî îòêðûòîå ïîêðûòèå ðàçìåðà < ε. Ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ei ∈ Ui äëÿ i = 0, . . . , n. Åñëè s > n, òî ìîäèôèöèðóåì ïî-
êðûòèå U òàê: íàéäåòñÿ ãðàíü ∆n−1

i , íå ïåðåñåêàþùàÿñÿ ñ Us; âû÷åðêíåì
èç U ýëåìåíò Us è çàìåíèì Ui íà Ui ∪Us; ïîëó÷èì ïîêðûòèå U (1), â êîòî-
ðîì ÷èñëî ýëåìåíòîâ s − 1, êðàòíîñòü íå óâåëè÷èëàñü è ëþáîé ýëåìåíò
èç U (1), ñîäåðæàùèé âåðøèíó ñèìïëåêñà ∆n, íå ïåðåñåêàåò ïðîòèâîïî-
ëîæíóþ ãðàíü. Ïîâòîðÿÿ ýòó ïðîöåäóðó íóæíîå ÷èñëî ðàç, ïîëó÷àåì
ïîêðûòèå V = {V0, . . . , Vn}, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì

• êðàòíîñòü V íå ïðåâîñõîäèò êðàòíîñòè U ;
• ei ∈ Vi äëÿ âñåõ i = 0, . . . , n;

• Vi íå ïåðåñåêàåò ãðàíü ∆n−1
i ñèìïëåêñà ∆n.

Ñëåãêà óìåíüøàÿ ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ è áåðÿ çàìûêàíèÿ, ìîæíî ñ÷è-
òàòü ê òîìó æå, ÷òî ïîêðûòèå V � çàìêíóòîå. Åñëè i îòëè÷íî îò i0, . . . , ir,
òî ãðàíü [e0 . . . er] ⊂ ∆n−1

i , à çíà÷èò Vi íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ [e0 . . . er]. Ñëåäî-
âàòåëüíî, [e0 . . . er] ⊂ Vi0 ∪ · · · ∪ Vir . Âîçüìåì òåïåðü äîñòàòî÷íî ìåëêóþ
òðèàíãóëÿöèþ T ñèìïëåêñà ∆n è äëÿ âåðøèíû t ∈ T âûáåðåì âåðøèíó
φ(t) = ei òàêóþ, ÷òî t ∈ Vi. Òîãäà âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ ëåììû Øïåð-
íåðà. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ñèìïëåêñ T n ⊂ T , êîòîðûé ïåðåñåêàåòñÿ ñî
âñåìè ýëåìåíòàìè ïîêðûòèÿ V . Ïîñêîëüêó òðèàíãóëÿöèþ ìîæíî âûáè-
ðàòü ñêîëü óãîäíî ìåëêîé, à ýëåìåíòû ïîêðûòèÿ V çàìêíóòû, îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ V ðàâíà n + 1, à êðàòíîñòü ïîêðûòèÿ
U � íå ìåíåå n + 1.
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8 ëåêöèÿ
Ãèïåðáîëè÷åñêèé ðàíã è ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé

êîðàíã

Ïóñòü X � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì âñå ñîáñòâåííûå
CAT(−1) ïðîñòðàíñòâà Y êâàçè-èçîìåòðè÷åñêè âëîæåííûå â X, è îïðå-
äåëèì ãèïåðáîëè÷åñêèé ðàíã ïðîñòðàíñòâà X êàê

rankh X = sup
Y

dim ∂∞Y,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì òàêèì Y . Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñðàçó
âûòåêàåò ìîíîòîííîñòü ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàíãà, ò.å. åñëè åñòü êâàçè-
èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå X → X ′, òî rankh X ≤ rankh X ′. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ãèïåðáîëè÷åñêèé ðàíã � êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò. Ýòîò èí-
âàðèàíò ÿâëÿåòñÿ ìåðîé ãèïåðáîëè÷íîñòè, èìåþùåéñÿ â ïðîñòðàíñòâå, è
åãî âû÷èñëåíèå èëè îöåíêè êàê ñâåðõó, òàê è ñíèçó, ÷àñòî ïðåäñòàâëÿþò
èíòåðåñíóþ è íåòðèâèàëüíóþ çàäà÷ó.

Åñëè X � ñîáñòâåííîå CAT(−1) ïðîñòðàíñòâî, òî rankh X = dim ∂∞X.
Äåéñòâèòåëüíî, òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå X → X ïîêàçûâàåò, ÷òî
rankh X ≥ dim ∂∞X. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáîå êâàçè-èçîìåòðè÷íîå âëî-
æåíèå f : Y → X CAT(−1) ïðîñòðàíñòâà Y èíäóöèðóåò ñîãëàñíî òåîðå-
ìå ñòàáèëüíîñòè ãåîäåçè÷åñêèõ òîïîëîãè÷åñêîå âëîæåíèå ∂∞f : ∂∞Y →
∂∞X, è dim ∂∞X ≥ dim ∂∞Y . Ïîýòîìó rankh X ≤ dim ∂∞X.

Ïîëó÷åíèå îöåíêè ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàíãà ñâåðõó äëÿ ïðîñòðàíñòâ,
íå ÿâëÿþùèõñÿ ãèïåðáîëè÷åñêèìè, çíà÷èòåëüíî òðóäíåå, è òðåáóåò ââå-
äåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèõ èíâàðèàíòîâ.

8.1 Îïðåäåëåíèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî êîðàíãà
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå g : X → T òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê íåïðåðûâíîå ðàññëîåíèå

X =
⋃
t∈T

g−1(t)

ïðîñòðàíñòâà X íàä T . Åãî ðàíã åñòü rank(g) = supK dim g(K), ãäå ñó-
ïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîìïàêòàì K ⊂ X. Ãðóáî ãîâîðÿ, ñóáýêñïîíåí-
öèàëüíûé êîðàíã ïðîñòðàíñòâà X åñòü íàèìåíüøèé ðàíã íåïðåðûâíûõ
ðàññëîåíèé g : X → T , âñå ñëîè êîòîðûõ èìåþò ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé
ðîñò.
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Íàïðèìåð, äëÿ X = Hn×Rm ðàññëîåíèå g : X → Hn, ÿâëÿþùååñÿ ïðî-
åêöèåé íà ïåðâûé ñîìíîæèòåëü, ñóáýêñïîíåíöèàëüíî, è åãî ðàíã ðàâåí
n = dim Hn. Îäíàêî, ýòî íå ñàìûé ìàëåíüêèé ðàíã ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ
ðàññëîåíèé ïðîñòðàíñòâà X. Ñîìíîæèòåëü Hn èìååò ñóáýêïîíåíöèàëü-
íîå ðàññëîåíèå g1 : Hn → Rn−1 � ïðîåêöèÿ íà ôèêñèðîâàííóþ îðèñôåðó
S ⊂ Hn èç åå öåíòðà. Ðàíã ýòîãî ðàññëîåíèÿ ðàâåí n − 1, ïîýòîìó X
äîïóñêàåò íåïðåðûâíîå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå ðàññëîåíèÿ ðàíãà n− 1.

Òî÷íîå îïðåäåëåíèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî êîðàíãà íåñêîëüêî ñëîæ-
íåå, ïîñêîëüêó ìû õîòèì èìåòü êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèé èíâàðèàíò, à ñîâ-
ìåñòèòü óñëîâèå íåïðåðûâíîñòè ñëîåíèÿ ñ êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèìè îòîá-
ðàæåíèÿìè íåïðîñòî.

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäìíîæåñòâî A ⊂ X íàçûâàåòñÿ ñåòüþ, åñëè äëÿ
íåêîòîðîé ïîñòîÿííîé C ëþáàÿ òî÷êà x ∈ X óäàëåíà îò A íà ðàññòîÿíèå
íå áîëåå C. Ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ δ-ðàçäåëåííûì, δ > 0, åñëè |a−a′| ≥
δ äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ a, a′ ∈ A. Åñëè Xδ ⊂ X ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé δ-
ðàçäåëåííîé ñåòüþ, òî øàðû Bδ(a), a ∈ Xδ, ïîêðûâàþò X.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôèêñèðîâàíû ìàêñèìàëüíàÿ ñåòü Xδ è σ ≥ δ. Ìû
îïðåäåëÿåì ðàçìåð ìíîæåñòâà A ⊂ X (îòíîñèòåëüíî Xδ è σ) êàê ÷èñëî

sizeXδ,σ(A) ∈ N ∪ {∞}
òî÷åê x ∈ Xδ, äëÿ êîòîðûõ øàðû Bσ(x) ïåðåñåêàþò A. Òåïåðü ìû ìîæåì
ñôîðìóëèðîâàòü îñíîâíîå îïðåäåëåíèå.

Íåïðåðûâíîå ðàññëîåíèå g : X → T íàçûâàåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëü-
íûì, åñëè äëÿ ëþáîé ìàêñèìàëüíîé ðàçäåëåííîé ñåòè Xδ ⊂ X (ñ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèì δ), ëþáîãî σ ≥ δ è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ïîñòîÿííàÿ R0 = R0(Xδ, σ, ε) ≥ 1, ÷òî äëÿ âñåõ R ≥ R0 è âñåõ t ∈ T
èìååì

1

R
ln sizeXδ,σ

(
g−1(t) ∪BR(x0)

)
< ε

äëÿ íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé òî÷êè x0 ∈ X; ÿñíî, ÷òî ýòî ñâîéñòâî íå
çàâèñèò îò âûáîðà x0.

Ñóáýêñïîíåíöèàëüíûé êîðàíã ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà X îïðåäå-
ëÿåòñÿ êàê

corank X = sup
Z∼X

inf rank(g : Z → T ),

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòðàíñòâàì Z êâàçè-èçîìåòðè÷íûì X,
à èíôèìóì � ïî âñåì ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì ðàññëîåíèÿì ïðîñòðàíñòâà
Z.
Ëåììà 8.1. Åñëè f : X → Z � íåïðåðûâíîå êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîå îòîá-
ðàæåíèå è g : Z → T � íåïðåðûâíîå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå ðàññëîåíèå, òî
g ◦ f : X → T � íåïðåðûâíîå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå ðàññëîåíèå.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ÷èòàåì, ÷òî f ÿâëÿåòñÿ (a, b)-êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèì.
Ôèêñèðóåì x0 ∈ X è ïîëîæèì z0 = f(x0). Ïóñòü δ0, σ0 ≥ δ0 � ïîñòîÿííûå
ðàçäåëåíèÿ è ðàäèóñà äëÿ èçìåðåíèÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
g. Ïîëîæèì δ = a(δ0 + b) è âûáåðåì ìàêñèìàëüíóþ ðàçäåëåííóþ ñåòü
Xδ ⊂ X. Òîãäà

|f(x)− f(x′)| ≥ 1

a
|x− x′| − b ≥ 1

a
δ − b ≥ δ0

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x, x′ ∈ Xδ. Ïîýòîìó f(Xδ) ⊂ Z ÿâëÿåòñÿ δ0-
ðàçäåëåííûì ïîäìíîæåñòâîì. Íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ ðàçäåëåííóþ ñåòü
Zδ0 ⊃ f(Xδ).

Äàëåå, ôèêñèðóåì σ ≥ max{δ, 1
a
(σ0−b)} è ðàññìîòðèì t ∈ T . Åñëè øàð

Bσ(x) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî (g ◦ f)−1(t) ∩ BR(x0) äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè
x ∈ Xδ, òî åãî îáðàç f(Bσ(x)) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî g−1(t) ∩ BaR+b(z0)
ïîñêîëüêó f(BR(x0)) ⊂ BaR+b(z0). Êðîìå òîãî, f(Bσ(x)) ⊂ Baσ+b(f(x)).
Ïîýòîìó øàð Baσ+b(f(x)) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî g−1(t) ∩BaR+b(z0), è ìû
èìååì

sizeXδ,σ

(
(g ◦ f)−1(t) ∩BR(x0)

) ≤ sizeZδ0
,aσ+b

(
g−1(t) ∩BaR+b(z0)

)

äëÿ êàæäîãî R > 0, t ∈ T . Ôèêñèðóåì ε > 0. Òîãäà äëÿ aR + b ≥
R0(Zδ0 , aσ + b, ε

a+b
) èìååì

1

aR + b
ln sizeXδ,σ

(
(g ◦ f)−1(t) ∩BR(x0)

)
<

ε

a + b
.

Ïîëîæèì R0(Xδ, σ, ε) = max{1, 1
a
[R0(Zδ0 , aσ + b, ε

a+b
) − b]}. Ïðè R ≥

R0(Xδ, σ, ε) èìååì
1

R
ln sizeXδ,σ

(
(g ◦ f)−1(t) ∩BR(x0)

)
< ε.

Ïîýòîìó ðàññëîåíèå g ◦ f ÿâëÿåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì.

Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Z íàçûâàåòñÿ QPC ïðîñòðàíñòâîì, Z ∈
QPC, åñëè ëþáîå êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæåíèå f : X → Z ïàðàë-
ëåëüíî íåïðåðûâíîìó îòîáðàæåíèþ, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå
f ′ : X → Z, ÷òî |f(x)− f ′(x)| ≤ C < ∞ äëÿ âñåõ x ∈ X. Â ýòîì ñëó÷àå f ′

òàêæå ÿâëÿåòñÿ êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèì.
Ëåììà 8.2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X êâàçè-èçîìåòðè÷íî QPC ïðîñòðàí-
ñòâó Z. Òîãäà

corank X = inf rank(g : Z → T ),

ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì ðàññëîåíèÿì ïðî-
ñòðàíñòâà Z.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè X ′ ∼ X, òî X ′ ∼ Z. Ïîýòîìó èìååòñÿ íåïðåðûâ-
íàÿ êâàçè-èçîìåòðèÿ X ′ → Z. Ïî ëåììå 8.1, inf rank(g′ : X ′ → T ′) ≤
inf rank(g : Z → T ).

Ëåììà 8.3. Êàæäîå ëîêàëüíî-êîìïàêòíîå ïðîñòðàíñòâî Àäàìàðà X
ÿâëÿåòñÿ QPC.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü èìååòñÿ (a, b)-êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîå îòîáðàæå-
íèå f : Y → X. Âîçüìåì ìàêñèìàëüíóþ ðàçäåëåííóþ ñåòü Yδ ⊂ Y ñ
aδ + b ≥ δ0 > 0 è çàìåòèì, ÷òî êàæäûé øàð B2δ(α), α ∈ Yδ ñîäåðæèò
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñåòè Yδ. Ýòî òàê ïîòîìó, ÷òî ìíîæå-
ñòâî f(Yδ) ⊂ X ÿâëÿåòñÿ δ0-ðàçäåëåííûì, ïðîñòðàíñòâî X � ñîáñòâåííîå,
è çíà÷èò øàð B2aδ+b(f(α)) ⊃ f(B2δ(α)) ïåðåñåêàåò f(Yδ) ïî êîíå÷íîìó
ìíîæåñòâó. Ïîýòîìó íåðâ N ïîêðûòèÿ A = {Bδ(α) : α ∈ Yδ} ïðîñòðàí-
ñòâà Y ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî êîíå÷íûì ñèìïëèöèàëüíûì êîìïëåêñîì.

Âûáåðåì íåïðåðûâíîå ðàçáèåíèå åäèíèöû {pα : Y → R : α ∈ Yδ},
ïîä÷èíåííîå ïîêðûòèþ A. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîå îòîá-
ðàæåíèå g : Y → N , g(y) =

∑
α∈Yδ

pα(y)α. Ïðè ýòîì òî÷êà g(y) ëå-
æèò â ñèìïëåêñå ∆y ñ âåðøèíàìè {α ∈ Yδ : |α− y| < δ}. Ïðîäîëæàåì
f |Yδ : ske0N → X äî íåïðåðûâíîãî f : N → X ïîëüçóÿñü âûïóêëîñòüþ
ïðîñòðàíñòâà X è äåéñòâóÿ èíäóêöèåé ïî ðàçìåðíîñòè îñòîâîâ. Òîãäà
f(∆y) ⊂ Baδ+b(f(y)), è ïîýòîìó íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå f ◦ g : Y → X
ïàðàëëåëüíî èñõîäíîìó f .

8.2 Ñâîéñòâà ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî êîðàíãà
Ïåðå÷èñëèì íåñêîëüêî î÷åâèäíûõ èëè ïî÷òè î÷åâèäíûõ ñâîéñòâ ñóáýêñ-
ïîíåíöèàëüíîãî êîðàíãà.

(1) corankRn = 0 äëÿ ëþáîãî n ≥ 0.
(2) Åñëè ìåòðè÷åñêîå ïðîèçâåäåíèå X1×X2 ÿâëÿåòñÿ QPC ïðîñòðàí-

ñòâîì, òî corank(X1 ×X2) ≤ corank X1 + corank X2.
Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå îáà X1, X2 ÿâëÿþòñÿ QPC, è ïðîèçâåäå-
íèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíûõ ðàññëîåíèé gi : Xi → Ti, i = 1, 2, ÿâëÿåòñÿ
ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì ðàññëîåíèåì g1× g2 : X1×X2 → T1× T2. Îñòàåòñÿ
çàìåòèòü, ÷òî dim(A×B) ≤ dim A + dim B.

(3) Äëÿ n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ Àäàìàðà X èìååì corank X ≤ n− 1.
Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêöèÿ íà ôèêñèðîâàííóþ îðèñôåðó èç åå öåíòðà ÿâ-
ëÿåòñÿ ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà n− 1.

(4) Åñëè X êâàçè-èçîìåòðè÷íî QPC è X ′ êâàçè-èçîìåòðè÷íî âêëàäû-
âàåòñÿ â X, òî corank X ′ ≤ corank X.
Äåéñòâèòåëüíî, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ∈ QPC. Åñëè Z ∼ X ′, òî ñóùå-
ñòâóåò íåïðåðûâíîå êâàçè-èçîìåòðè÷íîå îòîáðàæåíèå f : Z → X. Ïî
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ëåììå 8.2 corank X = inf rank(g : X → T ), ãäå èíôèìóì áåðåòñÿ ïî
âñåì ñóáýêñïîíåíöèàëüíûì ðàññëîåíèÿì. Ïî ëåììå 8.1 êàæäîå ñóáýêñ-
ïîíåíöèàëüíîå ðàññëîåíèå g : X → T èíäóöèðóåò ñóáýêñïîíåíöèàëüíîå
ðàññëîåíèå g ◦f : Z → T . Ïðè ýòîì rank(g ◦f) ≤ rank(g). Ñëåäîâàòåëüíî,
corank X ′ ≤ corank X.

Òåîðåìà 8.4. Äîïóñòèì, ÷òî ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî X êâàçè-
èçîìåòðè÷íî QPC ïðîñòðàíñòâó. Òîãäà

rankh X ≤ corank X.

Ýòà òåîðåìà äàåò ïðåïÿòñòâèÿ äëÿ êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé,
êîòîðûå â ðÿäå ñëó÷àåâ ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè. Íàïðèìåð, ïóñòü

X = Hm1 × · · · × Hmk ,

ãäå m1, . . . , mk ≥ 2. Ñîãëàñíî òåîðåìå 8.4, corank Hmi = mi − 1. Ïîýòîìó

corank X × Rm ≤
∑

i

(mi − 1) = dim X − k

ïðè ëþáîì m ≥ 0. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ n > dim X − (k − 1) íå ñóùåñòâó-
åò êâàçè-èçîìåòðè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé Hn → X × Rm. Ýòà îöåíêà ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷íîé, ïîñêîëüêó äëÿ n = dim X − (k − 1) ñóùåñòâóþò êâàçè-
èçîìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ Hn → X.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî X ÿâëÿåòñÿ QPC.
Ïóñòü f : Y → X � êâàçè-èçîìåòðè÷åñêîãî ñîáñòâåííîãî CAT(−1) ïðî-
ñòðàíñòâà Y . Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (4), corank Y ≤ corank X. Ïîýòîìó íåðà-
âåíñòâî dim ∂∞Y ≤ corank Y äëÿ ëþáîãî òàêîãî Y âëå÷åò èñêîìîå íåðà-
âåíñòâî rankh X ≤ corank X. Ïîñêîëüêó Y ∈ QPC, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî

dim ∂∞Y ≤ rank(g : Y → T )

äëÿ ëþáîãî ñóáýêñïîíåíöèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ g.
Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðîñòà. Ôèêñèðóåì áàçèñíóþ òî÷êó y0 ∈ Y è äëÿ

R > 0 ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ prR : ∂∞Y → SR ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè
íà ìåòðè÷åñêóþ ñôåðó SR ðàäèóñà R âîêðóã òî÷êè y0, prR(ξ) = ξ(R)
äëÿ ãåîäåçè÷åñêîãî ëó÷à ξ ∈ ∂∞Y , ξ : [0,∞) → Y , ξ(0) = y0. Áå-
ðÿ êîìïîçèöèþ ñ ðàññëîåíèåì g, ïîëó÷àåì íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
hR = g ◦ prR : ∂∞Y → T ñ êîìïàêòíûì îáðàçîì KR = hR(∂∞Y ). Åãî
ðàçìåðíîñòü íå ïðåâîñõîäèò rank(g) ïî îïðåäåëåíèþ. Ñ äðóãîé ñòîðî-
íû, ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå êîìïàêòà KR ïîäíèìàåòñÿ ñ ïîìîùüþ hR
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äî îòêðûòîãî ïîêðûòèÿ ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞Y òîé æå êðàò-
íîñòè. Ãëàâíûé ìîìåíò äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî åñëè ðàçìåð
ïîêðûòèÿ ïðîñòðàíñòâà KR äîñòàòî÷íî ìàë, à ðàäèóñ R äîñòàòî÷íî âå-
ëèê, òî ðàçìåð èíäóöèðîâàííîãî ïîêðûòèÿ ∂∞Y ñêîëü óãîäíî ìàë, ÷òî
íåìåäëåííî âëå÷åò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òî, ÷òî ðàçìåð èíäóöèðîâàí-
íîãî ïîêðûòèÿ ìàë, ëåãêî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè
ðàññëîåíèÿ g.

Ïåðåéäåì ê òåõíè÷åñêèì äåòàëÿì. Ðàññìîòðèì ìåòðèêó d∞ íà ∂∞Y ,

d∞(ξ, ξ′) = lim
t→∞

∠
(
ξ̃(t)ỹ0ξ̃

′(t)
)

,

ãäå ξ̃(t)ỹ0ξ̃
′(t) ⊂ H2 � òðåóãîëüíèê ñðàâíåíèÿ äëÿ òðåóãîëüíèêà ξ(t)y0ξ

′(t).
Òîãäà tan

(
1
4
d∞(ξ, ξ′)

)
= e− dist(ey0,eξeξ′) è dist(ỹ0, ξ̃ξ̃

′) ≥ dist(y0, ξξ
′). Ïîýòîìó

d∞(ξ, ξ′) ≤ 4e−dist(y0,ξξ′). Áîëåå òîãî, ìåòðèêà d∞ ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé âè-
äèìîñòè íà ∂∞Y , è åå ìåòðè÷åñêàÿ òîïîëîãèÿ ñîâïàäàåò ñ òîïîëîãèåé
ïðîñòðàíñòâà ∂∞Y .

Â ëþáîå îòêðûòîå ïîêðûòèå O êîìïàêòà KR ìîæíî âïèñàòü êîíå÷íîå
çàìêíóòîå ïîêðûòèå C êðàòíîñòè ≤ n + 1, n = rank(g).

Íàéäåì ìàêñèìàëüíóþ ðàçäåëåííóþ ñåòü Yδ ⊂ Y è σ ≥ δ, äëÿ êîòî-
ðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå ñóáýêñïîíåíöèàëüíîñòè ðîñòà ñëîåâ, è ôèêñèðó-
åì ε ∈ (0, 1). Äàëåå ìû ñîêðàùàåì îáîçíà÷åíèå sizeYδ,σ = size. Äëÿ ëþáîãî
R ≥ R0(Yδ, σ, ε) èìååì

1

R
ln size

(
g−1(t) ∩BR(y0)

)
< ε.

Ëåììà 8.5. Íàéäåòñÿ òàêîå îòêðûòîå ïîêðûòèå OR = {Ut : t ∈ KR}
êîìïàêòà KR, ÷òî

1

R
ln size

(
g−1(Ut) ∩ SR

)
< ε.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî g−1(t) ∩ SR ïîêðûòî

N(R, t) = size
(
g−1(t) ∩ SR

)

îòêðûòûìè øàðàìè Bσ(y) ñ y ∈ Yδ. Ïîñêîëüêó SR ⊂ BR(y0), èìååì

1

R
ln N(R, t) ≤ 1

R
ln size

(
g−1(t) ∩BR(y0)

)
< ε.

Ïóñòü V ⊂ Y � îáúåäèíåíèå óïîìÿíóòûõ øàðîâ. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ñó-
ùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü Ut òî÷êè t ∈ KR â T , ÷òî g−1(Ut) ∩ SR ⊂ V .
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Åñëè ýòî íå òàê, òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü yi ∈ SR \ V , äëÿ êîòî-
ðîé g(yi) → t. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî yi → y∞ ∈ SR \ V . Ïî íåïðåðûâíîñòè,
g(y∞) = lim g(yi) = t. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî y∞ 6∈ g−1(t). Ïîýòîìó
ïîêðûòèå OR = {Ut : t ∈ KR} ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì.

Íàéäåì êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå CR êðàòíîñòè ≤ n + 1, âïèñàí-
íîå â OR, è ðàññìîòðèì AR = g−1(CR) � êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå
ñôåðû SR êðàòíîñòè ≤ n + 1. Òîãäà 1

R
ln size A < ε äëÿ ëþáîãî åãî ýëå-

ìåíòà A ∈ AR. Ýòî íå îçíà÷àåò, ÷òî äèàìåòð (â ìåòðèêå ñôåðû SR)
ìíîæåñòâà A ñóáýêñïîíåíöèàëåí � ñâîéñòâî, êîòîðîå õîòåëîñü áû èìåòü.
Ïîýòîìó ìû ìîäèôèöèðóåì ïîêðûòèåAR ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ êàæ-
äîãî A ∈ AR ðàññìîòðèì åãî ïîêðûòèå îòêðûòûìè øàðàìè Bσ(y), y ∈ Yδ,
êîòîðûå ïåðåñåêàþò A. Îáúåäèíåíèå òàêèõ øàðîâ îòêðûòî è èìååò òîëü-
êî êîíå÷íîå ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè, ïîñêîëüêó êàæäàÿ êîìïîíåíòà
α ñîäåðæèò ïî êðàéíåé ìåðå îäèí øàð Bσ(y), è â øàðå BR+σ(y0) èìååòñÿ
òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ñåòè Yδ. Ïîëàãàåì A = ∪αAα � êîíå÷íîå
äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Aα = A∩α. Òåïåðü äèà-
ìåòð â ìåòðèêå ñôåðû

diamR Aα ≤ 2σ size(Aα) ≤ 2σ size(A) ≤ 2σeεR.

Ñ÷èòàåì ñ ñàìîãî íà÷àëà, ÷òî diamR A ≤ 2σeεR äëÿ ëþáîãî A ∈ AR.
Íàêîíåö ðàññìîòðèì êîíå÷íîå çàìêíóòîå ïîêðûòèå BR = pr−1(AR)

ãðàíèöû íà áåñêîíå÷íîñòè ∂∞Y . Îíî èìååò êðàòíîñòü ≤ n + 1, è äëÿ
çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8.4 îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî ðàçìåð
ýòîãî ïîêðûòèÿ ñòàíîâèòñÿ ñêîëü óãîäíî ìàë ïðè R →∞.
Ëåììà 8.6. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà B ∈ BR èìååì

diam B ≤ ce−(1−ε)R,

ãäå ïîñòîÿííàÿ c çàâèñèò òîëüêî îò σ.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäóòñÿ ξ, ξ ∈ B, äëÿ êîòîðûõ d∞(ξ, ξ′) = diam B.
Òî÷êè v = prR(ξ), v′ = prR(ξ′) ∈ SR ëåæàò â íåêîòîðîì ýëåìåíòå A ∈
AR. Ïóñòü y ∈ vv′ � ñåðåäèíà, ρ = |y − y0|, r = dist(y, SR). Òîãäà ρ +
r ≥ R è diamR(A) ≥ π sinh r. Ïîñêîëüêó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, diamR(A) ≤
2σeεR, ïîëó÷àåì π sinh r ≤ 2σeεR, îòêóäà r ≤ εR + c(σ) äëÿ íåêîòîðîé
ïîñòîÿííîé c(σ).

Äàëåå, dist(y0, ξξ
′) ≥ ρ ≥ R− r ≥ (1− ε)R− c(σ) è, ñëåäîâàòåëüíî,
diam B = d∞(ξ, ξ′) ≤ ce−(1−ε)R.

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8.4.
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