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1 Einfihrung

Die vorliegende Ausarbeitung hat die systematische Aufarbeitung von Methoden der risiko-
basierten Kapitalallokation im Versicherungs- und Finanzwesen zum Ziel. Bevor diese Me-
thoden im Detail vertieft werden, ist es allerdings zunéchst angezeigt, eine Erlauterung der
hierbel zugrunde zu legenden Kapitalkonzeption vorzunehmen sowie kurz auf die auf einer
Kapitalallokation aufbauenden Anwendungsfelder einzugehen.

Den Ausgangspunkt der Untersuchung bildet das risikoadjustierte Kapital (RAC; Risk Ad-
justed Capital®) einer Unternehmung, verstanden als ,, the smallest amount of economic capital
a(..) [company] must set aside to try and prevent the net asset value or earnings of a business

“2 welches im Sinne einer unterneh-

unit from falling below some ‘ catastrophic loss' level
mensinternen Konzeption unter Bezugnahme auf das vorhandene Risikoexposure zu spezifi-
Zieren ist. Hierbel gilt es zu beachten, dass das RAC nicht mit dem ,, physischen” Eigenkapital
des Unternehmens — nach welcher Konzeption auch immer spezifiziert — zusammenfallen

muss® und unternehmensexterne K apital konzeptionen® hiervon klar zu unterscheiden sind.

Grundsétzlich spielt auch der Zweck der Risikokapitalbestimmung eine Rolle, wobei zwi-
schen der Aufgabe einer Solvabilitatskontrolle einerseits und der einer risikoadjustierten Per-
formancesteuerung (RAPM; Risk Adjusted Performance Management) andererseits zu unter-
scheiden ist. Um die Solvabilitét eines Unternehmens zu sSchern, ist zu gewdahrleisten, dass
die insgesamt zur Verlustverrechnung verfligbaren Mittel nicht unter das entsprechende risi-
kobasierte Kapital auf der Gesamtunternehmensebene fallen. Zu Zwecken einer risikoadjus-
tierten Performancesteuerung ist demgegentiiber sicherzustellen, dass unternehmensweit sowie
idealiter auch auf der Ebene der einzelnen Geschéaftsaktivitéten eine risikoadjustierte Mindest-
rendite erzielt wird. Die Implementierung einer risikobasierten Kapitalallokation ist demzu-
folge nur in dem zuletzt genannten Kontext der Performancesteuerung sinnvoll, der im Weite-

1 In der Literatur existieren eine Reihe von verwandten Begriffen, wie Risk Based Capital (RBC), Capital at
Risk (CaR), Economic Capital oder betriebsnotwendiges Risikokapital. Diese Begriffe konnen im Prinzip
synonym zu RAC verwendet werden, so lange die dabel zugrunde liegende Kapitalkonzeption identisch ist
mit der im Haupttext herausgearbeiteten.

2 Culp, C.L.(2000), S. 16.

Zu Zwecken der Unternehmenssteuerung muss dabei beriicksichtigt werden, dass es eine Verbindung zwi-

schen dem physischen Eigenkapital und dem RAC zu etablieren gilt. Im Falle von Versicherungsunterneh-

men vgl. ausfuhrlich dazu Albrecht, P. (1998), S. 233 ff.

Hierzu gehéren Kapitalkonzeptionen der Rechnungslegung, der Rating-Agenturen oder etwa regulatorische

Anforderungen an das notwendige Kapital.



ren dlein von Interesse sein soll, da ein risikobasiertes Kapital zu Solvabilitétszwecken stets
auf das Unternehmen in seiner Gesamtheit abzustellen hat.”

Im Zentrum einer risikoadjustierten Performancesteuerung stehen typischerweise Performan-
cemalie des RORAC-Typus,® die von der Form

Erfolg
RAC

) RORAC =

sind.” Das RORAC-Performancemal’ kann dabei sowohl fiir das Gesamtunternehmen al's auch
fir einzelne Unternehmenssegmente (Zusammenfassungen von Geschéftsaktivitdten) be-
stimmt werden,? wobel eine Segmentsteuerung die Spezifikation der zugehdrigen Segment-
RAC-Grolen erfordert. Diese lassen sich entweder aus der isolierten Betrachtung der einzel-
nen Unternehmenssegmente gewinnen (Stand-alone-Ansatz) oder aber jedem Segment wird
ein Teil des unternehmensweiten Gesamt-RACS rechnerisch zugeordnet, das heil3t, die einzel-
nen Segment-RACs werden im Wege einer virtuellen Kapitalallokation® ermittelt. Verfahrens-
immanent ignoriert der Stand-alone-Ansatz gleichwohl die Wechselwirkungen der einzelnen
Unternehmenssegmente im Hinblick auf das Unternehmensrisiko, die folglich nur im Rahmen
einer Kapitalallokation eine adadquate Berticksichtigung erfahren kdnnen. Wie nun eine solche
Kapitalallokation durchgefihrt werden kann, ist das zentrale Thema der vorliegenden Ausar-

beitung.

> SchlieRlichist es alein die Unternehmung als Ganzes — mithin die juristische Person, die selbstéandiger Tré-
ger von Rechten und Pflichten ist —, die insolvent werden kann und nicht etwa die einzelnen rechtlich un-
selbstdndigen Geschéftseinheiten, denen auf der rein rechnerischen Ebene bestimmte Kapitalbestandteile
zugewiesen werden. Siehe dazu Bass, |. K. / Khury, C. K. (1992), S. 564 f., Myers, S C./ Read, S A. (2001),
S. 546 und S. 559, Schradin, H. R. (1998), S. 219 und S. 221, Schradin, H. R. (2001a), S. 105 sowie Venter,
G. G. (2002), S. 5.

®  Das Akronym RORAC steht fiir ,, Return on Risk Adjusted Capital*.

7 Zum Zusammenhang des RORAC-Mafes zu anderen MalRen wie EVA (Economic Value Added) oder RA-

ROC (Risk Adjusted Return on Capital) vgl. etwa Culp, C. L. (2000), S. 22, Cummins, D. J. (2000), S. 10

oder Soughton, N. / Zechner, J. (2000), S. 883.

Vor alem bestehenden finanzwirtschaftlichen Diversifikationseffekten oder versicherungswirtschaftlichen

Ausgleich-im-Kollektiv-Effekten ist hierbei besondere Beachtung zu schenken.

Die Kapitalallokation erfolgt somit nicht etwa physisch, sondern rein kalkulatorisch. Vgl. dazu Albrecht, P.

(1998), S. 232, Matten, C. (2000), S. 74 f. oder Patrik, G. / Bernegger, S. / Riegg, M. B. (1999), S. 57. Fer-

ner fuhrt Philbrick, S W. (2000), S. 23 zum blof3en virtuellen Charakter der Kapitalallokation treffend aus:

»Allocation of surplusis not a compartmentalization of surplus. It is not an end product — it is an intermedi-

ate caculation.”



Im Vordergrund der weiteren Ausfiihrungen stehen somit Methoden der Kapitalallokation und
nicht konkrete Anwendungen der Kapitalallokation auf Fragen der (risikoadjustierten) Unter-
nehmenssteuerung. Hierzu sei an dieser Stelle auf die Literatur verwiesen.™®

Der Vollstandigkeit halber soll abschlief?end noch festgehalten werden, dass die Verfahren
risikoadjustierter Performancesteuerung, insbesondere des RORAC-Typus, durchaus der Kri-
tik unterliegen. Ein erster zentraler Kritikpunkt ist dabei die nicht notwendigerwei se gegebene
Kompatibilitdt mit einer Maximierung des Unternehmenswertes,'! wahrend eine dariiber hi-
nausgehende Fundamentalkritik Bezug nimmt auf die Vornahme einer Allokation des RAC
selbst.'? Je nach zugrunde liegendem Risikomal3 zur Bestimmung des RAC, zugrunde liegen-
der Annahme Uber die Zufallsgesetzméaldigkeit sowie zugrunde liegender Allokationsregel zur
Vertellung des RAC konnen nadmlich erhebliche Unterschiede im zugerechneten Segment-
Risikokapital auftreten, die sich wiederum in die Unternehmenssteuerung fortpflanzen.™

2 Bestimmung desrisikobasierten Kapitals

Wie bereits ausgefuhrt, orientiert sich die Hohe des risikobasierten Kapitals grundsétzlich an
dem vorhandenen Risikoexposure. Dies erfordert sowohl die Spezifikation dieses Exposures
als auch die Spezifikation eines Risikomal3es. Beginnen wir mit der Spezifikation des Expo-

sures im Rahmen von unterschiedlichen Anwendungsféllen.

Grundsétzlich wird im Weiteren das Exposure einer bestimmten Unternehmensaktivitét Uber
einen zu spezifizierenden Zeitraum in Termen einer (zufallsabhangigen) Verlustvariablen L
quantifiziert. Zur Illustration dieses einheitlichen Ansatzes betrachten wir eine Reihe von
Standardanwendungsfallen.

10 Fir Anwendungen auf Kreditingtitute vgl. etwaBallwieser, W. / Kuhner, C. (2000), Culp, C. L. (2000), Mat-
ten, C. (2000), Ploegmakers, H. / Schweitzer, M. (2000), Soughton, N. / Zechner, J. (2000). Fir Anwendun-
gen auf Versicherungsunternehmen vgl. etwa Albrecht, P. (1998), Graumann, M. / Baum, S. (2003), Patrik,
G. / Bernegger, S./ Riegg, M. B. (1999) oder Schradin, H. R. (1998, 20014).

1 vgl. etwa Albach, H. (2001), Albrecht, P. (1998), Froot, K. A. / Sein, J. C. (1998) sowie Griindl, H. /
Schmeiser, H. (2002).

12 Zur Thematisierung dieser Problematik vgl. Schradin, H. R. (2001b) sowie Venter, G. G. (2002).

13 Diese Problematik veranlasst Venter, G. G. (2002) sogar zur Empfehlung: , Allocating Surplus— Not!*



Beispiel 1: (Versicherungsverpflichtungen: Allgemeiner Fall)

Im Falle von Verpflichtungen eines Versicherungsunternehmens gehen wir aus von dem &k-
kumulierten Gesamtschaden S3 0 eines fixierten Versicherungsbestandes tber @ne fixierte
Zeitperiode (typischerweise ein Jahr). Die zugehorige Verlustgrof3e 1asst sich in diesem Fall
fassen als

2 L:=S- E(S).
Die Subtraktion des Erwartungsschadens tragt dabei dem Umstand Rechnung, dass dem Ver-

sicherungsunternehmen neben dem Risikokapital auch eine (Risiko-)Pramie zur Finanzierung
der Schéden zur Verfiigung steht.**

Im Falle mehrerer Segmente (Teilkollektive) i =1, ..., n mit zugehdrigen akkumulierten Ge-
samtschaden S definieren wir entsprechend als Segmentverlustvariable L; :=S - E(S) und

n
als Gesamtverlustvariable L:= § [S - E(S)).
i=l

Beispiel 2: (Homogene Kollektive von Versicherungsverpflichtungen)

In Weiterflhrung des Beispiels 1 nehmen wir an, dass der Gesamtschaden S des i-ten Seg-

ments die Gestalt
©) S =a X

besitzt, wobei (pro Segment) die X;; jeweils unabhangig und identisch verteilte Zufallsvari-
ablen sind und k; deren Anzahl festlegt. Konkret symbolisiert X;; den Gesamtschaden des j-

ten Versicherungsnehmers des i-ten Segments (Teilkollektivs), womit das i-te Segment ein

homogenes Kollektiv von ki Versicherten darstellt. Die zugehdrige Segmentverlustvariable

bleibt entsprechend durch L; == S - E(S) definiert.

14 Die Risikopramie sollte aus risikotheoretischen Erwégungen heraus mindestens mit der Héhe E(S) ange-

setzt werden. Der Abzug nur des Erwartungswertes und nicht der Gesamtprémie liegt darin begriindet, dass
der Zweck der Risikokapitalbestimmung wie bereits ausgefiihrt die Performancesteuerung ist. Hierbel duir-
fen bel der Konstruktion des risikobasierten Kapitals keine Profitabilitétselemente eingehen. Vgl. im Einzel-
nen zu dieser Argumentation Albrecht, P. (1998), S. 237 f.



Beispiel 3: (Portfolios von Finanzinvestments)

Wir betrachten zunéachst ein einzelnes Finanzinvestment (Aktien- oder Bondinvestment,
Short- oder Long-Position einer Option) und dessen Marktwertanderung Uber eine (typi-
scherweise kurze) Haltedauer [t,t+ h]. Der zugehoérige Periodenverlust ist sodann definiert
durch

4 L:=V; - Vit

wobei v, der bekannte Marktwert am Periodenanfang und V,,,, der zufallsabhangige Markt-

wert am Periodenendeist.

Betrachten wir nun ein Portfolio aus n einzelnen Finanzinvestments, so mindet dies in den
folgenden Ansatz:

n
(5) L:=Q % LF .

i=1
Dabei entspricht LF, dem Periodenverlust auf Marktwertbasis gemal3 (4) fur eine Einheit (ein
Stiick) desi-ten (i =1 ..., n) Finanzinvestments (etwa: Aktie) und x der absoluten Anzahl

der (Short- oder Long-)Einheiten des i-ten Investments. Auch in diesem Falle bezeichnen wir
das i-te Segment mit zugehoriger Verlustvariable L; = x, LF, als homogen, im Detail ist die

Segmentstruktur jedoch andersartig alsin Beispiel 2.

Beispiel 4: (Assets und Liabilities eines V ersicherungsunternehmens)
Wir erweitern die Situation aus Beispiel 1, indem wir fur ein Versicherungsunternehmen n

Versicherungssegmente mit korrespondierenden periodischen Gesamtschaden S (i =1, ..., n)

sowie das Wertpapierportfolio des Versicherers betrachten, das aus m Wertpapieren besteht,

die jewellsin absoluter Stiickzahl X; (j =1 ..., m) gehalten werden. Die relevante Verlustva-

riable® ist in diesem Fall definiert durch

(6) L=a[s - E(S)]+a x; (voj - Vij)-
i=1 j=1

* schradin, H. R (1998, 2001a) betrachtet allgemeinere Positionen eines Versicherungsunternehmens, die

noch die Betriebskosten, die Riickversicherungsheziehungen sowie Abwicklungsergebnisse aus den in Vor-
perioden gebildeten Schadenreserven berticksichtigen.



Dabei bezeichnen vy; bzw. V;; die Werte des j-ten Finanztitels am Periodenanfang bzw. am

Periodenende. Die Periodenlange fur die Wertentwicklung der Finanzpositionen und die Ag-
gregation der Gesamtschéden ist dabei identisch zu wéhlen. Entsprechen die einzelnen Versi-
cherungssegmente homogenen Kollektiven, so ist eine entsprechende ModelImodifikation auf
der Grundlage von Beispiel 2 unschwer moglich.

Beispiel 5: (Kreditrisiken)
Bezeichnet CL (Credit Loss) den aus einem Kreditportfolio einer Finanzinstitution resultie-
renden potenziellen aggregierten Ausfall Uber eine fixierte Periode, so ist die zugehérige Ver-
lustvariable definiert durch

@ L:=CL.

Eine entsprechende Modellierung ist zu wahlen, wenn man n einzelne Segmente in Form von
Sub-Kreditportfolios mit zugehorigen Verlustvariablen CL; (i =1, ..., n) betrachtet. Es gilt

n
dann CL = § CL;.
i=1

Beispiel 6: (Ausfallbedrohte Finanztitel)
Betrachten wir einen Bestand an ausfallgeféhrdeten Finanztiteln (Bonds, Over-the-Counter-
Optionen) und bezeichne CL; (i =1, ..., n) den potenziellen aggregierten Ausfall des i-ten

ausfallgefahrdeten Finanztitel s Uber eine fixierte Periode, so gilt
g
(8) L=a x LF,
i=1
wobei LF, :=CL; und x; die absolute Anzahl des i-ten ausfallgefahrdeten Finanztitels be-

zeichne.

Nach dieser — in Termen von Verlustvariablen ausgedriickten — model ltheoretischen Spezifi-
kation des Risikoexposures wenden wir uns nun dem Prozess der Kapitalallokation zu. Bei

gegebener GesamtverlustgroRe L sowie gegebenen SegmentverlustgrolRen Ly, ..., L,, mit

L=1L, +..+L,, beinhaltet dieser Prozessim Allgemeinen die folgenden Schritte:

1. Spezifikation einer multivariaten Verteilung fur (L,, ..., L) inklusive der impliziten

oder expliziten Festlegung der zugehorigen Abhéangigkeitsstruktur.



2. Selektion eines Risikomales.

3. Kakulation des Gesamtrisikokapitals sowie der (Stand-alone-)Segmentrisikokapita-
lien.

4. Uberpriifung der Existenz eines positiven Diversifikationseffektes.

5. Anwendung einer (oder alternativer) Allokationsregeln zur Ermittlung der zugerech-

neten Segmentrisikokapitalien.

Diese Einzelschritte werden im Weiteren einer néheren Erlauterung unterzogen.

Die Vorgabe einer multivariaten Verteilung (Schritt 1) kann entweder gesamthaft direkt erfol-
gen (und beinhaltet damit bereits die unterstellte Abhangigkeitsstruktur) oder aber Uber die
Spezifikation der eindimensionalen Randverteilungen, F (X) = P(L; £ x), in Verbindung mit

einer Copula.*® In diesem Falle legt die Copula die multivariate Abhangigkeitsstruktur fest.

Zur Quantifizierung des Risikoexposures ist hiernach das aus der Verlustvariable L bzw. den
Verlustvariablen Ly, ..., L,, resultierende Risikopotenzial zu spezifizieren, wozu es eines kon-
kreten Risikomalies bedarf (Schritt 2). Albrecht folgend,'” lassen sich grundsétzlich zwei Ba-
siskonzeptionen von Risikomalien unterscheiden: Risikomalie des Typus | (R, )™ auf der @-
nen Seite, welche Risiko als Gefahr der Abweichung von einer gegebenen Zielgrof3e konzep-
)19

tualisieren, sowie Risikomal3e des Typus Il (R, )™ auf der anderen Seite, die Risiko as (mi-

nimal) notwendiges Kapital begreifen. Im Sinne einer unternehmensinternen Kapitalkonzep-
tion kdnnen demzufolge Risikomal3e des Typus Il unmittelbar zur Quantifizierung des Risi-

koexposures Verwendung finden, das heild, es gilt R:= R}, und das interessierende notwendi-

ge Risikokapital 18sst sich Uber die Beziehung

9 RAC = R(L)

16 vgl. hierzu etwaEmbrechts, P. / McNeil, A. / Sraumann, D. (2002), S. 179 ff.

" vgl. Albrecht, P. (2003), Abschnitt 3.

18 Beispiele hierfir sind die Varianz bzw. die Standardabweichung sowie Lower Partid Moments.
19 Beispiele hierfir sind der Value-at-Risk sowie der Conditional Value-at-Risk.



gewinnen (Schritt 3).%° Ist das Risikomal3 (des Typus I1) trandationsinvariant, das heifit gilt
der strukturelle Zusammenhang R(X - ¢) = R(X) - c¢ fiir alle c,** so greift auf der Grundlage

der Beziehung (9) die Gleichung
(10) R(L- RAC)=R(L)- RAC=0.

Dies verdeutlicht nochmals die Bedeutung von RAC bzw. R(L) as (minimal) notwendigem

Kapital, das einer Finanzposition mit der zugehdrigen Verlustvariable L hinzugefligt werden

muss, um eine , risikolose" Position zu erreichen.

Die bisherigen Uberlegungen vernachléssigen, dass das Risikokapital gegebenenfalls bis zum
Ende der betrachteten Periode der Lénge t risikolos angelegt werden kann, etwa zur sicheren
Zingrate r. Die modifizierte Bedingung an das Risikokapital, die dieser Moglichkeit Rech-
nung tragt, lautet entsprechend

(11) R(L - RAC e™) =0.

Ist das Risikomal3 R positiv homogen — gilt mithin R(c X) =cR(X) fur ¢c3 0 —, soist (10)

aguivalent zu
(12) Re " L- RAC)=0,

denn es gilt 0=R(L- RACe™)=e" R(e’" L- RAC). Auch unter Berticksichtigung einer
sicheren Verzinsung lasst sich somit mit der Definition (9) arbeiten, das Risikomal3 (des Ty-
pus I1) muss nur auf die entsprechend diskontierte Verlustvariable angewendet werden.

Wie oben dargelegt, ist die Spezifikation eines Risikomales sowie einer multivariaten Vertei-

lung fur die Verlustvariablen L, ..., L, Voraussetzung fur die Bestimmung des Gesamtrisi-
kokapitals R(L) sowie der Segmentrisikokapitalien R(L;) unter Prozessschritt 3. In be-
simmten Basisfallen kann dabei ein expliziter Ausdruck fur R(L) bzw. R(L;) gewonnen

werden. Typischerweise ist dies etwa moglich, wenn wir von einer multivariaten Normalver-

2 Riskomale R, des Typus |, die das Axiomensystem von Rockafellar, R. T. / Uryasev, S./ Zabarankin, M.
(2003) erfillen — vgl. hierzu auch Albrecht, P. (2003), Abschnitt 5.2 — kdnnen ebenfalls verwendet werden.
In diesem Falle kann regelmaf3ig mit der Beziehung RAC = E(L) +a R, (L) gearbeitet werden.

Wird eine indeterminierte Verlustposition um den sicheren Betrag ¢ reduziert, etwa durch Zufihrung von
Kapital, so verringert sich das Risiko der Position gerade um diesen Betrag c. Analog hierzu bedeutet die
Erhohung einer Gewinnvariablen Y um c eine entsprechende Risikoreduktion, formal: R(Y +c) = R(Y) - ¢.

Zur letzteren Darstellung siehe Artzner, P. u. a. (1999), S. 209.

21



teilung fur (Lq, ..., L,) ausgehen, was im Rahmen der weiteren Ausfiihrungen entsprechend
als Standardbeispiel fungieren wird. Aber auch in anderen Féllen sind gegebenenfalls analyti-
sche Resultate existent.?? | st eine analytische Bestimmung nicht méglich, so stehen als Ansét-
ze die Monte Carlo-Simulation oder aber die statistische Schatzung™ der interessierenden
Risikokennziffern zur Verfigung. Eine weitere Variante besteht in der Gewinnung von unte-
ren und oberen Grenzen von R(L), etwa dann, wenn nur die Randverteilungen, nicht aber die
Abhangigkeitsstruktur spezifiziert sind.>* Die noch ausstehenden Schritte des dargelegten
Prozesses einer Kapitalallokation werden in den folgenden Abschnitten im Detail erlautert.

3 Arten der Kapitalallokation
3.1 Absolute Kapitalallokation: Grundlagen

Der Standardfall einer Kapitalallokation l&sst sich wie folgt allgemein formalisieren. Die Ver-
lustvariable L resultiert aus einer unternehmerischen Gesamtaktivitéat bzw. einem Gesamtport-
folio und das damit verbundene Risikokapital bel&uft sich auf RAC = R(L). Zerlegt man die
Gesamtaktivitét in einzelne Teilaktivitdten bzw. das Gesamtportfolio in einzelne Teilportfoli-

os oder Unternehmenssegmente, so resultieren hieraus Verlustvariablen L, (i =1, ..., n) mit
L=L, +..+L,. Betrachtet man die isoliert ermittelten Risikokapitalien (Stand-alone-RACS)

geméR RAC, :=R(L,;), sogilt in vielen zentralen Fallen®

n n
(13) RAC = R(L) <§ R(L)) = § RAC; .

i=1 i=1
Das Zusammenfigen der einzelnen Segmente bewirkt in der Regel einen Diversifikationsef-
fekt (bzw. im Versicherungsfall einen Ausgleich-im-Kollektiv-Effekt), der das insgesamt
notwendige Risikokapital reduziert. Der Diversifikationseffekt |asst sich durch die Funktion

J & 0
(14) Dr(L, - Ln) =@ R(L) - R&a Li I,
i=1 TR

2 giehe zum Beispiel die Resultate von Hiirlimann, W. (2001a).

2 Vgl. beispielsweise Scaillet, O. (2003) fir eine nicht-parametrische Schatzung des Conditional Value-at-
Risk.

Vgl. etwa die entsprechenden Beispielein Hurlimann, W. (2001b).

Insbesondere immer dann, wenn das Risikomal3 R subadditiv ist.

24
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10

das so genannte DiversifikationsmaR ?® erfassen. Fiir eine gegebene Menge von Verlustvariab-

len Ly, ..., L, und ein gegebenes Risikomal? R tritt ein Diversifikationseffekt folglich genau

dann ein, wenn die Relation Dg (L4, ..., L) >0 erfllltist.

Beispiel 7: (Risikomal3e und Diversifikationseffekt)
Wir betrachten zundchst das Typus-1I-Risikomald R(L) := E(L) + aVar(L) fir a> 0. Esgilt

dann:

en &y

Dr(Ly, ... Ly) = aéq Var(L) - Var&a L Zu

(15) 8i=1 i=1
=-ad r (L, Ly)s (L)s (L)).

jti
Das Eintreten eines Diversifikationseffekts Dg(Ly, ..., L,) >0 ist somit keineswegs ein Au-

tomatismus, sondern abhéngig von der jeweiligen Parameterkonstellation. So ist die Bezie-

hung Dg(Ly, ..., L) >0 beispielsweise mit Sicherheit erfllt, wenn alle r (L;,L;) <0 sind.

Die Varianz erweist sich somit als problematisches Risikomal3, zumindest im Hinblick auf die
Bestimmung des notwendigen Risikokapitals.

Die RiskomaBe R(L)=E(L)+as (L) fir a>0, R(L)=E(L)+aE[|L- E(L)|] sowie
R(L) = E(L) +aLPM  (E(L); L)X, fir a>0 und k3 1, sind hingegen subadditiv?” und es
tritt ein Diversifikationseffekt fur alle Verlustvariablen Ly, ..., L,, ein, fur die die Eigenschaft

der Subadditivitdt im strikten Sinne erfullt ist.

Fir den Vaue-at-Risk (VaR) zum Konfidenzniveau a gilt VaR, =Q,_, (L), wobel Q,_, das

(1- a)-Quantil der Verteilung der Verlustvariablen bezeichnet. Fir das Diversifikationsmal3

giltindiesem Fale

g & 0
(16) Dvar(Ly, - Ln) =@ Qua (Li) - Qia &a Li =

i=1 i=1 g

% Sighe hierzu Hiirlimann, W. (2001b).
27 vgl. etwa Albrecht, P. (2003), Abschnitt 6.4.
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Im algemeinen Fall ist Dy,g(L, ..., L) ® O nicht erfllt, was aquivalent zu der Aussage ist,

dass das Risikomal3 Vaue-at-Risk nicht generell Uber die Eigenschaft der Subadditivitét ver-
flgt. Es existieren aber Verteilungsklassen, fur die eine Subadditivitét des Vaue-at-Risk ge-

wahrleistet ist.?® Folgt etwa (Ly, .., L,) einer multivariaten Normalverteilung, so ist fir
a <0,5 die Subadditivitét des Vaue-at-Risk stets gegeben. Im Falle der Normalverteilung
gilt Qp, (X)=E(X)+ Ny, s (X), wobel N;., das (1- a)-Quantil der Standardnormalver-
teilung bezeichnet. Fur das Diversifikationsmal3 resultiert hieraus die Représentation

eg & o
(17) Dyar(Lys s L) =Ny o @S (L)- 6 L 20° 0.

8=1 i1 A

Die Subadditivitét des Value-at-Risk griindet sich im Normalverteilungsfalle demnach auf der
Subadditivitét der Standardabweichung.

Als letztes RisikomaR betrachten wir den Conditional Value-at-Risk?® (CVaR) zum Konfi-
denzniveau® a, wobei CVaR, =E[L|L >VaR, |. Der CVaR gt ein koharentes Risikomal3™

im Sinne von Artzner/Delbaen/Eber/Heath und damit insbesondere subadditiv, solange man
sich auf stetige Verteilungen (Existenz einer Dichtefunktion) beschrankt. In diesem Falle gilt
fur das Diversifikationsmal3 folglich ausnahmslos die Relation Dgyar(Ly, ..., L) 2 O. Be-

trachten wir auch hier wiederum den Fall, dass (L, ..., L,,) einer multivariaten Normalvertei-
lung folgt, so gilt CVaR, (X) = E(X)+J(N—1”a)s (X), wobei j (X)3 0 die Dichtefunktion
a

der Standardnormalverteilung bezeichnet.®* Fiir das Diversifikationsmal} greift in diesem Fal-

le die Beziehung

| (N.4) €8 & W
(18) Devar(Lys - Ln) =M9§. s(L)-s éa Lizu 0.
a  @= i=

% Allgemein gilt dies fir die Klasse der eliptischen Verteilungen (sofern a <0,5), vgl. Embrechts, P. /
McNEeil, A. / Sraumann, D. (2002), S. 190. Zur Klasse der eliptischen Verteilungen vgl. grundliegend Fang,
K.-T./Kotz, S./ Ng, K.-W. (1990).

2 Siehe Albrecht, P. (2003), Abschnitt 7.2.

% Dabei ist a das Konfidenzniveau, das der Value-at-Risk-Bestimmung zu Grunde liegt. Das resultierende
Konfidenzniveau beim Conditional Vaue-at-Risk ist damit stets kleiner oder gleich a , da die Relation
VaR £ CVaR uneingeschrénkte Gliltigkeit besitzt.

3L vgl. Albrecht, P. (2003), Abschnitt 5.3 sowie Albrecht, P. / Koryciorz, S. (2003), S. 2f.

3 Siehe dazu wiederum Albrecht, P. (2003), Abschnitt 7.2 und Albrecht, P. / Koryciorz, S. (2003), S. 6.
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Wie schon beim Value-at-Risk ist die Subadditivitét des Conditional Vaue-at-Risk im Nor-
malverteilungsfalle® &quivalent zur Subadditivitét der Standardabweichung.

Kommen wir zurtick zur Aufgabe der (absoluten) Kapitalallokation. Wie bereits im ersten
Kapitel ausgefiihrt, ignoriert der Ansatz des Stand-alone-RAC (RAC; = R(L;)), etwaim Zuge

einer RORAC-Segmentsteuerung, die Wechselwirkungen zwischen den Segmenten, die insge-

samt zu einem positiven Diversifikationseffekt Dg(Ly, ..., L,) >0 flhren konnen. Eine

Stand-alone-Steuerung desi-ten Segments ignoriert somit Risikoreduktionseffekte, die fur die
Gesamtposition von zentraler Bedeutung sind. Eine integrierte Segmentsteuerung, die die
Gesamtposition mit berlicksichtigt, darf daher nicht auf dem Stand-alone-Risikokapital

RAC, =R(L;) basieren, sondern auf einem (noch geeignet festzusetzenden) allokierten Risi-
kokapital RACi* = R(L;; L), das auf den Rigkobeitrag des i-ten Segments zum Gesamtrisiko
R(L) abstellt. Die Bestimmung der Risikobeitrage R(L;; L) steht damit im Zentrum jegli-
cher (absoluten) Risikokapitalallokation. Die Aufgabe ist es dabel, einen (positiven) Diversi-
fikationseffekt Dg(Ly, ..., L,) >0 in einer angemessenen bzw. ,fairen“ (z. B. risikoadaqua-
ten) Weise so auf die einzelnen Segmente zu verteilen, dass die konstitutive Bedingung

n n
(19) a RAC =@ R(Li; L) =R(L)

i=1 i=1

erfullt ist. Diese Aufgabe ist nicht-trivial, da der Diversifikationseffekt nicht-linearer Natur
ist.* Die Erfiillung der Bedingung (19) beinhaltet somit im Kern stets die Linearisierung e-
nes nicht-linearen Zusammenhangs. Dies ist jedoch nicht willkurfrei moglich, sondern kann
nur auf der Basis zusétzlicher Annahmen (,Was ist eine faire bzw. risikoadadquate Vertei-
lung?*) erfolgen, die kritisierbar sind. Gleichwohl schlief3en diese Zusammenhange nicht aus,
dass die Allokation in , verninftiger* Weise, auf der Basis von objektiven Kriterien, vorge-

nommen werden kann.

Der Zusammenhang zwischen RAC; und RAC; bzw. zwischen R(L;; L) und R(L;) kann

formal auf der Grundlage von Allokationsfaktoren O £] ; £1 dargestellt werden,

3 Im Gegensatz zum Value-at-Risk ist eine Beschrénkung auf a < 0,5 alerdings nicht 1anger notwendig.

3 Soist etwaim Falle des Risikomalles Standardabweichung sowie im Falle einer multivariaten Normalvertei-
lung bei Ansatz des Value-at-Risk bzw. des Conditional Vaue-at-Risk der Diversifikationseffekt eine Funk-
tion der Quadratwurzel.
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(20) R(Li: D) =] R(L),

n n
wobei zur Gewahrleistung von (19) die Beziehung & j i =& R(L;L)/R(L) =1 gelten muss.
==

Schliefdich l&sst sich der Segmentbeitrag zum Diversifikationseffekt (unter der Allokationsre-
gel ( ;) Dr(L)=R(L)- R(L;L)=R(L;)-j; R(L) definieren. Fir diesen gilt der struk-

n n
turelle Zusammenhang § Dgr(L;) =& R(L) - R(L) = Dr(Ly, ..., Lp)-
i=l i=1

Eine zentrale Problematik der Kapitalallokation im Hinblick auf die Unternehmenssteuerung
besteht nun darin, dass das Ausmal3 des Diversifikationseffektes Dg(Ly, ..., L,,) im Allge-

meinen von allen SegmentverlustgroBen Ly, ..., L, simultan abhangt, mithin jegliche Veran-

derung eines Segments (z. B. durch Segmentvergréf3erung oder -schrumpfung) das Ausmal}
der Diversifikation und damit die Kapitalallokation nicht unveréndert 1&sst. Die vorgenom-
mene Kapitalalokation setzt damit im allgemeinen Fall eine Fixierung der Segmentgrofen

L, ..., L, voraus. Jegliche Veranderung L; +DL; auch nur eines der Segmente andert das

Gesamtrisikokapital R(L) und erzwingt damit eine neue Kapitalallokation. Dies gilt es bei

dem Einsatz von allokiertem Risikokapital zur Segment- bzw. Unternehmenssteuerung sorg-
faltig zu beachten.

3.2 Absolute Kapitalallokation bei homogenen Segmenten

Eine Klasse von Spezialféllen, denen besondere Bedeutung zukommt und bei denen, wie noch
gezeigt wird, die Gewinnung tiefer gehender Resultate moglich ist, soll in diesem Abschnitt
detaillierter analysiert werden. Es sind dies die Félle, in denen die einzelnen Segmente be-
stimmte homogene Strukturen besitzen, wie etwa in den einfihrenden Beispielen 2, 3 und 6.
Hier ist man nicht nur in der Bestimmung des allokierten Risikokapitals pro Segment interes-
siert, sondern darliber hinausgehend in einer Risikokapitalallokation pro Segmenteinheit (per

unit allocation).

Im Falle des Beispiels 2 (homogenes V ersicherungskol lektiv) wird dabei eine Risikokapitalal-
lokation R(X;; L) pro Versichertem desi-ten Teilkollektivs gesucht, die die Bedingung
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(21) R(Li; L) =k R(X;; L)

erfullt. Dabel entspricht X; derjenigen Zufallsvariable, gemal3 der die individuellen Gesamt-
schaden X;; der k; Versicherten des i-ten Teilkollektivs (unabhangig und) identisch verteilt
sind. Analog dazu wird im Falle des Beispiels 3 eine Risikokapitalallokation R(LF;; L) pro
Einheit des Finanztitelsi gesucht, die der Bedingung

(22) R(L;; L) =X R(LF;; L)

genuigt, wobei x; die Anzahl desi-ten Finanztitelsim Investmentportfolio bedeute.

Im Investmentfall (Beispiel 3) kann die dargestellte Aufgabe auch folgendermal3en formali-

siert werden.* Fixiert man die Verlustvariablen LF,, ..., LF,,, soinduziert die Funktion

&y 0
(23) R4, - Xp) = REGA X LR T
i=1 a

ein RisikomaR®* auf dem A". Wir sind dann an einer Kapitaalokation R (X, ..., X,) =
R(LF;; L) pro Einheit des i-ten Finanztitels interessiert, die insbesondere die Bedingung (19)
der vollstandigen Allokation, in diesem Kontext

3 .
(24) a X R(Xg, o Xp) = R(Xq, ...y %) flralle (X, ..., X,)

i=1
erfllt.
Wieim allgemeinen Fall des Abschnitts 3.1 ist dabei auch im Falle eines homogenen Portfo-

lios von Finanztiteln die Kapitalallokation abhangig sowohl von den fixierten Basisfinanzti-

teln, wie auch von den Ausmalen x; mit denen in diese Basisfinanztitel investiert wurde.

% Siehe zu diesem Ansatz Denault, M. (2001), Fischer, T. (2003) sowie Tasche, D. (2000, 2002).

% Im Falle von homogenen Versicherungskollektiven ist eine analoge V orgehensweise méglich. Jedoch ist das
korrespondierende induzierte Risikomal3 (aufgrund der Ausgleichseffekte in den betreffenden Teilkollekti-
ven) kein positiv homogenes Risikomal3. Dies aber ist essentiell fur diein Abschnitt 5.5 dargestellten Ergeb-
nisse im Zusammenhang mit (24).
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3.3 Inkrementelle Kapitalallokation

Im Rahmen einer inkrementellen Kapitalallokation wird der Risikobeitrag des i-ten Segments
zum Gesamtrisiko derart ermittelt, dass die Differenz zwischen dem Risikokapital unter Ein-
schluss des Segments sowie dem Risikokapital unter Ausschluss dieses Segments betrachtet
wird,*” das heift

(25) R(L;L)=R(L)- RL- L), i=1 ..n.

Diese durchaus intuitive Vorgehensweise besitzt jedoch den Nachteil, dass im Allgemeinen
nicht die fir eine Kapitalallokation fundamentale Beziehung (19) gewahrleistet ist, das heilt
sich das alokierte Risikokapital nicht notwendigerweise zum Gesamtrisikokapital aufad-
diert.® Betrachten wir hierzu ein Beispiel.

Beispiel 8: (Inkrementelle Kapitalall okation)

Wir gehen aus von zwei Segmenten mit zugehorigen Verlustvariablen L; und L,. Das Risi-
komal3 R sei subadditiv und es existiere ein positiver Diversifikationseffekt Dg (L, L,) >0.
Die Segmentrisikobeitrdge nach dem inkrementellen Verfahren bestimmen sich demnach zu
R(L;; L) = R(L) - R(L,) bzw. R(L,; L):= R(L) - R(L,). Esgilt damit
R(Ly; L) +R(L2; L) = R(Ly + Lp) + R(Ly +Lp) - R(Ly) - R(Ly)

=R(L; +Ly)- Dgr(l, Ly)

<R(L +Lp) ,
mithin tritt hier eine Allokationsliicke exakt in Hohe des Diversifikationseffektes auf. Dies
liegt allgemein darin begriindet,* dass im Rahmen von (25) jeweils der gesamte Diversifika-
tionseffekt dem Segment i zugeschlagen wird und keine Aufteilung zwischen dem Restkol-

lektiv und dem Segment erfolgt. Dies erkennt man, indem man R(L;; L) gemal (25) in der

n
aquivalenten Form R(L;; L) =é R(L;)- R(L- L)- Dr(Ly, ..., L) bestimmt.
i=1

Das dargestellte Verfahren einer inkrementellen Kapitalallokation erweist sich damit as un-
geeignet fur eine Kapitalallokation.

37 Vgl. zu dieser Vorgehensweise etwa Hooker, N. D. u. a. (1996), S. 294, Merton, C. / Perold, A. F. (1993),
S. 28 — in diesen Beitrégen als marginale Kapitalallokation bezeichnet — sowie Dowd, K. (1999) und Litter-
man, R. (1996), S. 75.

% Siehe hierzu allgemein Merton, C./ Perold, A. F. (1993), S. 32.

39 vgl. Soughton, N. / Zechner, J. (2000), S. 893.
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Eine Variante® des Verfahrens der inkrementellen Kapitalallokation stellt auf das durch die
Hinzunahme eines Segments zusétzlich induzierte Risikokapital ab, das heil¥, es gilt
R(L;; L):=R(L) und R(L;; L)=R(L;+..+L;)- R(Ly +...+L;_;) fur i =2, ..., n. Diese

n
Verfahrensweise sichert zwar eine vollstandige Allokation der Form é_ R (L;) = R(L), aber
i=1

das zugewiesene Risikokapital hangt nunmehr von der Reihenfolge ab, in der die Segmente
zu einem Gesamtkollektiv zusammengefligt werden. Des Weiteren erhdlt das zuerst ausge-
wahlte Segment als Risikokapital stets sein Stand-alone-RAC zugeordnet und partizipiert folg-
lich nicht an dem gesamtkollektiven Diversifikationseffekt. Auch dieses Verfahren ist somit
hochst problematisch. Insgesamt werden daher in der vorliegenden Ausarbeitung inkrementel-
le Verfahren der Kapitalallokation nicht weiter verfolgt.

3.4 Marginale Kapitalallokation

Verfahren der marginalen Kapitalallokation™ betrachten die Auswirkungen von marginalen
Positionséanderungen auf das notwendige Risikokapital. Dies erscheint insbesondere in demin
Abschnitt 3.2 dargelegten Kontext homogener Portfolios sinnvoll, in denen ein (induziertes)

Risikomal® R(xg, ..., X,) auf einer Teilmenge des A" definiert ist. Im Rahmen einer margi-

nalen Kapitalallokation werden dann die Grofen (Deltas)

(26) D; (X -y Xp) - 1%

betrachtet. Dies setzt die partielle Differenzierbarkeit von R in alen Komponenten voraus.

Die marginalen Kapitalbeitrage D; (Xq, ..., X,) quantifizieren approximativ die Anderung des
gesamten Risikokapitals bei einer kleinen Anderung Dx; der i-ten Portfolioposition, das heif3t
R(Xq, v Xioq0 X + DXy Xigq, vons X)) » Dy (X, ooy Xiy) DX

In diesem Sinne liegt allerdings weniger eine Kapitalallokation, denn eine Sensitivitatsanaly-

2™ vor.

40 Siehe etwaKinder, C. (1999), S. 158 ff. oder Tijs, S H./ Driessen, T. S. (1986), S. 1017.

4 vgl. etwalLitterman, R. (1996) sowie Garman, M. B. (1996, 1997).

42 Fir entsprechende Sensitivitatsanalysen im VaR- bzw. CVaR-Zusammenhang siehe Gourieroux, C. / Lau-
rent, J. P./ Scaillet, O. (2000) bzw. Scaillet, O. (2003).
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Neben diesen Mdglichkeiten einer Sensitivitéisanalyse existiert aber auch ein direkter Zu-
sammenhang zur absoluten Kapitalalokation. Ist das induzierte Portfoliorisikomald positiv

homogen, das heifk gilt R(cx) =cR(x) firale ¢>0, xI A", undist Rnach allen x stetig
differenzierbar, so gilt gemal? des Satzes von Euler die fundamentale Beziehung
g
27 R(Xq, - Xp) =@ % D (Xq, s Xp) -
i=1
Setzt man mithin R (X, ..., X,) = D; (X, ..., X,;) SO ist eine (absolute) Risikokapitalallokation

gefunden, die die Beziehung (24) erflillt. In diesem Kontext kann somit der Ansatz einer mar-
ginaden Kapitalallokation unter dem der absoluten Kapitalallokation mitbehandelt werden.
Dieswird im Abschnitt 5.5 dieser Ausarbeitung erfolgen.

4 Anforderungen an eine absolute Kapitalallokation

Eine Mo6glichkeit, eine vernlinftige (absolute) Kapitalallokation zu gewahrleisten, besteht dar-
in, entsprechende Anforderungen an eine solche Allokation zu postulieren und spezifische
Allokationsregeln im Hinblick auf die Erfullung dieser Anforderungen zu kontrollieren.

Eine erste Basisanforderung ist die Gewahrleistung einer vollstandigen Kapitalallokation ge-
maf (19):

(A1) én. R(Li; L) = R(L).
i=1

Eine zweite Basisanforderung besteht darin, dass das alokierte Kapital nicht hoher als das
Stand-alone-RAC ausfallen darf, formal

(A2) RL;LERW), i=1..n,

da andernfalls das entsprechende Segment durch die Einbettung in die Gesamtposition be-
nachteiligt wirde.
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Denault (2001) postuliert nun weiter gehende Anforderungen an eine Kapitalallokation. Als
Verschéarfung der Bedingung (A2") kommt dabei zunéchst das so genannte No Undercut-

Axiom zum Tragen:

e 0

(A2) a R(Li; L)ERGQ L =, furale TeilmengenM von {1, ..., n}.
iT™M iMm @

Die Summe der Segment-Risikokapitalien Uber beliebig kombinierte Segmente darf somit

ebenfalls nicht hoher sein, als das Stand-alone-Risikokapital des entsprechenden vereinigten

Segments. Ansonsten wiirde wiederum eine Benachteiligung relativ zu dem vereinigten Seg-

ment existieren.

Aquivalent®® zur No Undercut-Bedingung (A2) — und die eigentliche Basis fiir die Namens-

gebung — ist die folgende Anforderung:

(AZ¥) Es gibt keine Teilmenge M i {1, ..., n} und GréRen H;, i1 M, mit der

: o &, 0 iy -
Eigenschaft g H; =R&g L zund H; <R(L;; L) furaleil M.
it™M iiM @
Es darf folglich keine Teilmenge M von Segmenten geben, so dass allokierte Risikokapitalien

H; existieren, diein alen diesen Segmenten geringer as R(L;; L) ausfallen.

Als weitere Anforderung postuliert Denault (2001) eine Symmetriebedingung, die der Theo-
rie der kooperativen Spiele entlehnt ist.** Zum Zweck der Ubersetzung in den vorliegenden
Kontext definieren wir zundchst den Sachverhalt der Austauschbarkeit. Die Segmente i und j
heiRen dabei austauschbar, wenn fiir beliebige Teilmengen M 1 {1, ..., i} \{i, j} gilt:

RgaL +L—-RgaL——RgaL +L—-Rgé L2
ki M g 6e&vm @ €k M g €&iwm ﬂ

Fir eine beliebige Kombination von Segmenten &ndern sich somit die Zuwéchse an Risiko
nicht, wenn alternativ die Segmente i bzw. j hinzugefiigt werden. Aquivalent hierzu ist offen-
bar die folgende Forderung in absoluten Risikotermen:

RgaL +L——RgaL +1 —furaIIeM {1 ..., np\{i, ).
SRV 1] SRV

43 vgl. Hurlimann, W. (2001b), S. 12.
4 Zur spieltheoretischen Formulierung vgl. Denault (2001, S. 7).
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Die Symmetriebedingung lautet nun:

(A3) Sinddie Segmentei und j austauschbar, so gilt:
RL; L)=R(L; L).

Induzieren die Segmente i und j bei ihrer alternativen Hinzufligung die jeweils gleichen Risi-
kozuwéchse, so ist ihnen ein Risikokapital in gleicher Hohe zu allokieren.

Eine alternative Formulierung der spieltheoretischen Symmetrieeigenschaft findet sich in Le-
maire (1991, S. 27). Zur Ubersetzung dieser Eigenschaft in den vorliegenden Kontext gehen
wir dabei aus von einer Permutation p:{L .., n}® {1, ..., n}, das heiRt einer Anderung der
Reihenfolge bzw. Indizierung der betrachteten Segmente bzw. den zugehérigen Verlustvari-
ablen. Die Symmetriebedingung lautet nun:

IO=

o] %O O .
Gilt R‘é alL _:R a L; T fur ale Teilmengen M, so muss ebenfalls gelten:
p(M) g iM g

RlLyiy: L)=R(L; L).
Andert die Permutation die Risikoverhdtnisse hinsichtlich der Bildung unterschiedlicher
Segmente nicht, dann bleibt auch die Kapitalallokation unveréndert. Diese Forderung stellt

somit sicher, dass das Allokationsergebnis ausschlieflich von dem betrachteten Risikomaf3™

abhangig ist und nicht von der Indizierung der Einzelrisiken.*

Abschlieffend wird noch die Bedingung der risikolosen Allokation postuliert:
(Ad) R(c; L) =c.

Fur deterministische Verluste L; = c entspricht das allokierte Kapital exakt der Verlusthohe.
Eine andere Kapitalallokation kommt in diese Falle nicht in Betracht, da es an einem Risiko-
element fehlt.*’ Diese Bedingung ist ein Speziafall*® der , Dummy Player-Eigenschaft* in der
Spidtheorie® fiir Segmente mit deterministischen Verlusten.

Der gegebenen ,, charakteristischen Funktion im Terminus der Spieltheorie.

4 Mit der Forderung nach Symmetrie scheidet beispielsweise die unter Gliederungspunkt 3.3 skizzierte modi-
fizierte Variante inkrementeller Kapitalallokation als verninftige Allokationsmethode aus, da hier auch die
Betrachtungsreihenfolge auf das Allokationsergebnis Einfluss nimmt.

In einem verallgemeinerten Verstandnis l8sst sich das Axiom der risikolosen Allokation dahingehend inter-
pretieren, dass einer Geschéftseinheit i, die ihren gesamtkollektiven Risikobeitrag um den sicheren Betrag b
reduziert — im Versicherungsfall beispielsweise ausgel6st durch gestiegene Beitragseinnahmen (Dp; = b)

47

bei unveréndertem Risikoexposure — eine Allokationsersparnisvon DR(L;; L) =-b zu Gute kommen soll.
Vgl. dazu Denault, M. (2001), S. 5.
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Kapitalalokationen, die die Postulate (Axiome) (A1) - (A4) erfullen, werden von Denault
(2001) als koharente Allokationsprinzi pien bezeichnet.

5 Allokationsprinzipien
5.1 Proportionale Allokation

Eine erste einfache Allokationsregel, die die Bedingung (A1) einer vollsténdigen Allokation
erfullt, besteht darin, den gesamten Diversifikationseffekt Dg(Ly, ..., L,,) proportional zur

relativen Hohe des Stand-al one-Risikokapital s jedes Segmentes aufzuteilen,*® das heift
R(L.

(28) DR(Li):: DR(L]_,..., Ln)n(—l)

a R(L;)

j=1

In Termen des allokierten Risikokapitals ist hierzu aufgrund von R(L;; L) = R(L;) - Dgr(L;)

n
und Dg(Ly, .., Ly) = é_ R(L;)- R(L) die folgende Festsetzung des Segmentrisikokapitals
=1

aquivalent:

(29) R(L; L) = nR(—L')
a R(L))

j=1

R(L).

Die Allokationsfaktoren gemal3 (19) lauten demgemal3
R(L;) _

a4 R(L))

A

(30) ji=

Vorausgesetzt werden muss hierbei die Vorlage eines kohérenten Risikomalies.

49 vgl. hierzu etwaLemaire, J. (1991), S. 27.

%0 Offenbar kann der Diversifikationseffekt geméaR? (28) auch entsprechend aufgeteilt werden, wenn R(.) ein
beliebiges Risikomald (des Typus | oder 1) ist, das heif¥t nicht notwendigerweise dem Stand-al one-Risikoka-
pital entspricht. Aufgrund der im Haupttext dargelegten grundsétzlichen Méangel einer proportionalen Allo-
kation, soll diese erweiterte Variante aber nicht ndher untersucht werden.
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Insgesamt sind hierbei offenbar die Bedingungen § R(L;; L) =R(L), §j ; =1 sowie auch

A Dgr(L) =Dgr(ly, ..., L,) erfillt.

Beispiel 9:
Betrachen wir zunédchst das Risikomal3 Standardabweichung, so ergeben sich die Allokations-
faktoren zu
_ s(L)
i~ 5‘— -
as(L;)

j=1
Im Falle des Vaueat-Risk zum Konfidenzniveau a erhaten wir aufgrund von
VaR, (L) =Qy., (L) Allokationsfaktoren der Form
Ql—a (I—i)
.
an-a(Lj)

j=1

ji=

Im Falle des Conditional Value-at-Risk zum Konfidenzniveau a ergeben sich schlief3ich die
Allokationsfaktoren zu

— E[Li||—i > Ql—a(l—i)] 51

el @)

Da die Allokationsfaktoren gemél3 (30) ausschliefdlich an den Stand-alone-Risikokapitalien
orientiert sind und diese die Wechselwirkungen (stochastische Abhéngigkeiten) zwischen den
Segmenten nicht erfassen, gilt dieser Kritikpunkt auch fir die proportionale Allokation. Die
eigentliche Kernaufgabe einer Kapitalallokation, die segmentweise Aufspaltung des Gesamt-
riskos R(L), spiegelt sich in den Allokationsfaktoren ebenfalls nicht wider. Schliefdlich und
endlich ist die proportionale Kapitalallokation nicht kohdrent: Zuné&chst gilt bei Bestehen a-

nes positiven Diversifikationseffektes zwar R(L)/é R(L;) <1 womit gemal (29) die
j

»Schwache Version* (A2") des No Undercut-Axioms erfillt ist. Demgegenuber ist jedoch die

1 Weitere Beispiele fiir eine proportionale Risikokapitalallokation finden sich in Albrecht, P. (1998).
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No Undercut-Bedingung (A2) in ihrer vollen Allgemeinheit verletzt. Betrachten wir hierzu
abschlief}end ein Beispiel.

Beispidl 10:

Gegeben seien drel Segmente i =1, 2 und 3 mit zugehdrigen Verlustvariablen L, L, und
L;. Dabei gelte L, ~N(@ 2) fur i=123 sowie r(L;, Ly)=r(L,,L3)=05 und
r (Ly, L3) = 0. AlsRisikomald wahlen wir den Value-at-Risk zum Konfidenzniveau a = 0,01,
das heifdt R(L) =VaR, (L). Fur die Stand-alone-Kapitalien ergibt sich dann zunachst je-
weils R(L;) =E(L;)+233s (L;) =1+ 2,33+/2 = 4,295. Aufgrund von Var(L, +L, + Ls) =

aVar(L)+ar (L. L)s(L)s(L;)=10 folgt hieraus fir den Valueat-Risk

i it
VaRy o1 (Ly +L, + Lg) =3+2,33+/10 =10,368. Bei proportionaler Allokation nehmen nun die
Allokationsfaktoren jeweils den Wert 1/3 an; hieraus resultiert R(L;; L) =10,368/3 = 3,456.
Betrachten wir nun das vereinigte Segment {1, 3}, so ergibt sich hier als Stand-aone-Kapital
R(L, + Lg) =VaRy g, (Ly + Lg) =2+2,33s (L, + Lg) = 2+2,33 /4 =6,66. Damit gilt insge-
samt R(L;; L)+ R(Lg; L) =6,912> 6,66 = R(L; + L3). Die Bedingung (A2) ist folglich ver-

letzt; die Segmente 1 und 3 wéren gunstiger auf Stand-alone-Basis zu flihren als vereinigt mit
Segment 2 im Gesamtkollektiv.>?

2 Aus der Beziehung (29) ist des Weiteren unmittelbar ersichtlich, dass eine proportionale Allokation zwar
symmetrisch ist, typischerweise aber auch gegen das Axiom der risikolosen Allokation verstoft.
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5.2 Kovarianzprinzip

Die kovarianzbasierte Risikokapitalallokation basiert auf der folgenden Festsetzung der Allo-
kationsbetrage:

RLi; )= E(L) + 285 D e - ()

(3) 7 var(L)
= E(L) +b; [R(L) - E(L)] .

Dabei werden die Betafaktoren b, =b(L;; L) gemédR b; =Cov(L;, L)/Var(L) definiert.>®
Die Allokationsfaktoren ergeben sich somit zu
(32) j ; =Couv(L;, L)/Var(L) = b,

und sind damit offenbar unabhé&ngig vom konkret gewdhiten Riskomald. Wegen

5
é_ Cov(L;, L)/Var(L)=Co aeé L, L=/Var(L) = Cov(L, L)/Var(L) =1 ist offenbar die Be-
[ [ a

dingung (A1) der vollstandigen Risikokapitalallokation erfillt. Da bei der Allokation die

Stand-alone-Risikokapitalien keine Rolle spielen, ist jedoch bereits das schwache No Under-

cut-Postulat R(L;; L) £ R(L;) im allgemeinen Fall nicht gewéhrleistet.>*

Die Allokationsfaktoren j ; ergeben sich offenbar aus der Aufspaltung des Risikomal3es Vari-

anz in einzelne Segmentbeitrége,

& 0_Jeg u_g
(33) Var(L) =Var&q Liz=@q éa Cov(L;, Lj)a=aq Cov(L;, L),
i=1 @ i=1§j=1 g i=1

und der Normierung der Segmentbeitrage Cov(L,;, L) zum Gesamtrisiko Var (L) durch Divi-
sion durch dieses Gesamtrisiko. Mithin erfolgt im Rahmen des Kovarianzprinzips eine Ver-
rechnung desauf R(L)- E(L) entfallenden Diversifikationseffekts auf der Basis der Kovari-

anzstruktur der Ly, ..., L,,, dasheil3t auf der Grundlage einer spezifischen Quantifizierung der

linearen stochastischen Abhéngigkeit der Segmente. Unter Beschrankung auf die Verte-
lungsklasse der elliptischen Verteilungen, insbesondere der multivariaten Normalverteilung,
kann eine solche Erfassung der stochastischen Abhéngigkeit als gerechtfertigt angesehen

> Die Betafaktoren kénnen somit prinzipiell negativ werden. Inwiefern dies in empirischen Anwendungen zu

Segmentrisikokapitalien R(L;; L) <0 gemal (31) fuhren kann, ist jedoch unklar.
Analog zur proportionalen Allokation steht daneben auch beim Kovarianzprinzip der Symmetrie des Verfah-
rens die generell fehlende Einhaltung des Axioms der risikolosen Allokation gegentiber.
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werden.> Im generellen Fall greift dies jedoch zu kurz und es wére eine segmentspezifische
Aufspaltung von R(L) anstelle von Var(L) vorzuziehen. Wir verzichten im Zusammenhang

mit dem Kovarianzprinzip auf ein Beispiel, da wie bereits festgestellt die Allokationsfaktoren
gemal3 (32) unabhéngig vom konkret gewahlten Risikomal3 sind.

Das Kovarianzprinzip besitzt den Vorteil einer sehr generellen Anwendbarkeit, solange
R(L) > E(L) gewéhrleistet ist.>® Allerdings wird die Allokation stets so durchgefiihrt, als ob
R(L) - E(L) und Var(L) identisch wéaren. Das zur Ermittlung des Gesamtrisikokapitals ver-
wandte Riskomald R(.) spielt dabei keine Rolle mehr. Zudem ist es nur im multivariaten d-
liptischen Fall plausibel, die Korrelationsstruktur als Ausgangspunkt fir eine Verteilung des
auf R(L)- E(L) entfallenden Diversifikationseffekts zu verwenden.

Im Falle von homogenen Segmenten — man vergleiche die entsprechenden Beispiele des Ab-
schnitts 2 — kann das Kovarianzprinzip entsprechend verallgemeinert werden. Beginnen wir

ki
mit dem Versicherungsfall (Beispiel 2). Hier ist L, = é_ X
j=1

ij» Wobei die Zufallsvariablen X;

unabhangig und gemal X; identisch verteilt sind. Definieren wir in einem ersten Schritt

o 0
b(X;; L)=Cov(X;, L)/Var(L), so gilt entsprechend b(L;; L) = Cov‘?é Xij Lj/Var(L) =
j=1 @
K
a COV(Xi
j=1

renwir R(X;; L) =E(X;)+b(X;; )[R(L)- E(L)], so gleicht b(X;; L) einer Risikokapi-

i» L)/Var(L) =k; Cov(X;, L)/Var(L) und damit b(L;; L) =k; b(X;; L). Definie-

talallokation pro Versichertem, die die Bedingung (21) erfullt.

Im Investmentfall (Beispiel 3) ist entsprechend b (LF;; L) :=Cov(LF;, L)/Var(L) zu definie-
renund R(LF;; L) = E(LF;) + b(LF;; L)[R(L) - E(L)] zu setzen, um das Kovarianzprinzip

auf Segmente von Finanztiteln zu verallgemeinern. Allerdings ist darauf hinzuweisen, dass
die Var(L)-Terme in den beiden behandelten Falen unterschiedlich sind und damit auch die
Betafaktoren. Im Versicherungsfall gilt die Beziehung

% Siehe Embrechts, P. / McNeil, A. / Sraumann, D. (2002).
% Dies gilt insbesondere fiir erwartungswertbegrenzte Risikomalie des Typus |1, vgl. dazu Albrecht, P. (2003),
Abschnitt 5.4.
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n
(34a) Var(L) =8 kVar(X;) + ki k; Cov(X;, X;),
i=1 jti

wahrend im Investmentfall der Zusammenhang
n

(34b) Var(L) = § x?Var(LF,)+& % x; Cov(LF;, LF;)
i=1 jti

Gultigkeit besitzt. Der Unterschied (linearer bzw. quadratische Anteile der Segmentgréfie im
ersten Term) resultiert daraus, dass im Versicherungsfall ein Ausgleich-im-Kollektiv-Effekt
auch innerhalb des Segments wirkt, im Investmentfall hingegen nicht.

5.3 Bedingter Erwartungswert-Prinzip

Im Rahmen einer bedingten Erwartungswertbildung greifen die Beziehungen L = E[L| L] =

n
A E|L;| L] sowie E[L| L = R(L)|= R(L). Insgesamt gilt damit
i=1

(35) R(L) =E[L|L =RWL)]=4 E[Li|L=RW)].
i=1

Die bedingte Erwartungswertbildung impliziert somit eine lineare Aufspaltung des Risikoma-
l3es und legt die folgende Definition des Segmentrisikokapitals nahe:

(36) R(L; L) =E[L | L=R()],

eine Allokation, die den Postulaten (A1), (A3) sowie (A4) per constructionem genugt.

Beispiel 11: (Bedingtes Erwartungswert-Prinzip und multivariate elliptische Verteilung)
Im Falle einer multivariaten elliptischen Verteilung gilt>’

Cov(L;, L) Cow(ly, Ly,

(37) ElL L] = E() + Var)

E(L)]

COV( Li , L

und damit E[L; | L = x|= E(L;) + var( ) [x- E(L)]. Hierausfolgt die Risikokapitalauftei-

lung

5" Siehe Hiirlimann, W. (2001b), S. 12.
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(38) R(L;; L) = E(L) +b; [R(L) - E(L)],

wenn wie in Abschnitt 5.2 wiederum der Betafaktor b; =b;(L;; L) =Cowv(L;, L)/Var(L)

benutzt wird. Im Beispielfalle reduziert sich somit das Bedingter Erwartungswert-Prinzip auf
das Kovarianzprinzip (31).

Betrachten wir als Risskomald R(L) = E(L) + as (L), so reduziert sich (38) auf
(39) R(L;; L) =E(L)+ab;s (L).

Damit kann im elliptischen Fall fur das Risikomald R(L) = E(L) +as (L) auch direkt die Guil-
tigkeit des schwachen No Undercut-Postulats (A2) nachgewiesen werden. Zu zeigen ist
R(L;; L) £ R(L;), dasheiflit E(L;) +ab;s (L) £ E(L;) +as (L;). Diesreduziert sich auf den
Nachweis von Cov(L;, L) £s (L;)s (L), was wegen Cov(L;, L) =r (L;, L)s (L;)s (L) und

r(L, L) £1 stetserfulltist.

Damit ist es auch mdglich, im Falle des Value-at-Risk bzw. des Conditional Value-at-Risk die
entsprechenden Segmentrisikokapitalien anzugeben, wenn wir uns auf den Fall der multivari-

aten Normalverteilung beschrénken. Es gilt dann

(40) R(L;: L) =E(L;) +Ny_o by (L)
bzw.
(41) R(L;; L) = E(L;) + ('\';a)bi s(L).

Im allgemeinen Fall ist der bedingte Erwartungswert gemafd (36) nicht analytisch ermittelbar
und es missen alternative Wege, z. B. Monte Carlo-Simulation oder statistische Schétzung,

beschritten werden.®

% Fir einen Uberblick vgl. etwa Hallerbach, W. G. (2002/03). Fir den Speziafall des Vaue-at-Risk siehe
Gourieroux, C. / Laurent, J. P. / Scaillet, O. (2000) und fur den Speziafal des Conditional Vaue-at-Risk
vgl. Scaillet, O. (2003).
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5.4 CVaR-Prinzip

Bei Ansatz des spezifischen Riskomaldes Conditional Value-at-Risk CVaR, (L) =
E[L| L >VaR, (L)] = E[L| L>Q. 4 (L)] ergibt sich aufgrund der Linearitdt des bedingten E-
wartungswertes offenbar eine direkte additive Aufspaltung der Form
(42) CVaR, (L) = én E[L; [L>VaR, (L)),

i=1

die die Erfullung des Postulats (A1) der vollstdndigen Kapitalallokation gewéhrleistet. Die
einzelnen Summanden aus (42) lassen sich nun unmittelbar als Segmentrisikokapital interpre-

tieren,
() R(Li; L) =E[L[L>Qua (L],
was formal einer Verwendung der Allokationsfaktoren®

_EL[L>Qua ()
ELL>Q, (L)

(44)
gleichkommt.

Beispiel 12: (CVaR-Prinzip im elliptischen Fall)

Unter Anwendung des Resultats (37) fur den bedingten Erwartungswert E[Li | L] einer multi-
variaten elliptischen Verteilung, folgt allgemein®

(45) R(Li; L) =E(L;) +b; [CVaR, (L)- E(L)].

Dies it gemd (38) ein Speziadfall des Bedingter Erwartungswert-Prinzips fir
R(L) =CVaR, (L).

Wie Panjer (2001) feststellt, erfillt das CVaR-Prinzip die Anforderungen an eine kohérente

Kapitalallokation nach Denault. Ein entsprechender Nachweis findet sich im Anhang dieser

Ausarbeitung.

% Man beachte den Unterschied zur proportionalen Aufteilung des CVaR gemaR Beispiel 9.
0 vgl. hierzu Hurlimann, W. (2001b), S. 12.
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5.5 Euler-Prinzip

Im Zuge der Kapitalallokation entfaltet das Euler-Prinzip® seine Bedeutung bei der Betrach-
tung homogener Segmente von Finanztiteln.®? Die Allokation selbst erfolgt auf der Basis der
Beziehung (27), der der Satz von Euler zugrunde liegt. Voraussetzung ist somit zunéchst die
Spezifikation eines positiv homogenen (induzierten) Risikomalies R auf einer (offenen) Teil-
menge des A", dasin allen Komponenten stetig differenzierbar ist. Das Besondere am Euler-

Prinzip bzw. am Verfahren der Kapitalallokation auf Basis des Gradienten® (Dy, ..., D,,) ist

nun, dass fur dieses Verfahren eine Reihe von Optimalitétsaussagen existieren.

So weist Denault (2001) auf der Grundlage der Theorie kooperativer (konvexer) Spiele mit
fraktionalen Spielern nach, dass im Falle eines positiv homogenen, konvexen und differen-
zierbaren Risikomal3es — solche kénnen beispielsweise von kohdrenten Risikomal3en induziert
werden — der Gradient dem Aumann-Shapley-Wert entspricht. Bezogen auf das Kapitalalloka-
tionsproblem bedeutet dies, dass der Gradient (Dy, ..., D,,) ds eindeutige faire Risikokapital-

allokation pro Einheit (Finanztitel) angesehen werden kann. Im Falle eines kohérenten und
differenzierbaren Risikomal3es weist Denault (2001) weiter nach, dass eine kohérente Kapi-
talallokation vorliegt.

Ist das Riskomal3 nur positiv homogen, so kann die Theorie konvexer Spiele nicht mehr an-
gewandt werden. Aber auch in diesem Fall existieren Argumente fir die Verninftigkeit des
Euler-Prinzips. So betrachtet Tasche (2000) fur den Fal von Investmentportfolios eine (er-
wartete) RORAC-Variante der Form RORAC(L):= E(- L)/R(L), wobei R(L) = R(X{, .., Xp,)
ein RisikomaR® ist und E(- L) die mit dem Periodenverlust L = L(Xy, ..., X,) €iner Gesamt-
position verbundene, erwartete Gewinngroéf3e darstellt. Damit induziert auch der (erwartete)
RORAC selbst eine Funktion auf dem A", das heit RORAC = RORAC(Xy, ..., X,). Die An-

forderungen an eine Risikokapitalallokation R (Xq, ..., X,) pro Finanztitel sind dann derge-

stalt, dass der Segment-RORAC der Form RORAC; = E(- L;)/R (X, ..., X,) die ,richtigen

1 vqgl. zu dieser Nomenklatur Patrik, G. / Bernegger, S./ Rilegg, M. B. (1999), S. 65.

2 Wie bereits in Funote 36 angemerkt, ist diese VVorgehensweise wegen der fehlenden positiven Homogenitét
nicht auf den Versicherungsfall Ubertragbar.

8 3o die Terminologie von Fischer, T. (2003).

% Tasche, D. (2000) betrachtet dabei RisikomaRe des Typus |, insbesondere zweiseitige Risikomalze — vgl.
hierzu Albrecht, P. (2003), Abschnitt 6.1 —, die auf Abweichungen vom Erwartungswert abstellen.
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Signale® fur eine verniinftige Segmentsteuerung, insbesondere bei marginalen Positionsande-

rungen, gibt. Formal gelten die folgenden Anforderungen (dabei ist x=(X, ..., X,;) und &

der i-te Einheitsvektor):

1. Gilt RORAC; < RORAC, danngibt esein Dy >0 mit
RORAC(x- Dg) > RORAC(x) > RORAC(x +Dg) fir alle 0 <DE£ D,,.

2.  Gilt RORAC; > RORAC, dann gibt esein Dy >0 mit
RORAC(x- Dg) < RORAC(x) < RORAC(x +Dg) fir alle 0 <DE£ D,,.

Tasche®™® (2000) weist nun unter diesen Anforderungen nach, dass fiir ein positiv homogenes,
partiell differenzierbares Riskomal? R mit stetigen partiellen Ableitungen der Gradient

(D, ..., D,) die einzige stetige Losung ist, die die Anforderungen an eine verniinftige RO-

RAC-Segmentsteuerung erfillt.

Insgesamt bedeutet dies, dass die Frage nach einer optimalen Kapitalallokation dann eindeutig
beantwortbar ist, wenn das Risikomal? positiv homogen und auf der zugrunde liegenden (of-

fenen) Teilmenge des A" total differenzierbar ist. Als Konsequenz stellt sich dann die Folge-
frage, ob ein konkret ins Auge gefasstes (induziertes) Risikomal3 R(L) = R(xq, ..., X,;) fur alle
multivariaten Verteilungen von (L4, ..., L) total differenzierbar ist oder gegebenenfalls nur

fur eine eingeschrankte Menge von multivariaten Verteilungen. Bevor wir dieser Frage nach-

gehen, betrachten wir aber zunéachst ein Beispid.

Beispiel 13: (Euler-Prinzip fur multivariat normalverteilte Finanztitel portfolios)

Als erstes Risikomal3 betrachten wir R(L) =s (L), ein Risikomal3 des Typus |. Das durch
n

L =3 x LF, gemaR(5) induzierte Risikomaf ist somit
i=1

12
u 2
X; Xj Cov(LF;, LFj)g = (XT Cx)l/ :

[N
Qo5

n
S (Xgs v Xp) = eﬁ

=1

>

1

@™

—
1

% Fir weiter gehende Ergebnisse vgl. Fischer, T. (2003).



30

wobei X = (X, ..., X,)' und C =(Cov(LF,, ..., LF,))) die Varianz-Kovarianz-Matrix bezeich-

ne. Gemald den Rechenregeln der Vektordifferentiation gilt d(xT C x)/d x =2C x und damit
ds /dx =Cx/R(x) =Cx/s (L). Esgilt somit®

n
a x; Cov(LF;, LF))
s _j= _ Cov(LF;, L)
(46) Tx s (L) s (L)

:wS (L):bis (L) ’
s (L)

wobel b; :=Cov(LF;, L)/Var(L). Dies bestimmt die marginalen Risikobeitrége. Insgesamt
gilt damit aufgrund von (46)
3 g
s(by=axbs(b=a xR,
i=1 i=1
wobei

_ Cov(LF,, L) _
="

eine Kapitalallokation pro Investmenteinheit gemal’ (22) bzw. (24) darstellt.

(47) R =R (X, . Xn): bis (L)

Nochmals explizit festzuhalten ist die Tatsache, dass die Kapitalallokation pro Investmentein-

n
heit R (X, ..., X,) = Cov(LF;, L)/s (L) aufgrund von L = é_ ¥ LF; nicht unabhangig von
i=1

den Ausgangssegmentgrofien xq, ..., X, ist, das heifd, unterschiedliche Ausgangssegmentgro-

[3en flhren zu einer unterschiedlichen Kapital allokation pro Investmenteinheit.

Betrachten wir nun das Risikomal3 (des Typus I1) R(L) =E(L)+as (L), wobei a> 0. Dies

induziert das folgende Risikomal? auf dem A" :

g 69 3 '?
R (X, - X3) =@ % E(LF) +aéq a % X; Cov(LF;, LFj)l;|
i=1 gi=1j=1 H

Die entsprechende partielle Ableitung ergibt sich dann zu

% Siehe zu diesem Resultat erstmals Garman, M. B. (1996, 1997).
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(48) %:E(Lﬁwabis (L) =E(LR) +b; [R(L) - E(L)],

wobel wie zuvor b; =Db;(X, ..., X,) =Cov(LF, L)/Var(L). Die Risikokapitalallokation
R (X, s Xp) = TR(Xq, -y X,)/ 1% geméB (48) ist damit identisch mit dem in Abschnitt 5.2

dargestellten Kovarianzprinzip fur den Fall homogener Finanztitel portfolios.

Damit sind wir nun —immer noch unter Voraussetzung der multivariaten Normalverteilung —
auch in der Lage, die Kapitalallokation vorzunehmen, wenn wir als Risikomald den Value-at-
Risk zum Konfidenzniveau a bzw. den Conditional Vaue-at-Risk zum Konfidenzniveau a

verwenden. Esfolgt
(49) R (Xs s X) =E(LF;) + N5 bis (L)

im Falle des Value-at-Risk sowie

] (N3.4)
a

(50) R (%, .. %) = E(LF) + bis (L)

im Falle des Conditional Vaue-at-Risk. Im Rahmen der Vaue-at-Risk-Literatur werden die
AllokationsgroRen Cov(LF;, L)/s (L) =b;s (L) dabei auch als komponentenweiser Value-

at-Risk®’ (component VaR) oder aber als marginaler Value-at-Risk® (marginal VaR) bezeich-
net.

Fur den Fall der multivariaten Normalverteilung liegen somit fir eine Reihe zentraler Risi-
komal3e Ergebnisse vor, die — kaum erstaunlich — auf Varianten des Kovarianzprinzips h-
nauslaufen. Inwiewelit lassen sich nun weiter gehende Resultate erzielen? Im Falle des Value-
at-Risk sowie des Conditional Value-at-Risk ist eine generelle Differenzierbarkeit des indu-
zierten Riskomales R(x, ..., X,) nicht gegeben, vor alem diskrete Verteilungen fir

(LFy, ..., LF,) gemaR Beispiel 13 bereiten hier Probleme. Tiefer greifende strukturelle Aus-
sagen liegen insofern primér dann vor, wenn fur (LF, ..., LF,) von der Existenz einer (n-

dimensionalen) Dichtefunktion ausgegangen werden kann.?® Hier gilt im Finanztitel portfolio-

7 Vgl. etwa Garman, M. B. (1997).
% Siehe etwa Hallerbach, W. G. (2002/03).
% Fur algemeinere Konstellationen vgl. Tasche, D. (2000) und Tasche, D. (2002), Abschnitt 4.
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fall” fur den Value-at-Risk VaR, (L) zum Konfidenzniveau a die folgende strukturelle Be-

ziehung™

(51) % =E[LF|L=VaR, (L)].

Dieses Ergebnis ist demnach nichts anderes a's eine Variante des Bedingter Erwartungswert-
Prinzips flr den Portfoliofall. Fir den Conditional Value-at-Risk CVaR, (L) zum Konfidenz-

niveau a gilt entsprechend’

1R
(52) L E[LF [L>Q., (L)
Dieses Ergebnis ist somit eine Variante des CVaR-Prinzips gemal3 Abschnitt 5.4. Eine ent-
sprechende Bestimmung der involvierten bedingten Erwartungswerte kann im Wege einer
Monte Carlo-Simulation oder Uber eine statistische Schéatzung, z. B. auf der Basis von Kern-

schétzern, erfolgen.”™

Bel den bisherigen Illustrationen des Euler-Prinzips haben wir uns die Risikomal3e Standard-
abweichung, Vaue-at-Risk und Conditional Value-at-Risk beschrankt. Entsprechende Resul-
tate lassen sich bel Betrachtung weiterer Risikomal3e erzielen, soweit die induzierten Risiko-
mal3e im betrachteten Kontext hinreichend differenzierbar sind.™

6 Weitere Ansitze der Kapitalallokation
6.1 Firmenwertbasierte Ansétze

Die im Zentrum der vorliegenden Ausarbeitung stehenden, bisher behandelten Kapitalalloka-
tionsmethoden basieren auf einer rein unternehmensinternen Modellierung der relevanten
VerlustgroRen und weisen dabei insbesondere keinen Kapitalmarktbezug auf. In der Literatur

0 Fir entsprechende Anwendungen im Falle von Kreditrisiken siehe Overbeck, L. (2000) sowie Haaf, H. /

Tasche, D. (2002).

" vgl. Gourieroux, C. / Laurent, J. P. / Scaillet, O. (2000), S. 229.

2 Siehe caillet, O. (2003) oder Tasche, D. (2000), S. 20f.

3 Vgl. hierzu wiederum Gourieroux, C. / Laurent, J. P. / Scaillet, O. (2000), Hallerbach, W. G. (2002/03)
sowie Scaillet, O. (2003).

" Siehe etwa Fischer, T. (2003), der Risikomale vom Lower Partial Moment-Typus betrachtet und nachweist,
dass die Bedingung der globalen Differenziertheit von R(xy, ..., X,) abgeschwécht werden kann.
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werden des Weiteren eine Reihe von Ansétzen diskutiert, die auf einem expliziten Firmen-
wertmodell, etwa im Rahmen einer Kapitalmarktbewertung beruhen. Grundsétzliches Steue-
rungsziel ist dabei die Maximierung des (modelltheoretischen) Unternehmenswertes. Entspre-
chende Ergebnisse zur Kapitalalokation existieren im Rahmen des Capital Asset Pricing-
Modells” (CAPM), der Optionspreistheorie” sowie weiterer Firmenwertmodelle.”” Die Rele-
vanz dieser Modelle fur die praktische Unternehmensteuerung héangt davon ab, inwieweit die
entsprechenden modelltheoretisch basierten Firmenwerte tatschlich den empirischen Wert

des zu steuernden Unternehmens in realistischer Wei se erfassen.

6.2 Spieltheoretische Anséize

Neben der in die vorliegende Ausarbeitung eingeflossene Anlehnung an die Spieltheorie, ® ist
zu konstatieren, dass sich spieltheoretische Ldsungsansétze fir das Problem der Kostenalloka-
tion’® grundsétzlich auf die hier verfolgte Fragestellung tibertragen lassen. Diese Ubertragung
kann dabei in unmittelbarer und weitgehend unmodifizierter Form erfolgen, wenn man den
Terminus, Kosten* durch den Terminus , Risikokapital* ersetzt.®

Ein Beispiel fur ein solches Vorgehen besteht in der Verwendung des bekannten spieltheoreti-
schen Allokationsprinzips ,, Shapley-Wert“ 2! der tbertragen auf das Problem der Risikokapi-
talallokation die Form

®, 0 @ O

L1 ga A
(53) RL; L)=a — -
mic, M ano
Emy

> Fir eine Anwendung des CAPM im Rahmen von Financia Insurance Pricing-Modellen (betabasierte Kapi-

talallokation) vgl. beispiel sweise Albrecht, P. (1998), Abschnitt 4.2.2.

% Siehe etwa Cummins, D. J. (2000), Merton, C./ Perold, A. F. (1993) sowie Myers, S. C. / Read, J. (2001).

T Vgl. etwa Froot, K. A. / Sein, J. C. (1998), Griindl, H. / Schmeiser, H. (2002), Perold, A. F. (2001) sowie

Taflin, E. (2000).

Diese basiert primér auf dem Beitrag von Denault, M. (2001) und dem im Abschnitt 5.5 angefihrten Au-

mann-Shapley-Wert.

" Vgl. hierzu vor adlem Tijs, S H. / Driessen, T. S. (1986) sowie daneben Holler, M. J. / llling, G. (2003) oder
Kinder, C. (1999). Im Zusammenhang mit Versicherungsanwendungen vgl. inshesondere Lemaire, J. (1984,
1991).

8 Siehe generell dazu Kinder, C. (1999). Im Versicherungskontext vgl. Mango, D. F. (1998) sowie Schradin,

H. R. (2001b).

Fir eine (spieltheoretische) Interpretation des Shapley-Wertes sei auf die Literatur verwiesen, etwa Hurli-

mann, W. (2001b), S. 13, Lemaire, J. (1984), S. 70, Lemaire, J. (1991), S. 27, Shubik, M. (1962), S. 334 ff.,

Young, H. P. (1985), S. 13 oder Young, H. P. (1994), S. 1214 f.
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annimmt.?* Dabei bezeichnet C, die Menge aller Teilmengen von {1, ..., n}, die i enthalten,
des Weiteren m die Anzahl der Elemente in M, das hei®t m=|M|, sowie M; =M \{i}. Es

lasst sich nun beispielsweise zeigen, dass der Shapley-Wert die Axiome (A1), (A2), (A3)
sowie (A4) zwar generell erflllt, nicht jedoch das No Undercut-Postulat (A2). Im Allgemei-
nen® ist das Shapley-Prinzip somit kein kohérentes Allokationsprinzip.

7 Zusammenfassung

Gegenstand der vorliegenden Untersuchung ist die Frage, wie das unternehmensweite Risiko-
kapital einer Finanzinstitution in einer risikoadaquaten Art und Weise auf nachgel agerte Steu-
erungseinheiten heruntergebrochen werden kann. In einem ersten Schritt ist daher zuin&chst
der Begriff des Risikokapitals zu konkretisieren, welches hier im Sinne eines ,,imputed buffer
against unexpected and intolerable losses'®* aufgefasst wird, den es im Rahmen einer unter-
nehmensinternen Konzeption unter Bezugnahme auf das vorliegende Risikoexposure zu spe-
zifizieren gilt. Motiviert wird das Erfordernis der Risikokapitalallokation dabei anhand des
Einsatzfeldes der risikoadjustierten Performancesteuerung (Abschnitt 1). Nach der beispiel-
haften Erorterung relevanter versicherungs- und finanzwirtschaftlicher Risikoexposures, die
der weiteren Analyse zugrunde liegen, werden im Anschluss die Einzelschritte des Prozesses
der Kapitalallokation aufgezeigt (Abschnitt 2).

In Abschnitt 3 werden zunéchst die Grundlagen der (absoluten) Kapitalallokation offen ge-
legt, insbesondere der aus der Kollektivierung von Risiken resultierende Diversifikationsef-
fekt in Abhangigkeit unterschiedlicher Risikomal3e quantifiziert, die Schwéchen des Stand-
alone-Ansatzes illustriert und der Segmentbeitrag zum Diversifikationseffekt definiert. Wel-
terfUhrende Erkenntnisse lassen sich daneben fur den Fall homogener Kollektive in Form &-
ner Risikokapitalallokation pro Segmenteinheit gewinnen. Demgegeniiber erweist sich die
Grundform inkrementeller Kapitalallokation fir den Anwendungszweck der risikoadjustierten
Performancesteuerung als ungeeignet und ihre Modifikation als nicht risikogerecht. Fir die
Spielart marginaler Kapitalallokation wird des Weiteren herausgearbeitet, dass ihr der Cha-

8 vgl. Hurlimann, W. (2001b), S. 13, Lemaire, J. (1984), S. 70, Lemaire, J. (1991), S. 29, Shapley, L. S
(1953), S. 311 f. bzw. Shapley, L. S. (1971/72), S. 23.

Denault, M. (2001), S. 8 verweist auf eine — alerdings im Zusammenhang mit der Risikokapitalallokation
schwer greifbare — Bedingung von Aubin, die die Kohérenz des Shapley-Prinzips sicherstellt.

8 Culp, C. L. (2000), S. 16, mit der Hervorhebung im Original.
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rakter einer Sensitivitatsanalyse zufdlt, die nur in Spezialféllen mit einer absoluten Kapitalal-
lokation kompatibel ist.

Mit den Basisanforderungen der vollsténdigen Allokation, des No Undercut, der Symmetrie
sowie der risikolosen Allokation werden in Abschnitt 4 intersubjektiv nachvollziehbare Gi-
temerkmale postuliert, Uber die Allokationsmethoden verfigen sollten, um ein verninftiges
Allokationsergebnis zu induzieren. Vor dem Hintergrund dieser (Koharenz-)Eigenschaften
werden in Abschnitt 5 verschiedene Allokationsmechanismen diskutiert. Der proportionalen
Kapitalallokation ist danach eine unzureichende Risikogerechtigkeit zu attestieren, die sich
darUber hinaus in der fehlenden Beriicksichtigung stochastischer Abhangigkeiten nieder-
schl&gt. In diesem Punkt stellt das Kovarianzprinzip eine Verbesserung dar, da hier zumindest
lineare Abhéngigkeiten Beachtung finden. Demgegentiber machen sich sowohl das Bedingter
Erwartungswert-Prinzip as auch das CVaR-Prinzip die Linearitdt des bedingten Erwartungs-
wertes zu Nutze. Dabel kann speziell fir das CVaR-Prinzip gezeigt werden, dass es sich um
eine kohérente Allokationsmethode handelt. Im Kontext homogener Segmente von Finanzti-

teln gilt dies unter bestimmten Bedingungen auch fur das Euler-Prinzip.

Abschliefiend wird auf firmenwertbasierte sowie spieltheoretische Ansétze der Kapitalalloka-
tion eingegangen und fir den Shapley-Wert, einen der bekanntesten Vertreter der |etztgenann-
ten Kategorie, aufgezeigt, dass er das Kapitalallokationsproblem nicht systematisch besser zu
|6sen vermag.



36

Anhang: Kohérenz desCVaR-Prinzips

Essai N={1..n}. Wir betrachten die Segmentverlustvariablen L,,..., L, und definieren

L=3 L.
Wir definieren nun die folgende durch das (kohérente) Risskomald R auf der Potenzmenge
von N definierte Risikofunktion (die wir ebenfalls mit R bezeichnen).

(A2) R(;aL——EeaL'L>Qla(L)ufuraIIeMI N.
eiv 2 S

Die Kapitalallokation definieren wir gemal3 des CVaR-Prinzips (43) durch
(A2) R(L;L)=E[L[L>Q., (L)].

Wenden wir uns nunmehr dem Nachweis der K oharenzaxiome zu.

Die Forderung der vollstandigen Allokation ist aufgrund der Linearitét des bedingten Erwar-

tungswertoperators E( : |A) erfllt. Kommen wir damit zur No Undercut-Eigenschaft. Hierzu
nutzen wir ebenfalls die Linearitétseigenschaft aus. Es gilt dann fiir beliebige M | N

& RL:D=8 ELIL>Q, (L]=E&& L|L>Q., (Ly=REA L2
™M iT™m aim a eiv @

Auch zum Nachweis der Symmetrie nutzen wir die Linearitdtseigenschaft aus. Aus der Aus-
tauschbarkeitseigenschaft:

RCA L +L 2=RER L, +L, 2 fir beliebige M1 N\{i,j} folgt im Fale des CVaR
(S (%] €K M g

Prinzips Eea L, +L
& M

L>Q1a(L)U Eea L +L;
0 &iw

L>Q.. (L)u Aufgrund der Linearitéts-

beziehung Eea L +L, L>Q., (L)u+ E[L|L>Q. ()]  fur

& wm

L>Q.. (L)u Eea L,
0 &m

h=i, ] folgtdanndirekt E[L|L>Q,, (L)]=E[L [L>Q,, (D] dh. R(L;L)=R(L,:L).

Die Forderung der risikolosen Allokation ist schliefdlich aufgrund der generellen Eigen-

schaft E[c| A] = c des bedingten Erwartungswertoperators erfillt.
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