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Глава II.
Кватернионы. Кватеры.

     В алгебре кватернионами называют линейные алгебры ранга 4, с единицей и с делением,
элементы которых имеют вид

kji 3210 qqqqQ +++=
и умножение которых задается таблицей:

1−=⋅=⋅=⋅ kkjjii
kijji =⋅−=⋅
jikki −=⋅−=⋅
ijkkj =⋅−=⋅

где )3,2,1,0( =µµq  —  вещественные числа, а  kj,i,  —  некоторые символы.
     Кватернионы называют также  гиперкомплексными  числами, т.к. они являются естественным
обобщением комплексных чисел и алгебра кватернионов отличается от алгебры комплексных
чисел только операцией умножения, которая для кватернионов некоммутативна (но ассоциативна),
что видно уже из таблицы умножения. При этом существуют такие подмножества кватернионов,
для которых алгебра полностью совпадает с алгеброй комплексных чисел (см. ниже).
      Для наших целей более удобна  «гиперкомплексная»  форма записи кватернионов. Пусть
символы  kj,i,   — единичные векторы, образующие фиксированный (т.е. один и тот же для
всех кватернионов) ортонормированный базис в 3-х мерном пространстве. Тогда кватернионы
можно представить как «сумму скаляра и вектора»

qkji +=+++= 03210 qqqqqQ
где q— вектор с координатами  )3,2,1( =µµq  в базисе kj,i, . Будем соответственно называть

0q  — скалярной частью (скаляром) кватерниона Q ,  а  q   — его векторной частью (вектором).
      Перечислим основные свойства кватернионов:

1. RqQQ ∈+== λλλλλ ,0 q
2. )()( 00 qp+++=+ qpQP                                                                                             (1)

3. .][)())(( 000000 qppqqpqp ×+++⋅−=++=⋅ qpqpqpQP
Здесь )( qp ⋅ — скалярное произведение векторов, ][ qp×  или qp× — векторное произведение.
      Отметим, что векторы в 3-х мерном пространстве   можно рассматривать как кватернионы с
нулевой скалярной частью. Кватернионное произведение, как в обычной алгебре, будем
обозначать точкой, которую можно и опускать. Во избежание недоразумений, скалярное
произведение всегда будем обозначать в круглых скобках. Таким образом
           3’    ][)( qpqpqp ×+⋅−=⋅  ,
в частности

,1,||)( 22 −=−=⋅−=⋅= 1pppppp2

где  ||p — длина вектора, а  1  — произвольный единичный вектор.

4. Пусть  q+= 0qQ .  Кватернион  q−= 0
~ qQ   называют (кватернионно) сопряжен-

ным к  Q .  Очевидно

PQPQQQ ~~
)(,

~~ ~
⋅==

5. Произведение кватерниона на его сопряженный — всегда неотрицательный скаляр
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который называют квадратом модуля кватерниона. Таким образом, модуль кватерниона
определяется как
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Нетрудно показать, что
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.00, =⇔=⋅= PPQPPQ                                              (3)

6. Операция деления для кватернионов определяется как умножение на обратный
кватернион. Ввиду некоммутативности умножения определяется два деления кватернионов —
деление слева и деление справа. Строго это формулируется так: для любого  0≠P  существует
единственное решение уравнений

QP
P

Q
P

XQPX ~
||

11
2==⇒=

PQ
PP

QXQXP ~
||

11
2==⇒=

В первом случае X — частное от деления Q   на  P  слева, во втором — справа.
      Мы уже упоминали, что существуют такие подмножества кватернионов, для которых
алгебра совпадает с алгеброй комплексных чисел. В основе отличия алгебры кватернионов от
алгебры комплексных чисел лежит то обстоятельство, что векторные части кватернионов при-
надлежат различным одномерным векторным подпространствам, кроме того, сумма и произве-
дение кватернионов порождают новые векторные подпространства, отличные от первых. Но все
эти различия отпадают, если рассмотреть подмножество кватернионов с коллинеарными вектор-
ными частями. Опишем строго это подмножество.

      Пусть { }| ,Y y y R= = ⋅ ∈y y 1  — одномерное векторное подпространство 3-х мерного

векторного пространства с единичным базисным вектором 1 . Тогда множество кватернионов
{ }YyRxxZZZ ∈∈+== ,,| y  образуют алгебру, совпадающую с алгеброй комплексных

чисел, т.к. в результате сложения и умножения кватернионов из Z  получаются кватернионы
изZ ,  что устраняет основное отличие алгебры кватернионов от алгебры комплексных чисел —
некоммутативность умножения. Формально, записав кватернион или, если угодно, гипер-
комплексное число в виде 1yxz += , с ним можно обращаться как с комплексным числом, в

котором мнимая единица обозначена символом 1 .  Так, например, можно построить теорию
аналитических (гипераналитических ?) функций, т.е. переформулировать теорию функций с
соответствующей интерпретацией в 3-х мерном (вещественном !) пространстве.
      Это, однако, не входит в нашу задачу, мы приведем лищь несколько примеров, которые нам
понадобятся в дальнейшем.
      Положим по определению:
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Имея в виду, что  nnnnnnn yyy 222222 )1()()()( −=== 11y , получаем
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      Таким образом
,cosch y=y           ysinsh ⋅= 1y

      Аналогично, определяя экспоненту от вектора
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получаем формулу Эйлера

yyyee sincos 11y +==   .

Все рассмотренные ряды сходятся абсолютно для всех Ry∈ , следовательно для всех  Y∈y .
Учитывая произвол подпространства Y , полученные формулы справедливы для любого

вектора из 3R .  Перепишем их, имея в виду, что  3R,
||

|| ∈⋅= a
a
aaa ,
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||
||sinsh,||cosch
a
aaaaa ⋅==  ,

||
||sin||cosshch
a
aaaaaa ⋅+=+=e  .

      Из этих формул получаем представление кватернионов в тригонометрической и экспонен-
циальной формах:
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Вектор  
||q
qϕϕ =  можно назвать векторным аргументом кватерниона Q , нетрудно получить

формулу Муавра и т.д. Однако следует осторожно пользоваться экспоненциальной и
тригонометрической формами кватернионов, т.к. аналогия с комплексными числами имеет
место только для кватернионов с коллинеарными векторными частями. Так для произвольных
(неколлинеарных) векторов

yxyxyx λ≠≠⋅ + ,eee
      Выше мы определили кватернионы на  множестве вещественных чисел R∈µq . Можно

определить кватернионы и на множестве комплексных чисел    3)2,1,0,(  C =∈ µµq .

      Мнимую единицу мы будем обозначать ∗1 . И вообще звездочкой будем обозначать результат
умножения на ∗1 ,  например,

…,)(,1)1()1(,11,122 2 baba −=+−====⋅= ∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗∗ aaa
      Итак, пусть

R,,1 ∈+=+= ∗∗
µµµµµµµ bababaq  ,

тогда
∗∗∗ +=+++=+++=+= BAbabaqQ )()( 00000 babaq ,

где ba +=+= 00 , bBaA  — вещественные кватернионы. Поэтому кватернионы Q  с
комплексными компонентами называют также бикватернионами. И в дальнейшем, название
«бикватернион» мы будем использовать для кватернионов с комплексными компонентами, а
название «кватернион» сохраним только для вещественных кватернионов. Обращаем внимание,
что мнимая единица ∗1  является скаляром, следовательно умножение на ∗1  коммутативно с
символами  k,j,i ,  с векторами, а также с кватернионами, т.е.

.11,11 AAA ∗∗∗∗∗∗ ==⋅=⋅= aaa
      Свойства бикватернионов несколько отличаются от свойств кватернионов, поэтому приведем
свойства 1 – 6 с соответствующими комментариями.
      Итак, пусть  q+= 0qQ ,  p+= 0pP ,  )3,2,1,0(, =∈ µµµ Cpq .

1. CqQQ ∈+== λλλλλ ,0 q
2. )()( 00 qp +++=+ qpQP
3. ][)( 0000 qppqqp ×+++⋅−=⋅ qpqpQP

Здесь  332211)( qpqpqp ++=⋅qp  — скалярное произведение векторов  p  и q .  Обращаем
внимание, что скалярное произведение для комплекных векторов определяется так же, как и для
вещественных, в отличие от широко распространенного определения скалярного произведения в
т.н. унитарных пространствах (евклидовых комплексных векторных пространствах), где один из
перемножаемых векторов берется с комплексно сопряженными компонентами. Таким образом,
скалярное произведение комплексных векторов, в частности скалярный квадрат вектора  —
комплексный скаляр. Векторное произведение комплексных векторов вычисляется по тем же
правилам, что и для вещественных.
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4. Бикватернион  q−= 0
~ qQ  называется кватернионно сопряженным бикватерниону

q+= 0qQ .  При  этом

PQPQQQ ~~)(,
~~ ~

⋅== .
Подчеркнем, что кватернионное сопряжение никак не связано с комплексным сопряжением
компонент бикватернионов.

5. Произведение бикватерниона на его сопряженный — комплексный скаляр
CqqqqqQQQQ ∈+++=⋅+== 2

3
2
2

2
1

2
0

2
0 )(~~ qq .

Модуль комплексного числа QQ ~
  назовем квадратом модуля бикватерниона, т.е. модуль

определим так

,|~||| QQQ =                                                                       (5)
где под знаком радикала стоит модуль комплексного числа. Мы не вводим специального
обозначения для модуля бикватернионов, отличного от обозначения модуля комплексного
числа, т.к. комплексное число можно рассматривать как бикватернион с нулевой векторной
частью. Нетрудно показать, что

|||||| QPQP ⋅=⋅
      Но в отличие от кватернионов, отличный от нуля бикватернион может иметь равный нулю
модуль, т.е. из 0≠Q   не следует  0|| ≠Q .  Например

011)1(|1| 22 =+−=−=+ ∗∗ 11
      Пример показывает, что бикватернионы не образуют алгебру с делением (любая алгебра
называется алгеброй с делением, если в ней определено деление на любой ненулевой элемент),
поэтому, строго говоря, операция деления не определена для бикватернионов. Однако, можно
определить ограниченную операцию деления на бикватернион с отличным от нуля модулем.

6. Для любого бикватерниона  P  с  0|| ≠P    существует единственное решение
уравнений
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В первом случае X  — частное от деления Q   на P  слева, во втором — справа.

      Везде далее комплексные числа мы будем вводить только с помощью мнимой единицы  ∗1  ,
т.е. маленькими буквами будем обозначать только вещественные числа или векторы с
вещественными компонентами.
      Определение  кватера .   Бикватернион вида

1q qqq +=+ ∗∗ 100

называем  «кватер» (от лат.  quater). Чтобы не вводить еще одно название, кватер, умноженный
на ∗1 , т.е.

∗∗∗ +−=+ qq 00 )( qq
также будем называть кватером. (Если же возникает необходимость разделить эти два вида
кватеров, первый можно назвать вещественным кватером (векторная часть — вещественна), а
второй  — мнимым. Отметим также, что бикватернион можно рассматривать также и как
бикватер).
       Отметим одно важное свойство кватеров: произведение кватера на его сопряженный  —
вещественный скаляр. Обратное утверждение — неверно.
      Как мы покажем, именно кватеры позволяют наиболее удовлетворительным образом, с
нашей точки зрения (т.е. с учетом постулата негеометризуемости), описать пространство-время
и многое другое. Именно кватеры заменят традиционные 4–векторы, а пространство–время,
которое мы рассматриваем как физически реальное объединение 3-х мерного (геометрического)
пространства и скалярного времени в единое целое, имеет, таким образом, кватерную структуру
( будем это так называть). То обстоятельство, что скалярная часть кватера — чисто мнимая, не
должно вызывать возражений, т.к. в принципе не должен ставиться вопрос об интерпретации
скаляра в 3-х мерном прострастве (не интерпретации вообще, а интерпретации в пространстве).
Но последнее противоречит принципу Бора в нашей редакции (см. гл. I).  Это противоречие нам
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удалось обойти, благодаря именно тому, что скалярная часть кватера  чисто мнимая. Исходя из
физических  соображений , нам удалось дать «геометрическую»  интерпретацию мнимой
единице ∗1  в 3-х мерном вещественном  пространстве, а тем самым интерпретацию чисто
мнимой части кватера (см. гл. IV).
      Нам часто придется пользоваться символами ∗1 , 1  , ∗1 ,  поэтому еще раз уточним эти
обозначения и их свойства.
      ∗1  — мнимая единица, скаляр.

∗∗∗∗ =−== 1,1)1(,1|1| 2 ϕϕ
              ϕϕϕϕ chcos,cosch == ∗∗                                                                      (6)

ϕϕϕϕ sh1sin,sin1sh ∗∗∗∗ ==

1||,sin1cosshch =
∗

∗∗∗
∗

+=+= ϕϕϕϕϕϕ ee
      1  — единичный вектор.  Мы будем использовать это обозначение, когда в условиях задачи
конкретное направвление вектора не имеет значения или интерпретируется однозначно. Будем
также обозначать 1⋅= ϕϕ .  Здесь  вектор 1  рассматривается как единичный базисный вектор
подпространства, которому принадлежит вектор ϕ , следовательно  ϕ  — любое вещественное

число (не обязательно положительное, как это делается в векторной алгебре 1⋅= ϕϕ , обозна-

чая  
ϕ
ϕϕϕ =>= 1,0 ). Такое представление вектора позволяет существенно упростить

формальные преобразования, т.к. вектор 1  можно рассматривать как мнимую единицу. Но
нельзя при этом  забывать, что это допустимо только для векторов из одного и того же (хотя и
произвольного) векторного одномерного подпространства. Итак
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      ∗∗ ⋅= 111 — чисто мнимый единичный вектор.   Его свойства легко выводятся из свойств
∗1   и 1 .
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      Отметим, что  eϕ
∗

является кватером, откуда следует, что любой кватер с отличным от
нуля модулем можно представить в экспоненциальной форме.
      Действительно, рассмотрим кватер

0 0 0, | | 0 ,Q q q q q q∗ ∗= + = + > ≥q 1                                             (9)
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      Любой другой кватер может быть получен из кватера вида  (9)  умножением на множители

вида 11 eπ
∗

− = ,  

*
21

1
e
π

∗ = ,  2e
π

=1
1

, откуда и следует возможность представления
любого кватера с ненулевым модулем в экспоненциальной форме.

 *      *      *


