Az altalanositott Robertson-Walker tér-id6k
térszerii részének jellemzése

Bevezetés

Az altalanositott relativitas elmélet mar koran kapcsolatba keriilt a kozmoldgiai elmé-
letekkel, a Friedmann modell tagulé univerzuma vezetett a kozmoldgiai allandé bevezeté-
séhez (lasd [B-E]. 424-426. o.; [O] 350-353. 0.). Kés6bb a csillagdszat fejlédése lehetdséget
adott a modellek tesztelésére, mint példaul a Hubble altal felfedezett vords eltolodas ([H-E]
137. o.; [O] 347-348. 0.). Az egyik legsikeresebb a Robertson-Walker modell volt, mely
megfogalmazta az 6srobbanas elméletét, amelyet a kozmikus hattérsugarzéassal kapcsolatos
mérések is megerdsitettek 1965-ben ([O] 357. o.).

Egy korlatos univerzum gondolata mar korén felmeriilt (14sd [P-H-L]), és mostandban
egyre tobben tanulményozzdk az altalanositott Robertson-Walker modellt, hogy mérési
eljarasokat taldljanak, melyek a térszerl rész jellemzésére hasznalhaték [C-W], [C-S-S],
[W].

Az altalanositott Robertson-Walker tér-id6 egy olyan gorbitett szorzat tér-ido, mely-
ben a térszeri rész egy 3-dimenzios allandé gorbiileti Riemann-sokasag, azaz a térszeri
rész univerzalis fedd feliilete S3, H® vagy E3. A kozmolégiai megfigyelések szerint a
hiperbélikus eset a legvaldsziniibb [S]. El8szor a gorbitett szorzatokra vonatkozé altalanos
eredményeket ismertetjiik, hogy ezek segitségével adjunk minél kimeritébb jellemzést az
altalanositott Robertson-Walker modell azon p, ¢ pont parjaira, melyekre a p-bél a ¢
pontba két kiilonb6z6 fényszerii geodetikus is indul [Sz-Sz], majd ezek segitségével adjunk
modszert a térszerii rész vizsgilatdhoz.

1. Lorentz gorbitett szorzatok, Robertson-Walker tér-idok
és fényszerii geodetikusaik

DEFINICIOK. Legyen (B, <,>g), (F,<,>r) szemi-Riemann sokasigok, és ® : B —
RT egy sima fiiggvény tovabba

mg:BXF —- B, tp:BXF —F

a B x F szorzat sokasdg természetes projekciéi, ekkor jelolje B xg F' azt a gorbitett
szorzatot, mely a B x F' sima sokasig a

<, >BxasF= 7T*B(<7 >B) + (@ © 7TB)2 ) W;‘(<7 >F)

szemi-Riemann metrikdval elldtva, ahol 7}, 77 a megfeleld szemi-Riemann metrikdt hizza
visza a B X F' szorzat sokasagra, ahol ezek a visszahizottak kiilon-kiilon nem lesznek szemi-
Riemann metrikak, de a fent definidlt mar igen. Ugyanis vegyiink egy v € T(p f)(B X
F), (b, f) € B x F vektort és tegyiik fel, hogy erre elfajulé a metrika, azaz Yu € Ty, r)(B X
F) vektorra < v,u >px,r= 0, viszont ekkor

<V, USBxar=Th <V,u>p +H(@omp)?(b, f) 7hp <v,u>)p =
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=< T?TB(’U),TT('B(U) >B —I—(q))z(b) < T?TF(’U),TT('F(U) >p=0

amelybdl Trng(v) = 0, Twr(v) = 0 adédik a projekcick tulajdonsigaibdl és a szemi-
Riemann metrikdk nemelfajulésiga miatt, igy v = 0 teljestil ami a <, >px,r nemelfa-
jultsdgat mutatja. A B sokasagot bdzisnak F-et fibrumnak ® sima fliggvényt pedig gorbito
figguénynek nevezziik.

Legyen R! azaz 1-dimenziés Lorentz-sokasag, melyet a valés egyenes kanonikus metri-
kajanak —1-el vald szorzdséval kapunk, I = (a, 3) C R} egy nyilt intervallum, P egy teljes
3-dimenziés Riemannian sokasdg és ¢ : I — RT egy pozitiv értékii sima fiiggvény. Ekkor
az M = I x4 P gorbitett szorzat egy 4-dimenzios Lorentz-sokasdg melyen egy kanonikus
id6 orientaciét definial az I irdnyitasa, ezt nevezzik gorbitett szorzat tér-idének. Tovabba,
ha S egy egyszeresen 0sszefiiggd 3-dimenziés dllandé gorbiiletii Riemannian-sokasag, azaz
S vagy a 3-dimenzids euklideszi tér E3 vagy a 3-dimenziés gomb S3 vagy a 3-dimenzids
hiperbélikus tér H®, akkor M = I X ¢ S sokasagot Robertson-Walker tér-idének hivjuk
([B-E] 129-131. o.; [O] 341-345. o.). Tovabba legyen S’ egy 3-dimenziés dllandé gorbiiletii
Riemann sokasag tgy, hogy létezik egy lokalisan izometrikus fedoleképezés

w:S =5,
akkor az M' = I x4 S’ gorbitett szorzatot dltaldnositott Robertson-Walker tér-idének
nevezziik. Ebbe a definiciéba az S’ = S esetet is belevessziik.

Az aldbbi lemmat, mely standard eszkozokkel konnyen bizonyithato, allandéan hasz-
nalni fogjuk.

LEMMA 1.1. Legyen M = I x4 P egy fényszeriien teljes gorbitett tér-idé, w : P — P’
egy lokdlisan izometrikus fedés és M' = I x4 P’ a hozzd tartozé gorbitett tér-idé. Ekkor a
kovetkezok igazak:

1. Az
wX:M> (tz)— (t,w(z)) e M’

eqy w* : M — M’ lokdlisan izometrikus feddleképezést definidl.
2. Ho © : P — P eqy w-hoz tartozo fedd transzformdcio, akkor

O :M>(t,z) = (t,0(2)) e M

egy w* -hez tartozo feddtranszformdcio, és minden ilyen ezen az iton kaphatd meg.

3. Ha F C P egy fundamentdlis tartomdnya az w leképezésnek,akkor F* = I x F' eqy
w*-hez tartozo fundamentalis tartomdny.

A Lorentz geometria kovetkez6 fogalmait fogjuk még hasznédlni: Ha (M, <,>) egy
Lorentz-sokasdg és p € M, akkor a p pont T, M érintétérben halado fénykipjdn az aldbbi

Ap={veT,M—-{0,} | <v,u>=0}

halmazt értjiik; tovabba a p pont M sokasdgban halado fénykipjdn az el6z6 halmaz expo-
nencialis leképezésnél vett képét értjiik:

L, =exp,(Ap).
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Ha (M, <,>) még id6 orientdlt is, akkor értelemszertien definidlhattjuk a A} és Lt jovdbe
mutato fénykdpokat a T, M és M halmazokon.

DEFINICIO. Legyen (M, <,>) egy szemi-Riemann sokasig, ¢ : C' — M egy geode-
tikusa, ahol C' C R egy zart intervallum, és 0 : J — C' egy sima szigoriian monoton novo
figgvény a J C R intervallumon. Ekkor az aldbbi

Yp=pobl:J—>M

sima gorbét a szemi-Riemann sokasiag egy pregeodetikusinak hivjuk. Legyen V a szemi-
Riemann sokasag Levi-Civita kovarians derivalasa, ekkor a 1) pregeodetikus nyilvanvaléan

kielégiti az aldbbi egyenletet
. d%e .
V= 25,

és megforditva minden ¢ sima regulédris gorbéje az M szemi-Riemann sokasidgnak melyre
V(¥ kollinedris (1) vektorral V7 € J pontra, egy pregeodetikus gorbe lesz ([O], 69. o.;
95-96. 0.).

ALLITAS 1.2. Legyenek (B, <,>p) és (F,<,>p) szemi-Riemann sokasigok és b €
B, f € F tetszoleges pontok, ekkor az alabbi négy dllitis érvényes:

1. A B xg {f}, {b} xo F C B x F részhalmazok szemi-Riemann részsokasigai a
B xg¢ F gorbitett szorzatnak.

2. A mB|Bx{f} Projekcio megszoritds egy izometria.
3. A |y projekcid megszoritds egy ﬁ aranyu hasonlosdg.
4. A Bx{f}, {b} x F részsokasagok ortogondlisan metszik eqymdst a (b, f) pontban.

Bizonyitds. ( [Sz] .0.) 1. A gorbitett szorzat definicidja miatt a szemi-Riemann
metrika megszoritdsa minden Ty, ¢y (B x {f}), b € B érinté térre épp az eredeti szemi-
Riemann metrikajat adja vissza a Ty B érintotérnek igy a keletkez6 metrika valéban egy
szemi-Riemann metrika lesz. A {b} x F' esetben a megszoritas Ty r)({b} x F), f € F
érint6térre az eredeti T¢F-beli szemi-Riemann metrika ®%(b) # O-szerese, igy ez is egy
szemi-Riemann részsokasag lesz.

2. Belatasahoz legyenek u, v € Ty, 5)(B x {f}) vektorok, ekkor
<UUSpxer=TgE <v,u>p +(@onp) (b, f) Th < v,u >p=

=< Trp(v), Trp(u) >p +0

egyenléség alapjan addédik az izometria.

3.Az el6z6 alapjan u,v € Ty, 5)({b} x F) esetén
<VUSpxer=Tg < v,u>p +(@onp) (b, f) Th < v,u >p=

=0+ (®omp)?(h, f) < Trrp(v), Trp(u) >p

egyenl6ségbdl kaphatd, hogy ez egy hasonldsag.
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4. Ha u € Ty, 5y(B x {f}), v € Ty, 5)({b} x F) akkor
<V, U>Bxgr=Th <v,u>pg +(@owp)*(b, f) - Th < v,u>p=

< Trp(v),Trp(u) > +(®)2(b): < Trp(v), Trp(u) >p=0
adddik, hiszen Trp(u) =0, Trg(v) =0 .
DEFINICIO. Az eléz6 allitds alapjan adédik a

T, 5)(Bx F) =T 5 (B x f)®Tw,r({b} x F)

horizontdlis illetve vertikdlis direktosszegre valé bontas. Jelolje az ezekhez tartozd hori-
zontdlis és vertikalis projekcidkat

H - T(b,f)(B X F) — T(b,f)(B X {f}), V: T(b,f)(B X F) — T(b,f)({b} X F)

Definidljuk tovibbd egy X € T (B) sima vektormez6 liftjét, mely az az egyértelmi X e
T (B x F) vektormezd, amire Tmp(X) = X, Tnp(X) = 0. Hasonléan definidlhatjuk egy
Y € T(F) vektormez8 Y € T(B x F) liftjét.

LEMMA 1.3. Legyen B x4 F' eqy gorbitett szorzat és ¢ : B — R sima figgvény, akkor

——

grad(pomp) = grady

osszefliggés érvényes.
——

Bizonyitds. ( [Sz] .0. )Elég megmutatni, hogy < v, grad(p o mg) >=< v,grady >
, Vo € T(B x F) ami a

——

<w,grad(pomp) >=v(ponp) = (Trp(v))p =< Trp(v), grady >p=< v, grady >

egyenldség miatt teljesiil az el6z6 allitdsban szerepld mp|py 7y izometridja illetve a Bx{f},
és {b} x F részsokasigok ortogonalitdsa miatt. é#

ALLITAS 1.4. Legyenek (B,<,>B), (F,<,>p) szemi-Riemann részsokasdgok V%,
VF pedig ezek Levy-Civitd kovaridns derivdldsai ® : B — Rt sima fiiggvény és B xs F, V

az dltaluk meghatdrott gorbitett szorzat és annak Levi-Ciwitd kovaridns derivdldsa, tovdbba
X, Y €eT(F), UV € T(B) sima vektormezdk. Ekkor:

1. VgV = VBV

2. VX = ViU = Udemn) ¥

3. H(V4Z)=—(Ponp)- (< X,Y >p onp)grad(® o np)

4. V(YY) =VEY

osszefliggések érvényesek.
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Bizonyitds. ( [Sz] .0) 1. El6szor azt fogjuk beldtni, hogy VUV horizontalis. vegyiink
egy X € T(F) sima vektormezot, ekkor a Koszul formulédt alkalmazva:

2<VV,X>=U<V,X>4+V<X,U>-X<UV>~—
—<U,[V,X]>+<V,[X,U] > +< X,[U, V] >=0

hiszen [, X] = [V,X] =0 teljesiil illetve [U,V] = [U V]LX miatt az utolsé hdrom tag
tlinik el az els6 ketto az U VIX ortoganalitas miatt a harmadik pedig < U V> (b xF =
cp konstans volta folytdn tiinik el. Viszont mp|py (s} izometrikussdga folytan adédik az 1.
allitas.

2. Legyenek U,V € T(B), X € T(F) ekkor [ﬁ X]=06ésa Levi-Civita kovaridns
derivalds torzié mentessége folytan Tor(X,U) = Vs U— Vo X —[X,U] = 0 egyenl8séghdl
\Y% XIAJ = VUX adédik, amely vektormezo vertikélis, hiszen

A~ ~ A~

0=U<X,V>=<VyX,V>+<X, V5V >

<VUX,V >=0

adédik, mivel Vi V horizontalis vektormezd. Vegyunk egy Y € T(F ) sima vektormezét
ekkor a Koszul formla alkalmazdsdval 2 < V, X,Y >=U < X,Y > adédik, mert az 1.
pont bizonyitdsdban mondottak alapjan a tobbl tag kiesik. Igy VUX vertikdlis vektormezd
parhozamos az X vektormezével azaz

s U<X,X>
2

<VUX,X>: ﬁ((q)OWB) <$,$>F)

l\D|F—‘

ahonnan < X, X > |y (s} = cy konstans értékiisége folytdn a derivalds elvégzésével adédik
az allitas.
3. Az eddigi szamitasok alapjan

0=X <V, U>=<VyV,U>+ <V, ViU >;

N . . Ud .
< VvaU >=—=< Y, VXU >=—=< Y, ?X >= —((I)OWB)'U(@OT(B)(< Y,X > O7TF) =

—(q)OT('B)'(< X,Y>F O7TF) <gra@wB),ﬁ>

addédik ahonnan az el6z6 lemma felhasznédlasaval kapjuk a 3. allitast.
4. Tekintsiik a X, Y.Z € T(F') sima vetormez&ket. Ekkor a Koszul formula segitségével
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—— e e

—Z<XY>-<X,V,Z]|>+<Y,[Z,X]>+< Z,[X,Y]| >} =

©2(b)
2

{(X <Y, Z>p4+Y < Z, X>r —Z< XY >p - < X,[V,Z]|>F +

——

<Y,[Z,X]>r+ < Z[X,Y] >F)onp} =< VxY,Z >
adddik, amelybdl a 4. pont kovetkezik. #
ALLITAS 1. 5. Legyen M = I x4 P egy gorbitet szorzat tér-idd és

¢(r) = @&(7),n(r)), 7€ J

eqy & J — 1 ésn:J — P szorzatra bontdsban szereplé sima gorbéje. Ekkor ¢ pontosan
akkor eqy geodetikus, ha az alabbi differencidlegyenlet rendszert kielégiti

d?¢ do

ﬁ'fl+<ﬁﬂ7>s'(¢O§)'((EO§)'5/):O,
éer 2 d(¢>of)ﬁ:07

P
ahol <,>p, V a P 3-dimenzios Riemann-sokasdg Riemann metrikdjdt és a hozzd tartozo
Levi-Civita kovaridns derivdldst jeloli.

—

Bizonyitas. ( [Sz] .0. ) Mivel ¢/(7) = ’(7')—1—77/’(?), T € J miatt az el6z6 dllitds folytan

’

VAT 4OV T —
= Vol + 2V + Vo

é"(d) o 7'('3)

— VBE 49
3 + (q)OT('B)

0 —(<n,n >porp)- (Porp) - grad(®omp)+ Vg,n’

adédik. Mivel ¢ pontosan akkor geodetikus, ha V(" = 0, igy a horizontalis és vertikdlis
vektormezok ortogonalitasa folytan az allitas adodik. #

KOVETKEZMENY. Legyen M = I x4 P egy gorbitett szorzat tér-idd és

¢(r) = (&(r),n(r)), T€J

ennek eqy geodetikusa. Ekkor a kovetkezok érvényesek:
1. J> 17— n(r) € P a P Riemann-sokasdg eqy pregeodetikusa.

2. Ha k : R — P egy természetes paraméterezésben vett geodetikus, akkor létezik egy
olyan fényszeri kiterjeszthetetlen eqyértelmi geodetikusa az M sokasdgnak

¢(r) = @&(7),n(r)), 7€ J
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amire n(t) = ko O(t), T € J, ahol 0 : J — R egy szigorian monoton névé sima figgvény.

3. Ha ( geodetikus pontosan akkor fényszerd, ha a T — (¢p o E)g—f, T € J figguény
konstans.

Bizonyitds. ( [O] ) 1. Az el6z6 dllitds és a pregeodetikus definicidja alapjan.

2. A kovetkez6 lemmdban latni fogjuk, hogy a r geodetikus egy rogzitett {t} X
P fibrumbdl egyértelmiien emelhet fel egy fényszerti v gorbévé ~(0) = (¢, k(0)) tulaj-
donsdggal, mivel a v/ (0) irdnyu fényszert «(0)-bdl indulé geodetikus levtitettje egy x(0)-bdl
indulé £/(0) irdnyu pregeodetikus, igy e levtitett megegyezik x egy dtparaméterezésével,
és a fényszeriivé val6 felemelés egyértelmiisége miatt e fényszerti geodetikus megegyezik x
fényszerii felemeltjének egy atparaméterezésével, igy a 2. pont addodik.

3.Tegyiik fel, hogy ( fényszerti, akkor azt kell latnunk, hogy %(T — (®o f)%) =0ez
pedig az el6z6 allitds illetve

0=<(,(>=—()P+ (@&’ <nn>r (1)
alapjan

d
(@0 8)¢) = () 4+ B =D < >p — <nn>p PP =0

adddik és ha egy geodetikusra 7 +— (¢po & )% fiiggvény konstans, akkor a fenti egyenlGség
alapjdn éppen a az (1)-ben megfogalmazott kritériumat kapjuk a fényszertiségnek. @

LEMMA 1.6. Legyen M = I x4 P eqy fényszeriien teljes gorbitett szorzat tér-idd, ahol
P egy teljes Riemann-sokasdg és p = (t,c) € M. Akkor van olyan

Xp:R+—>I

sima fiiguény, melyre ha K : R — { t } X P egy természetes paraméterezésben adott geode-
tikus, melyre k(0) = p, akkor

Rt 50— (xp(0), k(o)) e M

eqy jovébe mutato fényszerd pregeodetikus.

Bizonyitds. Vegyik a k : R — { ¢t } x P természetes paraméterezésii geodetikust, és
tegyiik fel, hogy létezik egy X\ : RT — I sima fiiggvény melyre

R* 30— (A(0),k(0))
fényszeri. Akkor ez kielégiti az alabbi
0=~ < A0),M0) > +¢*(\(0)) < ix(0), k(o) >,

(A(@))* = ¢*((A(a)),
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differencalegyenletet. Amelybdl integralassal

/OMU)%:/OUM':J

adédik. De ekkor egy ¥(\) = o, ¢ € R* sima fiiggvény nyerhetd, igy (o) = ¥~ 1(0o)
érvényes. Es megforditva a fenti fliggvény segitségével a keresett fényszeri gorbe defini-
alhaté. Es ez a gorbe az el6z6 kovetkezmény értelmében pregeodetikus.

DEFINICIO. Legyen M = I x4 P egy fényszerfien teljes gorbitett szorzat tér-ido.
Rogzitsiink egy p = (t,¢) € M pontot, és vegyiink egy x : R — { t } X P természetes
paraméterezésben vett geodetikust, melyre x(0) = p. Ekkor az el6z6 lemma értelmében
létezik egy egyértelmii

Xp : Rt =T

sima fiiggvény, melyre o — (xp(0), k(o)) € M az az egyértelmi fényszer(i pregeodetikus,
amelyik vetiilete éppen . Ekkor ezt a fiigvény jeloli a foton szdmdra szikséges galaktikus
1dot, a térszeri o tdvolsag megtételéhez a k térszerli geodetikus mentén.

2. T6bbszor lathaté pontok egy id6 orientalt Lorentz-sokasagban

DEFINICIO. Legyen (L,<,>) egy idé orientalt Lorentz-sokasig és =,y € L. Ha
létezik egy ¢ : [0, 8] — L jovébe mutaté fényszerii geodetikus, melyre p(0) = z és p(8) = v,
akkor x pontot ldthatonak mondjuk y pontbdl, tovabba az 1-dimenzids

TepRT)={ A-¢(B) |AN<0, AeR}CT,L

félteret az = pont y pontbdl vals ldithatdsdgi irdnydnak mondjuk. Jelolje V (z;y) az x-nek
iranybol, més szavakkal V' (z; y) halmaz egy elemt, akkor x pontot egyszeresen ldthatéonak
hivjuk y-bdl, ha t6bb mint egy ldthatésagi irdny van, azaz V (z; y) halmaznak t6bb mint 1
eleme van, akkor x pontot tobbszordsen ldthatonak hivjuk y-bél. Az

o(z,y)

jelolje a V(x, y) elmeinek szdmét, és ezt az 2 pont y-bdl valé ldthatdsdgi rendjének nevezziik.
Ha P egy olyan 3-dimenziés Riemann-sokasig, melyben barmely két P-beli pont kozott
egyértelmiien létezik geodetikus, akkor nem léteznek az M = I x4 P gorbitett szorzat
tér-idében tobbszorosen lathaté pontok.

Mi a kovetkezokben azt fogjuk vizsgdlni, hogy egy adott p € L pont mely pon-
tokbdl latszik tobbszorosen, de szimetriai okokbdl a miltba mutaté fényszeri geodetiku-
sok vizsgdlataval azon pont halmazra kapnank eredményeinket amelyeket a p pontbdl
tobbszorosen latunk.

LEMMA 2. 1. Legyenek M =1 x4 P, M' =1 x4 P olyan gorbitett szorzat tér-iddk,
melyekre létezik eqy w : P — P’ lokdlisan izometrikus fedés és legyen w™ : M — M’ az
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ehhez tartozd lokdlisan izometrikus fedd leképezés, tovdbbd p, q € M,p’, ¢ € M', melyekre
p'=wX(p), ¢ =w*(q) teljesil. Ha

qge L ne* (L)

tartalmazds teljesil valamely ©* : M — M nem trividlis w* -hez tartozd idé orientdcid
tarto fedd transzformdciora, akkor p' tobbszordsen ldthaté q' pontbdl. Illetve megfordiva,
ha p' tobbszorosen ldthato ¢ pontbdl, akkor vagy mdr p is tobbszordsen ldathats q-bol vagy

qge L ne* (L)

teljesil valamey ©* nem trividlis w™ -hez tartozo tedd transzformdciora.
1 Bilz{onyftais. Legyen g € Lif N ©*(L;}), ekkor § = (©%)~!(q) € L;} érvényes, tovibba
étezne

((o) = (&(0),n(0)), o €[0,8], ¢(r) = (&(r),a(r), ™€ [0, ],

jovobe mutaté fényszeri geodetlkusok melyekre ((0) = ( ) =p, C(B) = q, C:(B) =q
teljesiil. Legyenek p’ = w*(p), ¢’ = w*(q), ekkor a

wXo(:[0,0] = M, wol:[0,3] =M
gorbék jovébe mutatéd fényszerti geodetikusok p’ és ¢’ kozott. Megmutatjuk, hogy ekkor a

Tp(w™ 0 Q)(R7) # Ty(w* o ((R7))
teljesiil. Tegyiik fel indirekt, hogy a fenti irdnyok egyenléek, és tekintsiik a
<_
C (0-) = wX oC(ﬁ_ 0-)7 oS [0,/8],
= -
C()_w oC(ﬁ T),TE[Ovﬁ]

geodetikusokat. Ekkor az indirekt feltevés szerint ezen geodetikusok azonos pontbél indul-
nak ugyanabba az irdnyba, ezdltal az egyik képe tartalmazza a masikat,és a x, galaktikus
id6 fliggvény miatt ezek ugyanazon {t} x P’ és {t'} x P’ fibrumok kozott futnak, ahol ¢

(_
és t' értékeket a p = (t,¢), ¢ = (¥, ') hatdrozza meg. Ennélfogva a ?, ¢ geodetikusok
M sokasagba val6 g kezd6 ponti felemeltjeik) megegyeznek, kovetkezésképpen p = ©*(p)
érvényes, de ekkor ©* fed6transzforméacionak trividlisnak kellene lennie de ez ellentmond
O* vélasztasanak.

Tegyiik fel most, hogy van egy ¢’ € M’ pont, mely tobbszorésen lathaté p’ € M’
pontbol. Ekkor léteznek olyan fényszerii geodetikusok

1 [0,8) = M, (0,8 = M’
melyekre 1(0) = $(0) = p/, $(8) = ¥(B) = ¢’ teljesiil, és
$(B), W(B) € Ty M’
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érintovektoraik fiiggetlenek. Tekintsiik ezek ¢, ¢ felemeltjeit az M sokasagba a p kezdo-
ponttal, és legyen ¢ = p(f3), ¢ = @(B) Ekkor feltehetd, hogy q # ¢ érvényes, maskiilonben
mér p is tobbszorosen ldthaté ¢ pontbél. Igy tehat létezik egy ©% nem trivislis w*-hez
tartoz6 fedé transzformacid, melyre ¢ = ©*(q) teljesiil, mivel w*(q) = w*(q) érvényes.
Tehat a

ge LI neX(L})

tartalmazds fenndll a fenti konstrukcié alapjan. é#

ALLITAS 2.2. Legyen M = I x4 P egy olyan fényszeriien teljes gorbitett szorzat
tér-ido, ahol a P Riemann-sokasag barmely két pontjan dt egyértelmiien létezik geodetikus,
w: P — P’ egy lokdlisan izometrikus fedés és M' = I x4 P' az ehhez tartozé gorbitett
szorzat tér-idé. Ha p' € M' tobbszorosen ldathato a ¢' € M' pontbdl, akkor a

o(p',q")
lathatosagi rendjuk véges.
Bizonyitds. Legyen { ¢; | i € Z } azon (; : [0, B;] — M’ jov6be mutaté fényszerd geode-
tikusok halmaza, <]r_nelyek kielégitik a (;(0) = p' = (t,c), Gi(B:) = ¢ = (¢, ) feltételeket.
Vegyiik azokar a ( ; : [0, 5;] — M’ miltba mutaté fényszer(i geodetikusokat, melyeket az

alabbi -

Ci(r) =G(Bi —7), 7 €0, 5]
megforditds ad meg Vi € Z. Rogzitsiink egy ¢ € M pontot melyre ¢ = w*(q) és legyen
JER %2
¢ a (; geodetikus (; (0) = ¢ kezd8ponti felemeltje Vi € T esetén. Vegyiik a p; =
=
¢ ;(Bi), i € T pontokat, ekkor w*(p;) = p' = (t,¢') és p; = (t,¢;) alaki valamely ¢; € P
pontra Vi € Z, ahol ezen pontok egy diszkrét halmazt alkotnak a P sokasigon, mivel
ezek egy pont orbitjdn helyezkednek el az w-hoz tartozé feddtranszformacidkra nézve, és
kiilonbozéek P tulajdonsiga miatt. Masrészrdl viszont a (t,¢;) € {t} x P pontok azonos
térbeli tavolsdgra vannak a (£,¢) € {t} x P ponttdl, mert a szigortian monoton névé x,
fiiggvényre a

Xp( d(ci,é))=t, i€l

teljesiil. De ekkor a { p; | @ € Z } halmaznak véges elemszdaminak kell lennie, és igy a
{ ¢ |i € T} halmaz is véges. @

DEFINICIO. Legyen P egy Riemann-sokasag és a, b € P, ekkor azon v : [, ] —
P geodetikusok halmazdt, melyekre v(a) = a, y(8) = b teljesiil jelolje G(a, b) és gy
nevezziik, hogy az a pontot b-vel dsszekotd geodetikusok rendszere, tovabba jeldlje L(v) a
v geodetikus hosszat, és L(a,b) = {G(y) | v € G(a,b)} az a és b kdzdtti geodetikus hosszak
halmazdnak.

Abban az esetben amikor P = |3 vagy P = H3 ésd : P x P — R jeloli ezen terek
tavolsag fliggvényét, akkor ¢, ¢ € P esetén

L(c, &) N LO(c),é) # 0
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pontosan akkor teljesiil, ha d(c,¢) = d(O(c), ¢) érvényes, ahol O egy tetszileges izometria.

LEMMA 2.3. Legyen M = I x4 P egy fényszeriien teljes gorbitett szorzat tér-idd,
w : P — P’ egy lokdlisan izometrikus fedd leképezés, M' = I x4 P’ a hozzd tartozé
gorbitett szorzat, ©® : P — P eqy nem trividlis fedétranszformdcio és ©* : M — M az
ehhez tartozo feddtranszformdcio. Rogzitsink eqy p = (t,¢) € M pontot akkor

LinOX (L) ={ (,é) € M | = x,(\), X € L(c,&) NL(O(c),) }

ervényes a fenti fénykupok metszetére.
Bizonyitds. Ha q € L N ©*(L;}), akkor van két kiilonboz8 jovébe mutaté fényszert

geodetikus .
¢:[0,1] > M, ¢:[0,1] = M

melyekre ¢(0) = p, ((0) = ©%(p), ¢(1) = C(1) = ¢ teljesiil. Ekkor ezek P sokasigra
vett i, 7 vetiileteik egyenld hosszisagu pregeodetikusok az allitas 1.2 kovetkezményének
értelmében, és ez a hossz a

L(c,¢)NL(O(c),¢).
halmaz eleme.

Megforditva, ha A € L(c,¢é) N L(O(c), ¢), akkor vanak olyan n, 7 : [0,1] — P geode-
tikusok, melyek hossza A és kielégitik a

1(0) = ¢, 1(0) = O©(c), n(1) =7n(1) = ¢

feltételeket. De ekkor az n geodetikus p-kezddponti és az 7, ©* (p)-kezdéponti fényszeri
geodetikussda valé felemeltjeik M sokasag ugyanazon

(xp(A), ) € Ly NO™ (L),

pontjaban végzddnek, azaz a lemma allitasa teljesil. #

KOVETKEZMENY 1. Legyen M =1 x4 S egy fényszerien teljes Robertson- Walker
tér-idé, ahol S = 3 vagy S = H® ésw : S — S’ egy lokdlisan izometrikus fedbleképezés.
Ha p=(t,c) € M, akkor

LinO* (L) ={ (f,¢) € S | d(c,¢) = d(©(c),0), T = xp(d(c,0)) } =
={ (t,e)e S| ce B(c,0(c), t = xp(d(c,0) }

ahol B(c,0(c)) C S a (c,0(c)) szakasz felezdmerdleges hipersikja.
Bizonyitds. Ha S = E3 vagy S = H? akkor

{(#¢e)e M| t=xp(N\), A€ L(c,e) N L(O(c),¢) } =

={ (t,6) € M | d(c,¢) = d(O(c), ), t = xp(d(c,0)) }

teljesiil, és igy az el6z6 lemma miatt teljesiil az allitds. @

11

No license: PDF produced by PSiill (c) F. Siegert - http://www.this.net/~frank/pstill.html



KOVETKEZMENY 2. Legyen M =1 x4 S egy fényszerien teljes Robertson- Walker
tér-idé, ahol S = S3 ésw : S — S’ egy lokdlisan izometrikus fedd leképezés. Vegyiink egy
p = (t,c) € M pontot, ekkor a kévetkezdk érvényesek:

1.
LI nOX(L3) = { (£, | d(c,&) = d(©(c), &), T = xp(| dlc, &) + 2kn| ), k €T},

ahol ©* eqy nem trividlis fedétranszfomdcio, melyet egy olyan ©-bol szdrmaztattunk, ami
azw: S — S’ lokdlisan izometrikus fedd leképezéshez tartozik.

2. Tovdbbd azon q = (t,¢) € M pontok halmaza, amelyekbdl p = (t,c) pont t6bbszori-
sen ldthato a

{ (xp(km), A%(c)) | k € N— {0} }
halmazt alkotjdk, ahol A : S® — S az antipoddlis leképezés.

Bizonyitas. Mivel
{#e) e M| t=x,(N), A€ L(c,0)NL(O(e),0) } =

={(t,&) e M | d(c,¢) = d(O(c),¢), T = xp( | d(c,¢) +2kn | ), k€ Z}
teljesiil, igy a kovetkezmény elsé allitasa adédik, mig a masodik nyilvanvald. &

DEFINICIO. Legyen M = I x4 S egy Robertson-Walker tér-idé, w : S — S’ egy
lokélisan izometrikus fedd leképezés és I' az w dlltal meghatarozott feddtranszformdaciok
csoportja. Ha p = (¢t,¢), ¢ = (t,¢) € M akkor

Alp,q) ={© €T |x,'(t) € L(O(c),?) }.

jelolje a p,q € M pontokhoz tartozé tobbszoros lathatosagot generdlo feddtranszformdaciok
halmazat.

KOVETKEZMENY 3. Legyen M =1 x4 S egy Robertson- Walker tér-idé, w : S — S’
egy lokdlisan izometrikus leképezés és M' =1 x4 S" az ez dltal meghatdrozott tér-idé. Ha
p = (t,c), ¢ = (t,¢) € M, p' = w*(p), ¢ = w*(q) € M', akkor a kévetkezé érvényes a
lathatosag renjére:

o(p',q') =D { #GL(2,0(c) | © € A(p,q) } + A(p, ),

ahol #G1,(¢,0(c))+1 azon geodetikusok halmazdnak szimossiga melyek x,; ' (t) hosszi dton
kotik ossze ¢ pontot ©(c) pontal.

Bizonyitds. Vegytk a p’ pontbdl ¢’-be mend jovébe mutaté fényszerli geodetikusokat
és emeljiik fel ezeket ¢ pontban végzédokké. Ekkor ezen felemeltek olyan jovobe mutatd
fényszerti geodetikusok lesznek melyek p és g pontok kézott futnak vagy (¢,0(c)) és (£, )
pontokat kotik ossze. Innen pedig az kovetkezmény mar egyszertien adodik. é#

KOVETKEZMENY 4. Legyen M =1 x4 S egy Robertson-Walker tér-idd, w : S — S’

!/

eqy lokdlisan izometrikus fedd leképezés és p = (t,c), q = (1,é) € M, p' = w*(p), ¢ =
w*(q).
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Ha S = E? vagy S = 1 akkor o(p',q') = #A(p,q).

Ha S = S akkor o(p',q') = oo pontosan akkor ha ©(c) = ¢, vagy Ao©O(c) = ¢
valamely © € A(p,q) esetén, kilonben o(p',q") = #A(p,q).

Bizonyitas. Az el6z6 eredmény egyszerii kovetkezményeként adodik.

TETEL 2.4. Legyen P eqy egyszeresen osszefiggo Riemann-sokasdg ahol barmely két
pont kozott eqyértelmiien létezik Gket osszekotd geodetikus, tovdbbd w : P — P’ eqy olyan

lokdlisan izometrikus fedd leképezés, melyre P’ kompakt és legyen M' =1 x4 P' az ezekhez
tartozo fényszerien teljes gorbitett szorzat tér-ido.

Régzitsink eqy t € I értéket és legyen = azoknak a t € I elemek halmaza, melyekhez
vannak olyan (c,¢),c,¢ € P’ pdarok, hogy a

o(p',q") > 2

teljesiil, ahol p' = (t,c), ¢' = (t,&) € M'. Legyen tovibbd Y azoknak at € I elemeknek a
halmaza, melyekre van olyan ¢ € P', hogy minden (t',c) pdrra melyre ¢’ € P" ést <t' <t
az aldbbi teljesil:

o(p’,q') <1
ahol p' = (t,c), ¢ = (t',c) € M'. Legyen ekkor

t,=inf{ t |t 2},

t*=sup{t|te }.
Ekkor létezik olyan zdrt v, geodetikusa a P’ sokasdgnak melyre
-1
Le. v« hossza 2x,, (ty).
24. v+« nem 0-homotop.
3. Y« a legrovidebb a P'-beli nem 0-homotdp zdrt gorbék kozott.
Tovdbbd van eqy olyan ¢ € P’ pont melyre
1*. o((t,c), (t', ) <1 teljesil minden (t',c") € M' pontrat <t < t* esetén.

2*. Van eqy P’ sokasdgbeli 2x;,1(t*) hosszusagu geodetikus hurok, esetleg eqy c pontbelt
toréssel, amely nem 0-homotop.

Bizonyitds. Rogzitsiink egy tetszéleges ¢ € P’ pontot és egy ¢ € P pontot melyre
¢ = w(¢) teljestil. Vegyiik a

olc) = %min{ d(6,0(¢)) | © €T — {1d} }

fiiggvényt ahol I' az w-hoz tartozé fedétranszforméciok csoportja. Ebben a definicioban
o(c) értéke nem fiigg ¢ € P valasztasatol.

Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a ¢ — p(c), ¢ € P’ fiiggvény folytonos. Elég
megmutatni, hogy minden ¢q € P’ pontnak van egy olyan kornyezete melyen p folytonos.
Mivel w egy fedd leképezés, a ¢y pontnak van egy olyan U kornyezete, hogy

wlU)=U{U; |ieT}
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melyre a w[U;, i € T megszoritdsok diffeomorfizmusok az U kornyezetre. Rogzitsiink egy
U = U, kornyezetet ezek koziil. Ekkor a 0 = w™L[U : U — U egy diffeomorfizmus lesz és
az altala definidlt ¢ = o(c), ¢ € U kivélasztas folytonos. Igy az alabbi

U s e d(é,0@) =do(c),0(e) | ce U}

fliggvény is folytonos minden rogzitett © € T' — { Id } esetén a d tdvolsig fiiggvény
folytonossaga miatt (lasd [G-K-M], 156-159. o.). Mivel a I' csoport hatdsa a P sokasidgon
szigordan diszkontinus, igy van egy olyan W C U kornyezete a cy pontnak melyre a
©(W), © € I' halmazok paronként diszjunktak. Ezdltal van véges sok ©;, i =1, ..., k fedd
transzformécié melyekre

o(c) =inf{ d(o(c),0(c(c))) |© eT—{ I} }=inf{d(c(c),0;(c(c))) |i=1,....k}, ceW

teljesiil. De véges sok folytonos fiiggvény infimuma is folytonos, igy tehat p is az.

Legyen c, € P’ az a pont ahol ¢ fiiggvény felveszi a minimumét. Rogzitsiink egy
¢« € P pontot melyre ¢, = w(éy), ekkor van egy 20(c,) hosszi 4, geodetikus a ¢, és O(é,)
pontok kozott valamely © € I' elemre. Ekkor azonban a

’Y*ZWO’?*

egy geodetikus hurok a c, pontndl és v, minimdlis hosszi a P’-beli geodetikus hurkok
kozott. Ugyanis legyen v : [0, 3] — P’ egy geodetikus hurok melyre v(0) = v(5) = z, és
rogzitsiink egy & € w1 (x) pontot és vegyiik a 4 : [0, 3] — P felemeltjét a y-nak a 4(0) = &
kezdépontbél, tovabba jelolje &' = 4(8) a végpontot. Ekkor van egy olyan = € I' — { I }
transzformdcié melyre 7’ = Z(). De ekkor

L(y) = L(¥) = d(#,2") > 20(z) > 20(cx) = L(7x)

teljesiil. Annak beldtdsdhoz, hogy v, nem toérhet meg a c, pontban, vegyiik v, : [0, Bi] —
P’ geodetikust természetes paraméterezésben és tegyiik fel, hogy ~v, megtorik a c, pontban,
azaz,

¥+(0) # Y«(B)
teljesiil. Tehat Ts, TO(,(0)) # 4(8). Vegyiik a f = '?*(g) pontot, ekkor erre a

d(f,0(f)) < d(é., O(é))

teljesiil, de ez ellentmondana a ¢, valasztasanak. Az a tulajdonsag, hogy v, nem 0-homot6p
nyilvdnvalé kovetkezménye a konstrukciénak.

Legyen ¢* € P’ az a pont ahol p fiiggvény felveszi a maximumat. Rogzitsiink egy
¢* € w™l(c*) pontot, ekkor van egy olyan © € I' — { T } transzform4ci6, melyre

ofc”) = (&, O(E))
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teljesiil. Ha 4* : [0, 3%] — P egy természetes paraméterezésben vett geodetikus ¢* és ©(¢*)
pontok kozott, akkor w o 4* egy geodetikus hurok a c¢* pontbdl, amely nem 0-homotop.
Legyenek ¢ = (&,7n), ¢ = (£,7) jovébe mutaté fényszerti geodetikusok M’ sokasdghan
a (t,c*) pontbdl kiindulva, melyekre 7, 7 azok a pregeodetikusok, melyek természetes
paraméterezésben megegyeznek a y*[[0, 33*], S*[16*, 33*] geodetikusokkal. Ekkor ¢, ¢
ugyanazon (t°,c®) pontban végzédnek. Azt kellene erre igazolni, hogy t® € T teljesiil.
Tegyiik fel, hogy van egy olyan (#',¢') € M’ pont, melyre t' < t¢ és

o((t,c*), (t', ) >1

fennall. Ekkor lenne két kiilonb6z8, egyenld hosszi geodetikus P’-ben a ¢* és ¢’ pontok
kozott. Viszont w~1(¢/) nem metszhet bele a ¢* ponthoz tartozé F fundamentdlis tar-
tomanyba, ahol ez utébbin az E. Cartan féle "méthode de rayonnement” modszerrel
készitett alltalanositott Dirichlet-cella (ldsd [Bu], 183-186. o.), azonban ' < t° mi-
att d(c*,c/) < 3d(c*,0(c*)) egyenlbtlenségnek kell fenndllnia, igy w™'(c’) halmaznak
bele kell metszenie az F' fundamentélis tartomanyba. fgy megmutattuk, hogy t¢ = t*
egyenlésségnek fenn kell allnia, mivel minden £ € T elemre a t® < £ < t* egyenlStlenség
ellentmondana ¢¢ definiciéjanak. #

KOVETKEZMENY. Legyen P egy egyszeresen o0sszefiiggé Riemann-sokasdg, ahol
bdrmely két pont kozott egyértelmien létezik geodetikus, w : P — P’ eqy lokdlisan izomet-
rikus fedd leképezés, tovdabbd legyen T' az dltala indukdlt fedétranszformdcio csoport a P
sokasdgon, és M' = I x4 P’ a hozzdjuk tartozd gorbitett szorzat tér-idé. Ha van egy olyan
® : G X P — P tranzitiv izometikus hatds mely kommutdl I'-val akkor t, = t* egyenldség
teljestl.

Bizonyitds. Konnyen lathaté, hogy a fenti bizonyitdsban megkonstrualt o : P’ — R*
fiiggvény konstans értéki lesz. @

DEFINICIO. Legyen M = I x4 S egy fényszertien teljes Robertson-Walker tér-idg,
ahol S sokasdg vagy E® vagy H® és S" az w : S — S’ lokalisan izometrikus fedés 4ltal
meghatdrozott dllandé gorbiiletli sokasag, tovdbbd M’ = I x, S’ az ehhez tartozé tér-
id6. Rogzitsiink egy p = (t,¢) € M pontot és legyen = : S — S egy w-hoz tartozé
izometrikus fed6 transzformacid, és Pz C {t} x S a ((t,c¢), (t,Z(c))pontokat 6sszekotd
szakasz felezémeroleges hipersikja. Ekkor a

Vip;8)={ (x@,r)e M |qg=(t,z)e Pz } C M

képlet egy 2-dimenzids sima részsokasdgot definidl, amit a p’ = w(p) pontot tébbszérdsen
lato pontok halmazdban a p és = dltal meghataroyott résznek nevezink.

ALLITAS 2.5. Legyen M = I x4 S egy fényszeriien teljes Robertson-Walker tér-
id6 ahol S = E3 vagy H® és M' = I x4 S" az a tér-idé mely az w : S — S’ lokdlisan
izometrikus fedéshez tartozik. Rogzitsink eqy p € M pontot és vegyik a V(p: ©) C M
tobbszorosen ldthatosdgi pontok halmazdt mely a © : S — S fedétranszformdciohoz tartozik.
HaqeV(p;0) ésp =w(p), ¢ =w(q) akkor

o(p',q") > 2
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teljesul a ldathatosdg rendjére, és eqyenldoséq pontosan akkor teljesul, ha q nincs benne mds
tobbszorosen ldathatosdgi halmazban.

Bizonyitds. Ha ¢ : [0, 3] — M, ¢ : o, @] — M jovébe mutaté fényszerti geodetikusok
melyekre ¢(0) = p, ((0) = ©(p), ((B) = ((B) = q teljesiil, akkor az w o (, w o ( jovEbe
mutaté fényszerii geodetikusok a p’ pontbdl indulnak ki és a ¢’ pontba érkeznek, méghozzd

kiilonboz6 irdnyokbol. Ennél fogva

o(p'.q") > 2

egyenlotlenség teljesiil. Tegyiik most fel, hogy ¢ pontot nem tartalmazza masik tobbszoro-
sen lathatésdgi halmaz, de van egy olyan ¢ : [0,8] — M’ jovébe mutaté fényszerii
geodetikus melyre ((0) = p/, {(B) = ¢ teljesiil, tovdbba ¢ geodetikus ¢’ pontba valé
beérkezésének irdnya killonbozik w o ¢, w o ¢ irdnyaitél. Legyen ¢ : [0,3] — M a ¢
felemeltje g végponttal. Ekkor van egy olyan X : S — S nem trividlis fed6transzformécié
mely kiilonbozik ©-t61 és melyre ¢(0) = (£, X(c)) teljesill, igy tehat ¢ € V (p ; ¥) is érvényes.
[ )

3. Példak

PELDA 3.1. Legyen P az R? euklideszi vektortér a kanonikus Riemann metrikdval
ellitva és (e1,e2) ennek egy kanonikus ortonormélt bézisa, tovdbba o, § € R—{ 0 }.
Ekkor a

O1:R25z—x+aer, O3:R2 52— x+ fey

izometridk altal generdlt I' =< ©;, ©2 > csoport diszkontinusan hat. Legyen ® : G' x
R? — R? az R? eltoldsai altal meghatarozott tranzitiv hatés. Ekkor I' és ® kommutalnak
egymassal, igy a tétel 2.4 kovetkezményének értelmében a t, = t* egyenloség fennall.

PELDA 3.2. Legyen P a H? hiperboliks sik és P’ az a zart irdnyithaté p > 1 génuszi
felillet, melyet az aldbbiakban konstrudlunk meg (l4sd még [Bu], 196-197. o.). P’ meg-
konstrualdsdhoz rogzitsiink egy ¢ € H? pontot és Ry, ..., Ry, C H? sugarakat a ¢ pontbél

melyekre
27 s

Ri,Riy1){=—=—,1=1,...,4

( 7 z+1) 4H 2,“ ? H
teljesiil, ahol Ryy41 = R1. Ha p > 0 és ¢;(p) € R;, @ = 1,...,4p olyan pontok melyekre
d(¢,q;(p)) = p, akkor ezek egy szabdlyos 4u széget hatdroznak meg. Ha p — 0, akkor
ezen 4p szogei tartanak az euklideszi szabalyos 4y szog szogeihez, mig p — oo esetén 0-hoz
tartanak. Tehat van p-nak egy olyan értéke, melyre ezen szogek éppen % nagysaguak, és
ezt a szabdlyos 4p szoget jelolje @ és a cstcsait pedig i, ..., qay- Jelolje Q oldalait

Ay, By, AT By A B, AN B
Ekkor a hiperbolikus sik kiparkettazhaté olyan egybevigd Q = Q1,Qs, ... 4u szogekkel,
hogy ezek mindegyikének a csiicsa pontosan 44 darab masik (); poligonhoz tartozik hozza,

és a megegyez0 oldala két ilyen 4u szognek inverz szimbdlmokkal van jelolve.
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A fenti 44 szogek halmaza definidl egy szigorian diszkontinus I' csoportot, mely H?
azon izometridibdl all, melyek eleget tesznek azon feltételeknek, hogy I'-nak pontosan egy
olyan eleme van, ami (); poliédert @);-re képezi tigy, hogy Q; oldalait a (); megfelelen
jelolt oldalaiba viszi. Ekkor van egy olyan w : H2 — P’ lokélsan izometrikus fedd leképezés,
melyhez tartozo fedétranszforméacio csoport éppen I' és P’ egy p génuszu zart irdnyithaté
feliilet.

Legyen ¢ = w(¢é) € P’ és rogzitsiink egy olyan O, € T transzformaciét melyre az aldbbi
egyenléség teljestl:

olc) = %min{ d(6,0(6) |@ el —{T}} = %d(é.@c(é)).

Legyen 4 : [0, 8] — H? az a geodetkus melyre 4(0) = ©,1(¢), 4(3) = ¢é és legyen v = wo4.
Ekkor v nem lehet egy zart geodetikus, azaz

T@C—l(@)@c(ﬂi’(o)) # 4(B)

teljesiil. Ahhoz, hogy igazoljuk ezt az allitast tegyiik fel, hogy

Q1 NO; Q1)

kozos oldalat A; jeloli Q1-ben, akkor ezt az oldalt Ai_1 jeloli ©71(Q1)-ben. De ekkor a

Q1N O.(Q1)

kozos oldalat A1 jeloli Q1-ben, igy tehat
X ;i T T
(Tec—l(é)@c('y(o)),’y(ﬁ))g — 2ﬁ _ ;

teljesiil. Mivel v nem egy zart geodetikus, igy a tétel 2.4 kovetkeztében o(c) # o(c)
érvényes. Azaz ekkor

olcx) < o(e) < o(c”)
egyenlétlenségnek kell teljesiilnie.

LEMMA 3.3. Legyen P eyg teljes Riemann-sokasdg, és w : P — P’ egy lokdlisan
izometrikus fedés, és I' az w-hoz tartozo fedd transzformdcio csoport, tovabbad

1
o= 5inf{d(z,0(2))|w(®) ==, 0 € I'— {Id}}.
Ekkor, ha a o : P' — R fiiggvény lokdlisan konstans r értéket vesz fel eqy x € P’ pontban,
akkor léteznek olyan B(y,e) C P, e > 0, 0; € I', melyekre Vz € B(y,¢), d(2,0;(2)) = 2r,

és 0 a 2z és0;(2) kozti természetes paraméterezésben vett geodetikust 2r paraméterértékkel
tolja el.
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Bizonyitds. Lathattuk a Tétel 2./-ben, hogy a o fliggvény értéke nem fiigg Z, w(Z) = x
valasztasatol, tovabba valaszthaté x € U kornyezet olyan kicsinek, hogy az

wHU) ={U;|i e T}
halmaz diszjunkt elemeire az wm}, 1 € T megszoritasok diffeomorfizmusok, és vegyiik az
ottani 0 = w™! : U — U folytonos kivalaszté fiiggvényt és az ez 4ltal meghatdrozott
0;, 1 =1,...,k fed6 transzformacié fiiggvényeket, melyekre

o(y) =inf{ d(o(y),0(c(y)) |© €T ={1}}=inf{d(e(y),Oi(c(y)) |i=1,...k}yeU

teljesiil, tovabba felteheté az U = B(z,0) vélasztds, gy, hogy ezen a kornyezeten méar o
fiiggvény azonosan konstans. Legyenek

Gi={y €U |d(o(y),bi(c(y))) #2r}, F;=U\G;,

ahol G; halmazok nyiltak. Ekkor 35 € {1,...,k} melyre intF; # 0, mert tegyiik fel
indirekt, hogy nem igaz, mivel a G; halmazok siirtiek az U halmazban, ezért G1N---NG} #
0, viszont Yy € U3j € {1,...,k}, d(o(y),0;(c(y))) = 2r, amib6l y ¢ G, kévetkezik, de
ez ellentmondana az indirekt feltevésiinknek. Tehdt legyen y € intFj, € > 0 melyre
B(y,e) C F;. Vegylk most a v : R — P természetes paraméterezésben vett goedetikust,
melyre v(0) = o(y), v(2r) = 0;(c(y)) teljesiil. Ekkor igaz a 6;(y(€)) = v(2r + €), mivel

2r = d(7(e),05(v(€))) < d(y(€),7(2r)) + d(y(2r), 0;(v(€))) = 2r —e+ €

teljesiil v természetes paraméterezése, és 6; izometrikussdga folytan d(vy(2r),0;(v(e)))=
d(8;(v(0)),8;(v(e))) = d(v(0),v(€)) = € egyenléség miatt. De a fenti kiemelt egyenlétlen-
ségben egyenlség csak akkor teljesiil, ha nincs torés v(2r) pontndl, azaz 60;(y(e)) a v
geodetikus folytatdsan van, és igy igaz amit allitottunk. Tgy 8;(v(0)) = v(2r), 6;(y(€)) =
v(2r + €) miatt v geodetikos 2r paraméterrel tolddik el a #; transzforméciéndl, de ugyanez
igaz hasonléan minden z € B(y, €) esetén a o(z) és 6;(0(z)) geodetikusra is. #

KOVETKEZMENY 3.3.1. Ha o fuggvény lokdlisan konstans r értéket vesz fel egy
x € P’ pontban, akkor 30 € T és &, w(&) = x, melyekre a 0 feddtranszformdcio a & és 6(&)
kozott futo természetes paraméterezézben vett geodetikust 2r paraméterértékkel tolja el.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma-beli § o-hoz tartdsdval kaphaté, hogy 39, — &, 0;, , n € N
az el6z6 lemmdt kielégitd sorozat, ahol j, € {1,..., k} miatt feltehetd, hogy 6;, = 0;, Vn €
N, de ekkor az g, és 6;(7,) kozti geodetikusok lokalisan egyenletesen konvergalnak a & és
6; (%) kozti geodetikushoz, illetve a 6;-re vonatkoz6 invariancia miatt adédik az allitds. &

KOVETKEZMENY 3.3.2. P =H3 esetén a o fuggvény nem lehet lokdlisan konstans.
Bizonyitds. Az el6z6 lemma szerint létezik a B(y,e) kornyezet és a 6; € T' fedd
transzfomacié a lemma-beli tulajdonsdggal, tovdbbd jelolje v : R — H* a § és 6,(7)
kozott futé természetes paraméterezésben vett geodetikust. Ekkor a ¢ ponton atmeno
v geodetikusra merGleges H; hipersik a 6; transzformdciéndl a 6;(y) ponton dtmand ~y
geodetikusra meréleges Ho hipersikba megy, ahol H; y-hoz kozeli pontjainak és Hy-beli
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képpontjainak tavolsaga 2r. Azonban egy ilyen eltolasos forgatasndl a H; és Hs halmazok
2r értékid tdvolsdg minimumat csak az y és 0;(g) pontok kozt veszi fel. @

PELDA 3.4. Legyen P = H3, ekkor tetszdleges w : P — P’ lok4lis izometria esetén, o
fiiggvény nem lehet lokélisan konstans.

PELDA 3.5. Legyen P = [E3, ekkor 3 fiiggetlen eltolds 4ltal generdlt I' fedStranszfor-
miacié halmazra nézve, a o fiiggvény azonosan konstans.

PELDA 3.6. A kovetkezd példaban p fliggvény nem azonosan konstans, de van
lokalisan konstans helye. Legyen P = 3, vegyiink egy e1, s, €3 ortonormalt bazist. Legyen
I'a

61: R®>a— a+100ey, 02 :R3 > a— a+ 100es

eltolasokkal és a 63 az e; tengely menti 7 szogl, egység hosszu eltolasos forgatdssal
generdlva. Ekkor kénnyen lathatd, hogy a z = (0,0,25) pont egy kis kornyezeében a
o fiiggvény azonosan 2 értéket vesz fel hiszen, ha a 6 fed6transzformacié nem 63 paros
hatvdnya, akkor a Dirichlet-cella szerkezetbdl konnyen adédik, hogy d(z,6(z)) > 50, és
03%%(a) = a + 2ke; miatt adédik az allités.

4. A fundamentalis tartomany visszanyerése

A kovetkezo allitasokban utalni fogunk az alabbi tételre:

POINCARE POLIEDER TETEL 4.1. Legyen X az S*, H*, E¥, k > 2 valamelyike
és P C X egy konvex (nyilt) poliéder melynek oldalait jelolje si,...,s,, tovibba legyen
adva G mely olyan izometridi X-nek amelyek P oldalait parositjdk egyértelmiien (azaz
Vs; 3! g5, € G melyre g, (s;) = s; valamely j € {1,...,n}). Ekkor ha

(1) ha QSi(si) = 55 akkor 9s; = gs_il

(i) g2, (P) 1 P = 0

(iii) barmely pontal csak véges sok ekvivalens van P-ben, az oldalparositas altal (az
oldalakon) generalt ekvivalencia alapjan

minden e élhez van véges sok vele ekvivalens {ej,...,e,} él melyeknek vehets egy
ciklikus sorrendje (e = 1 N s2, $i, = gs, (51) ekkor es := g4, (e1) = s;, N 84, valamely s;,
oldarra, s;, 1= gs,, (8i,), €3 := s, (e2) = si, NSy, ... és véges sok lépésben visszaériink sq

oldalhoz, a ciklus alatt fellép6 oldalparositasokat rendre g1, . . ., g,-vel jedlve h := g, 0---0g;
e élet fixen hagyja és ezt ciklikus transzforméciénak nevezziik)

(iv) minden e élre 3t € Nt bt = Id

(v) minden e élre Y1 | a(em) = 2, ahol ey, a ciklusban eléforduld élek a(ey,) pedig
a poliéder lapok szoge e,, élnél

feltételek mellet G egy diszkrét csoporthatast general X-en aminek P egy funda-
mentalis tartomanya lesz.

Nekiink az n = 3 eset kell és a (iv), (v) esetekben ¢t =1 érték.
A [C-W], [C-S-S], [W] cikkekben leirt médszer alapjan adédik a kovetkezd llitas.
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ALLITAS 4.2. Legyen M = I x4 P egy fényszeriien teljes gorbitett szorzat tér-idd,
ahol P =3 vagy H?; w: P — P’ eqgy lokdlisan izometrikus fedés, és P' kompakt, tovdbbd
rogzitsink eqy t € I elemhez tartozé {t} x P fibrumot. Ekkor 3t° € I, hogy barmely t' > t°
esetén barmely q € {t'} x P’ pontra, az innen {t} x P’-beli tobbszorisen ldthatd pontok
lathatdésdgi iranyaibol P ismeretében P’ megkaphatd.

Bizonyitas. Vegyiink egy x € P pontot és tekintsiik a I' fedotranszformaciok alltal
meghatdrozott alltaldnositott Dirichlet-cellajat x-nek. Ekkor P’ kompaktsiga miatt kony-
nyen lathat6, hogy van olyan nagy R, melyre B(x, R) belemetsz az = Dirichlet-celldjanak
minden oldalat-meghatirozé hipersikjdba minden x € P valasztas esetén. Ekkor megmu-
tatjuk, hogy Vt° > x;(R) vélasztas j6. Vegyiink egy ' > t° értéket, és legyen R’ = x; (t')
tekintsiik tovabba a B(x, R') C P goly6t és ennek az S%, = dB(z, R') hatarat. Ekkor az
x pontbdl felvett V(y, (t',w(z))), y =€ {t} x P’ ldthatésagi iranyok félegyeneseinek S%,
gdémbbel vett metszetei megegyeznek ezen gémbnek a Hy = {z | d(z, z) = d(0(x), 2)}, 6 €
['— {Id} hipersikokkal vett metszeteivel. Ez a metszethalmaz, kérparok halmazéra bomlik,
ugyanis

0_1(Hg N 812‘2’) =Hy-1 N S%y

pérositds érvényes, ami azt mutatja hogy egyazon w(S') C P’ immertalt korvonalat ladtunk
két kiilonboz6 iranybdl, és ez egyértelmii parositas, abban az értelemben, hogy a lathatosagi
irdnyok halmaza egy irdny par halmaz és ez a parositds fogja a kimetszett S'-ek parositasat
megadni.

Ha ismernének R’ értékét, akkor S%, gombon az S* parok Hp, Hy—1 hipersik parokat
hatdroz meg, ezek pedig az = Dirichlet celldjat hataroznak meg (estleg olyan hipersikok is
adédnak, melyek nem jatszanak szerepet a cella eldallitdasaban), illetve ezek oldalparosité
reldciéit GL(3) illetve SO(3,1)-ben, ahol az oldalparosité izometridk kielégitik a Poincare-
tételbeli szog feltételt. Viszont E2 esetén a nagyitéds azt a feltételt nem valtoztatja meg, igy
az elején tetszdleges sugari gombbdl kiindulva és azon felvéve az S! parokat, majd a Hy
hipersikokat miikodik a konstrukcié, H® eseben azonban, ha egy tetszéleges sugari gombbél

/////

/////

vizsgalatdbol adddik, amelyb6l megallapithatd, hogy ezek forgdskipok uniéi), és kimetsz6
hipersikok egy cellét hataroznak meg, mely folztonosan valtozik, az oldalak altal bezart
szogek folyamatosan monotonon csokkenek, és mivel a mi sugarunknil meghatarozott
cellara teljesiilnek a Poincaré poliéder tétel szogfeltételei a tobbi sugarhoz tartozé cellara
nem teljesiilhet. fgy lathaté, hogy a konstrukcié nem csak a Dirichlet-cellat, hanem T°
generatorait, sé6t H> esetben még a gomb sugardt is megadja,sét ® és t’ ismeretében a
fibrumok t’ — t idészeparicidja is adodik. @

Ahhoz, hogy a fenti médszer az S® esetben is alkalmazhaté legyen sziikségiink lesz az
alabbi lemmara.

Lemma 4.3. Legyen P = S3, w : P — P’ lokdlisan izometrikus fedd leképezés és T
az dltala meghatdrozott fedd transzformdacdk csoportja, melyre A € T', T' # {A, Id}, ahol
A S3 = S3 az antipoddlis leképezés. Ekkor Yx € S® esetén az x Dirichlet celldjinak
meghatdrozdsdiban A transzfomdcionak nincs szerepe.
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Bizonyitas. Vegyiink egy 6 € T', § # Id, és vegyiik S3, R*-beli kanonikus modelljét,
és rogzitsiink egy = € S® pontot, tekintsiik tovabbd a Hy = {y € R* | d(z,y) = d(0(x),y)}
hipersikot. Hyg két félgombre vigja S3-mat. Vegyiink egy = ponton dtmend v geodetikust,
ez egy 27 hosszu zart geodetikus, melyet Hy két egyenlé 7 hosszisagu részre bont, hiszen
az A transzformaciondl Hy fixen marad, és « is de a két darabja felcserélodik, igy egyenld
hossztiak. Jelolje D, az = ponthoz tartozé Dirichlet cellit az S® gombon. Tehat a fent
mondottak alapjan D, celldban nem lehet m-nél hosszabb z ponton atmendé geodetikus.
Tegyiik fel, hogy az A transzformdcié szerepet jatszik az D, cella eléallitasaban, tehdat
D, cellaban van egy H 4 alltal meghatarozott Fy oldal, akkor ennek az oldalparositasban
az Fa-1 oldal felel meg az A™1 transzformacional, (mivel A = A™! fgy Fy = Fy-1).
Legyen v4 az x ponton és az F'4 oldal egy y bels6 pontjan atmend geodetikus. Ez a 27
hosszi zart geodetikus atmegy az A(y) € Fa ponton is, igy m hosszisdgu része fekszik a
D, cellaban. Ha most elkészitjiikk a IV = T" — { A} altal 1étrehozott D', Dirichlet cellajat
az x pontnak, azaz az el6z6 D, gyartasakor nem vessziik figyelembe H 4 hipersikot, akkor
itt a y4 geodetikus nagyobb, mint 7 hosszi lesz, ami nem lehet, hiszen ezt lattuk a
bizonyitas elején. fgy az indirek feltevésiink, miszerint A szerepet jatszik a Dirichlet-cella
eléallitasaban hibds, és ezzel a lemmdt igazoltuk #.

ALLITAS 4.4. Legyen P = 83, w : P — P’ lokdlisan izometrikus fedd leképezés és T
az dltala generdlt fedétranszformdcio csoport. Ekkor ha T' #< A >, azaz T csoportot nem
az A : S? — S? antipoddlis leképezés generdlja, akkor az

1
R, = mae{3d(2,0(x)) | § € T — {A,Id}} < g zeS?
értékre a
t'>t, ' cl, Ry <R=x;'(t') <7m— R, modm, g {t'} x P’

esetén a q pontbdl a {t} x P" fibrumbeli tébbszérdsen ldthatd pontok halmazdbdl x pont
Dirichlet celldja visszanyerhetd, tovdbbd ® ést vagy t' ismeretében t' — t is megkaphatd.

Bizonyitds. Vegyiink egy x € S® pontot az S, R*-beli kanonikus dbrizolasdban, és
vegyiik a B(z, R) C S? gombot. Ekkor ha a feltételbeli R, < R < m — R, mod 7 teljesiil,
akkor a

Hy N B(CL‘,R) * @, el — {A,[d}, Hy = {y iy | d(CL‘,y) = d(G(x),y)}

teljesiil, s6t a metszet egy S! igy az eléz8 dllitds médszerét alkalmazhatjuk a H? esetéhez
hasonléan, hiszen az elobbi lemma szerint a H4 nem jatszik szerepet a Dirichlet-cella
meghatarozasaban, ha még A € I' teljestilne is. #

MEGJEGYZES A fenti lemmadban, ha az x-hez tartozé Dirichlet-cella el6allitasaban
csak a f04,...,0, transzforméacidk jatszanak szerepet, akkor az

1
R, = maa:{éd(a:, 0i(x)) | i€ {1,...,n}}
véalasztasra is igaz marad a lemma.
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MEGJEGYZES AT = {Id} és T =< A > esetek megkiilonboztetése is lehetséges, ha
a rogzitett {t} x P’ mért fibrumot egy

qge{t'yx P, t'el, t'>t, Xt_l(t/):kﬂ—l—g, keN

pontbol vizsgaljuk, hiszen ekkor I' = {Id} esetben nem mériink t6bbszorosen lathaté
pontokat, mig I' =< A > esetben az atellenes iranyokbdl ugyanazokat a pontokat latjuk.

5. A feltételek sziikségessége,
altalanosithatésag

A x, fiiggvény definicijdban megkoveteltitk a fényszertien teljességet. Az aldbbi
allitas azt mutatja, hogy milyen feltételt jelent ez a ¢ gorbité fliggvényre nézve.

ALLITAS 5.1. Legyen M = I x4 P egy gorbitett szorzat tér-idd, ahol P egy teljes Rie-
mann sokasdg és I = (a,b), —oo < a < b < oo. Ekkor a jovébe (mailtba) mutald fényszeri
geodetikusok pontosan akkor teljesek, ha az [ $(t)dt (fcb o(t)dt), c € I improprius integrdl
véges.

Bizonyitds ( [B-E] 71-72. o.) Vegyiik egy fényszerii geodetikust és irjuk az aldbbi
v(t) = (t,n(t)) pregeodetikus alakba. Ekkor a pregeodetikus definiciéjanal modottak, és
az dllitas 1.5 alapjan

9 2
9() 7' (8) = Vo () = 0+ < s0f >p @ &' £ Ty + 2 @ =

o' 9 29’
gor TV

adddik, felhasznalva a
0=<7,9>=-1+<7,7 >F

egyenloséget a fényszeriiségbol. fgy az els6 egyenletbdl g = % kovetkezik. Azaz V.,ivy' =
[In®]'+'. Tekintsiikk most a p(t) = f‘jo ®(s)ds integralt. Mivel p’ = & > 0 igy létezik
apt: (A B) — (a,b) fiiggvény, ahol A = limy_, .+ p(t), B = limy_,;+ p(t). Ekkor a
yop~i(t) = (p~i(t),nop~L(t)) fényszerii geodetikus hiszen a (yop~t) = (p’(p‘ill(w))’ d o

-1 . 1 4o ! — :
p~tH(w) p'(p—l(w))) és p’ = ® miatt
-1 1

- ! -1 ./ -1 —
>—W+<nop ;M op >FW—0

/

<(yep ), (yop™')

addédik ami a fényszeriiséget mutatja, masfelol

1 1 1
-1 _1 1
V("rop‘l)’(voip )lzéop—lvv’op—lwlop .Q)Op_l):@2Op_1v'y’op_17/op +
P’ 1 @
/ -1 / -1 _ -1 -1 —1 -1 _
oo OF (Go ) v er = gser ver g g o ver =0
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teljesiil, ami a geodetikussigot eredményezi. Igy az (A, B) — M geodetikus (mely az
erdeti geodetikusunk igy vissza paraméterezve) teljes, ha A = 0o, B = oo teljesiil. #

Lemma 5.2. Ha M =1 x4 P egy gorbitett szorzat tér-idé ahol P egy teljes Riemann-
sokasdg, akkor egy fényszeri geodetikus minden {t} x P, t € I fibrumot metsz.

Bizonyitds. Szimetriai okokbdl elég beldtni, hogy egy p = (¢,¢) € M pontbdl induld
jovébe mutatd fényszerti geodetikus minden {¢} x P, t’ > ¢, ¢t € I fibrumot metsz. Tehét az
kell, hogy minden c-bél indul6 ¢ : RT — P geodetikus jov6be mutaté fényszer(i pregeode-
tikus v = ((, n) felemeltjére igaz a lemma. Tegyiik fel, hogy v nem metsz egy ¢* fibrumot.
Legyen § = min{¢(s) | t < s < t*} > 0, ekkor a v : RT — M fényszer(i pregeodetikusra

0 =< (), ¥(5) >= ¢*(n(s)) < {(5),{(s) > = <(s),7i(s) >= B (n(s))— <i(s),i(s) >

¢(n(s)) = 7(s)

egyenléségbdl a v C [t,t*] x, P taralmazis miatt

t*—t>/ ﬁ(s)dsZ/ dds = oo
0 0

ellentmondés adédik. &

Ha egy M = I x4 P gorbitett szorzatra a fényszertien teljességet nem, csak a P
Riemann-sokasdg teljességét koveteljiik meg, akkor a x, sima fiiggvény csak egy [0, R,]
intervallumon lesz értelmezve ahol R, csupan attdl fiigg, hogy p mely {t} x P fibrumban
van, és azt a térbeli tavolsagot jeloli, amit az univerzum utolsé pillanatdig még megte-
hetiink. Ekkor ezen médositott x, fliggvény definicié alapjin az dllitds 2.2-ben elhagyhaté
a fényszeriien teljesség feltétele, mig a lemma 2.3, kovetkezmény 1-2 a kovetkezd modon

alakul:
LEMMA 2.3.+ Legyen M = I x4 P egy gorbitett szorzat tér idé, w : P — P’ egy
lokdlisan izometrikus fedd leképezés, M' = I x4 P’ a hozzd tartozé gorbitett szorzat,

© : P — P egy nem trividlis fedd transzformdcio és ©* : M — M az ehhez tartozo
fedétranszformdcid. Régzitsink eqy p = (t,c) € M pontot akkor

LinOX (L) ={ (1,8 € M | I = xp(A), A€ L(¢,&) NL(O(c),d), A< Ry}

érvényes a fenti fénykupok metszetére.

KOVETKEZMENY 1.+ Legyen M =1 x4 S egy Robertson-Walker tér-idd, ahol S =
3 vagy S =H2 ésw: S — S egy lokdlisan izometrikus fedd leképezés. Hap = (t,c) € M,
akkor

LyneX(Ly)={ (t,¢) € S | d(c,¢) = d(O(c),0), T = xp(d(c, ), d(c,¢) < Ry} =

— [ (L8 €S | € B(e,6(0) N H(c, By), i = xpd(c.0) }
ahol H(c,0(c)) C S a (¢, 0(c)) szakasz felezdmerdleges hipersikja.
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KOVETKEZMENY 2.+ Legyen M = I x4 S egy Robertson-Walker tér-idd, ahol
S=S3ésw:S— 8" egy likdlisan izometrikus fedd leképezés. Vegyiink eqy p = (t,c) € M
pontot, ekkor a kovetkezok érvényesek:

Ly nO* (L) =

= { (1,8 | d(c,&) = d(©(c), &), T =xp(| dlc,d) + 2kr| ), k € Z, | d(c,é) + 2kr| < R},

ahol ©* eqy nem trividlis fedd transzfomdcio, melyet eqy olyan ©-bol szdrmaztattunk, ami
azw : S — 8" lokalisan izometrikus fedd leképezéshez tartozik. Tovdbbd azon q = (t,¢) € M
pontok halmaza, amelyekbdl p = (t,c) pont tobbszérdsen lathatd a

{ (Xp(km), A%(c)) | k € N— {0}, km < R}

halmazt alkotjdk, ahol A : S® — S az antipoddlis leképezés.

Es itt az eredeti bizonyitasok miikodnek. Tovabba a lemma 2.1 egy altalanosabb
foméban is kimondhato:

lemma 2.1.4 Legyen (M, <,>), (M', <,>") id6 orientdlt Lorentz-sokasdgok, w : M —
M’ eqy idé orientdcid tartd lokdlisan izometrikus fedd leképezés. Vegyiink eqy p € M
pontot, akkor p' = w(p) tobbszdrosen lithatd a ¢ = w(q), ¢ € M pontbdl akkor, és csak
akkor, ha
qge L no(L})

teljesil az Lz'f fénykipra valamely w-hoz tartozo 6 : M — M idé orientdcio tarté izo-
metrikus fedo transzformdciora nézve, vagy mdr p tobbszorosen lathato q pontbol.

Bizonyitas A lemma 2.1 bizonyitasaval analég mdédon. @

Lemma 5.3. Legyen (L,<,>) egy idd orientdlt Lorentz-sokasig M = I x4 P egy
gorbitett szorzat tér-ido, w : M — L eqy lokdlisan izometrikus ido orientdcio tarto fedo
leképezés. Vegyiink eqgy p = (t,¢) € M pontot, akkor p' = w(p) pontosan akkor ldtszik
tobbszorosen az ¢ = w(q), g € M pontbdl, ha p tébszordsen ldtszik q pontbdl, vagy

ge{(t',d) | INe Le,d)N{LE )+ x, (D)}t = xp(A), A< Ry}

valamely p* = (t,¢) € w™L(p'), ahol L a mdsodik fejezetben van definidlva, tovdbbd az
{L(¢,c)+x, L (})} pedig azt jelenti, hogy L elemeihez hozzd adjuk x,*(t) értékét amit <t
esetén a negativ —X;*l értéket jelentse.

Bizonyitds. Az el6z6 lemma miatt azon pontok melyekbdl p’ tobbszorosen lithaté meg-
kaphatdk tgy, hogy az w™1(p’) C M minden egyes pontjara vessziik azokat a pontokat,
ahonnan az tobbszorosen latszik, majd ezek w-nél vett képét, illetve a rogzitett p = (¢,¢) €
w™(p') esetén minden p* = (£,¢) € w™(p'), p* # p pontra L} N L. metszetet kell w-val
levetiteni L-re. Ezen utébbi metszet felirdsdra vegyiik a ¢ = (£,¢) € Lz‘f ﬂLz‘,ﬁ pontot, ekkor

léteznek v : [0, 8] — M, : [0, ] — M fényszerti geodetikusok melyekre y(0) = p, ¥(0) =
p*, v(B) = 7(B) = q, ekkor ezek (, ( pregeodetikus vetiileteire ((0) = ¢, ((0) = ¢, ((B) =
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C(B) = € és ¢ hossza xp(f) és C hossza x,+ (t). Mivel Xp () + xp+ (£) = X, (%) igaz p* = (£, ¢)

miatt igy ¢ xp(t)-vel hosszabb (-nil. Azaz
LENLE = {(t,¢) | M€ L(e.d) N {LGE) + X D) ¢ = xp(N), A < By}

igaz, hiszen az C irdnyu tartalmazast a fentebb mondottak igazoljak, mig a mdsik iranyban
Ae Le,d)N{L(E )+ x;, " (1)} esetén léteznek ¢ : [08] — P, : [0, 8] — P geodetikusok,
melyekre ((0) = ¢, {(0) = ¢, ((B) = ((B) = ¢, ahol {, x;*(f)-vel hosszabb (-nl, azaz a
fényszerii pregeodetikus felemeltjeik ugyanazon (x,(X),c’) pontban végzédnek. #

A kovetkezo allitas a 4. fejezet konsrukcidjank gyenge altaldnositdsa, mivel ott egy-
etlen mérési eredménybdl sikeriilt megkonstrudlnunk a térszert részt, mig most egy foly-
tonos mérési sorozat segitségével konstrualunk a térszerli résszel homeomorf sokasagot.

Legyen P egy olyan Riemann sokasag, ahol barmely két pont kozott 1étezik és egyértel-
mii a geodetikus (ahol két geodetikust akkor tekintiink egyezdnek, ha egymds dtpara-
méterezései), és M = I x4 P egy gorbitett szorzat tér-id6, tovdbbd w : P — P’ egy
lok&lisan izometrikus fedés ahol P’ kompakt, I' : P — P a hozz4 tartozé fedétranszformacio
csoport, és M’ = I x P' az altaluk meghatdrozott gorbitettszorzat tér-idé. Ezek alapjan
a tobbszorosen lathatésagi pontok és lathatosagi iranyaik megkaphatok, a kovetkezékben
pedig egy konsrtukciét szeretnénk adni mely a tobbszorosen lathaté pontok segitségével
egy P’-el homeomorf topolégikus sokasigot allit eld.

Rogzitsiink egy ¢/ € P’ ez lesz az a pont ahonnan vizsgdlédunk és rogzitsiink egy
{t'} x P’ fibrumot aminek a tobbszorosen ldthaté pontjait fogjuk vizsgélni bizonyos (¢, ') €
P’ pontokbdl. Vegyiik ¢’ egy ¢ € P felemeltjét és ennek T.P érintSterét. Az Otletiink
az, hogy az exponencidlis leképezés inverzévél felemeljiik a I" fed6transzformaciondl c-hez
tartozé Dirichlet-cellat a T, P érintd térre, ahol megmutatjuk (1), hogy exp, ! egy home-
morfizmus lesz, igy ha ismernénk a felemelt objektumot és annak ”oldalain” a parositést,
akkor a faktorizdcié elvégzése utdn egy P’-vel homeomorf topoldgikus sokasigot kapnank.
Megmutatjuk (2), hogy ha ezt a felemelt Dirichlet-cellat nem is, de egy ezzel homeomorfat
kaphatunk az oldalparositdssal egyiitt, ha ismerjiik a (¢, ¢’) pontokb6l a {¢'} x P’ fibrumbeli
tobbszorosen lathato pontok lathatésagi irdnyait minden ¢, < t < t°, t € I esetén alkalmas
te,t¢ € I értékekre. Hogy mik ezek a t.,t¢ értékek az a konstrukcié alatt mondjuk ki.

1. Az exp. homeomorfizmus, mert folytonos, szuperjektiv (hiszen barmely két pont
kozott 1étezik geodetikus), egész T.P-n értelmezett (mivel P’ kompakt, w egy lokdlisan
izometrikus fedés, igy a Hopf-Rinow tétel alapjan konnyen ad6dik P’ majd P geodetikusan
teljessége), és injektiv is (hiszen, ha x # y, exp(x) = exp(y), akkor a [0, z], [0, y] szakaszok
képei két kiillonbozd geodetikust fognak megadni.

2. Vegyiink egy r sugarti gémbot ¢ koriil P-ben (jeldlje S(c, 7)), ez a D, Dirichlet-cellét
metszeni fogja, ha r¢ > r > r. (hisz kis r-ekre nem metszi, majd folyamatosan felfijva a
folytonossag és P’ kompaktsiga miatt lesz egy olyan sugdr amelyre érinti (r.), és lesz egy
olyan is amelyre mér tartalmazza a Dirichlet-cellat (r¢)). Az exp leképezés tulajdonsigai
miatt az S(c,r) gombnek exp~1-nél is egy S(0,r) gomb felel meg, és a

exp~t(S(c,r) N D,) = exp ' (D.) N S(G, T)
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megfelelés lesz igaz a metszetekre. De az exp~(D,) N S(0,r) metszetet tigy is megkaphat-
juk, hogy a 0 € T.P pontbdl felvessziik a (x¢(r),c’) pontbél a {t'} x P’ fibrumbeli
vett metszetét. Ha most linedrisan noveljik ¢ értékét t. = xp (re), t¢ = xu (r€) kozott
és ismernénk x,, L(t) = r fiiggvényt, akkor az elébb mondottak alapjan a (t,c')-hoz tar-
S(0, x5 ' (t)) metszeteket melyek (unidja a t, < t < t¢ értékekre) kiadnd az egész exp~*(D,)
hatarat, és a hatarpontok parositdsit is. Azonban y~! fiiggvényt nem ismerjiik, csak azt
tudjuk, hogy ez szigorian monoton novo. Vegyik azt a o : T.P — T.P homeomorfizmust
mely az origot fixen hagyja és a S(0, x5, (t)) gombot a S(0,t) gombre képzi (t > ¢, t € ).
Ekkor az aldbbi

poexp (S(c,x; ' (t) N D,) = o(exp™ (D) N S(0, x5 (t))) = 0o exp~t(D,) N S(0, 1)

egyenldség teljesiil a metszetekre ahol a legutolsé metszetet gy is megkaphatjuk, hogy
0 € TP pontbél felmérjiik a (¢, ¢') ponthoz tartozé lathatésigi iranyokat és vessziik ennek
a 5(6, t) gombbel vett metszetét. Azaz g o exp~!(D,.) hatdrat a parositassal egyiitt meg
tudjuk hatarozni, viszon goexp~!(D..) homeomorf D,. vel gy, hogy a hatéran a parositdsok
is megegyeznek. fgy véve goexp 1(D,)-t és a hatarat lefaktorizdlva az ekvivalens pontok
szerint egy P’-vel homeomorf topolégikus sokasigot kapunk. fgy tehat az alabbi allitast
lattuk be:

ALLITAS 5.4. Legyen P eqy 3-dimenzios sokasdag, melynek barmely két pontja kozott
eqyértelmien létezik geodetikus, M = I xg P eqy gorbitett szorzat tér-idé, w : P — P’
eqy lokdlisan izometrikus fedd leképezés, ahol P’ kompakt, és T' az ehhez tartozd fedd
transzformdcid csoport, tovibbd M’ = I xg P’ a P'-héz tartozdé gorbitettszorzat tér-ido.
Rogzitsink egy {t} x P', t € I fibrumot és eqy ¢’ € P’ pontot. Ekkor léteznek olyan t <
te < t° to,t° € I értékek melyekre ha minden (t',c') € P', t. <t' <t¢, t' € I pontra is-
merjik azon t X P’ fibrumbeli pontok ldthatdsdgi iranyait melyek (t', ") pontbdl tobbszérdsen
lathatdk akkor csak ezen (folytonosan wvdltozd) ldathatdsdgi irdnyhalmaz segitségével kon-
strudlhatunk eqy P'-vel homeomorf sokasdgot.

Megprobaltuk minnél teljesebben bemutatni a fényszeri geodetikusok viselkedését
és segitségiikkel a térszerl rész topoldgidjat, azonban mint lattuk altalanos esetben nem
sikertilt egyetlen mérésbdl eldonteni a topoldgiai szerkezetet, igy még mindig maradnak
érdekes kérdések, hogy van-e két kiillonboz6 fundamentélis csoporti térszerti sima Riemann-
sokasdg melyeknél ugyanazt a korparositast lattjuk, vagy lehetséges egyetlen mérésbdl
eldonteni, hogy mi a fundamentélis csoport, illetve mi a helyzet, ha a gorbito fiiggvény
nem csak a bazisbeli ponttél, hanem a fibrumbeli helytdl is fiigg.

26

No license: PDF produced by PSiill (c) F. Siegert - http://www.this.net/~frank/pstill.html



Irodalomjegyzék

[ B-E] Beem, J. K. and Ehrlich, P. E., Global Lorentzian Geometry, Marcel-Dekker,
1981.

[ Bu| Busemann, H., The Geometry of Geodesics, New York, 1955.

[ C-W] Cornish, N. J. and Weeks, J. R., Measuring the shape of the universe, Notices
of the AMS 45 (1998), 1463-1471.

[ C-S-S] Cornish, N. J., Spergel, D. N. and Starkman, G. D., Circles in the sky; Finding
topology with microwave background radiation, Class. Quant. Grav. 15 (1998),
2657-2670.

[ G-K-M] Gromoll, D., Klingenberg, W., and Mayer, W., Riemannsche Geometrie in
Grossen, Lecture Notes in Mathematics, 55, 1968, Berlin.

[ H-E] Hawking, S. W. and Ellis, F. G. R., The Large Scale Structure of Space-time,
Cambridge University Press, 1973.

[ O] O'Neill, B., Semi-Riemannian Geometry with Applications to Relativity, Academic
Press, 1983.

[ P-H-L] Paal, G., Horvéth, I. and Lukéacs, B., Inflation and compactification from
galaxy redshifts, Astrophysics and Space Sience, 191(1992), pp 107-124.

[ S] Spergel, D. N., Do we live in a low-density universe?, Class. Quant. Grav.
15(1998), pp 2589-2598.

[ Sz] Szenthe Jénos, A Riemann geometria elemei, Budapest 1998.

[ Sz-Sz| Szeghy, D., Szenthe J., On generalized Robertson-Walker space-times, Proceed-
ing of the International Conference in Geometry and Topology, Cluj-Napvca, 2002.

[ W] Weeks, J. R., Reconstructing the global topology of the universe from the cosmic
microwave background radiation, Class. Quant. Grav. 15 (1998), pp 2599-2604.

27

No license: PDF produced by PSiill (c) F. Siegert - http://www.this.net/~frank/pstill.html



