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RESUMEN

Este trabajo constituye principalmente una introduccién a la teoria de wavelets. Para poder abordar es
tema de una forma mas facil se comienza con una base matematica para luego dar una explicacion ge
eral de los conceptos sobre las series de Fourier, Transformada de Fourier, DFT y FFT. Posteriorment
se introduce wavelets como una herramienta alternativa al analisis de Fourier para el procesamier
to de sefales. El marco tedrico de esta nueva herramienta se desarrolla explicando las propiedad:
matematicas y utilizando como ejemplo la Haar wavelet que corresponde al sistema wavelet mas sim
ple. Ya con un entendimiento basico de wavelets se presenta el analisis multi-resolucion dentro del cue
se desarrolla la transformada Discreta de Wavelets en conjunto con el desarrollo de algoritmos para |
transformada rapida de wavelets. Por Gltimo se presenta una aplicacion de esta herramienta en la
duccidn de ruido a través de métodos estadisticos y ademas se plantea un método acustico o auditi
para el mismo propdsito.

ABSTRACT

This thesis is mainly an introduction to wavelets theory applied to digital signal processing of acous-
tics signals. To aboard this subject in a comprehensible manner, the thesis begins with the relevan
mathematicalbackground and a general explanation about the concepts of the Fourier theory (Fourie
series, Fourier Transform, Discrete Fourier transform and Fast Fourier transform). Latter we intro-
duce wavelets as an alternative tool of the Fourier analysis. The mathematical theory of this relatively
new digital signal processing tool is developed trough the explanations of it's properties and using as
an example the simplest wavelet system, the Haar wavelet. At this point, with a basic knowledge of
wavelets, the multi-resolution analysis (MRA) is presented together with an explanation of the Dis-
crete Wavelet Transform (DWT) and the development of computational algorithms to implement the
Fast Wavelet transform (FWT). Finally an application of this tool in de-noising of acoustic signals is
presented through statistic methods.



OBJETIVOS GENERALES

1. Desarrollar de una manera clara y didactica la teoria matematica de wavelets.

2. Describir las bases para el disefio de algoritmos con el fin de implementar wavelets en ambiente
computacionales.

3. Presentar una aplicacién de wavelets orientada a resolver un problema de tipo acustico.

OBJETIVOS ESPECIFICOS

1. Describir la teoria de wavelets tanto en el dominio continuo como en el dominio discreto teniendo
como base la teoria de Fourier.

2. Demostrar de manera clara que para ciertos tipos de sefiales y/o aplicaciones la transformada «
wavelets presenta un mejor desempefio que la transformada de Fourier.

3. Implementar el uso de algoritmos que realicen la transformada Discreta de Wavelets utilizando
el Software MATLAB 5.3 y comprobar su uso mediante sefiales obtenidas de forma ficticia y de
forma real.

4. Describir la utilizacion de wavelets en el proceso de reduccion de ruido de alta frecuencia sobre
una sefial creada en forma artificial.

5. Utilizar el proceso de reduccién de ruido sobre una sefial real con un alto nivel de ruido de fondo
e individualizar o aislar la sefial deseada.
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Capitulo 1

Introduccion

A fines del siglo XIX comenzaba a gestarse el inicio de la teoria matematica que posteriormente seri:
utilizada en el procesamiento digital de sefiales. Un matematico francés llamado Joseph Fourier es
tablecia que una sefal o funcion podia ser representada como la suma, posiblemente infinita, de seri
de senos y cosenos (o en forma equivalente como exponenciales complejas). Este postulado sigu
evolucionando hasta los dias de hoy donde la teoria de Fourier, mas conocida como la transformada c
Fourier, es ampliamente utilizada en la resolucion de problemas cientificos e ingenieriles en diferente:
campos tales como fisica cuantica, optica, electronica, astronomia, acustica y muchos otros.

Desde un punto de vista mas ingenieril o fisico la transformada de Fourier puede ser descrita comc
un fendémeno fisico mas que como una herramienta matematica. Las sefiales pueden ser interpretad
como una combinacion lineal de ondas harménicas o tonos puros por lo que se observa de una mai
era casi intuitiva que la sefal en un instante de tiempo es reemplazada por la suma de varios tonc
puros. De acuerdo con esto la transformada de Fourier utiliza dos funciones bases, las cuales sc
seno y coseno, para poder expandir o representar una sefial o funcién en términos de ellas. Estas fu
ciones tienen ciertas caracteristicas como su suavidad (término utilizado para describir funciones qu
no poseen pendientes abruptas o discontinuidades), no son localizables en el tiempo (su dominio es ¢
[-00, 00]), representacion individual de una frecuencia, entre otras, lo que hace que esta transformad:
sea extremadamente util en el analisis de fendmenos periédicos, de tiempo invariante o estacionario
analisis espectral de una sefial en el tiempo, que corresponden a topicos de gran importancia en
campo de la Ingenieria Acustica.

Sin embargo, ciertas sefales cuya amplitud varia en forma rapida y abrupta en el tiempo o sefiale
cuyo contenido de frecuencia es variable de un instante de tiempo a otro, las cuales son mas conocid
como sefales no estacionarias, no son analizadas a fondo mediante la transformada de Fourier, debi
a ciertas limitaciones de este analisis en el campo tiempo - frecuencia. Es en estos términos de analis
donde entra en juego una nueva herramienta matematica llamaé&t o T'rans formada wavelet.

La transformada wavelet es el resultado de un gran namero de investigaciones y constituye une

10
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técnica de andlisis reciente. Inicialmente un geofisico francés llamado Jean'V®TiR89] [TOR98]
investigaba un método para modelar la propagacion del sonido a traves de la corteza terrestre. Com
alternativa a la transformada de Fourier, Morlet utilizé un sistema basado en una funcién prototipo,
gue cumpliendo ciertos requerimientos matematicos y mediante dos procesos denominados dilatacic
0 escalamiento y translacion, formaba un set de bases que permitian representar las sefiales de proj
gacion con la misma robustez y versatilidad que la transformada de Fourier, pero sin sus limitaciones
La simplicidad y elegancia de esta nueva herramienta matematica fue reconocida por un matematic
francés llamado Yves Meyer [HEI99] [STR89] [DEV91] quien descubrioé que las wavelets formaban
bases ortonormales de espacios ocupados por funciones cuyo cuadrado es integrable, lo que traduci
al lenguaje del procesamiento de sefiales, corresponde a funciones o sefiales cuyo contenido energét
es finito. En este momento ocurrié una pequefia explosion de actividad en este area, ingenieros e ir
vestigadores comenzaron a utilizar la transformada de wavelet para aplicaciones en diferentes campc
tales como astronomia, acustica, ingenieria nuclear, deteccion de terremotos, compresion de imagene
reconocimiento de voz, vision humana, neurofisiologia, éptica, resonancia magnética, radar, etc.

El términowavelet se define como una “pequefia onda” o funcion localizable en el tiempo, que
visto desde una perspectiva del andlisis o procesamiento de sefal puede ser considerada como u
herramienta matematica para la representacion y segmentacion de sefiales, andlisis tiempo - frecuenc
y facil implementacion de rapidos algoritmos computacionales.

Las caracteristicas propias de la transformada wavelet nos otorgan la posibilidad de represents
sefales en diferentes niveles de resolucion, representar en forma eficiente sefiales con variaciones
peak abruptos, analizar sefiales no estacionarias permitiéndonos saber el contenido en frecuencia
una sefial y cuando estas componentes de frecuencia se encuentran presentes en la sefial. Estos top
constituyen el foco principal del desarrollo de esta tesis, la cual pretende entregar una vision tedrica y
practica del uso de esta herramienta en el plano general del procesamiento digital de sefiales y de con
puede resultar de utilidad en la resolucion de problemas relacionados con el campo de la Acustica.

Morlet, J., Grossmann, A., Descompostion of Hardy functions into square Integrable wavelets of constant shape, SIAM
Journal Math. Annuall5, 1986, pp. 723-736.



Capitulo 2

Base Matematica.

En este capitulo se definiran algunos objetos matematicos necesarios para la sustentacion de la defit
cion de las funciones wavelet como base de los espacios de funciones lineales de cuadrado integrak
L*(R).

2.1 Espacios vectoriales de dimension finita

Un espacio vectorial es un objeto compuesto que consta un céegpde un conjunto de “vectores”
V', con dos operaciones binarigs) y (e), que satisfacen ciertas propiedades especiales. El mismo
conjunto de vectores puede ser parte de distintos espacios vectoriales. El nombre "vector” se da a lo
elementos del conjunt, por conveniencia, pues existe una gran variedad de objetos que pueden ser
vectores y que no se asemejan mucho al concepto que se tienetde El origen de este nombre
proviene del ejemplo 1.

En esta seccion se definiran algunos objetos concernientes a espacios vectoriales.

Definicion 1. Espacio vectorial. Un espacio vectorial consta de lo siguiente:

1. un cuerpdk de escalares;
2. un conjuntd” de objetos llamados vectores;

3. una operacion binaria : V x V. — V tal que(z,y) — x + y, satisface: @y +y =y + =
(b)z + (y+ 2) = (x +y) + 2 (c) existe un Unico vectdr € V, llamado vector nulo, tal que
r+0=0+2z =2z Vo €V (d) para cada vectar € V, existe un unico vectorz € V/, tal que
z+ (—z) = 0;

12



2.1. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION FINITA 13
4. una operacion exterma K x V' — V tal que(«, z) — az, llamada multiplicacion escalar, que

satisface: (iflz = z, Vx € V (i) (af)z = a(Bz) (i) a(z+vy) = ax + ay (V) (o + )z =
ax + [x.

Ejemplo 1. El espacio de n-tuplesK™. SeakK cualquier cuerpo, y sed el conjunto de todos los
n-tuplesz = (z1, 9, x3..., x,) de escalares; € K. Siy = (y1, Y2, Y3, ..., Yn) CONy; € K, la suma de
x ey se define por

T4y = (21 +y1, T2+ Y2, ., Tn + Yn)

El producto de un escalaly el vectorz se define por
cx = (cx1,cxy, ..., CTy)

Uasndo las propiedades de la adicion y multipicacion escalar de los elememtoseal@rueban
facilmente las propiedades de espacio vectorial.

Ejemplo 2. El espacio de matricesn x n, K™*", Sealk cualquier cuerpo, y sean y n enteros
positivos. SeaF"™*" el conjunto de todas las matrices x n sobre el cuerpd<. La suma de dos
vectoresd y B en F"*" se define por

(A+B)ij = Aij + By
El producto de un escalaly del vectorA se define por

(CA)Z'J' = CAi]'

Ejemplo 3. El espacio de funciones de un conjunto en un cuerpo.Seak cualquier cuerpo, y sea
S cualquier conjunto no vacio. Séael conjunto de todas las funciongs S — K. La suma de dos
vectoresf y g deV es el vectorf + g : S — K definida por

(f+9)(s) = f(s) +g(s)

El producto del escalary el vectorf es la funcién:f definida por

(cf)(s) = cf(s)
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Definicion 2. Combinacion lineal. Un vectorv € V se dice combinacion lineal de los vectores
v, ..., v, €V, siexisten escalares, ..., ¢, € K tales que

n
Vv =cCv + ... + U, = Zciv
i=1

Definicion 3. Subespacio de un espacio vectorial.Seal” un espacio vectorial sobre el cuerfo
Un subespacio d& es un subconjuntd’” C V' que con las operaciones de adicion vectorial y multi-
plicacién escalar sobré, es él mismo un espacio vectorial solife

Teoremal. W CV ,W # () esunsubespaciodé< Vr,y € WyVe e K, elvectorez+y € W.

A veces se prefiere usar la propiedad+ y como definicion de un subespacio, lo que es solo
diferente. Lo importante es quel$i contiene todos loar + i, entonces sera un espacio vectorial (con
las propiedades heredadaslide

Ejemplo 4. El espacio de las funciones polinomios sobre el cuéfpes un subespacio del espacio
de todas las funciones déen F'.

Ejemplo 5. Una matriz cuadrada x n, sobre el cuerpd es simétrica si;; = A;; para toda, j.
Las matrices simétricas forman un subespacio del espacio de las matrkcesobrek .

Ejemplo 6. Una matrizA, cuadrada x n, sobre el cuerp@’ de los nimeros complejos es Hermitica
(o autoadjunta) sil;; = A;; para todoj, k, donde el super-rayado indica conjugacién compleja. Una
matriz2 x 2 es Hermitica si, y sélo si, tiene la forma

z T + 1y
T — 1y w

donde x,y,z,w, son numeros reales. El conjunto de todas las matrices Hermiticas no es un subespac
del espacio de todas las matrices n sobreC.

Ejemplo 7. El subconjunto{ﬁ}que consta sélo del vector nulo es un subespaciv’ déamado
subespacio nulade V.

Teorema 2. Seal/ un espacio vectorial sobre el cuerfio La interseccion de cualquier coleccion de
subespacios dg es un subespacio dé
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Demostracion. Sea(WW;) una coleccion de subespaciosidgy sealV’ = NIV;. Como caddV;
es un subespacio, cada uno contiene el vector nulo, li&gg# (. También caddl’; contieng(cz +y)
lo que implica quécz + y) € W. Por elTeorema 1W es un subespacio dé.

Definicién 4. Subespacio generado.SeasS un conjunto de vectores de un espacio vectdrial
El subespacio generado p6rse define como la interseccid#i de todos los subespacios Ueque
contienen &.

Teorema 3. El subespacio generado por un subconjuhtao vacio de un espacio vectorigl es el
conjunto de todas las combinaciones lineales de los vectorgs de

Demostracion. Seal/’ = (S) el subespacio generado peirentoncedl’” contiene toda la combi-
nacion lineal de vectores dg de la formar = ¢y 21 + cow9 + ... + ¢, 2. ASi W contiene el conjunto
L de todas las combinaciones lineales de vectores ¢Ror otra parté C L'y L es no vacio. St ey
€ Lentoncey = k.iyi + ... + kpyn, ¥ (e +y) = X0 (oci)ws + X, kjy; € L.

PorlotantoS C L C W = L =nNW talqueS C W.

Definicién 5. Dependencia lineal. Seal” un espacio vectorial sobi€. S C V' se dice linealmente
dependiente si existen vectores distinigsz., ..., z, de S y escalares;, ¢, ..., ¢, de K, no todos
nulos, tales que,z; + coxg + ... + c,x, = 0.

Un conjunto que no es linealmente dependiente se dice linealmente independiente. Como conse
cuencia de esta definicion se tiene que:

e Todo conjunto que contiene el vector no nulo es linealmente dependiente.

e Un conjuntoS es l.i< todo subconjunto finito d&' es |.i.

Definicién 6. Base de un espacio vectorial. Seal” un espacio vectorial sobi€. Una base d& es
un conjunto de vectores linealmente independientds,dpie genera el espacio. El espacio’ es de
dimension finita si tiene una base finita.

Teorema 4. SiW;y W, son subespacios de dimension finita de un espacio vectorial, entonces

dimWy + dimWy = dim(Wy N Wy) + dim(Wy + W)
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Definicion 7. Transformacion lineal. SeanV” y W dos espacios vectoriales sobre el cuekpdJna
funcionT : V' — W es una transformacion lineal si

T(ecx+y)=cTz)+Ty,yecVyVece K.

Ejemplo 8. SeakK un cuerpo y sed” el espacio vectorial de las funciones polinomios de grado
SeaD : V — V definida por(Df)(z) = ¢; + 2cox + ... + kepz®~!. EntoncesD es una transformacion
lineal.

Ejemplo 9. SeaR el cuerpo de los nimeros reales y $eal espacio de todas las funciones continuas
deR enR. Se define’: V. — V por (Tf)(z) = [y f(t)dt . Entonces es una transformacion lineal.

La funcionT f es continua y tiene primera derivada continua. La linealidad de las integraciones es una
de sus propiedades fundamentales.

Definicién 8. Espacio nulo y rango de una transformacion lineal. SeanV' y W dos espacios
vectoriales sobre el cuergd y seal’ : V. — W una transformacion lineal. El espacio nulodes el
conjunto de todos los vectoresleV tal queTx = 0. Si V' es de dimension finita, eingodeT es la
dimensién de la imagen dg, y lanulidaddeT es la dimensién del espacio nulofe

Teorema 5. SeanV y W dos espacios vectoriales sobre el cuekpy seal : V' — W una trans-
formacion lineal. SidimV < oo, entoncesango(T) + nulidad(T) = dimV . SiV es un espacio
vectorial sobre el cuerpf’, una transformacion linedl : V' — K se llamafuncion lineal sobreV/.

Ejemplo 10. Sean € Ry K un cuerpo. SU € K"*" |la traza deA es el escalar

trA = aip + age + ... + app.

La funcién traza es un funcional en el espacio de las matfices.

Ejemplo 11. Seala,b] C Ry seaC([a,b]) el espacio de las funciones reales continuas sfabbg
Entonces

define un funcional lineal enC'(]a, b]).
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Si V' es un espacio vectorial, el conjunto de los funcionales lineales ofmenan, naturalmente,
un espacio vectorial. Este es el espaki®’, K'). Se designa este espacio pory se llamaespacio
dual del espacid’:

V*=L(V,K)

SiV es de dimension finit&imV* = dimV'.

Seal = {vy, vq, ..., v, } Una base d& . Para cadaexiste un funcional lineal Unic§ enV/, tal que
fi(vj) = ¢6;;. De esta forma se obtiene daun conjunto de: funcionales lineales distintgs, fo, ..., f»
sobreV'. Estos funcionales son L.i. y combmV* = n, deben ser tales qu& = {fi, f>, ..., fn} €S
una base d&*. Esta base se llantmse dualde 5.

Teorema 6. Seal/(K) un espacio vectorial cotiml = ny sea = {vy, vy, ...,v,} una base de
V. Entonces existe una unica base défal= {fi, fo, ..., f,} deV* tal que f;(v;) = ¢;;. Para cada
funcional linealf sobreV se tiene

y para cada vectar € V se tiene
n
v = Z fi(v)v;
i=1

Esta ecuacion dice que 8i= {vy,vs, ..., v,} €S una base ordenada Wey 5* = {fi, fa2, ..., fn}
es la base dual, entoncéses precisamente la funciébn que asigna a cada vectorV la i-ésima
coordenada de respecto a la base ordenatla

Ejemplo 12. Seal” el espacio vectorial de todas las funciones polinomids datque tienen grado
< 2. Searty, ty, t3 tres nUmeros realafistintosarbitrarios, y sea

Entonced., L,, L3 son funcionales lineales sobre Estos funcionales son Li. , y comrdomV =
3, estos forman una base Wé. La bas€(p;, ps, p3} deV tal que{L,, L,, L3} es su dual debe satisfacer

Li(p;) = p;(t:) = dij

Estas funciones polinomios son
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(ZL’ — tg)(iU — tg)
(tr —t2)(tr — t3)’

(ZL’ — tl)(l' — tg)
(ta —t1)(t2 — t3)’

(ZL’ — tl)(l' — t2)
(ts — t1)(t3 — t2)

pa(z) =

p3(z) =

pi(z) =

A las transformaciones lineales tleenV" se les llama frecuentemerdgperadores linealeenV'.
SiT es un operador lineal éntal que: (i) es uno a unoy (ii) aplida sobrel’, se dice qué’ es regular
o invertible. En este casb™' es lineal yI'(T~")(z) = T (T (z)) = =.

Definiciones:

1. SeaL(X,Y) el conjunto de todas las transformaciones lineales del espacio vectogal el
espacio vectorial”. SiT,F € L(X,Y)y ¢, k son escalares, se defidE + kF por

(T +kF)(z) =cl(z)+ kF(z), =€ X.

2. SiX,Y, Z son espacios vectoriales,Bic L(X,Y)y F € L(Y, Z), se define el producté6'T
por
(FIx =F(Tz), ze€X

EntoncesF'T € L(X,Z). Observemos qué'T no es necesariamente igual, incluso cuando
X=Y=7.

3. Pardl’ € L(R™, R™), se define la norm@l’||deT como el extremo superior de todos los nimeros
|Tx|, dondez varia enR™ con|z| < 1.

Obsérvese que la desigualddd:| < |T'||z|se cumple para todo € R". Ademas, si\ es tal que
|Tz| < Xz|, Vze R", entoncesT| < A

2.2 Espacios con producto interno

Un producto interno sobre un espacio vectorial es una funcion con propiedades similares a las de
producto escalar eft?, y en términos de tal producto se puede también definir longitud y angulo. La
nocion general de angulo se restringira al concepto de ortogonalidad de vectores.

Definicion 9. SeaK = RoC'y V(K). Un producto interno sobré es una funcién que asigna a cada
par ordenado de vectoresy deV un escalak =,y > de K, de tal modo qu&'z,y € VyVe € K
tenemos:

@) (z +y,2) = (r,2) +(y, 2);
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(b) {cz,y) = c(z,y);

(¢) (y, z) = (z,y), donde el super-rayado denota conjugacién compleja;
d) (z,z) >0siz #0;

Obsérvese qu@), (b) y (c) implican:

(e){x,cy+ z) =c(x,y) + (z, 2).

Es claro que si' = R la conjugacion compleja no se acciona.

Ejemplo 13.

1. EnK™ se define el producto interno canonico sabee (z1, zs, ..., x,) €y = (Y1, Y2, ..., Yn) POr
n
(z,y) =D =75 = ay’
j=1

CuandoK = R, (z,y) = Xj_, 7,y;.

2. SealV = K™, el espacio de las matricesx n sobrek . MV es isomorfo ak™, luego
(A,B) = ¥, AjiBj, define un producto interno sobté Ademas, si se introduce la matriz

transpuesta conjugada’, dondeB;;; = Bj;, este producto interno se puede expresar mediante

la funcién traza
(A,B) =tr(AB*) = tr(B*A)

3. Seal’ el espacio vectorial de las funciones continuas de valor complejo en el intervalo unitario,
0 <t < 1. EnV se define el producto interno

(.00 = [ Fle)gDide

En el espacio de funciones reales se omite la conjugacion.

Es atil saber que un producto interno sobre un espacio vectorial, real o complejo, esta determinadc
por otra funcion, la llamadéorma cuadrada determinada por el producto interno. Para definirla

se representa primero t@rma o longitud dex respecto al producto interno pe|| = /(z,z). La

forma cuadratica determinada por el producto es la funcién que asigna a cada vesitescalat|z||”.

Por las propiedades del producto interno se sigue:

lz £ ylI* = lll|* £ 2Re (o, y) + lylI*, Va,y

En el caso real . .
_ - 2 - - 2
(x,y) = 1 lz 4yl 1 |z =yl
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En el caso complejo
1 2 1 2 I 2l 2
(@ y) = 7l +yll” =7 le—yll" + 7 lle +ayll” = 7 llz — iy
Estas igualdades se llamatentidades de polarizacion

Definicion 10. Espacio producto interno. Es un espacio real o complejo junto con un producto

interno definido en ese espacio.
Un espacio producto interno real de dimension finita se llaspacio euclideanoUn espacio con

producto interno complejo se llaneapacio unitario,

Teorema 7. SiV es un espacio producto interno, entoneesy € V' 'y Ve € K tenemos:

L lexll = fef [l

2. ||z|| > 0, paraz # 0;

|; (Desigualdad de Cauchy-Schwarz)

3. [[{z ) < [l {ly
4.l 4y < flall + [l
Definicién 11. SeaV’ un espacio producto interno y seayy € V. Entonces: es ortogonal g si
(x,y) = 0; y se dira quer e y son ortogonales. S¥ C 1 es un conjunto de vectores, se dice que

S es un conjunto ortogonal siempre que todos los pares distintSsdan ortogonales. Un conjunto
ortonormal es un conjunto ortogonzkal que

|z|| =1, VxeS

Ejemplo 14.

1. El vector cero es ortogonal a todo vectondg es el Unico vector con esa propiedad.

2. Labase canonica @t o C™ es un conjunto ortonormal con respecto al producto interno canoéni-
co (pic).
3. Elvector(z, y) es ortogonal &—y, ) con respecto al pic eR?.

4. SeaV = (C(]0,1]), espacio de funciones continuas de valor complejo o real en el intervalo
0 <z <1 con el producto interno

(F.0)= [ Fa)gtyas
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Si fu(z) = V2cos(2nnx) y g, () = V/2sin(27nz), entonces el conjunto de funcions f1, g1, f2, g2, ..
es un conjunto infinito ortonormal. En el caso complejo se pueden formar combinaciones de la
forma

1
— (f, +ig,), n=1,2,3,..
ﬂ(f In)

obteniéndose un nuevo conjunto ortonori@ue consta de todas las funciones
ho(z) = €™ p = 41,42, ...

5. El nameroreal f|| = (/, f)ées la norma d¢. Si f, g son ortogonales, entonces

If+9lP=(f+g.f+a)={f F)+{g.f)+{f.9)+(g.9) = IfI + llglI”

6. Sif, g son vectores cualesquiera cpnz 0, entoncesh = g — %f es ortogonal & , y con
estos se prueba la desigualdad de Schwarz

[(Fo ol < 111 gl

7. El problema de aproximacion tiene una importante significacion en espacios de dimension infini-
ta, sin embargo tiene un sencillo significado en espacios finito dimensionales:;Seaan par
de vectores ortogonales unitariosieh y sear € R? otro vector cualquiera. Queremos aproxi-
marlos ar por una combinacion linegl = a,u; + axu,. La aproximacion ha de encontrarse en el
plano que pasa por el origen y esta determinado por los veetpyes,. Tomamos como error de
la aproximaciont = |z —y| = (v — y,z — y)%. Esta es la raiz del error cuadratico, y la mejor
aproximaciony es la que minimiza el error. Esta distangia— y|se minimiza tomando como
aproximaciony, la proyeccion ortogonal desobre el plano. Por tanto la mejor aproximacion
se obtiene tomanda = (x,u;). La extension de este resultado a cualquier espacio vectorial
es directa.

Teorema 8. Un conjunto ortogonal de vectores no nulos es L.i.

Demostraciéon. [DET75]
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2.3 Espacios Vectoriales de Dimension Infinita

Una de las formas mas faciles de obtener un espacio vectorial de dimension infinita es prolongand
R™, el espacio de n-tuples de numeros reales, al espacio de sucesiones infinitas de numeros reales.
x = (x1,29,...) €y = (y1,¥2,...) SON sucesiones infinitas de nimeros reales , diremos: gaey

siz; = y; Vi € X, El conjunto de estas sucesiones forma un espacio vectorial con la adicion y
multiplicacion por un escalar conocidas. Pretendemos tener un producto interno en espacio, lueg
tenemos que restringir las sucesiones en alguna forma. Deseamos definir el producto interno

o0
(r,y) =211 + 200 + ... = szyz
i=1

y por tanto la norma es de la siguiente forma

N\
Jal| = (z)
=1

Como ahora estamos tratando con sucesiones infinitas, para asegurar la convergencia restringirem
las sucesiones a aquellas tales §ife, z? < oco. Como se ha impuesto una restriccion, es necesario
verificar los axiomas de espacio vectorial. Sélo verificaremos cerradura de la suma.

Si

o o

Yoai<oo y D> yi<oo

i=1 i=1

, consideremos
0 < (|| = [wil)? = 27 +y7 — 2 |miw|

, tenemos que
2 |wiyi| < xf +y;
Y entonces

(2 + i) = 27 + y2 + 223

oo

0 o0
Z(xi—l—yi)? <2) a7 +2) Yl < oo

=1 i=1 =1

La verificacion de los otros axiomas se hace por calculo directo. Para el producto interno tenemos



2.3. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION INFINITA 23

que

1

|lziys| < 3 (333 +yi2)

y entonces
2 2
> eyl < 52% T3 > v
i=1 i=1 i=1
lo que muestra que
Z TiYi
i=1

converge absolutamente. Las cinco propiedades del producto interno son faciles de verificar. Asi
mostramos que el conjunto de sucesiones es un espacio vectorial real con producto interno.
Consideremos el conjunto infinito de vectofeg, tenemos que = Y 2, z;¢; . Esta es una serie
infinita de vectores, asi que debemos definir lo que entendemos por convergencia de una de tales serie
Sear,, el vector de la suma parcial, = >_;°, z;e;. Entonces

N

o
||xn—x||:(z xf) — 0 cuandon — oo

i=n+1

puesto que la serie

o0

>z

=1

converge.

Definicibn 11. SiV es un espacio de dimension infinita con un producto interno, enténces, ...}
es una base ortonormal si:

1. <UZ',U]'> = 6ij ,coni,j =1,2, ..

2. laseriey":°, z;v; converge a ,Vx € V, donder; = (z,v;) es la coordenada derespecto a;.

Definicion 12. Si V' es un espacio de dimension infinita con su norma, una sucesion de vectores
{z,}5°, es una sucesion de Cauchy si

lim ||z, — xpl| =0, n,m — oo
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, 0 en otra forma, si

Ve > 0,3N tal que ||z, — zp|| < € cuando n,m > N.

Teorema 10. SeaV/(K) condimV = oo con una norma. Si una sucesion de vectdres}>
converge a enV/, entonces la sucesion es una sucesion de Cauchy. El inverso de este teorema no e
en general, verdadero.

Los espacios en que toda sucesion de Cauchy converge a un vector en el espacio ssjflacias
completos

Definicién 13. Seal” un espacio vectorial con una normaes un espacio completo si toda sucesion
de Cauchy e’ converge a un vector én. Un espacio vectorial normado y completo se llaaspacio
de Banach Sila norma es derivada de un producto interno, el espacio se dispaaio de Hilbert

Teorema 11. Elespacid?(R) = {{z,}>°, |22, 2? < oo}, conun producto intern@e, y) = S22, z;y;,
es completo.

Demostracién. [DET74]
En espacios de dimensidn infinita, se pueden encontrar infinitos conjuntos de funciones ortonotr-
males.

Ejemplo 15. Encontrar un conjunto de polinomios ortonormaleg’®gn 1, 1]. El producto escalar es
1
(f.90= [ F@)g(a)da
Solucién. Comenzamos con una funcion constanter) = c.

1 1
hi(x)h(x)dr =1=c= —&4
[t e TR
Seguimos con una funcion linea(x) = ax + b.

Laz+b

/11 h1(I)h2($)dﬂE:O:>/i1 7 dr =0, V2b=0

y considerando que= 0 enh,

1 1 2a®
/ ha(z)he(z)dr =1 = / a?r’dr =1 = 5 = 1
-1 -1
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y asi

I
Sl

Ahora consideremos una funcién cuadratica
hs(v) = ra® + kx +1

Las constantes k, [ se determinan desde las tres condiciones

! U ra? 4 kx| >
/hmwmwmzoj/'Eéiiiﬁx:11+¢ﬂzo
-1

-1 V2 3
L3 3
[1 %x(m? + kx4 l)dr = %k =0
Asi,
r=—3l
1
F/(&?—D%x:—ﬂ_l
1
Entonces

25



2.3. ESPACIOS VECTORIALES DE DIMENSION INFINITA 26

Los tres primeros polinomios son

1 _ \/ﬁx, () = \/5(2?:/25— 1)

Este proceso se puede continuar indefinidamente. En el n-ésimo pascdrastantes por determi-
nar den — 1 condiciones de ortogonalidad mas una condicién de normalizacion. El polinomio general

es
o — 1
h = 1/ "2 Py (z)

, dondeP, (z) es elpolinomio de Legendre dado por

1 oan
—9npldgn

P,(x) (2% —1)"

Teorema 9. Si fi, fo, ... €s una base ortonormal, entonces la mejor aproximacion
n

Z ar fr

k=1
de g estad dada tomando

ap = <ga fk:>
El error cuadratico minimo es
2 - 2
2
Ex(9) = llgll” = >_ laxl
k=1

Los coeficientes, = (g, fx) se llamancoeficientes de Fourierde g con respecto a la sucesion
ortonormalfy, fo, ... . La aproximaciory_;_, ax fr Se llaman-ésima aproximacion de Fourier.Como
E2(g) > 0 es no crecientdjm_,.. E%(g) existe y tambié}_, |a;|”. De donde

0 < limsB2(g) = lg|* = 3 Jax|?
k=1

, luego
- 2 2
> laxl” < [lgl]
k=1

Esta ultima ecuacion se conoce coBesigualdad deBessel
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Ejemplo 15. Determine la mejor aproximacion cuadratica medidadigor un polinomio de grado 4
sobre el intervalo—1, 1]. Calculese la raiz del error cuadratico medio.

Solucién. Los polinomios de Legendre normalizados son

(1) = ,/2"; Lo ()

Como todo polinomio de grade puede expresarse como una combinacion lineal de los primeros
n polinomios de Legendre, sigue que la mejor aproximacion cuadratica mefligddeggradon sobre
[—1,1] es

sp(x) = Z aphy ()
k=1
donde
1
ap = [1 |z| hy(x)dx

Como P, (x)es impar sk es impar y par sk es par,

1
aopr1 =0 Y aog = 2/0 zhog(z)dx

ho(2) = . ho(z) = S [2(3a2 = 1), ha(z) = %(35334 — 3022 + 3)

De aqui

1 _1\/3 !
a/[)_\/ia a2_4 27 gy = 8\/§

, Y la mejor aproximacion cuadratica media de grado 4 es

1 5 3
s4(x) = 5+ 1—6(3:52 —1) - @(35:;:4 — 302” + 3)

1
= @(—105934 +2102” + 15)

1 1 5 1 2 8 1
1= lldr—{g5+ 5+ 58) =3~ 155 = 35
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1 1
eqs = =
YT/T68 163

Sean dos funcionef(t), g(t) € L?[a, b] (conjunto de funciones reales cuyo cuadrado es integrable
en el intervalda, b]). El producto interno de dos funciones se define como:

<1090 >= [ f(0).90)ar

t1

Dos funciones realef(t) y g(¢) se dicen ortogonales entre si, si su producto interno es:

< (0000 >= [ F(t). g0yt =0

t1

Un conjunto de vectore§u;, vs, ..., v, } Se dice que es ortonormal, si todos los vectores de este
conjunto son ortogonales entre si, y la norma de cada uno de ellos es igual a uno. Esto puede se
expresado como:

< U, Up >= 5mn

Similarmente, un conjunto de funcionég(t) ,k = 1,2, 3... definidas ent,, t,] se dice que es
ortonormal si:

< bu(t).du(t) >= /tlt oo (£).Ga(t)dlt = 0

parak # [ (condicion de ortogonalidad), y ademas

[* @ty =1

t1

Las dos ecuaciones anteriores se pueden resumir en
to
< du(t).du(t) >= /t S(8)-G1(1)dt = 64

Ejemplo 16. Probar que el conjunt§(3,7), (—7,3)} es ortogonal. Obtenga una base ortonormal a
partir de esta.

Solucion.

< [3,7],[-7,3] >=3x=7T+7x3=0
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lo que prueba la ortogonalidad entre estos dos vectores. Ahora debemos obtener una base ortonc
mal a partir del conjunto anterior.

<[3,7,[3,7] >=3%3+ 77 =58

< [-7,3],[-7,3] >= =T+« =7+ 3x3=40

ninguna de estas bases cumple con tener norma igual a uno, pero si expresamos ambos vector
como una combinacién lineal de otros vectores, de la forma

3,7] = 3 [1,0] + 7 % [0,1]

[—7,3] = =7 [1,0] + 3 %[0, 1]
y calculamos el producto interno

<[1,0],[0,1] >=1%0+0%1=0

<[1,0],[1,0] >=1%x1+0x0=1

<[0,1],[0,1] >=0%0+1x1=1

obtenemos una base ortonorrfdl, 0], [0, 1]}.

2.4 Calculo de los coeficientes

El célculo de los coeficienteg debe ser rapido y eficiente, por lo que un método con estas caracteris-
ticas debe implementarse. La caracteristica de ortonormalidad de las funfjomes sera de gran
ayuda en esta tarea, pues remitira el calculo a una integral.

Seag(t) una funcién efi” c L?(R), entonces

9(t) = a_so fono(t) + oo Fay foi(t) + ag fo(t) + ... + ap fi(t) + ... + Goo foo (1)
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si hacemos el producto vectorial de esta ecuacionfgtenemos

< g(t)afk(t) >= 0 < f—oo(t)aflc(t) >t tap < fk(t)vfk(t) >+t < foo(t)vfk(t) >

pero como sabemos que el conjunto de funciofjess ortogonal, s6lo uno de los infinitos productos
internos de la parte derecha de la ecuacion sera no nulo

< g(t), fe(t) >=ap < fi(t), fu(t) >

ademas este conjunto de funciones es ortonormal por lo que

ar =< g(t), fi(t) > (2.1)

o lo que es lo mismo
a = [ g filt)dt

asi el producto interno entre la funcigft) con la funcién basé (¢) nos entrega el correspondiente
coeficienteu,,.
Sireemplazamos (2.1) en

g(t) =" apfi(t) con a,t€R (2.2)

keZ

obtenemos

g(t) = > < g(t), fe(t) > fi(t)

keZ
ecuacion que nos entregara de vuelta la sefial orig{mal Esto es el fundamento del teorema de
Parseval, que dice que la norma de la energia puede ser particionada en términos de la expansion
coeficientes, [BUR98], lo que se expresa matematicamente como sigue

[la®Pdt =Y lawP

keZ

Entonces se deduce que cualquier sefial de energia finita puede ser descompuesta en un conjunto
coeficientes asociados a una funcion base.



Capitulo 3

Teoria de Fourier

3.1 Introduccion

Un proceso fisico puede ser descrito en el dominio del tiempo mediante valores representados por un
cantidadf como funcién del tiempo. También es posible describir el mismo proceso en el dominio de
la frecuencia mediante una serie de amplitudes representadBsparo funcion de la frecuencia. La
transformada de Fourier es una herramienta con la capacidad de representar este proceso, o cualqu
otro, tanto en el dominio del tiempo como en el dominio de la frecuencia. Esto hace que la Transfor-
mada de Fourier sea ampliamente utilizada en aplicaciones en el campo de la ciencia e ingenieria.

3.2 Series de Fourier

Estas series tienen su origen en el siglo IXI y deben el nombre a su creador Joseph Baptiste Fourier. L
idea basica de las series de Fourier es que una funcion periddica (Esta condicion es primordial) pued
ser representada como una suma ponderada de senos y cosenos. Una serie de la forma

f(t) = % + i{ancos(nt) + bysen(nt)} (3.1)

es denominada serie trigopnométrica. Esta serie toma el nombre de serie de Fourier cuando es posib
obtener todos los coeficientesy b, mediante una integracion de la funcifft) de la siguiente manera

1 2w
ap = ;/0 f(t)dt (n=0,1,2,..)
Ay = e /27r f(t)cos(nt)dt (n=0,1,2,...) (3.2)
7 Jo

31
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Figura 3.1:(a) Funcion seno de periodo = (b) Funcion coseno de periodo T+

1 2T
b, = —/ f(t)sen(nt)dt (n=0,1,2,...)
™ Jo
La obtencién de los coeficientes de la forma en que se expresa la ecuacion (3.2) es posible gracic
a la ortogonalidad existente entre las funciones cosenos y seno y entre si mismas para valores de

diferentes. Lo anterior se puede resumir de la siguiente manera

o™ sen(nt)cos(mt)dt =0 n #m

o™ sen(nt)cos(mt)dt =0 n=m (3.3)
" sen(nt)sen(mt)dt =0 n #m '
o™ cos(nt)cos(mt)dt =0 n#m

Ademas es necesario cumplir con la condicion de que la norma de la funcion analizada sea inte:
grable y esa integral sea finita, es decir,

[ 171 <00 34

y que sea de la form@(t + T') = f(t), es decir, la funcién debe ser periddica (Para este caso
T = 2m, lo cual no necesariamente debe ser) ya que las funciones de expansion seno y coseno Sc
periodicas. Elinterval@), 27| fue seleccionado debido a que corresponde al periodo de las funciones
sSeno y coseno.

Ejemplo

Aproximar la funcionf (¢) = t utilizando (3.2)
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5 5
4 4
3 3r
2t 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
N=2 N=4
5 5
4 4
3 3t
2F 2
1 1
0 0
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5
N=8 N=16

Figura 3.2:Expansion def(t) = t en series de Fourier para N=2, N=4, N=8 y N=16.
Solucion

ap =1 [{Ttdt =2
an =1 [JTtecos(nt)dt =0 (n=1,2,3,..)
by, =1 [T tsen(nt)dt = -2 (n=1,2,3,...)

Por lo tanto la expansion en series de Fourief @¢ = ¢ sobre el intervalgo, 27, es
1 1
f(t) =7 —2(sent + iseth + §86n3t +...)

La aproximacion de la serie de Fourier para distint@® puede observar en la figura (3.2)

3.2.1 Series de Senoy Coseno

De la ecuacion (3.1) podemos distinguir dos series levemente diferentes. Mas especificamente podemc
dividir la serie de Fourier completa en una serie de senos y otra serie de cosenos, lo que dependera
la funcion con la que se trabaje.

1. Sif esparf(t) = f(—t), su serie de Fourier contendra sélo términos de cosenos.
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fiil

Figura 3.3:funcién entrg0, 7]
2. Sif esimparf(t) = —f(—t), su serie de Fourier contendra so6lo términos de senos.
Esto nos permite dividir la funcién o sefial en una parte par e impar como sigue

f(t) = E@) +0(t) (3.5)

donde

£(0)+ F(-1) 6

de tal manera que

Et)
O(t)

[ 4 Y% {ancos(nt) + bysen(nt)} + @ + 37°{a,cos(—nt) + bysen(—nt)}] (3.7)
(9 + Y {ancos(nt) + bysen(nt)} — %@ — S °{a,cos(—nt) + bysen(—nt)}] .

N [— N

y comocos(nt) = cos(—nt), sen(nt) = —sen(—nt), entonces

E(t) = % + X1 aycos(nt) (a) (3.8)
O(t) = X" busen(nt) (b)
Con lo que obtenemos dos nuevas series las que conoceremos como serie cosenoidal de Fouriel
serie senoidal de Fourier respectivamente.
Supongamos ahora que tenemos una fungi@efinida sobrd0, 7] como la que se ilustra en la
figura (3.3). Utilizaremos dos maneras Utiles a través de las cuales obtendremos una extension periodic
de period@r de dicha funcién, como se ilustra en la figura (3.4). Se puede observar que la expansién
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fiit)

ib)

Figura 3.4:(a) f es pary de period2r; (b) f es impary de period2nr

en series de Fourier de la funcion de la figura (3.4a) contendra soélo términos cosenoidales por lo qu
podemos aproximar esta funcion mediante (3.8a), donde

ap, = — /07r f(t)cos(nt)dt (3.9)

De manera analoga la funcion de la figura (3.4b), contendra solo términos senoidales por 1o que
podemos aproximar esta funcion mediante (3.8b), donde

2 ™
by = = / F(t)sen(nt)dt (3.10)
™Jo
Ademas, como consecuencia de que una funcién sea par o impar, los coeficientes se calculan ir
tegrando sobre la mitad del periodo de la funcion y multiplicando por 2, en vez de integrar sobre el

intervalo completo, lo que en términos de calculo puede ahorrar tiempo en forma considerable.

3.3 La Transformada de Fourier

La transformada de Fourier, en esencia, descompone o expande una sefial o funcion en senos y cosel
de diferentes frecuencias cuya suma corresponde a la sefial original, es decir, es capaz de distinguir :
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diferentes componentes de frecuencia de la sefial, y sus respectivas amplitudes. La transformada
Fourier de una funcion del tiempfy¢) se define como

Flw) = / T F(h)etdt (3.11)

y la transformada inversa de Fourier, como

£(t) = / Y F(w)etdu (3.12)

—0

De acuerdo con lo dicho anteriormente la transformada de Fourier puede obtener un representacio

en el dominio de la frecuencia de una sefial que se encuentra originalmente en el dominio del tiempa

La relaciéon existente entre la representacion de la sefial original a través de funciones senoidales

cosenoidales y la exponencial que se observa en (3.11) y (3.12) proviene de la definicion de la identida
de Euler y

it ,
et = cos(wt) + isen(wt) (3.13)

e W = cos(wt) — isen(wt)
Mediante esta funcién exponencial es posible formar un set de funciones ortogonales

{emt:n =0,41,42,4£3, ...}

sobre un intervaldt,, ¢ty +7'), y por lo tanto podemos descomponer o expandir la sefial original (en
el dominio del tiempo) de la siguiente manera

f(t) = Fy + Fle™™ 4+ Foem™ ™t 4 Fae ™' 4+ F_1e™' + F o™ + F_3e®' + ... (3.14)

ft) = i Fe et (3.15)

Estas funciones exponenciales pueden ser referidas como las funciones bases de la transforma
de Fourier, y debido a su propiedad de ortogonalidesl posible obtener los valores o coeficierftgs
como términos de semejanza entre la sefial original y la funcién exponencial

to+T f (t)efinwtdt

e
Fn - J"tt(())+T einwte—inwtdt (316)
0
1 to+1T iy
n= = e .
F, f(t)e ™ dt (3.17)
T to

ILa relacion entre esta propiedad y la obtencion de los coeficientes sera explicada de manera méas detallada en Ic
proximos capitulos
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Figura 3.5:(a) Sefial original; (b) Descomposicion en series de Fourier, la amplitud de cada onda es lo que representa la

transformada de Fourier.

Aunque mateméaticamente la funcion exponencial resulta mas facil de manipular, de aqui en ade:
lante trabajaremos con las funciones seno y coseno ya que desde un punto de vista fisico, resulta mi
facil comprender el paso de la sefial del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia y en forma
inversa. Por lo tanto, es posible realizar una transformacion de (3.15) a la siguiente forma

f(t) = % + > {ancos(nwt) + b,sin(nwt) }

an, = Re[F,]
b, = Im[F,]

(3.18)

De esta ecuacion podemos decir que la funcion en el dominio del tiempo ha sido representada com:
una combinacion linear de todas las componentes de frecuencia presentes en & sed@ahde los

coeficientes,, y b, representan la cantidad de energia que aporta cada componente de frecuencia a |
sefal original como se puede observar en la figura (3.5).

3.3.1 Propiedades

Algunas propiedades fundamentales de la transformada de Fourier son:

¢ Propiedad de escalamiento en el tiempo

f(at)

1
& —F
|al

e Propiedad de escalamiento en frecuencia

(

w

a

)

(3.19)
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1
ol (- ) & F(w) (3.20)
e Propiedad de traslacion en el tiempo
ft —ty) & F(w)e™™ (3.21)
o

Propiedad de traslacion en frecuencia

f(t)e ™" & F(w — wp)

(3.22)
e Teorema de la convolucion
F(8) #h(t) = [ (Ot = 7)dr (3.2
f(t) = h(t) & F(w)H(w)
e Teorema de la correlacion
Corr(f,h) = [25 f(T + t)h(t)dr (3.24)
Corr(f,h) & F(w)H*(w)

Teorema de Parseval, que dice que la energia de la sefial es siempre la misma sin depender de
se encuentra en el dominio del tiempo o en el dominio de la frecuencia

Energia Total = /Oo 1F(D)) dt = /Oo |F(w)|* dw (3.25)
Ejemplo

Obtener la Transformada de Fourier de la siguiente funcion (ver figura (3.6))

T T
1 -3 <t< 5
0 caso contrario

Solucioén

Debemos reemplazar la funcion en (3.11)
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fit)

Figura 3.6:Representacion en el tiempo de la funcion a analizar en el ejemplo.

F( ) eiwt 2
W) =
W T
2
- T - T
67,0.)3 _ e—ZwE
F =
(w) —

Utilizando la identidad de Euler observamos que
iwT CiwT . 1
evr —e T = QZsen(5wT)

de tal manera que podemos reescribir nuestro resultado de la forma

Flw)=T {%%;T)} = Tsinc(wT)

La multiplicacion deF'(w) por% = 1 se realiz6 para obtener la forma de una nueva funcién
sinc(wT), que es muy utilizada en textos y tutoriales referidos al procesamiento digital de sefiales(
figura (3.7)). Como se ilustra en la figura (3.7) la transformada de Fourier de una onda cuadrada
muestra que la energia de la sefial se concentra=ern). Esta energia disminuye a medida que nos
trasladamos a las frecuencias altas.
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sine(@T)

. Uﬂvf\v \/\vﬂv o

Figura 3.7:Transformada de Fourier obtenida en el ejemplo.

3.4 Transformada Discreta de Fourier (DFT)

Cuando hablamos de procesamiento digital de sefiales en forma automéatica nos vemos enfrentados
uso de un computador. Debido a que los computadores trabajan sélo con datos discretos, el célcul
numérico de la transformada de Fourierfdé) requiere valores discretos o sampleos (fg, es decir,
valores de la formag, conk = 0,1,2.... Esto significa que mediante el uso de un computador es
posible calcular la transformadé&w) sélo para valores discretos de es decir, obtendremos valores

de la transformada de la formfg conn = 0,1, 2, .... De ahora en adelante nos referiremgs@mo

una sefial en el tiempo (ya no como funcién).

Por lo tanto, supongamos qyiét) es una sefial periddica de peridly que sélo conocemos sus
valores enV puntos igualmente espaciados en el tiempo. Entoncgsi$i) corresponde al k - ésimo
sampleo def(t) y F(nw,), dondew, = 27 f (fs es la frecuencia con la que se realizan los sampleos)
corresponde al n - ésimo sampleofdev), y ademés definimos & como el nimero de sampleos de
la sefial o longitud de la sefial, podemos reescribir la Transformada de Fourier, de una sefial de perioc
T, en su forma discreta como

L i2mwkn
Fo=% ™% nk=0,1,2,..,N—1 (3.26)

ya que

=1~
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F,=F(nws) N ws=—

Notar queF,, .y = F},, que se puede comprobar de la forma

i27k(n+N)

Fn—l—N — Ek fk:e N

s (3.27)
Fon =0 fre R iz

e =1 VkeZ

Por lo tantoF,, tiene periodaV al igual quef,. De esta manera podemos decir que el conjunto de
coeficientes F},)n=0.1,2,..n—1 €S denominado la Transformada Discreta de Fourier (DFT) de los valores

sampleadosf}.)r—o,1,2,..N1-
Ahora bien, si tenemos los coeficientE&s también podemos obtener los valoresf@deen forma
similar a (3.26), de la siguiente manera

1 N-1 i2mkn
:—ZFe N nk=0,1,2,..,N—1 (3.28)
gue se conoce como la Inversa de la Transformada Discreta de Fourier (IDFT).

A manera de ejemplo vamos a suponer que tenemos una sefial sampleada en cuatro puntos

fo
fi
= 3.29
f ; (3.29)

fs

donde obviament& = 4.

Entonces, si desarrollamos la DFT fjeobtenemos 4 ecuaciones distintas

7,27r0*0 12700 12700 i27w0%0

Fy = [foe + fieT T+ foeT T + faem 1|

1971'0 1 i2wlx1 127w 2x1 127w3%1

= [foe +fieT T + faem T 4 fze 1]
1971'0 2 12w1x2 27w 2% 2 127w 3%2 (330)

Fy = [foe ™5 + 157 + o5 4 fre™57]

7,27r0*3 i2ml1x3 i2m2%3 12m3%3

= [foe + fieT T+ faeT T 4 fzem 1]

y desarrollando esta ecuacion de acuerdo con la identidad de Euler, obtenemos
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Fo = [fo+ fi+ f2+ f3]
Fi = [fo+ fi{cos(5) +isen(Z)} + fo{cos(m) + isen(m)} + f3{cos(3F) + isen(3F)}]
Fy = [fo+ fi{cos(m) + isen(m)} + fo{cos(2m) + isen(2m)} + f3{cos(37) + isen(37)}]
)

Fy = [fo + fi{cos() +isen(3)} + fo{cos(3m) +isen(3m)} + fa{cos(5) +isen(%)}]

(3.31)

gue mediante el calculo de los senos y cosenos podemos resumir nuestro set de ecuaciones a

Fo=[fo+ fi + fa + f3]
Fy = [fo+ fi(2) + fo(=1) + f3(—17)]

(3.32)
Fy=[fo+ fi(=1) + fa + f5(=1)]
Fy = [fo + fi(=i) + f2(=1) + f5(i)]
Esto escrito en forma matricial lo podemos expresar como
F, 1 1 1 1 Jo
Fo| _ |1 i -1 =i fi (3.33)
B, 1 -1 1 11| # '

A esta nueva matriz la denominaremasiriz de Fourier. A simple vista esta matriz no parece
de mucha utilidad ya que sus componentes no se comportan siguiendo algun patrén (lo que es indis
pensable en la elaboracion de algun algoritmo computacional). Sin embargo, si dejamos de la mism;
forma la primera columna y la primera fila y nos concentramos en el nUmero comppejdremos
observar que el resto de los componentes de la matriz de Fourier es posible escribirlos como potencie
dei, ya que el tipo de valores que entregaara un intervalo de exponentes de 1 hasta 4 se repite en
forma periddica

Por lo tanto podemos reescribir nuestra nueva matriz de Fourier [STR93] de la forma

Ey 1 1 1 1 fo
Rl _[1 0 @ @ |5 .30
Bl @ @ @ f
S I O ERCUNC

De esta nueva matriz se observa que sus columnas son ortogonales entre ellas (consecuencia de
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finat) T
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I

-2 of at 742 t

Figura 3.8:Representacion de una onda cuadrada¢on 64 datos de entrada

ortogonalidad entre el seno y el coseno), por lo que su inversa es igual a su transpuesta Godgigada
tal manera que teniendo los coeficientes de Fourier podemos reconstruir la sefial original de la siguient
forma

Jo 1 1 1 1 Fy
fof 1t (=0 (i (=0 || A
fol A1 (=) (=) (=d)® ol (3.35)
s O N S R

El punto importante aqui es que ambas matrices tienen la misma forma con la Unica diferencia de
un cambio de signo. Por lo tanto si nosostros podemos realizar la transformada rapidamente tambié
podemos obtener la inversa en forma rapida entre los coeficientes y los valores de la funcion.

Este resultado se puede expandir a una matrixy ¢g@r NV ya que losF,, siguen el mismo tipo de

27

. . . . i 2w , .
comportamiento, es decir, cambiamos et e« alW = e~ , y de una forma mas generalizada a
i2wkn

Wkr =e"~ , de tal manera que (3.26) y (3.28) quedan

=0 ke

; n (3.36)
fo =% XN FWE

La matriz de Fourier es completa, es decir, todos sus elementos son distintos cero. Por lo tanto, e
namero de multiplicaciones que se deben realizar para la obtencion de la DFT de una sefial de longitu
N, es deN? multiplicaciones. Se deben evalusirtérminos de series de Fourier sob¥epuntos. En
las figuras (3.8 y 3.9) se observa una representacion sampleada de la funcion o sefal definida en
ejemplo 1.2, y su respectiva DFT.

2Esto puede ser corroborado consultando cualquier texto o libro de Algebra Lineal, por €j. STRANG, G., Introduction
to Linear Algebra, Wellesley - Cambridge Press, 1998.
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Figura 3.9:Transformada Discreta de Fourier de la onda cuadrada ilustrada en la figura (1.8). Para la obtencion de la
DFT se realizarod096 operaciones de multiplicacion.

3.5 Transformada rapida de Fourier (FFT)

Con el fin de implementar en forma préactica la Transformada Discreta de Fourier mediante el uso de
computadores, a mediados de la década del sesenta J.W Cooley y J.W Tukey desarrollaron un algoritrr
denominado la Transformada rapida de Fourier (FFT). La FFT elimina informacién redundante que
existe en la DFT, ya que estéa explota las propiedades de periodicidad y simetria del factodidg.fase
Estas propiedades son:

k+Z k . .
Wy 2 =-Wg Simetria

WEN — Wk Periodicidad (3.37)
Existen basicamente dos tipos de algoritmos¥FT
1. Diezmado en el dominio del tiempo.
2. Diezmado en el dominio de la frecuencia.

Otro punto importante es que el algoritmo FFT trabaja en forma mas eficiente cuando lo hace sobre un
sefal donde el numero de sampl@bss una potencia de El principio de la FFT se basa en el método
denominado “divide y conquista” [PR0O98], ya que divide la sefiaNdpuntos en dos secuencias de
datos degipuntos, la sefial de entrada o salida respectivamente, segun el tipo de algoritmo.

3.5.1 FFT de diezmado de tiempo

El algoritmo de diezmado en tiempo toma la totalidad de los datos de erfiradas separa en sus
muestras pares y sus muestras impares, cada una con una longitud igual a la mitad de la longitud de
sefial original. La demostracion es de la siguiente manera:

3pPara mayor informacién sobre otros tipos de algoritmos FFT se recomienda consultar el libro “Tratamiento Digital de
Sefales” de John Proakis y Dimitris Manolakis [PR0O98], disponible en el Instituto de Acustica.
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-1 ! n (3.38)
F, = Z/j:o kaW]%[kn + E/j:o f2k+1W1£f2k+1)
comoWr = Wkr entonces
2
%_1 n n %_1 n
Fo=%¢ f2kW§ + Wy 2o f2k+1W§ (3.39)

F,=F; + WRE?

F¢ denota eln — esimo componente de la transformada de Iongi@lcproveniente de los com-
ponentes pares de la sefial origifigl mientras que? es la transformada de Fourier de Iongit@d
correspondiente a los componentes impares de la gefiabr lo tanto se ha disminuido el nimero de
operaciones de multiplicacion dé’ a2 (%)2

El punto interesante es que este proceso es recursivo ya que podemos volver a diezmar las sefial
far Y fors1 de tal manera que las transformadas de Fourier que se obtengan sean de %ngﬁud
duciéndose el numero de operacione%éazl (%)2 Por lo tanto, para una sefal don¥e= 2",
el proceso de diezmado se puede repeti log, N veces, ya que en este punto la transformada de
Fourier obtenida es de longitud Ademas en cada etapa de diezmado se reaglzaperaciones de
multiplicacion. De esta manera el algoritmo FFT de diezmado de tiempo logra reducir el nUmero de
multiplicaciones deV? a %logs N .

Otro punto importante reside en el orden de la secuencia de entrada después de que han sido die
madas(r — 1) veces. Supongamos una sefial con una longiug 8 como se observa en la figura
(3.10). Sirepresentamos estos datos en su forma binaria nos daremos cuenta que podemos obtene
secuencia de los datos de entrada diezmados leyendo la representacion binandatena inversa.

En resumen, el algoritmo de diezmado de tiempo se realiza en dos partes:

1. Inversioén binaria de los datos de entrada.

2. Operaciones de multiplicacion y suma sobre los datos invertidos, entregando los datos de salid:
en orden natural.

3.5.2 FFT de diezmado de frecuencia

El algoritmo de diezmado en frecuencia al igual que el diezmado en tiempo separa la sefial original
de longitudN en dos secuencias con una longitud igu%ﬂ,da diferencia con el diezmado en tiempo
reside en que una secuencia contiene la primera mitad de las muésttas ( ..., % — 1) yla otra
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Figura 3.10:nversion binaria para una sefial ciin= 8 datos de entrada

secuencia contiene la otra mitdd£€ X X

5,5 +1,...,N). Lademostracion es de la siguiente manera:

T _
Fo =0 W+ E,ivzé Wy

¥ n a1 k+5)n
Fo=30 HWN+ 28, f/c+%W( )

N (3.40)
%71 kn % %*1 kn
Fo =% WN' + W X fk+§WN
nN
comoW,> = (—1)", entonces
N
2
Fo= Y [fot (1)  fyn ] W (3.41)
k=0

En este momento diezmamos la secuergian sus muetras pares e impares respectivamente, con
lo que obtenemos

51 n
Fy, = E/{:o [flc + f/ﬁ%] W&
Ny 2 . n=20,1,..,
F2n+1 = ijzzo {[flc - flg+%:| WJT\IT} W%n
donde se utiliz6 el hecho de quig = Wy.

Si definimos las secuencias §epuntosh;, y i como

| 2

(3.42)

hllc = fr +fk+%

N
, . k=0,1,2,...,——1 (3.43)
B2 = [fi = fupn| Wh 2
entonces
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y_1
Fon = T2 fiWE
N_q .
Ponin = Sy FIWVE"

Este procedimiento también es recursivo de tal manera que pueden volver a diezmarse las DFTs d
% puntos a DFTs déﬁf puntos. El proceso completo impli¢éey, N etapas de diezmado, donde para
cada diezmado impIic@ multiplicaciones. Por lo tanto, al igual que el diezmado de tiempo, el calculo
de la DFT deN puntos por medio del algoritmo FFT de diezmado de frecuencia, req%ibr@]\f
multiplicaciones [PRO98].

En resumen, el algoritmo de diezmado de tiempo se realiza en dos partes:

(3.44)

1. Operacion de multiplicacion y suma sobre los datos de entrada en orden natural.

2. Inversion binaria de los datos de salida (Transformada).



Capitulo 4

Analisis Tiempo - Frecuencia

4.1 La Transformada corta de Fourier (STFT)?!

Como ya es sabido, la transformada de Fourier constituye una herramienta mediante la cual podemc
obtener informacion sobre como esta distribuida la energia de una sefial a través de sus distintas cor
ponentes de frecuencia, es decir, podemos conocer todas las componentes de frecuencia existentes
la sefial y sus respectivos aportes energéticos. Todo lo anterior se puede resumir diciendo que la tran
formada de Fourier tiene una perfecta resolucion en frecuencia lo que la hace una herramienta mu
util para el andlisis de sefiales estacionarias . Sin embargo, ella no puede ser aplicada con el objeto ¢
obtener informacién precisa de cuando o donde las diferentes componentes de frecuencia se encuentr
en la sefial como es el caso de sefales quasi - estacionarias 0 no estacionarias cuyo contenido espec
varia con el tiempo. En otras palabras, la transformada de Fourier posee una muy pobre resolucion e
tiempo.

En un esfuerzo por resolver el problema de resolucién en tiempo de la transformada de Fourier, De:
nis Gabor (1946) adapté la transformada utilizando un procedimiento llameadenamiento?®. Este
procedimiento consiste en dividir una sefigt]) en pequefios segmentos a través del tiempo de tal man-
era que podamos asumir que para cada segmento la sefial es estacionaria y asi calcular la Transforme
de Fourier clasica para cada porcion de la sefial.

La forma de dividir la sefial se realiza mediante lo que llamaremoguma@dn tiempo — ventana
h(t) cuyo ancho o soporte corresponde a la longitud de cada segmentacion de la sefial. Con la funcié
ventana encuadramos la sefial alrededor de un instante de treyngalculamos su transformada de
Fourier, luego trasladamos la funcién ventana hasta que no se sobrepone con la anterior cubriendo ur
nueva porcion de la sefial a la que volvemos a calcular su transformada de Fourier. Este proceso e
repetido hasta que se ha cubierto la totalidad de la sefial.

1Short Time Fourier Transform
°Traducido directamente del inglésndowing

48
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El resultado de lo expresado anteriormente se define en forma matematica de la siguiente manera

STFT(t,w) = /_ T BB (1 — t)etdt (4.1)

y si consideramos &(t) como una funcion ventana de valores soélo reales no complejos de tal
manera qué(—t) = h*(t) entonces (4.1) nos queda

STFT(t,€) = / T B ()Rt — e Edt 4.2)

— 00
gue calcula el producto interno entre la sefial y la funcién tiempo-ventana trasladada y modulada.
De acuerdo con las propiedades de la transformada de Fourier de translacion en tiempo y frecuenci

h(t — ty) < H(w)e™"

h(t)e™ ™" & H(w — wy)

y utilizando el teorema de Parseval [CHU97] podemos expresar también la STFT en términos de la
transformada de Fourier de la sefial y la transformada de Fourier de la funcion tiempo ventana, lo que
nos da

STFT(t,€) = 6;@ / T X (0 H(w — )™ dt 4.3)

m —00

de tal manera que mientras la funcién tiempo-ventana modulada
et h(t — 1)
en (4.2) localiza la sefial(t) cerca de = 7, la correspondiente funcidon frecuencia-ventana

oi€h

2T

Hw=ge

en (4.3) localiza el espect®(¢) de la sefial en la vecindad de= ¢ limitada por el soporte de la
funcion frecuencia-ventand (w).

4.1.1 Resolucion Tiempo - Frecuencia

Ahora bien, el soporte de la ventana constituye un parametro de gran importancia ya que a través d
este podemos establecer el grado de resolucion tanto de tiempo como de frecuencia que deseemos.
nuestra ventana es muy angosta analizaremos una porcion muy pequefia de la sefial lo que nos perm



4.1. LA TRANSFORMADA CORTA DE FOURIER (STFT) 50
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Figura 4.1:Sefalz(t) y funcién tiempo-ventana centradaen

tener una buena resolucion en tiempo pero una mala resolucién en frecuencia ya que conoceremc
s6lo una minima fraccion del espectro total existente en la sefial. Por otro lado, si nuestra ventan:
en muy ancha tendremos una buena resolucién en frecuencia pero una mala resolucion en tiempo, i
una ventana de ancho infinito es nada mas y nada menos que la transformada de Fourier clasica. P
lo tanto un defecto de la STFT es que no puede entregar una buena resolucién tanto en tiempo com
en frecuencia de manera instantanea ya que el soporte de la ventana es fijo. La raiz de este probler
se basa en el principio de incertidumbre de Heiserd&gD99] [POL96] el cual establece que es
imposible conocer una representacion exacta tiempo - frecuencia de una sefial, es decir, no podem
saber que valor de frecuencia existe en un instante de tiempo determinado, s6lo podemos conocer gt
componentes de frecuencia existen dentro de un intervalo de tiempo determinado.

Con el fin de dejar mas claro el concepto de resolucién tiempo frecuencia utilizaremos un ejemplo.
Primero supongamos que tenemos una seftaldentro de un intervalo de tiempo igual a una décima
de segundo. Esta sefial esta compuesta por solo dos frecuencias, una correspondiente a 250 Hz y la o
correspondiente a 500 Hz

z(t) = 0.8 x sen(27250t) + sen(2w500t) (4.4)

Como podemos observar en la figura (4.2) la transformada de Fourier nos entrega una resoluciol
perfecta en frecuencia de dicha sefal, como era de esperarse. Ahora, supongamos que tenemos o
sefalr; (¢) con las mismas componentes de frecuencia sobre el mismo intervalo de tiempo, pero con lg
diferencia que las primeras 5 centésimas de segundo contienen a la frecuencia de 250 Hz y las otras

3La aplicacion original de este principio es sobre el momentum y ubicacion de particulas en movimiento.
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Sefial x(t)= 0.8senZpi™250t)+ sen{Zpi™s00t)
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Figura 4.2:(a) Representacion de la sefidt) ; (b) Contenido espectral de la sefial obtenido mediante la transformada
rapida de Fourier

centésimas de segundo restante contienen a la frecuencia de 500 Hz, lo que se define como
0.8 2m250t) 0 <t <0.05

21 (1) = sen(2m250) 0 < (4.5)

sen(2w500t)  0.05 < t < 0.1

Si aplicamos la Transformada de Fourier sabrg) observamos que también podemos obtener las
frecuencias existentes de la sefial pero con una amplitud igual a la mitad de la amplitud real debido ¢
gue cada componente de frecuencia se encuentra solo la mitad del tiempo de andlisis de la sefial con
se ilustra en la figura (4.3). Esta informacion erronea se debe a que la transformada de Fourier, com
se expreso en un principio, no puede determinar en que momento dentro de la sefial se encuentra u
respectiva componente de frecuencia. Debido a esto vamos a volver a analizar la sefial de (4.5)co

la transformada corta de Fourier (STFT), y la funcion tiempo - ventana utilizada sera una funcion
gaussiana simple de la forma

h(t—71) = e~z (=) (4.6)

dondeu es el factor que controla el ancho o soportédEl primer analisis para un valor de= 20
se ilustra en la figura (4.4). Al ser angosta la ventana utilizada podemos observar que la resolucion el
el tiempo es buena ya que se diferencia claramente la posicion en el tiempo de cada componente c
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Figura 4.3:(a) Representacion de la sefia(t) ; (b) Contenido espectral de la sefial obtenido mediante la FFT, se observa
gue las amplitudes de ambas componentes han disminuido a la mitad de su valor real

frecuencia. Sin embargo, la resolucion en frecuencia es bastante pobre ya que para cada componente
observa un ancho de banda amplio lo que impide una deteccién precisa del valor real de la frecuenci
existente en el intervalo de tiempo donde se encuentra. El segundo andlisis se efectla para un valor (
a = 250y se ilustra en la figura (4.5). Este aumentadggnifica que nuestra funcion tiempo - ventana

es mas anchay por lo tanto hemos mejorado nuestra resolucion en frecuencia ya que el ancho de ban
de cada componente ha disminuido permitiéndonos identificar claramente cada frecuencia. Por otr
lado la resolucion en tiempo se ha empobrecido producto de la mejora en la resolucion en frecuencia 'y

gue no se observa una clara separacion de la ubicacion de cada componente en su respectivo interv:
de tiempo.

Mediante este ejemplo se ha podido demostrar el problema implicito de resolucion de la STFT lo
gue crea la interrogante ¢ Es posible que la funcion ventana tenga un soporte dindmico y no estatico?, «
decir, una funcién ventana que tenga la capacidad de cambiar su soporte en forma automatica depenc
endo del contenido espectral del segmento de la sefial analizado, ya que una situacion ideal de analis
seria tener una buena resolucién en tiempo para frecuencias altas y una buena resolucién en frecuen
frente a contenido de frecuencias bajas. Para la resolucion de este problema existe una herramien
matematica denominada la transformada continua wavelet que fue desarrollada como una alternativ

de analisis frente a la STFT, el desarrollo tedrico y practico de esta herramienta constituye el foco
principal de la siguiente seccion.
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Figura 4.4:Representacion tiempo - frecuencia con buena resolucion en tiempo y mala resolucion en frecuencia.
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Figura 4.5:Representacion tiempo - frecuencia con buena resolucion en frecuencia y mala resolucion en tiempo.
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Figura 4.6:Funcién wavelet correspondiente a la familia Daubechies 4 (ver Apéndice).

4.2 Transformada Continua Wavelet (CWT)

La transformada wavelet constituye una técnica relativamente nueva que ha sido propuesta por lo
investigadores como una poderosa herramienta en el andlisis sobre el comportamiento local de un
sefial. Al igual que la STFT, esta transformada utiliza una funcion ventana que encuadra una sefia
dentro de un intervalo y focaliza el analisis solo en ese segmento de la sefial.

La transformada continua wavelet intenta expresar una s€¢f)abntinua en el tiempo, mediante
una expansion de términos o coeficientes proporcionales al producto interno entre la sefial y diferente
versiones escaladas y trasladadas de una funcion prototiponés conocida comeavelet madre.
Asumiendo que tanto la sefial como la nueva funaidt) son de energia finita, entonces podemos
definir

t—b

a

CWT(a,b) = %/_‘: 2 (E=2)dr (4.7)

como laTrans formada Continua Wavelet. Ahora utilizando el teorema de Parseval podemos
escribir (4.7) en términos de la Transformada de Fourier(dey ¢» como

1
2m\/a
Como se puede observar (4.7) y (4.8) arriba han aparecido dos nuevas variablesa variable
a controla el ancho o soporte efectivo de la funcigry la variableb nos da la ubicacién en el dominio
del tiempo de).
Ahora bien, para que este analisis sea posible y ademas para poder lograr una perfecta recot

CWT(a,b) = [ 7 X (w) U (aw)e “dt 4.8)
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struccion de la sefial a partir de la transformada, la fungi@m debe cumplir con laondicién de
admisibilidad [CHU98] de la cual se desprende que

W(0) =0 (4.9)

donde¥ = ¥(w) corresponde a la transformada de Fourier/@g. El cumplimiento de esta
condicion significa que el valor medio dees igual &), lo que a su vez implica obligatoriamente que
) tenga valores tanto positivos como negativos, es decir, que sea una onda. Ademaseomm
funcién que “ventaniza” la sefal sobre un intervalo de tiempo dada ptvededor de un punto= b
se observa intuitivamente quees de soporte compacto, es deg¢ires una onda definida sobre un
intervalo de tiempo finito, y esto es el porque de su nombireclet 0 ondita. El hecho que se cumpla
(4.9) significa implicitamente qu&(w) debe tener un rapido decaimiento cuandiende &), lo que
nos hace pensar quees una funcién ventana pasabanda en el dominio de la frecuencia ( ya que al
menos en la frecuenciase detiene).

4.2.1 Variables de escala y traslacion b

Mediante la variable de escala nosotros podemos compriaik( 1) o dilatar (a| > 1) la funcién
Y (t), lo que nos dara el grado de resolucion con el cual estemos analizando la sefial. Por definicior
la Transformada Continua Wavelet es mas una representacion tiempo - escala que una representaci
tiempo - frecuencia. En particular, para valores pequefiedal€WT obtiene informacion de(t) que
esta esencialmente localizada en el dominio del tiempo mientras que para valores grarides\We
obtiene informacion d&X (w) que est4 localizada en el dominio de la frecuencia. En otras palabras,
para escalas pequefas la CWT nos entrega una buena resolucion en el dominio del tiempo mientras q
para escalas grandes la CWT nos entrega una buena resolucion en el dominio de la frecuencia. Cuant
a cambia, tanto la duracion como el ancho de banda de la wawvebnbian pero su forma se mantiene
igual. En lo anteriormente dicho se encuentra la diferencia principal entre la CWT y la STFT, ya que
la primera ocupa ventanas de corta duracion para altas frecuencias y ventanas de larga duracion pa
bajas frecuencias mientras que la STFT ocupa una sola ventana con la misma duracién tanto para alt:
frecuencias como para bajas frecuencias.

Aunque la CWT trabaja con el término escala en vez de frecuencia, es posible mediante una con
stantec > 0 realizar un cambio de variable de una eseadauna frecuencia de la forma

a—w="< (4.10)
a

dondec recibe el nombre deonstante de calibracién en unidades de frecuencia (tal como Hz).
Con este cambio de variable podemos observar que la CWT localiza tanto la:@éféad el dominio
del tiempo como su espect?d(w) en el dominio de la frecuencia en forma simultanea.
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Figura 4.7: Se observa el proceso de escalamiento y traslacion, para una escala grande la wavelet ocupa un mayo
segmento de la sefial y por lo tanto tiene mejor resolucion en frecuencia mientras que para una escala mas pequefa
intervalo de tiempo bajo el que se analiza la sefial es menor, lo que implica mayor resolucién en tiempo.
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La variableb controla la ubicacion de la funcion en el espacio de tiempo permitiéndonos deslizar
1 (t) sobre el intervalo de tiempo en el que se haya definidp Un punto importante es que la funcion
wavelety se traslada cubriendo toda la sefial para cada valer de decir, si la escala escogida es
pequefia habran mas traslaciones/dgue si la escala escogida es grande, esto se esquematiza en la
figura (4.7). Por lo tanto, la variablenos da la cantidad por la cual ) ha sido trasladada en el
dominio del tiempo.

La continuidad de la CWT reside en que tanto la variable de escala como la variable de traslacion
varian en forma continua. Sin embargo, en términos de calculo computacional es imprescindible dis-
cretizar la transformada, y la suposicién mas logica es que tanto los valores de escala como traslacié
sean discretos. Adelantandonos un poco a lo que es la Transformada Discreta Wavelet, la forma mé
comun de discretizar los valoresdg b es utilizar una red diadica[BUR98] [CHU97], es degik- 277
y b= k277 conj, k € Z, de tal manera que el conjunto de funciones

1 t—>b

se transforma en el conjunto de funciones

wa,b (t) -

Vik(t) =250 (Pt —k) jkeZ (4.12)

gue corresponde a la version diadicamente discretizada de la funcion wavelet .
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Figura 4.8:Funcion Wavelet Mexican Hat y Morlet con sus respectivas Transformadas de Fourier (graficos de la izquier-
da). Se observa como cumplen con la condicidn de admisibilidad al tener un rapido decaimiento a medida que la frecuenci
tiende &0.
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Figura 4.9:Diferencia tiempo - frecuencia v/s tiempo -escala entre la STFT y la CWT.



Capitulo 5

Sistemas Wavelet.

En este capitulo estudiaremos los sistemas wavelets de primera generacion. Definiremos la funcion e:
calay lawavelet, daremos exigencias para estas y demostraremos sus propiedades. Luego analizaren
el sistema Haar, probaremos que es un “buen” sistema wavelet y dejaremos ver ventajas y desventaj:
de esta wavelet, que es la mas antigua y simple de todas.

5.1 Sistemas wavelet de primera generacion

Los sistemas wavelet de primera generacion son todos aquellos que sean generados solo por tras
ciones enteras y escalamientos de una Unica funcion wayglgtllamada wavelet madre o wavelet
generadora, que da a luz a una familia de funciones de la forma:

Gin(t) = 25027t —k) G keZ (5.1)

donde el facto2? mantiene una norma constante independiente de la gscala

Esta familia de funciones es llamada el set de expansion wavelet.

La wavelet madre)(t), trae siempre asociada consigo una funcion esgg@tla Con estas dos
funciones podremos aproximar cualquier funcion o s¢fidle L?(R), mediante una de las funciones
0 mediante ambas, de la forma

f)y=> Z cipd(t) + Z dj k) (t) (5.2)

5.1.1 Caracteristicas de sistemas wavelet

El set de expansion wavelet no es Unico, existen muchos y muy diferentes sistemas wavelet, pero todc
tienen las siguientes caracteristicas (adaptadas de [TAM99]):

59
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1. Un sistema wavelet puede describirse de una manera “amigable”, como un conjunto de ladrillos
(que para cada sistema pueden tener diferente forma) que sirven para reconstruir o represent:
una sefial o funcion. Este conjunto es una expansion bi-dimensional, que suele ser una base pal
alguna clase de sefal de una o mas dimensiones. En otras palabras, si el set de expansion e
dado por{v; (t)|j, k € Z}, una expansion lineal puede ser

(1) =S Y digb(1) (53)

para algin conjunto de coeficientgs..

2. La expansion wavelet entrega una localizacion tiempo-frecuencia instantanea de la sefial, repre
sentacion que puede explicarse como un pentagrama musical, donde la localizacion y forma de
la figura musical nos dice cuando ocurre el tono y cual es su frecuencia. Esto quiere decir que
la mayor parte de la energia de la sefial es bien representada por unos pocos coefjgientes
Mientras un coeficiente de Fourier representa un componente que dura todo el tiempo en que s
extiende la sefal, un coeficiente de expansion wavelet representa un componente bien definid
en un intervalo de tiempo, esto es, un coeficiente wavelet es en si bien localizado en el tiempo.

3. Los sistemas wavelet satisfacen las condiciones de multi-resolucién. Esto significa que si un
conjunto de sefiales puede ser representado por una suma dek) k € Z, un conjunto
mas amplio de sefiales (que incluye el conjunto original) puede ser representado por una sumi
o2t —k) keZ.

4. Los coeficientes de mas baja resolucién pueden ser calculados a partir de los coeficientes d
mas alta resolucion, mediante un algoritmo en forma de arbol, llamado banco de filtros. Esto
permite un muy eficiente céalculo de los coeficientes de expansion (también conocida como la
Transformada Discreta Wavelet).

5. Eltamario de los coeficientes de expansion wavelet disminuye rapidamenitg £dn

6. Los wavelets son ajustables y adaptables. Debido a que existen muchos wavelet, estos puede
ser diseflados para adaptarse a una aplicacién particular.

7. La generacion de wavelets y el célculo de la Transformada Discreta Wavelet es bien realizada po
una computadora, pues como veremos mas tarde estos calculos se remiten sélo a multiplicacione
y sumas.

Debido a esto wavelet es una efectiva herramienta en compresion y denoising(limpieza) de sefiales.
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5.1.2 Funcion escala

Sead(t) € L%(R), una funcién escala, que trasladada y escalada genera una familia de funciones
{;x(t) |4,k € Z} definida como:

Gin(t) =230(2t —k)  jkeZ (5.4)

Vj € Z la funcién escala define un subespakcja- L?(R) como

V; = Spangez {0j1(t)}

Entonces una funcioyi(t) estara erV; si puede escribirse como

ft) =" cindin(t) (5.5)
keZ
con .
i =< F(). 03ut) >= [ 1F(O)dsu(t)| at

esta Ultima ecuacion se demuestra multiplicando vectorialmente (5.5) p@j , o que nos entre-
ga:

< f(t), qﬁj,k(t) >=Cj -0 < ¢j,—oo(t)a ¢j,k(t) >4ty < qﬁj,k(t), qﬁj,k(t) > 446 o < qﬁj,oo(t), qﬁj,k(t) >

pero como veremos luego, la funcion escala debe cumplir con ciertos requisitos, y uno de ellos es se
ortonormal, por lo que sd6lo uno de los productos puntos de la ecuacién anterior es distinto de cerc

(< ¢x(t), ;1(t) >= 1), lo que nos entrega

¢k =< f(t), Pjk(t) >
Otra valiosa propiedad que nos entrega la definicion de la funcidén escala es que
f(t) €Vje f(2t) € Vi

lo que se demuestra como sigue
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f(t) = ez ¢jpdii(t)
f2t) = Zkezlcj,kﬁbj,k(%)
f(2t) Chez ¢, k25¢(2j“t — k)
F(2t) = Syey G425 (271 — k)
f2t) = &ﬂcwm@ﬂﬂw
f(2t) € Vi

(1

5.1.2.1 Caracteristicas de una funcion escala.

Una funciéne(t) € L*(R) es considerada como una “buena” funcién de escala si cumple con las
siguientes condiciones (tomadas de [BUR98]):

1. Paracada € Z, {¢; |k € Z} forma una base ortonormal para el subespagio L*(R).

2. Los subespacids; estan anidados, o sea

Vi€ Z, {V; C Vi)

3. Lafunciéng(t) tiene soporte compacto. Esto es, existe un subconjunto del dominia)de

donde esta no es cero, i {¢p} = {z € Z|o(z) # 0}.
La normalidad exigida en la condicion 1 se demuestra como:

Igix® = /< dinlt), () >
= %50 03 (1)t
= 1 (28) @ @it k)
— \/J"OO 2162 () & du
= J25 9% (u)du
= (1)l

con
uw=2t—k du = 27dt
La condicion de ortonormalidad exige que para cada”Z tengamos:

1 k=1

< ¢j,k(t),¢j,l(t) >=0(k—1)= { 0 k#I1
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La condicién 2 nos dice que los subespadipincluyen mas funciones de*(R) a medida qug
crece.

Proposicion 1. El anidamiento de los espacios se puede expresar como:
Vi€ Z {V; C Vil < o) €V (5.6)

Demostracién. Demostraremos ambas implicaciones por separado, comenzando por la mas sim-
ple.

Por demostrar que 8ij € Z, {V; C V; 11} = ¢(t) € V; (primera implicacion de (5.6)).

Como¢(t) = ¢o(t), tenemos que(t) € V4, y como por hipotesi;, C V; , deberia darse que

o(t) € V1.
Por demostrar que si(t) € V; = Vj € Z, {V; C V,.,}(segunda implicacion de (5.6)).

Tenemos que por hipotesigt) € V;, o lo que es lo mismo

FOEViaft) =S cr25e(2t— k)

k=—00

ademas sabemos que existen coeficieltes tal que

= > h(n)V26(2m' — k)
nez

con
m =2t —k

o0

= flt)y= > cj,kQ% i V2h(n)p(2(27t — k) — n)

k=—00 n=—00

oo o i1

= 3 cx Y 2% h(n)p(2 — 2k —n)
k=—00 n=-—00

sean =2k +n

t) = fj Cin fj 25 h(m — 2k)$ (271 — m)

IC:—OO m=—0oo
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SiH= Y S 2 euhlm— 2@t - m)

k=—00 m=—00

debido a que, como veremos mas tarde, sélo un namero finito de términos en la sumatoria sor
distintos de cero, intercambiamos sumatorias en la ultima expresion

& ft) = i 25 (27— m) i ¢jxh(m — 2k)
m=-—00 k=—o00
& f(t) = Z Pjt1.m() Z cjph(m — 2k)
m=—0o0 k=—00

sea

o0

Cit1i,m = Z cj,kh(m - 2]€)

k=—00

entonces (t) puede escribirse como

f(t) = i Cjt1,m®Pjt1.m(t)

m=—0oo

= f(t) € Vin

lo que implica que existen coeficientgs(n)}, ., tal ques(t) puede ser expresada en términos de
una suma de(2t) ajustada y trasladada como

o(t) = Y h(n)V26(2t — k) (5.7)
keZ
llamada ecuacion basica de recursion o ecuacion de escala, gi@ghdiene soporte compacto sobre
0 <t < N-1,los coeficientes(n) pueden ser una secuencia de niumeros reales o complejos, llamados
coeficientes de funcién escala (o filtro de escalamiento o vector de escalamientd} yiantiene la
normalidad de la funcion escala &n

Proposicion 2. Si ¢(t) es una funcion escala como se define en (5.7), que tiene soporte compacto
sobre0 <t < N — 1y {¢(2t — k)|k € Z}es base ortonormal pafq, entonces:(n) también tiene
soporte compacto sobfe< ¢t < N — 1, por lo que la méxima longitud de la secuenifa) es N.
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Demostracion. Mostraremos que
o0

V2hin) = [~ 6(t)6(2t — )t

— 00

y como por hipotesis la integral de la derecha es ceropatad y n > N — 1, entonces quedaria
demostrado qué(n) tiene soporteeft < ¢t < N — 1.
Tenemos entonces por (5.7) que

/_ 8(t) (2t — n)dt = / (E)W26(2t — k)d(2t — n)dt

X kez

como por hip6tesig(t)tiene soporte compacto, soélo finitos coeficientes son no nulos, por lo que
podemos intercambiar la sumatoria con la integral

[.Z

(k)V2¢(2t — k)p(2t —n)dt = > h(k f/ o2t — k)p(2t — n)dt

X kez kez

= > h(k f/ (2t — k)p(2t — n)dt = Y h(k)V25(k — n) = h(n)V2

keZ keZ

por lo que queda demostrada la proposicién 2.

5.1.3 Funcion Wavelet

Definimos

W; = Spangez {1;x(t)}

como el complemento ortogonal d& enV;,, esto significa que todos los miembrosideson
ortogonales a todos los miembrosldie. Entonces se requiere que

< bjn(t), Vik(t) / b))t =0  j k1€ Z

con
Yir(t) = 2502t — k)  jkeZ

y ademas

=P
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donde cualquier funcioyi(t) € W, puede ser representada como

F@) =" djrthje(t)

keZ
la funcién basica wavelet(t) = vy o(t) € Wy, y comoV; =V, @ Wy, entonces)(t) € V;.

De este modo la funcién(t), que llamaremosiavelet madre se puede representar como

Y(t) = V2h(n)(2t — k) (5.8)

keZ



Capitulo 6

Wavelet Haar

Comenzaremos este capitulo desarrollando la teoria wavelet en tiempo continuo para la wavelet Haa
esto es, descompondremos una funcién contjiiupe L?(R), calcularemos sus coeficientes y luego
la reconstruiremos en diferentes grados de resolucion.

6.1 Funcidn Haar Escala

Sea la funciénp(t)perteneciente &4%(R), definida de la siguiente forma:

1 st 0<t<1
¢(t>={ o 6)

resto.

Esta funcion la denominaremos funcion de escalamiento, que graficamente es representada como
muestra en la Figura (6.1).

Definimos entonces un conjunto de funciones de escalamiento en términos de traslaciones entere
de la funcién basica de escalamiento):

Figura 6.1:Funcion Haar de escalamiento.

67
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¢k(t):¢(t_k):{1 sio h=k<t<k+1=t 6.2)

caso contrario.

keZ AN ¢cL*R)

el subespacio dé?(R) generado por esta funcién es definido como
vo = Spang{ok(t)} (6.3)

para todos los enterdsdesde—oco aoco . El superrayado denota clausura, esto significa que

F(t) =" crop(t) keZz (6.4)
P

para cualquier f(t) € v, € L*(R).

0 sea, cualquier funcidfi(t) que esté em, puede ser representada por una combinacion lineal del
conjunto de funcionesy(t) con sus respectivos coeficientgs Para un rapido célculo de estos coefi-
cientes es necesario qug(t) sea ortonormal. Para probar esta propiedad de la familia de funciones en
cuestion, definiremos

¢m(t) = ¢(t - m) =

{1 siot3:m§t<m+1:t4 65)

caso contrario.

entonces el producto punto entre (6.2) y (6.5) debe ser cero para cumplir con la condicién de ortog-
onalidad, es decir

< Ot -dm(t) >= [ ()6 ()dt =0 (6.6)
con k#m

esto es facilmente demostrable ya que (6.2) y (6.5) estan definidas en distintos intervalos de tiempc
entonces tenemos

[ k()0 (t)dt = /1t t b0t (D)t + /t t b0 (£ o (1) (6.7)
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Figura 6.2:f(t) = t* definida sobre el intervalo [-3,3].

= 1 * Odt + O x 1dt =0 (6.8)

t1
queda asi demostrada la ortogonalidadsge¢) conk € Z,con lo que sélo nos resta demostrar la
normalidad de este conjunto de funciones. Sea entonces

< oulthonlt) >= [ o)t (6.9)
por (6.2) t
/ o) p)dt = [0 = (k+1)— k=1 (6.10)

t1

se demuestra asi la ortonormalidadsgé).

Ejemplo 1

Representar la funciof(t) = #* cont € [—3, 3], mediante la funcion de escalamiendt) con t €
[—3,2].

Solucioén

Representaremos la funcién contint(@) = #?, como una combinacion lineal de la forma
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f(t) =c_30(t +3) + c_ap(t +2) + c_10(t + 1) + cod(t) + c16(t — 1) + co9p(t — 2) (6.11)

Ahora calcularemos el coeficiente; para lo que haremos la multiplicacion vectorial¢gle + 3)
por (6.11)

2 =c3p(t+3) +cop(t+2)+c 1t + 1)+ cop(t) + c1(t — 1) + c20(t — 2)/ © p(t +3) (6.12)

<t p(t+3) >=<c 30(t+3),0(t+3) > +..h < 20(t — 2),P(t +3) > (6.13)

como demostramos anteriormentg(t)es ortogonal, por lo que todos los productos puntos de la
parte derecha de (6.13) seran cero, exceptos¢(t + 3), ¢(t + 3) >

= <t o(t+3) >=<c 30(t+3),6(t+3) > (6.14)

= <t p(t+3) >= /_3+lc
, =/, _3p(t+ 3)p(t + 3)dt (6.15)

donde los limites de integracién fueron calculados a partir de (6.2)

= <t o(t+3) >=c_3[t]73 (6.16)

= <t ot +3) >=c_3[—2+3]
= <t o(t+3)>=c3
3
= = /_3 £26(t + 3)dt (6.17)

= 3= /_: ot + 3)dt + /_32 2o(t + 3)dt
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como¢(t + 3)esté definida solo en [-3,-2]

-2 3
=  c_3 :/ t2dt+/ 2 % 0dt (6.18)
-3 -2
5.
= C_3 = |—
3 -3
= c¢.3=63 (6.19)

ahora calcularemas.,
2 = c 3p(t+3) +c20(t+2) +c 1t + 1)+ cod(t) + c1p(t — 1) + c20(t — 2) / © (t +2) (6.20)

<t Pt +2) >=<c_30(t+3),0(t +2) > +..4+ < c0(t — 2), p(t+2) > (6.21)

como demostramos anteriormentg(t)es ortogonal, por lo que todos los productos puntos de la
parte derecha de (6.21) seran cero, excepto,é(t + 2), ¢(t + 2) >

= <t ot +2) >=< c_op(t +2), p(t +2) > (6.22)

= <t ot+2) >= /2+lc
: = [ coad(t +2)0(t +2)dt (6.23)

donde los limites de integracién fueron calculados a partir de (6.2)

= <t o(t+2)>=c ox[t], (6.24)
= C,Q[—l + 2] = C_9
3
= o= 13 2ot + 2)dt (6.25)

= 4= /_: 2ot + 2)dt + /_21t2¢(t+2)dt+ /_31 ot + 2)dt
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como¢(t + 2)esta definida so6lo en [-2,-1]

—9 -1 3
= el :/ tZ*OdtJr/ thtJr/ £2 4 0dt (6.26)
_3 -2 -1
5.
= C_9 = |—
3 —2
= C_o = 2.3 (627)

del calculo de estos dos coeficientes queda claro que cualquier coefigigutede ser calculado
como

o =< f(t),0ut) >= [ (o)t (6.28)

t1

siempre que (t) € L*(R)y ¢x(t) sea ortonormal. Calcularemos entonces los coeficientes restantes
ocupando (6.28)

¢ = /111t2¢(t+ 1) = [gr_l (6.29)
¢, =03 (6.30)
o =03 (6.31)
6 =23 (6.32)
¢ =63 (6.33)

en la tabla (6.1) se encuentran todos los coeficientes calculados
Ahora que tenemos los seis coeficientes buscados, podemos recqfigjreirt?> mediante (6.11),
lo que nos entrega la grafica mostrada en la Figura (6.1)

Para una mejor representacion de cualquier sefial perteneciéht& ppor medio de la funcién
de escalamiento, debemos ser capaces de crear una nueva familia de funciones, que ademas de te
las capacidad de trasladarse, puedan también ser escaladas para lograr asi una mejor resolucién. N
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| coeficiente| valor obtenido|

c_3 6.33
c_9 2.33
c_1 0.33
Co 0.33
c1 2.33
Co 6.33

Tabla 6.1:Coeficientes de reconstruccion para la funcion de escalamiento.

Figura 6.3:En esta figura apreciamos que la aproximacion realizada por la funcion de escalamiento es bastante burda
debido al espacio en que trabajamos.
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definimos entonces un nuevo conjunto de funciones de escalamiento

. 1 51 th=%&£ <t <tk ¢
¢j,k(t) — ¢(2]t - k) _ { St 1 2 = < 2.] 2 (634)
0 caso contrario.
como cong; x(t) € v;, que se define como
v; = Spang{¢(27t)} = Spani{¢;x(t)} (6.35)

dondeg, ,(t) es la funcion basica de escalamiento trasladada y escalagags/un subespacio de
L?*(R) generado por (6.34).

Ejemplo 2

Representar la funciofi(t) = ¢? cont € [—3, 3], mediante la familia de funciones  (¢).

Solucién

Para representar esta funcion trabajaremos en el espacido que es o mismgj, = 1.

t? = 25: crd(2t — k)
k=—6

de manera anéloga al ejemplo 1 (revisar desde la ecuacion (6.12) a (6.19)) tenemos que

<1, 02t +6) >=< c (2t + 6), (2t + 6) >

—-2.5
< c_sb(2t +6),H(2t +6) >= / c_odi
-3
donde los limites de integracién estan dados por (6.34)

< e eh(2t+6), $(2t + 6) >= %

0—56 =< %, (2t +6) >

—2.5
cg=2 / t2dt
-3
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| coeficienteq valores obtenido$

C_g 7.58
c_5 5.08
C_4 3.08
C_3 1.58
C_9 0.58
c_q 0.08
Co 0.08
cy 0.58
Co 1.58
c3 3.08
C4 5.08
Cs 7.58

Tabla 6.2:Coeficientes de reconstruccion pgia) = ¢*, utilizando utilizando la funcién de escalamientorgn

¢ ¢ ="7.583

los demas coeficientes seran calculados de la misma forma, estos son mostrados en la tabla (6.2)
en la figura (6.4) se muestra la reconstrucciérf ¢ = ¢*> usandap; . (t)enw,

6.1.1 Relacion ortogonalidad y normalidad

Del ejemplo anterior se puede observar que patas coeficientes quedaban divididos por 2, lo que
indica que las funciones de escalamiento de este subespacio no son ortonormales. Demostrarem
ahora que esto no ocurre solo:®@nsi no que en todo,

< Oiu(1),05ult) >= [ dralt)dsalt) (6.36)
con tlzg tgzkg;l
< bip(t), bialt) >= [f]* = — (6.37)

t1_2j
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Figura 6.4:En esta figura se presenta una clara mejoria en la resolucion de la representacion de la funcion cuadréatica
debido quep; , (t)env, esta definida en un intervalo de tiempo mas pequefio qug.en

gueda demostrada entonces la no normalidad de esta familia de funciones, por lo tanto debemo
encontrar una constante que nos permita hacer estas funciones ortonormales, entonces\yiara
pliqguemos las funciones base por un nimero cualquiera

<1 in(t), ridnk(t) >=1

s 2
<1idik(t), midin(t) >= /t k()i di(t)dt = 2_]3

1

SN

213
I
—_

i
Tj:22

con lo que obtenemos lo que denominaremos la constante de normalizacion.
Con esta mejora dg; (t) definimos una nueva familia de funciones

T

si =4 <t<HE=t

0 caso contrario.

bi(t) = 259(2t — k) = { ’ (6.38)
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entonces de ahora en adelante cuando hagamos referefgig Ja estaremos hablando de (6.38)

Una importante propiedad de la funcion de escalamieni¢t), es que puede ser representada por
una combinacion lineal de ella misma, trasladada y escalada. Si elefjimdsy de acuerdo con ()
obtenemos que

= o(t) = h(1)V2¢(2t) + h(2)V2¢(2t — 1) (6.39)

se escogem, o(t) ¥ ¢1,1(t) ya que necesitamos cumplir con el intervalo de tiempo en que esta
definida¢(t), esto esgp, o(t)esta definida en € [0,0.5) y ¢,,,(¢) esta definida € [0.5,1), como se
muestra en (6.34).

Calculemos:(1) y h(2)

h(1) = V2 [ o(t).0(20)dt

h2) = V3 [ 6(H)s(2t — 1t
1 1
= h2)=v2 [ 0-tdt+ [ 1-1dr
0.5 0.5
entonces tenemos que la funcidn basica de escalamiento puede ser representada por si misma,

caladay trasladada, como sigue

6(t) = 6(21) + 6(2t — 1) (6.40)
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6.2 Funcidn Haar Wavelet

Como se observl en la seccion anterior, se obtiene una mejor aproximacion de la sefial utilizandc
las funciones de escalamiento que ocupan el esggcgue utilizando la funcion escalamiento que
ocupa el espacidy. Sin embargo, las caracteristicas de una sefial pueden ser mejor descritas, nc
incrementado el tamafio del espacio de las funciones escalamiento, sino definiendo uniEsplacio
funciones levemente diferentes a las funciones escalamiento, que representen la diferencia que exis
entre un espaciv; y un espacid’;, tal que

Vim=V,&W; (6.41)

por lo que ya estamos en condiciones de decir que el esggcomrresponde al complemento del
espacio/; en el espacid;.
Ahora bien, la funcidon que expande el espdéipse conoce como funcion wavelet, y se define de

la forma
1 si 0<t<

bt)=4 -1 si L<t<i (6.42)

0 casocontrario

N[

gue al igual que la funcién de escalamiento que expande el esgagmede ser representada
sobre el intervald0, 1jJcomo una combinacion lineal de las funciones de escalamiento que expanden el
espaciol; de la siguiente manera

P(t) = by (1)V26(2t) + hi (2)V26(2t — 1) (6.43)

de tal manera que al realizar el producto interno de (6.43)/f2ef(2t) y luego porv/2¢(2t — 1),
obtenemos respectivamente que

hi(1) = \/5/0 Y(t)dt (6.44)
y 1
mi(2) =2 [ byt (6.45)
respectivamente, y calculando los coeficiemteg g.obtenemos como resultado que
ha(l) = —hy(2) = = (6.46)
1 - 1 - \/5 .

observando que estos coeficientes nos permiten mantener la normalidad de lafuticion
Como ya sabemos que los espadigsy V; son ortogonales y por lo tanto cualquier espdcio
conj = 0,+1,+2,... también lo es, entonces el espatiy al ser el complemento d&, enV; es
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Figura 6.5:Funcion wavelet e, como combinacion lineal de las funciones escalamiento que expagevy,.

ortogonal. Por lo tanto, al igual que con la funcidn escalamiento, es posible obtener una representacio
de la diferencia que existe entre aproximar una sefial con un nivel de resojugi@proximar la
misma sefal con un nivel de resolucipr- 1, mediante el producto interno de esta sefial con un set
de funciones que expandan el espdéipdonde; sera elegido de acuerdo al grado de aproximacion
que se desee.La propiedad de ortogonalidati’glg por ende de la funcion wavelét(t), puede ser
demostrada en forma analoga a como se demostrd con la funcion de escalamiento. Si nos definimos

funcion wavelet como

1 si k<t<k+3
Ve(t) =9 —1 si k+3<t<k+1 (6.47)

0 casocontrario

keZ AN Vel*R)

gue corresponde a la misma funcion pero desplazada en el tiempo por una cohstamies
definimos de la misma forma otra funciar,(t) conm > k,entonces realizando el producto punto
entre ellas de la forma

< Glt), () >= /]~c " () (8) (6.48)

obtenemos que

m+1

k+1
< Un(t), b (t) >= /k De(t) % 0dt + 0% () =0 mkeZ (6.49)

m

con lo que se da por finalizada la demostracion.
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Ejemplo 3

Aproximar la funciénf(t) = ¢* sobre el intervald3, —3] en forma analoga a como se hizo con la
funcion escalamiento.

Solucion
La primera aproximacion la haremos Bry de tal manera que las funciones wavelet de este espacio
sera de laformay(t) = ¢(t — k) conk € [—3,2),y por lo tanto

F(t) = d_gih(t +3) + d_op(t + 2) + d_1(t + 1) + dotp(t) + dyp(t — 1) + doyip(t — 2)  (6.50)

ahora, para calcular el primer coeficiedteharemos el producto punto g€t + 3) con (6.50)

12 =d sp(t+3)+d o(t+2)+d 1t +1)+dop(t) + dip(t—1) +datp(t —2)/ ©1(t+3) (6.51)

<t Pt +3) >=<d_gh(t+3),0(t+3) >+t < dop(t —2),0(t+3) > (6.52)

entonces, como demostramos anteriormenteyguees ortogonal, todos los productos puntos de
la parte derecha de (6.52) seran cero, excepdipy)(t + 3), (¢t + 3) >, por lo tanto

—3+1
< 2,0t +3) >= /73 d_yo(t + 3)0(t + 3)dt (6.53)

—3+1 ~3+1
/_3 29(t+ 3) = /3 d_yo(t + 3)0(t + 3)di (6.54)

que para)(t + 3) = 1 nos queda

_3+% d+
/ t2dt = ?3 (6.55)

-3
paray(t + 3) = —1
-2 d*
/ _pdr = =2 (6.56)
—3+1 2
y paray(t) = 0 la solucion es trivial. La resolucion de las integrales de (6.55) y (6.56) nos entregan
dos coeficientes, los cuales son

1 1
it =R _ss g, =-R— 508 (6.57)
12 12



6.2. FUNCION HAAR WAVELET 81

| Coeficienteg Valores Obtenido$

d_s 2.5
d_o 1.5
d_q 0.5
dy -0.5
dy -1.5
dy -2.5

Tabla 6.3:Coeficientes obtenidos para la representacion de la seéah la Haar Wavelet en el espadid,.

Figura 6.6:Aproximacion de la sefiaf mediante las funcion wavelet del espaidig.

donded*y d representan los coeficientes obtenidos debido a la parte positiva de la funcion wavelet
haar y la parte negativa de la funcion wavelet haar respectivamente (figura (6.2)).
Realizando el calculo de los otros coeficientes en forma analoga, observamos sus resultados en

tabla (6.3) y en la figura (6.6).

Ejemplo 4

Aproximar la funciénf(¢t) = * cont € [—3, 3], mediante la familia de funciones ;(¢) con un valor
dej =1.

Solucion

Representar esta funcigh paraj = 1, significa que obtendremos una aproximacién de ella en el
subespacid’, por lo tanto la representacion dét) = ¢* mediante la combinacion lineal de (1),



6.2. FUNCION HAAR WAVELET 82

gueda

2 = d_g(2t +6) + d_s(2t +5) + d_g(2t +4) + ..+ ds(2t — 5) (6.58)

el calculo de los coeficientes se realiza de forma analoga al ejemplo anterior (ver (6.51), (6.52) y
(6.53)), de tal manera que nuestro primer coeficiente lo podemos expresar como

—3+3 ~3+1
/_ et +6) = / d (2t + 6)1 (2t + 6)dt (6.59)

que para)(2t + 6) = 1 nos queda

-3

y paray (2t +6) = —1

—3+ d
/ —t?dt = =2
—3+1 4

M

Mediante la resolucion de las integrales de arriba obtenemos los respectivos valores de los coefi
. + —
cientesd’y y d_g

dte =827 dg=-6.9 (6.60)

El resto de los coeficientes se calcula en forma analoga, obteniéndose al final una cantidad de 1
coeficientes (tabla (6.4)) que corresponden al doble de coeficientes obtenidos en el ejemplo anterior. L
representacion de la funcion original a través de estos coeficientes puede observarse en la figura (6.7

6.2.1 Relacion ortogonalidad y normalidad

De los ejemplos anteriores hay que observar que pgarios coeficientes quedaban divididos por 2, y

gue pard¥; los coeficientes quedaban divididos por 4, o que indica que las funciones wavelets de estos
subespacios no son ortonormales. Por lo tanto debemos encontrar una constante que nos permita ha
estas funciones ortonormales, entonces, pEgyanultipliqguemos las funciones base por un namero
cualquierar, y de forma analoga llevémoslo a cabo pHraconr;, de tal manera que

< rop(t), ot (t) >= £3

(6.61)
< le(Qt), le(Qt) >= :‘:i

entonces como sabemos que (6.61) debe dar 1 para(@ug ¢(2t) sean ortonormales, el valor
dery,debe sek/2 y el valor der;debe seR. Ademas, podemos observar que es posible esefilgn



6.2. FUNCION HAAR WAVELET

| Coeficienteg Valores Obtenido$

d_g 1.37
d_s 1.13
d_y 0.87
d_s 0.63
d_o 0.37
d_q 0.13
dy -0.13
dy -0.37
dy -0.63
ds -0.87
dy -1.13
ds -1.37

Tabla 6.4:Coeficientes obtenidos para la representacion de la seéah la Haar Wavelet en el espadia .

Figura 6.7:Representacion de la funcidift) = ¢> en el subespacid’; .
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término der, de la formar; = v/2 x /2. Por lo tanto para un subespati§ podemos establecer que

ri = V2 % V2 % V2...hasta la j — ésima multiplicacion por V2

es decir

Tj:2

con lo que obtenemos lo que denominaremos la constante de normalizaciéon. De esta manera, :
igual que las funciones escalamiento, ya estamos en condiciones de definir un set de funciones bas

ortonormales mediante escalamiento y traslacion de la forma

i N
j ) 22, st §§t§§+2jl+1
Yir(t) = 25920t — k) ={ —2% s b4k <t< B

0 casocontrario

cony; x(t) € W, que se define como

W; = Spani {4y (27t)} = Spang{1;.(t)}

(6.62)

(6.63)

dondey; . (t) es la funcién wavelet base trasladada y escalatld, gs un subespacio dé(R) gener-

ado por (6.62).



Capitulo 7

Analisis Multi-Resolucion

7.1 Principios de Multi-Resolucién

El analisis multi-resolucién consiste basicamente en aproximar una fufigipen distintos niveles de
resolucion{ f,(t), f(t), f3(t), ...}, lo que nos entrega una descomposicion multi-escala de la forma:

F(8) = fot) + 3 95(t)
7>0
donde caday;(t) = f;+1(t) — f;(t) representa el error en que se incurre al aproxifar(t)
mediantef;(¢), o lo que es lo mismo, la fluctuacién entre dos niveles sucesivos de resolucion.
En este andlisis empleamos una funcifn) cuidadosamente escogida segun la sefial a analizar.
Esta funcion esta bien localizada tanto en tiempo como en frecuencia, y translaciones y escalamientc
de ella misma, generan una bdse ;(t)|j, k¥ € Z}, que expande;(t) como:

9;(t) = >_ djxj(t)
keZ
donde losi; ;, son coeficientes escalares llamados coeficientes wavelet.
En la seccion anterior se esbozaron varios principios de multi-resolucién, como condiciones para
una “buena” funcion escala. Ahora los daremos como requerimientos basicos para este tipo de analisi
Un analisis multi-resolucion requiere un anidamiento de los espacios generados por las funcione:
escala, de la forma:

LCVocV,cVocVicVocC..CL?

VicVipn  VjeZz

85
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con
V.o = {0}, Ve = L?

Asi el espacio que contiene las sefiales de méas alta resolucién contiene también las de mas ba
resolucion.
Debido a la definicion d&’;, estos espacios cumplen con la siguiente condicion de escalamiento
[BUR9S]
f(t) e Vi f(2t) € Vin

lo que nos asegura que los elementos de un espacio son simplemente versiones escaladas de
elementos del siguiente espacio. Como una forma practica de mostrar esta propiedad representarem
la funcion escala de Haar mediante versiones escaladas y trasladadas de ella misma. Asi tenemos gt

Po,0(t) = P1,0(t) + H1,1(2)
esta ecuacion puede verse de otra forma aplicando (5.7), entonces
o(t) = h(0)V26(2t) + h(1)V26(2t — 1) (7.1)

donde

entonces (7.1) queda como

¢(t) = p(2t) + (2t — 1)

lo que nos muestra que la funcién de escala se puede representar por una version de ella mism
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,HCKCVQCF}

Figura 7.1:Espacios anidados generados por la funcién escala.

escalada mas otra version de ella misma escalada y trasladada.

En la figura (7.1) se muestra la relacion entre los espacios expandidos por las funciones escala e
sus distintos niveles de resolucion.

Asi la familia de funciones; .(t)generara un espacio

V; = Spankez {¢;i(t)}

donde el super-rayado denota clausura.

Entonces al aumentaren la funcion escala mejoraremos la resolucion de la representacion de la
funcion f(t), como se muestra en la figura (7.2). No obstante una mejor representacion de la sefia
es obtenida, no mediante el aumentojdsi no que al definir un nuevo espadio;, llamado espacio
wavelet, como el complemento ortogonalldeen V.. Lo anterior puede expresarse de la siguiente
forma

VioW; = Vi

Esta residencia de los espacios wavelet en los espacios de escalamiento se muestra en la figura(7.
donde podemos apreciar que dentro del espécie encuentran contenidds,, V5, V7 y V4, 0 dicho
de otra forma)/; esta conformado pdry, Wy, W,y W.

Debido a esto el espacig puede ser representado de la forma

‘/E’):%@WO®W1@WQ
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Figura 7.2:Representacion de la funcion sin(t), por la funcion escala en distintos espacios.
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Figura 7.3:Espacios wavelet.
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Lo que se puede hacer extensible a todos los espacios siguientes, por ejemplo

L>=V,oW,oW, oWy @ ...

dondel; es el espacio inicial, expandido por la funcion escéla— k), y los espacio$V; nos
irdn entregando informacion mas detallada de la sefial a medida cpeee. La escala que se use
para expandir el espacio inicial sera una decision del ingeniero, dependiendo su eleccion del analisi
que se realize y de la sefial en cuestion. Asi podemos representar nuestro BEgpatiendo de una
resolucién mas alta, comjo= 8, lo que nos entregaria

P=VioWsd W, ...

De esta manera podemos tomar una escala negativa para el espacio inicial,-core, donde
escalas mas gruesas entrarian en juego. Al tomas fenemos

PP=._.oWooW_  oWoW, @ .. (7.2)

Como podemos ver en (7.2) hemos representado el espasiolo con espacios wavelet, lo que
nos lleva a la siguiente ecuacion
% == Wfoo D...D W,l

Esto nos muestra de nuevo que podemos escoger cualquier resolucion para nuestro espacio inicia

En la figura (7.4) vemos proyecciones de una funcién en diferentes espacios wavelet. Ahi se pued
observar que a partir del espaéig los coeficientes wavelet se concentran en puntos donde la funcién
tiene pendiente distinta de cero. Esto se debe a que los wavelet detectan los cambios de la funciot
el detalle, que como veremos mas tarde se obtiene de la resta de dos muestras sucesivas de la func
discreta, por lo que en los puntos donde la pendiente es mas suave, la resta tendera a cero, junto con
amplitud del coeficiente wavelet.

La funcion que expande el espadi; es la wavelet madre; ,(t). ComoW, C Vi, la funcién
wavelety(t) puede ser representada por una suma de funciones escala, escaladas y trasladadas, de
forma

() =S hi(n)V26(2t —n), neZ (7.3)

n

Lo anterior es también valido par&t), ya quel, C Vi, por lo que la funcion escala puede
representarse como

o(t) = h(n)V2¢(2t —n), neZz (7.4)
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Figura 7.4:Proyeccion de una funcién en diferentes espacios wavelet, usando el sistema Haar.
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Esta ultima ecuacion es la ecuacion de recursion que vimos en el capitulo 5 en (5.7), los coeficiente:
hy(n) se calculan de la siguiente manera [BUR98]

hi(n) = (=1)"h(1 —n)
Por ejemplo, para una funcion finita de laryo tenemos
hi(n) = (=1)"h(N — 1 —n)

Una funcion pertenecera a el espaldip si puede ser representada por la funcion prototipo de una
wavelet madre de la forma

bik(t) = 28020t — k) (7.5)

donde2’es la escala dg k es la traslacion eny 25 mantiene constante la norma de la wavelet en difer-
entes escalas. Como podemos observar, la varjatbs dird en que espacio wavelet esta trabajando
nuestra funcion madre. Esto es analogo para la funcion escala.

En la figura (7.5) podemos ver mas claramente como mejora la resolucion de una representacion &
cambiar a un espacio escala mas grande o de mas alta resolucion. El detalle en los distintos espaci
wavelet se muestra en la figura (7.6).

7.2 Transformada Discreta Wavelet (DWT)

Hemos dicho ya que una mejor representacion de una sefial se obtiene no mediante un aumento del ¢
pacioV/;, si no que al combinar con la funcion escala una funcion Wavelet , con todas las caracteristicas
gue se enuncian en la seccion 7.1.

Definimos antes (5.2), ecuacion que no muestra ningin método para hacer correr las sumatoria
involucradas, cuestion de suma importancia en el momento de hacer una descompaosicion eficiente. L
ecuacion llamada transformada discreta wavelet (DWT), que se observa en (7.6), no es mas que (5.-
con una correcta notacion para k

200 —1 N—-12/—-1

Ft) = D" ciowbion(t) + D D dixthi(t) JkeZ* (7.6)

k=0 j=jo k=0

Dondec;, , son los coeficientes de escatg,, son los coeficientes waveletjy nos entrega el
espacio iniciall;, que sera el espacio de menor resolucion, y dependiendo dg estejue el resto
de los indices seguiran corriend®? es la longitud de la sefigl(n). Esta longitud limitara el nivel
de descomposicion de una sefial, ya que no tiene sentido representar una sefial que se encuentra er
espacio/;, en el mismo espacio.
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o i AT

o i L=

L i oz

Figura 7.5:Al lado izquierdo vemos la representacion de una funcion mediante el sistema Haar en distintos &spacios
y al lado derecho vemos representados estos espacios por la parte sombreada del diagrama. De abajo hacia arriba tener
desde el espaci, hasta elis.
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Figura 7.6:Al lado izquierdo vemos el detalle de una funcion, obtenido mediante el sistema Haar en distintos espacios
W;, y al lado derecho vemos representados estos espacios por la parte sombreada del diagrama. De abajo hacia arri
tenemos desde el espaéiq hasta eli’;.
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Desarrollaremos ahora la DWT para el sistema Haar, como una forma de hacer ver la dificultad de
realizar este célculo a mano, y luego entraremos en la teoria de banco de filtros que aliviara en form:
sustancial el trabajo realizado.

Tomemos la funciory (t) = sen(t), la cual al ser sampleada a una frecuenci%d[é{z]se trans-
forma en la funcion por tramos

ﬂﬂ_M§?hﬁﬂ—%;m—%hﬂﬂm

cont € [0,2n], intervalo que trasladaremos/@ 1] con el fin de trabajar en el mismo dominio
de la funcion escalamiento y la wavelet haar, funciones que utilizaremos para descomponer y luegc
reconstruir la sefigfl (¢).

La wavelet mas antigua y simple, la Haar y su funcion de escalamiento, estan definidas de la sigu:

iente forma:

1 st 0<t<0.5
Mﬂ_{—& si m<t<l1 (7.7)

1 st 0<t<1
o(t) = { 0 el resto. (7.8)

con

Yir(t) = 297D (29 — k) (7.9)
din(t) = 20/D (27t — k) (7.10)

ahora si reemplazamos (7.9) y (7.10)en (7.6) y desarrollamos la sumatorig pafa
g(t) = 600¢(t) + doow(t) + dlo\/iw(mf) + du\/iw(2t - 1) + d202¢(4t) + ... (711)

entonces tenemos

e p(t)=1si0<t<1

15:0<t<0.5
) t) = -
40 {—187[).5§t<1

1510 < 2t < 0.5 1510 <1< 0.25
o p(2t) =4 U= Sy =4 TS
1505 < 2t < 1 150.25 < t < 0.5
15105 << 0.75
o p(2t—1)=4 7=
D75 <t <1

1500 <t <0.125

° 4t) =
YD) { —1s0.125 < ¢t < 0.25
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° ¢(4t—1):{
° ¢(4t—2):{
° ¢(4t—3):{

entonces podemos representar la sefial en forma matricial de la siguiente forma:

A

V2
1
1

L v2

w5

S L T T VA G G S

1510.5 <1 <0.625
—150.625 <t < 0.75

-2
—V2

1500.25 <t <0.375
—1s0.375 <t < 0.5

1500.75 <t <0.875
—1s0.875 <t <1

NG}
V2

o o o O

0
0
0
0
V2
V2
—V2
—V/2

o O O O O O

N O O

o o o O

N O O O O

o O

N O O O O O O

—2

95

(7.12)

donde los componentes de cada fila de la matriz 8x8 representan los valores de ;. (t) en el
mismo orden en que aparecen en (7.11) , y cada fila representa cada uno de los intervalos de tiempo

que la funcionf (¢) esta descompuesta, i.e ; en la fila 1 tenemos el valor de cada uno de los coeficientes
ent € [0,0.125], esto es, e.gpq(t) = 22/21)(2%t — 0) = 2¢(2t — 0) = 2 ent € [0,0.125]. Ahora este
mismo coeficiente en la fila 2 @s,(t) = —2 ent € [0.125,0.25], y en todas las otras filas, = 0, ya
que esta funcioén esta definida sélo par|0, 0.25].

Ahora que tenemos la ecuacion matricial (7.13) podemos obtener el valor de los coeficientes que
nos ayudaran a reconstruir la sefial original.

(7.13)
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dondeA es la matriz 8x8 de la ecuacion (7.12)py= 0, asi tenemos que

0
0.6036
—0.1768
0.1768
—0.1768
0.0732
0.1768

| —0.0732 |

96

(7.14)

Hemos logrado aqui descomponer la sefial discreta hasta ser representada so6lo por un coeficier
escala o de aproximacion, y el resto solo coeficientes wavelet. Esto sera de gran importancia en |;

limpieza 'y compresion de sefiales, como lo veremos en el capitulo siguiente.

Ahora que conocemos el procedimiento para calcular los coeficientes, descompondremos la sefi:

para distintos espacios iniciales:

e paraj, =1

) parajo =2

e paraj, = 3

C10

C11

dio

dao
d21
d22

d23

C20

V242 | —0.1768

Sl -

0.4268
—0.4268
—0.1768

0.1768
—0.1768

0.0732

0.1768

| —0.0732 |

0.1768
0.4268
—0.1768
—0.4268

0.0732
0.1768

| —0.0732 |

(7.15)

(7.16)
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C30
C31
C32
C33
C34
C35
C36

C37

IRVENENE

0
2
V8

2
0

Lotk 3o

V2
-1
1

o
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(7.17)

Queda claro que al acercar el espacio initigh el espacid’;,,, en el cual reside la sefal original,

estaremos disminuyendo los coeficientes wavelet, hasta llegar a representar la sefial original sol
con coeficientes escala. Como podemos observar la Ultima descomposicion nos entregara un
reconstrucciéon perfecta de la sefal original, debido a que fue representada sélo con funcione:
escala pertenecientes al espacio al cual pertenece la sefial original.

El gran tamafio de los calculos matematicos hace necesario buscar una manera eficiente de realizar
DWT, es por eso que debemos conocer la teoria de banco de filtros que nos guiara a la obtencion de
transformada rapida wavelet (FWT).

7.3 Transformada rapida Wavelet (FWT) y banco de filtros

Una de las principales razones por las cuales la transformada wavelet es una potente herramien
matematica para el analisis de sefales, es que permite el disefio y aplicacion de rapidos algoritmc
para el calculo computacional.

7.3.1 Representacion de sefales

El andlisis de sefales mediante la transformada continua wavelet (CWT) esta definido sobre sefale
analogas de energia finita. Sin embargo, el procesamiento digital de sefiales, tal como su nombre |
indica, se aplica sobre muestras de datos digitales de una sefial perteneciente al dominio analogo.

Supongamos que tenemos una sefia) € L? conocida para tode (o para una discretizacion

en el dominio del tiempo lo suficientemente densa), entonces de acuerdo con la propiedadde MRA

[BUR98] [CHU97]

1Del InglésMultiresolution Analisys

(UjezV;) = L*(R)

(7.18)
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(2] (b) (c]

Figura 7.7:(a) Sefial original; (b) Modelamiento de sampleos digitales mediante la funcion Haar escala con una longitud
de N = 2*; (c) Modelo en el dominio analogo.

es posible aproximaf tan cerca como se desee mediante un modiele V,, conn € R, de tal
manera que este modelo lo podemos representar como una combinacion lineal de funciones escala

fult) =3 22 (2"t — k) (7.19)

donde los coeficientes escalargg son los encargados de representar la sefial en el dominio dis-
creto o digital. De hecho, la importancia de la representacion de sefiales mediante funciones escala ¢
gue los algoritmos disefiados para la transformada discreta wavelet se aplican a datos de entrada q
han sido modelados mediante una funcién escala, es decir, son aplicados sobre el set de coeficientes

{ecni k€ Z} (7.20)

Uno de los métodos mas efectivos para realizar este modelamientongsrielacion [CHU97]
que consiste en que los coeficientgs sean escogidos de tal manera ¢fiJét) concuerde con la

representacion discrefd =) parat = .=, es decir

k k

fn(2_n) = f(2—n) keZz (7.21)

De esta forma se logra lo que se denomina una representacién diadica de la sefial [BUR98], ya qu
el intervalo de tiempo dado para cada sampleo esta controlado por una potencia de 2. En otras palabre
un modelof,, de una sefial analogacorrespondera a un set de valores discretos cuya longitud sera de

N = 2",
7.3.2 Descomposicion de sefiales unidimensionales (Analisis)

El principal objetivo de la descomposicion de una sefial mediante la DWT se basa en que, de acuerd
a lo expuesto en la seccion anterior, siendo el modele V,, una representacion de la sefial original
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mediante funciones escala solamente (apropiadas para un analisis multi-resolucion), es posible escrib
fn como

fn = fac1+ gn (7.22)
dado que
Vi CV A Wy CV, (7.23)
Vo =Va1 ®@Why (7.24)
y
fn—l € Vn—l A gn—1 € Wn—l (725)

Ahora bien el desarrollo de bancos de filtros y el disefio de rapidos algoritmos no se relaciona en
forma directa con las funciones escala y wavelet, sino mas bien con los coeficientes relacionados a est:
funciones. Entonces, el primer paso en la descomposicion es poder encontrar los coefjcigptes
d,—1 €n términos de,, ;. Utilizando (7.19) y (7.21) podemos representar una sefial unidimensional
de energia finita mediante los coeficientgs como

Ft) =S cus230(2" — ) (7.26)
k

También sabemos que tant() comov(t) generan bases ortogonalesi&nde tal manera que el
calculo dec,, 1 y d,,—1 Se realiza a través del producto interno de la sefial con la funcion escala y
wavelet respectivamente

Cnip =< [ (1), bn14(t) >= /_ o:o F(0)2°7 (27 — k)dt (7.27)
oot p =< f(t), bnor(t) >= 27" /_o:o FOBE™ 1 — k)dt (7.28)

De la ecuacién basica de recursion (5.7) podemos obtener una representacion tantty parak)
como para) (2"t — k)

$(2" 't — k) =D h(p)V26(2"t — 2k — p) (7.29)

p

Y27 = k) =D ha(p)V20(2"t — 2k — p) (7.30)

p
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gue reemplazando en las integrales de (7.27) y (7.28) y haciendo un cambio de variaBle+ p
nos da

o0

Cn—1,k =< f(t)a ¢n—1,k(t) >= / f(t) Zh(m - 2k)2%¢(2nt o m)dt (731)

—00 m

dn—l,k =< f(t)a 'an—l,k(t) >= / Z hl - 2k 22 ¢(2nt - m)dt (732)

e intercambiando la integral con la sumatoria obtenemos

Cn—1 =< [(t), Pn—1,k( Zh — 2k) /O:of(t)2%¢(2nt—m)dt (7.33)

dn1 =< f(t), Pn-1x( Zm — 2k) /oo F()2% ¢(2"t — m)dt (7.34)

Podemos observar que en las ecuaciones (7.33) y (7.34), las integrales son idénticas y correspond:
al coeficiente, ,,,, de tal manera que hemos logrado establecer la representacion de los coeficientes
escala y wavelets en un nivel de resolucion mas bajo en términos de los coeficientes escala en un niv
de resolucién mas alto

Cr 1k—2h —2k)enm (7.35)

n lk—zhl _Qk Cnm (736)

La operacion realizada por (7.35) y (7.36) corresponde a una convolucion discreta [CHU97]. La
secuencia de entrada dada pgpy es convolucionada cany h; para obtener por una lado una repre-
sentacion mas “suave” de la sefial original caracterizada por los coeficientescgscaley por otro
lado el detalle de la sefial representado por los coeficientes wayelgt Por lo tanto, podemos
reescribir (7.26) de la forma

FO) = a1s2 T 02" — k) + 3 dp1 427 (27— k) (7.37)
k k

El hecho de que los coeficientes escalares representen la forma general de la sefial original y lo
coeficientes wavelets el detalle se debe a que los coeficigéngels; actian como filtros digitales.
Mas especificamentke corresponde a un filtro pasa-bajdiy a un filtro pasa-banda. Sin embargo, al
aplicar esta operacion sobre una sefial digital real, nos daremos cuenta que nuestros datos de sali
estaran comprendidos por el doble de datos de entrada. En otras palabras, si tenemos una sefial de 1(
muestras obtendremos una aproximacion y un detalle de la sefial original, cada uno con una longitus
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- D_ @ Ena

512 Coeficientes

Filtra Pasa-hajo

C 1024
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Datos de
Entrada

)

512 Coeficientes

Filtro Pasa-banda

Figura 7.8:Descomposicion wavelet donde el dos con la flecha hacia abajo representa la operacion de subsampleo.

de 1024 datos también. Para resolver este problema, una vez realizada la convolucion discreta sob
el set de datos de entrada se aplica una operacion denonsiniadanpleo® que realiza un diezmado

de la sefal original, es decir, toma una sefjaly produce una salida, = x,,, descargando todos

los valores de indice impar. Una descripcion esquematica de lo anteriormente expuesto se ilustra en |
figura (7.8).

7.3.3 Reconstruccién de sefiales unidimensionales (Sintesis)

Hemos visto como trabaja la DWT para analizar o descomponer una sefial. La otra mitad de la historie
consiste en como recuperar la sefial original sin pérdida de informacion a partir de las componente:
obtenidas durante el analisis. A este proceso de reconstruccion se le denomina sintesis y correspont
a la inversa de la transformada discreta wavelet (IDWT). En otras palabras, lo que se desea hacer ¢
poder representar los coeficientes escala en un nivel de resolucién mas alto mediante una combinacic
de los coeficientes escala y wavelets en un nivel de resolucion mas bajo. Para lograr esto observemc
que si utilizamos la ecuacion de recursion (5.7) para reemppg2ar't —m) y ¢ (2"t —m) en (7.37)
obtenemos una nueva expresion paAde la forma

FO) = com D h(p)22¢(2"t —2m —p) + > du 1 Y hi(p)22 (2"t —2m —p)  (7.38)

multiplicando ambos lados pe(2"t — k) e integrando con respecto al tiempo

2Proveniente del ingléBownsampling
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/ FOH(2" = Kyt = 3 enorm Z h(p / 6(2" — 2m — p)p(2"t — k)di

+Zdn1m2h1 / 62"t — 2m — p)p(2°t — K)dt  (7.39)

COMO . =< f(t), dni(t) >= [T f(t)P(2"t — k)dt y el set{d,r;k € Z} es ortonormal,
entonces de acuerdo con (7.39) se tiene que

cnk—ch 1m2h (2m — p) —i—Zdn 1m D hi(p)d(k — (2m + p)) (7.40)

haciendo el cambio de variabje= 2m — p

Ck = D Cntm D h(D)O(k — @) + Y du1m D ha(p)0(k — q) (7.41)

y como

entonces finalmente

Co = D Comtmh(2m — k) + Y dy_1,mhi(2m — k) (7.42)

Asi como en el analisis se hace un filtrado y un subsampleo, en la sintesis se realizeauipleo®

y posteriormente un filtrado. El supsampleo es una operacion que inserta ceros entre cada sampleo ct
el fin de aumentar al doble la longitud de las componentes de entrada (coeficientes de aproximacion
escalay coeficientes de detalle o wavelet) de tal manera que la sefial obtenida después del filtrado ten

la misma longitud que la sefial original. Este proceso se puede observar en la figura (7.9) .

7.3.4 Multiples Niveles Analisis - Sintesis

Los procesos explicados en las dos secciones anteriores, el de analisis y sintesis, constituyen lo que
denomina un sistema de banco de filtros de 2 canales. Estos procesos son iterativos de tal manera que

3Proveniente del inglés upsampling
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Figura 7.9:Reconstruccion Wavelet donde el dos con la flecha hacia arriba representa la operacion de supsampleo.

teoria pueden repetirse en forma infinita con la salvedad que el proceso de sintesis depende del analis
Obviamente en la practica estos procesos no pueden repetirse en forma infinita, siendo el nivel d
resolucién de la sefial original el que pone el limite. Una explicacion mas detallada puede expresarse d
la siguiente manera: Supongamos una sefial con una longita®", en el analisis dividimos la sefial
original en una aproximacion y un detalle correspondientes al primer nivel de descomposicion, luego la
aproximacion de longitud igual 2t ! es nuevamente dividida obteniendo una nueva aproximacion y
detalle correspondientes a un segundo nivel de descompaosicion. Este procedimiento se vuelve a repe
hasta que la aproximacion y el detalle estan representados por un solo coeficiente, es decir, tienen ur
longitud del = 2°, lo que significa que el nUmero de iteraciones posibles de realizares-deg, N.

De esta forma se obtiene un vector de longitudue contiene un sélo término encargado de representar

la forma general de la sefial (coeficiente escala) y todos los otros términos con informacién sobre e
detalle obtenido en los diferentes niveles de descomposicion (coeficientes wavelets) como se ilustra e
la figura (7.10). A este conjunto de coeficientes se le denom#agor — DW'T.

La sintesis por su lado toma la aproximacién y el detalle, aumenta su longitud al doble mediante el
supsampleo y realiza la convolucion discreta con los respectivos filtros, obteniéndose como resultad
una mejor aproximacion a la sefial correspondiente al primer nivel de reconstruccion. Légicamente el
numero de veces que se realiza este proceso hasta llegar nuevamente a la sefal original depende
grado de descomposicién al que se lleg6 en el analisis, como se observa en la figura (7.11).

Ejemplo

A modo de ejemplo mostraremos una descomposicion y reconstruccion utilizando la Haar wavelet.
Como vimos en el capitulo 6, los coeficienteg h; corresponden a
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Figura 7.10:(a) Estructura de una descomposicion multiresolucién; (b) Vector - DWT obtenido de la descomposicion.
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Figura 7.11Estructura de una reconstruccion multiresolucion.
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Como la aproximacion esta relacionada con un promedio y el detalle con diferencias, entonces de
acuerdo con (7.35) y (7.36) podemos obtener nuestra primera descomposicion de la forma

1

Crj_1k = E(CJ,% + Crok+1) (7.43)
1

dj_1 = E(CJ,% — CJ2k+1) (7.44)

donde los:; son los coeficientes correspondientes a la sefial original, es decir, los datos de entrada
En otras palabrag es el nivel de resolucion mas alto con el cual se puede trabajary 2’ es la
longitud de la sefial original. De esta forma, supongamos una sefial con una lovigitud = 23
definida comoy” = {2,4,1,6,4,5,1,3}. Aplicando el algoritmo de descomposicion se puede ver en
la figura (7.12) como se realiza la convolucién discreta entre los filtrps:; con la sefial original
y el posterior subsampleo de tal forma que se obtienen dos set de coeficientes, uno encargado de
aproximacion a la sefal original y el otro encargado del detalle, ambos de lomgiugaso siguiente
es mantener el detalle y volver aplicar el algoritmo a los coeficientes de aproximaciéon dando como
resultado una nueva aproximacion mas general y un nuevo detalle, ambos de [Dn§istel proceso
se puede repetir una vez mas ya que tanto la longitud de la nueva aproximacién como del nuevo detall
seraigual d.

Para reconstruir la sefial a partir de los coeficientes escala y wavelet pertenecientes al primer nive
de descomposicion observamos que si sumamos y restamos (7.43) y (7.44) obtenemos las expresion

1
Clak = E(CLM +ds_1k) (7.45)
1
Croh—1 = —=(Cro1e — dy-1 k) (7.46)
5 \/5 3 3

permitiéndonos una reconstruccién perfecta de la sefial. Las ecuaciones arriba también pueden s
deducidas a partir de (7.42). En la figura (7.13) se puede ver como se realiza el proceso de supsample
y posterior convolucion para reconstruir la sefial en forma perfecta mediante la suma de los coeficiente
de reconstruccién escala y wavelet como se ilustra en la figura (7.14).
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Figura 7.12:Se observa la aplicacion del algoritmo sobre una sefial de lonyitsdS para obtener (a) Los coeficientes
de aproximaciony (b) los coeficientes wavelet. Ambos procesos se realizan en forma paralela.
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Figura 7.13:Esquema de reconstruccion a partir de un nivel de descomposicion.



7.3. TRANSFORMADA RAPIDA WAVELET (FWT) Y BANCO DE FILTROS 108

b \ 5
d & 2 : [ ]
4 . u U " | . . 6 : N
T + lp——— = 4 + &
o S T H : H I o L]
1 1 1 1 1 1 1 1 , 2 " | | 1 1 |
TR - i TR
Reconstruccion de Reconstruccidn del sefial original
la aproximacidn detalle

Figura 7.14:La suma de las reconstrucciones obtenidas de los coeficientes escala y wavelet nos entrega la sefial origina

Hasta el momento se ha realizado sé6lo una descomposicidén y reconstruccion. Sin embargo, €
objetivo principal de un andlisis wavelet es obtener el vector - DWT ya que es este el que contiene in-
formacion util para la aplicacion de esta herramienta en diferentes campos del procesamiento de sefals
tales como compresion, limpieza de ruido, deteccion de singularidades, deteccion de comportamient
comportamientos similares, etc. Tanto el proceso de descomposicién en forma iterativa como el de
reconstruccion se observan en la figura (7.15) y (7.16) respectivamente.
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Figura 7.15:Analisis multiresolucion d&” = {2,4,1,6,4,5,1,3} y obtencion de los coeficientds que conforman el
vector - DWT. Observar qué < k < 27 conk s6lo como niimero entero.



7.3. TRANSFORMADA RAPIDA WAVELET (FWT) Y BANCO DE FILTROS 110

L]
L=
£
—
| o
—
]
—
]

=]
|

13[13
2|2
C,, [13[13 alaa]psas
YT = ||z |2 |2
R ER 05/05(25[25
1w | 7|73 = [
67|94
Al b
c A AR
2k |\ F|\E|E e = 33|77 7| 7|2|*
o 2lslalz] o [ EEAERED
sk |2 | E | RN e N

Figura 7.16:Esquema de Reconstruccion.



Capitulo 8

Aplicaciones

Ya en este punto hemos desarrollado un completo marco tedrico sobre wavelets por lo que estamos ¢
condiciones de aplicarlo al procesamiento de sefales acustica. Wavelets ha sido aplicado a una grz
cantidad de problemas relacionados con el procesamiento de sefales: deteccion [SAP98], compresic
[TAM99], clasificacidn, limpieza de Ruido [SAP95], andlisis de transientes, andlisis tiempo - frecuencia
[PED99], en variadas disciplinas tales como medicina, estadistica, acustica, sismologia, criminologia
robatica, etc. El desarrollo de este capitulo se centrara en otorgar una explicacion general de algune
aplicaciones (quizas las con mayor investigacion y/o cobertura) donde se utilize wavelets.

8.1 Analisis de transientes

La transformada wavelet ha emergido como una efcetiva herramienta para el andlisis de sefales trat
sientes 0 no estacionarias. La propiedad de localizacion de la Transformada Wavelet es particularmen
atractiva, especialmente en problemas concernientes a la extraccion de caracteristicas o deteccion
comportamientos en sefiales durante pequeiios intervalos de tiempo.

8.1.1 Biomedicina

Debido a la naturaleza no estacionaria de la mayoria de las sefiales bioldgicas, wavelet ha tenido un gre
éxito en el campo de la Ingenieria Biomédica. En este campo la transformada wavelet ha sido utilizadz
para el analisis de electrocardiogramas con el objeto de poder diagnosticar desérdenes cardiovasculare
también ha sido utilizada en electroencefalogramas para el diagndstico de desdrdenes neurofisiolégic:
tales como deteccion seizure o analisis de potencial evocado para la deteccion de la enfermedad ¢
Alzheimer [POL97]. Wavelet ha sido también utilizada en la deteccion de microcalcificaciones en
mamogramas Y el procesamiento de tomografias e imagenes de resonancia mMagnética

1para mayor informacion puede consultar la direccion internet http://www.public.iastate.edu/"rpolikar

111
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8.2 Compresion

La base o principio en la utilizacion de wavelets en compresién es aprovechar que los coeficientes el
los espacio$V; son 'pequefios’ si la sefial analizada se comporta en forma suave y 'grandes’ si la sefial
a analizar varia en forma notoria. Esto sugiere que pueden eliminarse o hacerse cero los coeficiente
pequefios y la sefial sintetizada o reconstruida no variara mucho.

Existen tres pasos fundamentales en el proceso de compresion con wavelets:

1. Proyectar la sefal original a un subespacio multi-resolugjonon unn lo suficientemente
grande.

2. Aplicar el algoritmo de descomposicion wavelet.

3. Establecer un esquema de cuantizacion.

8.2.1 Compresion de Imagen

En la compresion de imagen, estudios han demostrado por ejemplo que al procesar una imagen c
512x512 pixels utilizando el sistema wavelet Daubechies 4 (ver apéndice) con un umbral del 0.2% (se
eliminan los coeficientes wavelet menores al 0.2% del maximo coeficiente) es posible lograr un radio
de compresion de 11:1 [TAM99].

Uno de los grandes logros es la implementacion de wavelets, es el proyecto llevado a cabo por el FB
para el disefio de un standard de compresién en la digitalizacion de su base de datos correspondier
a iméagenes de huellas digitales. El algoritmo utilizado por el FBI se conoce Bomelet/Scalar
Quantization 0 W SQ? [BRA93].

8.2.2 Compresion de Audio

En la compresion de Audio uno de los algoritmos de codificacion mas conocidos corresponde al MPEG
audio. Este algoritmo utiliza un sistema de banco de filtros de 32 bandas en conjunto con la FFT
como analizador de espectro para calcular la 'curva de enmascaramiento’ que se utiliza como umbre
(Basado en la percepcion auditiva del oido humano) dejando pasar sélo las componentes de frecuenc
dominantes. Este algoritmo comprime sefiales de audio de 700 Kbits/sec (calidad de CD por ej.) a 12¢
Kbits/sec en mono y a 256 Kbits/sec en stereo. Ahora bien ya que el algoritmo de descomposicion
utilizado por la transformada discreta wavelet es analogo a un sistema banco de filtros de dos banda
entonces se puede observar, que un sistema wavelet multinivel puede ser utilizado en reeemplazo d
sistema de banco de filtros de 32 bandas [CHU97]. Un ejemplo sobre este uso es el standard MPE(
layer 3 mas conocido como MP3.

2Para mayor informacion puede consultar la direccion internet http://www.c3.lanl.gov/ brislawn/FBI/FBI.html
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Senal de Coeficientes Limhbral Duro Limhbral Suave

Figura 8.1:Efecto del umbral duro y suave aplicado sobre un conjunto de coeficientes.

8.3 Limpieza de Ruido

Gracias al andlisis multiresolucion se vié que podiamos separar el comportamiento general y el detalls
de una sefial y luego reconstruir en forma perfecta la sefial original a partir de la descomposicion
wavelet. Ahora bien, si nosotros establecemos un umbral sobre los coeficientes wavelet con el fir
de reducir su numero eliminando los coeficientes de valores pequefios (considerados como ruido)
dejando solo aquellos coeficientes considerados como significativos de acuerdo a un cierto criterio
entonces, al realizar una reconstruccion solo obtendremos una aproximacion de la sefial original; la ide
es gue una version mas clara de la sefial original resulte cuando sélo las componentes mas significativ
son retenidas. Ademas, sg#a sefal original con ruido f la sefial obtenida después de establecer un
umbral, se desea que el error medio cuadrado resulte en un valor lo mas pequefio posible

- E\f-f
rir.n - 2 N |

La eleccion del umbral 6ptimo ha sido un tema estudiado por varios investigadores [SAP95] tales
como Donoho y Johnstone [DON92] los cuales se basan principalmente en parametros estadisticc
como la desviacion estandar, desviacion media absoluta, etc.

(8.1)

8.3.1 Ciriterios de umbral

Profundizando lo mencionado anteriormente, el hecho de establecer un umbral significa que todos lo
coeficientes wavelet, o pertenecientes al detalle de la sefial, que resulten ser menores que el valor d
umbral seran igualados a cero ya que ellos pueden ser omitidos sin afectar en forma substancial I
caracteristicas principales de los datos de entrada. Con respecto a los coeficientes wavelet cuyo val
absoluto resulte mayor que el umbral establecido, existen dos formas de ser procesados:

1. Umbral Duro: Si el valor absoluto del coeficiente es mayor que el umbral seleccionado, se
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mantiene el coeficiente y en caso contrario se iguala a cero. En otras palabrBsg|sesdor
del umbral establecidog; los coeficientes wavelet, entonces

di| < T =d; =0 (8.2)

| > T = di = d; (8.3)

2. Umbral Suave: Si el valor absoluto del coeficiente es mayor que el umbral seleccionado, se
modifica el coeficiente restando el umbral a su valor absoluto, en caso contrario se iguala el
coeficiente a cero al igual que el umbral duro. En otras palabras] stavalor del umbral
establecido yi; los coeficientes wavelet, entonces

di| < T =d; =0 (8.4)

d;| > T = d; = signo(d;)(|d;] = T) (8.5)

Como se observa en la figura (8.1) el umbral duro produce discontinuidad=ett7" lo cual no ocurre
con el umbral suave.

8.3.2 Desarrollo experimental con datos ficticios

El primer paso en el proceso de limpieza de una sefial es obtener el umbral a utilizar. Variados estudio
han determinado que la eleccion del umbral depende directamente del nivel de dédos datos de
entrada. La eleccion del umbral se realizo utilizando un método propuesto por Donoho y Johnstone
[SAP95]. Este método propone que el nivel de ruido de los datos de entrada se calcule como la me
dia absoluta de los coeficientes wavelet obtenidos en el primer nivel de descomposicién dividida por
0.6745,

d;_
o=3 |‘]T1’k/0.6745 (8.6)
k

ya que los coeficientes wavelet en este nivel son, con unas pocas excepciones, esencialmente pu
ruido. El tipo de umbral seleccionado se calcul6 de acuerdo con la siguiente férmula:

T = 04/2log(N) (8.7)

con N igual a la longitud de la sefal original.
Ya con estos datos estamos en condiciones de hacer nuestro andlisis wavelet. El primer andlisis |
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Sefial Original con Ruido
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Figura 8.2:Sefial que representa un efecto doppler con un nivel de ruido bastante notable (1024 muestras).
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Figura 8.3:Descomposicion wavelet realizada con la Daubechies 2 (Lado izquierdo); Coeficientes obtenidos después de
haber sido comparados con el umbral (Lado derecho).
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realizaremos con una sefal artificial correspondiente a un efecto doppler con ruido, como se observa €
la figura (8.2), compuesta de 1024 muestras lo que nos permite realizar hasta diez descomposicione
La funcién wavelet madre a utilizar sera la Daubechies 2 (ver apéndice) y la descomposicion se realizar:
hasta el quinto nivel. La secuencia de trabajo se resume de la siguiente manera:

1. Calculo del nivel de ruido
c=20.93

2. Calculo del umbral
T =347

3. Descomposicion de la sefal hasta el quinto nivel ( ver figura (8.3)).

4. Aplicacion de umbral suave sobre los coeficientes wavelet obtenidos en cada nivel de descom
posicion (ver figura (8.3)).

5. Reconstruccion de la sefial con los nuevos coeficientes wavelet (ver figura (8.4)).

6. Obtencion del error cuadratico medio
E =3,5%

7. Obtencion del porcentaje de energia retenido

s1]

PER = =93,8%

5]
dondes1 corresponde a la sefial reconstruidaayla seial original.

El software utilizado fue Matlab en conjunto con el toolbox de wavelet cuyo uso fue exclusivamente
para corroborar resultados (figura (8.5)).

8.3.3 Desarrollo Experimental con sefales reales
8.3.3.1 Tratamiento de sefales reales obtenidas de las vibraciones de un motor

Una vez comprobado el método de limpieza de ruido con datos artificiales, se prosigui6 a analizar une
sefal real la que se ilustra en la figura (8.6). Esta sefial corresponde a vibraciones de un motor rotatori
las cuales fueron tomadas con un medidor de vibraciones Bruel & Kjaer modelo 2513.

La wavelet utilizada para este analisis fue la Daubechies 4 (ver apéndice), y al igual que para los
datos artificiales, se realizaron cinco descomposiciones (V — 1, ..., N — 5). El umbral utilizado
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Sefial Reconstruida
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o

Figura 8.4:Sefial reconstruida utilizando los coeficientes wavelet procesados mediante umbral suave.

Original and de-noised =ignals
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Figura 8.5:Comparacion visual entre la sefial original y la sefial reconstruida. El porcentaje de energia conservado fue
de 93,8 %.
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=efial original.
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Figura 8.6:Sefial correspondiente a vibraciones de un motor rotatorio (Arriba); Sefial después de haber sido procesad:
(Abajo). Para una visualizacidon mas clara, solo los primeros 2500 sampleos se graficaron.

entrego un valor de.01 lo que causo la eliminacién total de los primeros 4 niveles de descompaosicion,
dejando sélo algunos coeficientes wavelet pertenecientes al quinto nivel de descomposicién como s
observa en la figura (8.7). El error cuadratico medio y el porcentaje de energia retenido fueron de:

E =6.33210 — 4%

PER =99.9%

Se observa para este caso que el nivel de ruido de la sefial es totalmente identificable y notoriament
diferenciable del comportamiento suave de la sefial. Si obtenemos los espectros de Fourier tanto de
sefal real como de la sefial limpia (figura (8.8)), nos podemos dar cuenta que después de la aplicacic
del método, se mantienen las componentes de frecuencia con mayor contenido energético, que para
caso corresponden a frecuencias bajas, eliminandose las componentes de frecuencia que portan mel
energia. Esto nos lleva a pensar que el método elimiéo de alta frecuencia ya que mantiene
el comportamiento suave de la sefial el cual estd asociada a componentes de baja frecuencia. E:
supuesto genera casi en forma autématica la inquietu@ue ocurre si el ruido es de baja frecuencia
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Figura 8.7:Coeficientes de descomposicion wavelet obtenidos utilizando la Daubechies 4 (lado derecho); Coeficientes
Wavelet obtenidos después de haber sido comparados con el umbral seleccionado (Lado izquierdo).

y la sefial que queremos obtener es de alta frecuencia?

8.3.3.2 Tratamiento de sefales reales obtenidas al aire libre.

Con el fin de tratar sefiales reales al aire libre y analizar la inquietud nacida del caso anterior, se obtuve
un set de datos correspondiente a sonidos de pajaros con alto nivel de ruido de fondo proveniente d
faenas constructoras, paso de vehiculos y ruidos caracteristicos de la urbe. Esta sefial se ilustra en
figura (8.9). Los datos fueron tomados utilizando un micréfono condensador omnidireccional Audio -
Technica y un Dat Portéatil Tascam DA - P1, a una tasa de muestreo de 44.1 KHz, una cuantizacion de
16 Bit y utilizando un canal del Dat.

El objetivo de este tratamiento se centrd en aislar el trinar de los pajaros del ruido de fondo utilizan-
do un analisis multi-resolucién con la wavelet Daubechies 4 (ver apéndice). Se realizaron hasta cincc
niveles de descomposicion los que se ilustran en la figura (8.10). Mediante una percepcion auditive
de la sefial original nos dimos cuenta que el sonido de los pajaros estaba compuesto por frecuencic
notoriamente mas altas que el ruido de fondo. Como el método explicado en la seccion anterior asum
gue el ruido en una sefal es de componentes de alta frecuencia, se procedié a restar a la sefial origir
el resultado obtenido de lanpieza,lo que como pensabamos nos entregd el sonido de los pajaros
mas componentes de ruido de alta frecuencia (Hiss). La percepcion auditiva de esta nueva sefial no fi
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Espectro de Fourier de la sefial original.
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Figura 8.8:Representacion del espectro de la sefial original y de la sefial limpia.

satisfactoria ya que subjetivamente cambiaba el espectro del sonido de los pajaros. Repetimos la exp
riencia cambiando el umbral en los distintos espacios wavelet o que no nos entregd mejores resultadc
auditivos que el anterior. Debido a esto se decidié aplicar otro criterio para lograr nuestro objetivo.

El nuevo criterio fue escuchar cada espacio wavelet y seleccionar aguellos espacios en los cuales
sonido de los pajaros fuera mas claro y nitido. Mediante este método se conservo el @spatip
eliminandose en su totalidad los coeficientes correspondientes a los egjacitis que no aportaban
componentes de frecuencia en el rango buscado.

El espacial4, ademas de ruido, contenia cierta informacion de interés, por lo que se decidio hacer
una nueva descomposicion sobre este espacio, la que se realizo utilizando la wavelet Daubechies 6 (v
apéndice) en cinco niveles. Esta descomposicion, que se ilustra en la figura (8.11), nos permitio aisla
mas componentes pertenecientes al trinar de los pajaros, debido a que estas se concentraron auditi
mente en dos espacios, correspondiented-aly al d4,. El primero de estos espacios contenia solo
componentes de interés, mientras que el segundo ademas de contener componentes de interés prese
ba ruido. Al reconstruir la sefial con los espacidsd3 y d4; logramos una buena aislacion del cantar
de los pajaros, pero perdimos algunas frecuencias que se encuentran en eldspadiceconstruir
la sefal con los espaciag, d3 , d4; y d4, conservamos practicamente todas las componentes de fre-
cuencia del cantar de los pajaros, pero incluimos un poco de ruido. La diferencia en las componente
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Figura 8.9:Seal original.

de frecuencia de estas dos ultimas reconstrucciones se pueden apreciar en la figura (8.12), y una vis
alizacion tiempo - frecuencia de la sefal original y la reconstruccion empleando los esadivs
d4;y d4, se observa en la figura (8.13).

Como podemos observar en la figura (8.13) el andlisis realizado permitié eliminar, en su mayoria,
componentes de frecuencias bajas, trabajo que podria haber sido realizado por un filtro pasa altos
momento de grabar o por un ecualizador en un proceso post - grabacion. Mas nuestro punto de vista ¢

tomar el analisis Wavelet como una alternativa a estos procedimientos, alternativa que ha probado s
eficacia y potencialidad.
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Coeficientes Wayelet
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Figura 8.10:Descomposicion de la sefial original realizada con la wavelet Daubechies 4.
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Coeficientes Wayelet

Figura 8.11:Descomposicion de los coeficientes d4 usando la wavelet Daubechies 6.
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Espectro de Fourier
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Figura 8.12:Transformada de Fourier de las reconstrucciones de la sefial original. En rojo: mediante los d&pacios
d3y d4s. En azul: mediantd2, d3, d43 y d4,.
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Figura 8.13:Arriba: Transformada Continua Wavelet de la sefial original; Abajo: Transformada Continua Wavelet de la
reconstruccion con los espacidis d3 , d4; y d4,. Ambas representaciones fueron obtenidas utilizando la wavelet Morlet.
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8.4 Conclusiones

1. Hay que dejar en claro que Wavelet no ha aparecido como la herramienta que desplaza a I
Transformada de Fourier (TF), sino mas bien como una herramienta que puede complementars
con la TF, o ser una correcta o no correcta eleccion dependiendo del tipo de sefal a analizar o d
la aplicacion en la cual se desee utilizar.

2. Las funciones bases ocupadas por Fourier son el seno y coseno cuyo soporte es infinito. Las fur
ciones bases de wavelet son versiones dilatadas y trasladadas de una funcion de soporte compac
(o finito), llamada wavelet madre, denotada comunmente>por

3. Las bases de Wavelet, al ser muchas y muy distintas, se adaptan muy bien a diversas aplice
ciones y tipos de sefial, dando incluso la posibilidad de crear una nueva base para una aplicacio
especifica o para un determinado tipo de sefal.

4. En el andlisis de sefales no estacionarias la transformada de Fourier no es éptima ya que aunqt
entrega una informacion completa del contenido espectral de la sefial, no es capaz de localizar e
el tiempo las componentes de frecuencia.

5. Latransformada corta de Fourier permite hacer un analisis tiempo - frecuencia de sefales no este
cionarias, ya que segmenta la sefial utilizando una funcion tiempo - ventana (ventana Cuadrada
Hanning, etc) y calcula la transformada de Fourier sobre cada segmento. El problema reside en [
rigidez del ancho de la ventana que se mantiene fijo durante el analisis de la totalidad de la sefia
y por lo tanto calcula con la misma resolucion tanto frecuencias bajas como frecuencias altas.

6. Latransformada Wavelet depende de dos variables, una encargada del escalamiento de la funcic
waveleta y otra encargada de la traslacion de la funcién wavelet

7. Mediante las variables de escalamiento y traslacion la transformada Wavelet es capaz de hace
un andlisis tiempo - frecuencia con una resolucion variable, es decir, utiliza ventanas de diferente
ancho durante el analisis de la sefal.

8. Un conjunto de versiones dilatadas y trasladadas, tanto de una funcidngescate de una
funcion wavelet), ambas pertenecientes al espacipson capaces de aproximar cualquier sefial
unidimensional cuyo contenido energético sea finito.

9. Lafuncién escala es la encargada de analizar el comportamiento general de la sefial, mientras
gue la funcion wavelep se encarga de analizar el comportamiento del detalle de la sefial.
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La ortonormalidad de las bases empleadas, tanto en el analisis de Fourier como en el analisi
Wavelet, es una propiedad esencial (excepto para la CWT), debido a que convierte el calculo de
los coeficientes en una tarea rapida y sencilla.

La obtencion de los coeficientes escala como de los coeficientes wavelet se realiza mediante ¢
producto interno entre las versiones dilatadas y trasladadas de la funcion escala y wavelet cor
la sefal a analizar. De esta forma el coeficiente obtenido representa el grado de correlacion qut
existe entre la funcion escala y wavelet con la sefial en un intervalo finito en el espacio del tiempo.

La transformada discreta wavelet discretiza (valga la redundancia) las variables de escalamient
y traslacion. Una discretizacion de la forma= 2/ y b = 27k genera un sistema wavelet de
funciones base ortonormales por ej. Haar wavelet, Daubechies wavelet.

Mediante la transformada discreta wavelet es posible generar un analisis multiresolucion sobre
una sefal discreta. Un analisis multiresolucion corresponde a un proceso iterativo de convolu-
ciones entre la sefial discreta y coeficientes que actian tanto como filtro pasa-bajo y filtro pasa-
banda de tal manera que la sefial discreta es descompuesta obteniéndo informacion sobre I
caracteristicas generales de la sefial y sobre las caracteristicas del detalle de la sefial en forn
separada.

Al tener una sefial discreta cohmuestras, podremos realizar una descomposicién wavejet en
niveles de resolucion, obteniendo gst 1 espacios wavelet y un espacio escala.

La forma de trabajo de la transformada discreta Wavelet permite una facil implementacion com-
putacional mediante el disefio de rapidos algoritmos para el calculo de los coeficientes.

Debido a que los coeficientes wavelet son los encargados del detalle de la sefial, estos son ¢
valores pequefios. Esto sugiere que pueden eliminarse o hacerse cero los coeficientes cercano:
cero y la sefial reconstruida no variara mucho, es decir, el error de aproximacion entre la sefia
reconstruida y la original serd minimo. Esta sencilla idea ha sido la base sobre la cual wavelet he
encontrado importantes aplicaciones en la compresion de sefiales y eliminiacion de ruido.

Los espacios wavelet se comportan como filtros, pudiendose ver cada espacio como un interval,
de frecuencias, asi, se puede implementar un software que entregue un ecualizador gfafico de
bandas, al realizar un analisis wavelet gatescomposiciones.
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Apéndice A
Referencias Internet

LA SIGUIENTE LISTA ES UNA RECOPILACION DE DOMINIOS PUBLICOS LOS CUALES FUERON
COSULTADOS DURANTE EL DESARROLLO DE ESTA TESIS:

1. http://lwww.stats.bris.ac.uk/pub/reports/Wavelets/WavByTop.html

Articulos y papers de wavelet aplicado a problemas de estadistica principalmente.
2. http://www.oslo.sintef.no/wavelets/theory.html

Descripcion y Teoria sobre Analisis Multi - Resolucion.
3. http://www.cetaceanresearch.com/software.html

Software para analisis de sefiales acusticas.
4. http://lwww.ecgcorp.com/velav/index.html

Informacion principalmente sobre acustica y vibraciones.
5. http://licavwww.epfl.ch/"minhdo/wavelet_course/

Informacion atil sobre procesamiento de sefiales digitales mediante wavelets, con ejercicios en
Matlab.
6. http://www.cosy.sbg.ac.at/"uhl/wav.html

Links a otras paginas dedicadas a wavelets y procesamiento de sefiales.
7. http://lwww.che.utexas.edu/"misra/wavelet.html

Pequenia guia de libros y software para utilizacion de wavelets.
8. http://www-stat.stanford.edu/"wavelab/

Completo Software para Matlab.
9. http://www.isye.gatech.edu/"brani/

Pagina de Brani Vidakovic, Profesor investigador en el campo de wavelets aplicado a problemas de
estadistica y limpieza de ruido.
10. http://www.dsp.rice.edu/publications/

Completa guia de papers clasificada por temas.
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11. http://www.prosonig.com
Software de Audio con implementaciones que utilizan algoritmos basados en wavelets.
12. http://cas.ensmp.fr/"chaplais/Wavetour_presentation/Wavetour_presentation_US.html
Informacion sobre wavelet y Fourier, con topicos tales como: analisis de frecuencia, wavelets
diadicas y filtrado discreto, entre otros.
13. http://www.spd.eee.strath.ac.uk/"interact/fourier/fft.ntmil
Tutorial sobre la Transformada Rapida de Fourier.
14. http://users.ox.ac.uk/"ball0597/Fourier/
Informacion variada sobre analisis de Fourier.
15. http://www.spd.eee.strath.ac.uk/"interact/fourier/dft.html
Tutorial sobre la Transformada Discreta de Fourier.
16. http://www.med.harvard.edu/JPNM/physics/didactics/improc/intro/fourierl.html
Introduccion a la Transformada de Fourier.
17. http://archives.math.utk.edu/topics/fourierAnalysis.html
Lista de direcciones online dedicadas a diferentes aplicaciones que utilizan tanto teoria de Fourier
como de wavelets.
18. http://www.amara.com/current/wavelet.html
Completa pagina con links a software, libros, papers, dedicados tanto a teoria como aplicaciones d
wavelets.
19. http://www.mame.syr.edu/faculty/lewalle/tutor/tutor.html
Tutorial de Wavelets.
20. http://sepwww.stanford.edu/public/docs/pvi/toc_html/index.html
Informacion sobre Fourier y Wavelet.
21. http://lwww.wavelet.org
Completa pagina sobre el tema.
22. http://lwww.mathsoft.com/wavelets.html
Gran lista de papers sobre wavelets clasificados por temas de investigacion.
23. http://www.princeton.edu/"icd/
Pagina de Ingrid Daubechies, cuyo campo de interés se focaliza en el analisis tiempo - frecuencia
utilizando wavelets.
24, http://www-stat.stanford.edu/"donoho/
Pagina de Dave Donoho, cuya principal campo de investigacion es limpieza de ruido utilizando
meétodos estadisticos en conjunto con wavelets.
25. http://'www.ukc.ac.uk/IMS/statistics/people/T.Sapatinas/
Pagina de Teophanis Sapatinas, cuyas areas de interés son: Teoria y aplicacion de wavelets en el
analisis estadistico de sefiales de tiempo, Utilizacion de wavelets en el procesamiento de sefial e
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imagen.
26. http://www-dsp.rice.edu/"harry/
Wavelets y procesamiento digital de sefiales.
27. http://euclides.uniandes.edu.co/"wavelets/
Pagina de la Universidad de los Andes, Colombia, con informacion tedrica sobre wavelets.
28. http://'www.public.iastate.edu/ rpolikar/WAVELETS/WTtutorial.html
Practico tutorial wavelet.



Apéndice B
Rutinas programadas en MATLAB

Rutinas para Matlab utilizadas tanto para descomposicion como reconstruccion de sefales utilizand
el sistema Wavelet Daubechies:

96*************************************************
% subsampleo(X) elimina todos los coeficientes de
% indice impar pertenecientes al vector X. Disminuyendo
% la longitud de X a la mitad o a la mitad menos 1/2,
% dependiendo si la longitud original es par o impar.
%
% VER supsampleo
96*************************************************
function a=subsampleo(x)
if (nargin == 0)

error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
[s1 s2]=size(x);
if s1>s2

X=X’
end
Is=length(x);
a=x(:,2:2:ls);

96*************************************************

% supsampleo(X) inserta ceros entre los coeficientes
% del vector X, aumentando la longitud del vector al
% doble mas uno.
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%
% VER subsampleo
Ok bk ko k kA kR kR kR A kAR kA KRR R A kR
function y=supsampleo(x)
if (nargin ==0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
[s1 s2]=size(x);
if s1>s2
X=X’
end
Is=2*length(x)+1,;
y=zeros(1,ls);
y(2:2:1s)=x;

96*********************************************************************

% Rutina que mantiene parte de un vector. V=keep(S,N)
% crea un vector V de longitud N, extrayendo en forma
% alternada elementos de ambos extremos del vector S.

96**********************************************************************

function v=keep(s,n)

if (nargin == 0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end

Ish=length(s)./2;

nl=floor(n./2);

if mod(n,2)==0
v=s(Ish-n1+1:1:Ish+nl);

else
v=s(Ish-nl:1:Ish+nl);

end

96***********************************************************************

% Rutina que realiza el primer nivel de descomposicion
% de una sefial utilizando el sistema Wavelet Daubeuchies.
% SINTAXIS: [cal cd1l]=analisisdb(X,M), donde X es la sefial
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% de entrada, y M es un entero positivo que especifica el
% sistema Daubeuchies utilizado.
% M puede tomar los siguientes valores:

% [1,2,3,4,5,6,7,8]
%
% VER sintesisdb

%************************************************************************

function [c,d]=analisisdb(x,m)
if (nargin == 0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
tx=size(X);
if tx(1)>1
X=X’
end
switch m
case 1
filtro_escala=[1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; %fFiltro Pasabajo de Descomposicion
filtro_wavelet=[-1./sqgrt(2) 1./sqrt(2)]; %Filtro Pasaalto de Descomposicion
case 2
load daub2.dat; s=daub2;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 3
load daub3.dat; s=daub3;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 4
load daub4.dat; s=daub4;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 5
load daub5.dat; s=daub5;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 6
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load daub6.dat; s=daub6;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 7
load daub7.dat; s=daub7;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
case 8
load daub8.dat; s=daub8;
filtro_escala=s(1,:);
filtro_wavelet=s(2,:);
otherwise
errargt(mfilename,’argumento no valido’,msg’); error(’*");
end
%Calculo de los coeficientes de aproximacion
c=subsampleo(conv(x.filtro_escala));
%Calculo de los coeficientes de detalle
d=subsampleo(conv(x,filtro_wavelet));

96************************************************************************

% Rutina que realiza la reconstruccion de la sefial
% original a partir del primer nivel de descomposicion
% de una sefal utilizando el sistema Wavelet Daubeuchies.
% SINTAXIS: [C D]=sintesisdb(ca,cd,M), donde cay cd son
% los coeficientes de aproximacion y detalle respectivamente,
% y M es un entero positivo que especifica el sistema Daubechies
% utilizado para la reconstruccion.
% M puede tomar los siguientes valores:
% [1,2,3,4,5,6,7,8]
%
% VER analisisdb
96************************************************************************
function [C,D]=sintesisdb(ca,cd,m)
if (nargin == 0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
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%Insercion de ceros entre los coeficientes de aproxiamcion (supsampleo)
Ctemp=supsampleo(ca);
%Insercion de ceros entre los coeficientes de detalle (supsampleo)
Dtemp=supsampleo(cd);
switch m
case 1
filtro_escala=[1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; %fFiltro Pasabajo de Descomposicion
filtro_wavelet=[1./sqrt(2) -1./sqrt(2)]; %Filtro Pasaalto de Descomposicion
case 2
load daub2.dat; s=daub2;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 3
load daub3.dat; s=daub3;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 4
load daub4.dat; s=daub4;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 5
load daub5.dat; s=daubb5;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 6
load daub6.dat; s=daub6;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 7
load daub7.dat; s=daub7,
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 8
load daub8.dat; s=daub8;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);



otherwise

errargt(mfilename,argumento no valido’,msg’); error(’*");
end
If=length(filtro_escala);
%Reconstruccién de la aproximacion
Ctemp=conv(Ctemp,filtro_escala);
C=Ctemp(:,If:1:length(Ctemp)-If+1);
%Reconstruccion del detalle
Dtemp=conv(Dtemp,filtro_wavelet);
D=Dtemp(:,If:1:length(Dtemp)-If+1);

96***************************************************************

% Rutina que realiza una descomposicion multinivel

% sobre una sefial unidimensional utilizando el sis-

% tema Wavelet Daubechies.

% SINTAXIS: [C L]=dbdesc(X,M,N), donde X es la sefial de

% entrada, N es el nivel de descomposicion
% deseado y M es un entero que especifica
% el sistema Daubechies utilizado.

% M puede tomar los siguientes valores:

% [1,2,3,4,5,6,7,8]

96****************************************************************

function [c,l]=dbdesc(x,m,n)
if (nargin == 0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
if ((round(n)-n)™=0)
error('N debe ser un nimero entero’);
end
tx=size(X);
if tx(1)>1
X=X’;
end
c=[I;
[=[length(x)];
fori=1:n
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[x d]=analisisdb(x,m); %Proceso de descomposicion
c=[dc];

I=[length(d) I]; %Guarda las longitudes correspondientes a cada descomposicion

end
c=[x c]; %Matriz wavelet

96**********************************************************************

% Rutina que realiza una reconstruccion multinivel

% sobre una sefal unidimensional utilizando el sis-

% tema Wavelet Daubechies.

% SINTAXIS: S=dbdesc(C,L,M), donde C corresponde a

% la matriz wavelet, L corresponde a los niveles

% de descomposicion y M es un entero que especifica
% el sistema Daubechies utilizado.

% M puede tomar los siguientes valores:

% [1,2,3,4,5,6,7,8]

96**********************************************************************

function s=dbrec(c,l,m);

if (nargin == 0)
error('Debes ingresar los datos de entrada’);
end
switch m
case 1l

filtro_escala=[1./sqrt(2) 1./sqrt(2)]; %Filtro Pasabajo de Descomposicion
filtro_wavelet=[1./sqrt(2) -1./sqrt(2)]; %Filtro Pasaalto de Descomposicion
case 2
load daub2.dat; s=daub2;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 3
load daub3.dat; s=daub3;
filtro_escala=s(3,:);
filtro_wavelet=s(4,:);
case 4
load daub4.dat; s=daub4;
filtro_escala=s(3,:);
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filtro_wavelet=s(4,:);

case 5

load daub5.dat; s=daub5;

filtro_escala=s(3,:);

filtro_wavelet=s(4,:);
case 6

load daub6.dat; s=daub6;

filtro_escala=s(3,:);

filtro_wavelet=s(4,:);
case 7

load daub7.dat; s=daub7;

filtro_escala=s(3,:);

filtro_wavelet=s(4,:);
case 8

load daub8.dat; s=daub8;

filtro_escala=s(3,:);

filtro_wavelet=s(4,:);
otherwise

errargt(mfilename, argumento no valido’,msg’); error('*");
end
s=c(1:1(1)); %Coeficientes escala de la ultima descomposicion
ld=1,;

for i=1:(length(l)-1) %
[d=I(i)+Id; % Reconstruccion de
d=c(Id:ld-1+I(i)); % las descomposi-

C=keep(conv(supsampleo(s),filtro_escala),|(i+1)); % ciones.
D=keep(conv(supsampleo(d),filtro_wavelet),|(i+1)); %
s=C+D; %
d=Id-(I(i+1)-1(i)); %

end
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Apéndice A

Wavelet Daubechies

Tabla con los coeficientes filtros de descomposicion y reconstruccion correspondientes a la Familic

Wavelet Daubechies (1-8).

Daubechies 1

Daubechies 2

Daubechies 3

Daubechies 4

14.14213e-001 4.82962e-001

3.32670e-001]

2.30377e-00]

14.14213e-001 8.36516e-001

8.06891e-001]

7.14846e-001

2.24143e-001

4.59877e-001

6.30880e-001

-1.29409e-001

-1.35011e-001

-2.79837e-002

-8.54412e-007

-1.87034e-001

3.52262e-002

3.08413e-002

3.28830e-002

-1.05974e-002
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Daubechies 5

Daubechies 6

Daubechies 7

Daubechies 8

1.60102e-001

1.11540e-001

7.78520e-002

5.44158e-002

6.03829e-001]

4.94623e-00]]

3.96539e-001

3.12871e-001

7.24308e-001

7.51133e-001

7.29132e-00]

6.75630e-001]

1.38428e-001

3.15250e-001]

4.69782e-001

5.85354e-001]

-2.42294e-001

-2.26264e-001

-1.43906e-001

-1.58291e-002

-3.22448e-002

-1.29766e-001

-2.24036e-001

-2.84015e-001

7.75714e-002

9.75016e-002

7.13092e-002

4.72484e-004

-6.24149e-003

2.75228e-002

8.06126e-002

1.28747e-001

-1.25807e-002

-3.15820e-007

-3.80299e-007

-1.73693e-007

OO IN[O|O|RAR|W|IN| L |O|>S

3.33572e-003

5.53842e-004

-1.65745e-007

-4.40882e-007

[EY
o

4.77725e-003

1.25509e-002

1.39810e-002

[EE
[EEN

-1.07730e-003

4.29577e-004

8.74609e-003

[EEN
N

-1.80164e-003

-4.87035e-003

[EY
w

3.53713e-004

-3.91740e-004

[EEY
~

6.75449e-004

[EY
a1

-1.17476e-004
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