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Signaux et systèmes

Codes détecteurs et correcteurs d’erreurs
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Equipartition asymptotique

• Conséquence directe de la loi des grands nombres
• Si X1, X2, … sont des variables aléatoires i.i.d. p(x), on a 

• Ensemble typique
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Conséquence: Compression

• Code pour les                  séquences typiques

• Code pour les autres séquences

• Longueur moyenne du code
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Codage de canal

• On définit un code (M,n) pour un canal X ?  Y comme
– Un alphabet { 1,2, … M } 
– Une fonction d’encodage Xn: { 1,2 ... M } ?  Xn

– Une fonction de décodage g: Yn ?  { 1,2 ... M } 

• Le taux R de ce code est

• La probabilité d’erreur P(W?W) est liée au taux via l’inégalité
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Codage de canal

 typiquesenvoyées  séquences 2 )( XnH

 typiquesrecues séquences 2 )(YnH

Ypour  sraisonable
 causes 2 )|( YXnH

Xpour  esraisonnabl
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X

Y

Rappel

• Le théorème de Shannon dit que l’on peut transmettre avec aussi peu
d’erreur que l’on veut tant que R = C = max I(X,Y) , et pas si R > C

• La preuve utilise des codes aléatoires, un décodage jointement typique
et en étudie le comportement asymptotique pour de longues séquences. 
Elle est non constructive
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Théorie du codage

• Shannon vs. Hamming

• Codes de Hamming (1950)

• Application: RAID

• Codes de Reed-Solomon (1960)

• Autres codes en bref

• Application: Correction d’erreur sur un CD
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Shannon

• Né le 30 avril 1916, Gaylord, MI, USA
• Mort le 24 février 2001, Medford, MA, USA
• 1936: EE Université du Michigan
• 1940: PhD Massachusetts Institute of Technology (MIT)
• 1941-1972: Bell Laboratories
• Dès 1956: Professeur au MIT

• “A Mathematical Theory of Communication”, 1948: base 
de la théorie de l’information

• “Communications in the presence of noise”, 1949: Preuve
du théorème d’échantillonage de Nyquist

• “Programming a Computer for Playing Chess”, 1950: 
Minimax search

• …
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“A Mathematical Theory of Communication”, 1948

• Formalisation du schéma linéaire de 
communication

• Première apparition du mot “bit”

• Le canal sans bruit: Possibilité de 
comprimer jusqu’à H(X) bits. Algorithme
pratique pour y arriver 

• Le canal bruité. Possibilité de transmettre
sans erreur jusqu’à la capacité C. Preuve
théorique. Cite le code de Hamming 
comme exemple d’approche pratique. 
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Hamming

• Né le 11 février 1915, Chicago, IL, USA
• Mort le 7 janvier 1998, Monterey, CA, USA
• 1937: BS Université de Chicago
• 1939: MA Université du Nebraska
• 1942: PhD Université d’Illinois
• 1945: Projet Manhattan, Los Alamos 
• 1946-1976: Bell Laboratories

• “Error detecting and error correcting codes”, 1950: base 
de la théorie du codage

• “Numerical Methods for Scientists and Engineers", 
McGraw-Hill, 1962: introduit notamment la fenêtre de 
Hamming

• IBM 650: langage de programation de haut niveau, 
format de nombres, overflow, … 

• …
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“Error detecting and error correcting codes”, 1950

• Conséquence de la frustration de 
Hamming suite au crash de l’ordinateur
à relais de Bells Labs un vendredi soir, 
détecté le lundi matin. 

• Notion de parité, et de parité de bloc

• Codes optimaux pour détection d’une
erreur, correction d’une erreur, 
détection de deux erreur et correction 
d’une, … 

• Les articles de Shannon et Hamming 
sont disponibles dans la section “Liens 
utiles” du site web du cours.
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Code « 2 parmi 5 »

• Code « 2 parmi 5 »: Dix groupes pour représenter les chiffres de 0 à 9 
avec deux « 1 » et trois « 0 » chacun

• Permet de détecter une erreur

• Pas de la corriger

• Pas de détecter deux erreurs ou plus

1 1 0 0 0 
1 0 1 0 0 
1 0 0 1 0 
1 0 0 0 1 
0 1 1 0 0 
0 1 0 1 0 
0 1 0 0 1 
0 0 1 1 0 
0 0 1 0 1 
0 0 0 1 1 
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Codes systématiques

• Mots code composés de n bits
• Parmi ceux-ci, m sont associés à de l’information utile
• Les k = n – m autres sont utilisés pour la détection et correction 

d’erreurs

• On définit la redondance R = n/m

• Pour un nombre d’erreurs détectables ou corrigibles, on cherche
évidemment à avoir R le plus petit possible
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Détection d’une erreur

• m = n-1 bits d’information
• 1 bit de parité, de sorte que le nombre total de “1” dans le mot code 

soit pair. 
• S’il y a une seule erreur dans le mot code, on la détecte puisque le 

nombre de “1” devient impair
• Redondance de ce code: 

• Si Pe est la probabilité d’erreur sur un bit, avec Pe << 1/n , la 
probabilité d’erreur simple sur le mot est n.Pe et la probabilité d’avoir
plus d’une erreur est environ n.(n-1).Pe
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Code à répétition

• Une méthode simple pour corriger des erreurs est la répétition. 
Si 0 et 1 sont codés par “000” et “111”, on peut corriger une
erreur simple en prenant le symbole majoritaire entre 0 et 1

• En répétant 5 fois, on corrige 2 erreurs, en répétant n=k+1 fois, 
on corrige k/2 erreurs (k pair). 

• La redondance de ce code est R = n/m = n puisque m = 1
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Code (8,4) pour corriger une erreur

• On peut corriger une erreur avec plusieurs bits 
de parité vérifiant différents blocs de bits

• Code (8,4) avec 4 bits d’information (en noir) et 
4 bits de parité (en rouge) selon les lignes et 
colonnes.

• Exemple 1: une erreur sur un bit d’information
=> deux erreur de parité

• Exemple 2: une erreur sur un bit de parité
=> une erreur de parité

• Plus d’une erreur: indétectable

1 0 1

0 0 0

1 0

1 0 1

0 1 0

1 0

1 0 1

0 0 0

1 1
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Code (n,m) pour corriger une erreur

• Quelle est le code le plus efficace pour corriger une erreur en 
transmettant m bits d’information ? 

• Quel est le plus petit nombre k de bits de parité à ajouter ? 

• Solution: les k bits de parité doivent être capable de coder les 
informations suivantes

– pas d’erreur
– la position d’une erreur parmi un des m bits d’information
– la position d’une erreur parmi un des k bits de parité

• En tout, k bits permettent de coder 2k informations différentes, d’où

112 +=++≥ nkmk
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n 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

m 0 0 1 1 2 3 4 4 5 6 7 8 9 10 11 11

k 1 2 2 3 3 3 3 4 4 4 4 4 4 4 4 5

Code (n,m) pour corriger une erreur

112 +=++≥ nkmk

• On cherchera évidemment à utiliser les codes pour lesquels le nombre
de bits utiles est maximum pour un nombre de bits de parité donné. 

• Le code (12,8) est également très utile: 1 byte d’information et ½ byte 
de parité.

• Le code (3,1) est équivallent au code à répétition vu précédemment.
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Code de Hamming (7,4)

• On veut contrôler la parité de 7 = n = 2k -1 = 23 – 1 bits.

• On veut que la vérification des k = 3 bits de parité nous donne la 
position de l’erreur unique, ou 0 s’il n’y en a pas

• Le 1er bit de parité contrôle les positions 1,3,5,7
• Le 2ème bit de parité contrôle les positions 2,3,6,7
• Le 3ème bit de parité contrôle les positions 4,5,6,7

• Pour que les bits de parité soient indépendants les uns des autres, 
on place les k bits de parité aux positions 20, 21, … 2k-1. Dans ce
cas, k=3 et donc on place les bits de parité aux positions 1, 2 et 4.
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décimal binaire bit 1 2 3 4 5 6 7 mot code
0 0000 0 0 0 0 0 0 0 0000000
1 0001 1 1 0 1 0 0 1 1101001
2 0010 0 1 0 1 0 1 0 0101010
3 0011 1 0 0 0 0 1 1 1000011
4 0100 1 0 0 1 1 0 0 1001100
5 0101 0 1 0 0 1 0 1 0100101
6 0110 1 1 0 0 1 1 0 1100110
7 0111 0 0 0 1 1 1 1 0001111
8 1000 1 1 1 0 0 0 0 1110000
9 1001 0 0 1 1 0 0 1 0011001
10 1010 1 0 1 1 0 1 0 1011010
11 1011 0 1 1 0 0 1 1 0110011
12 1100 0 1 1 1 1 0 0 0111100
13 1101 1 0 1 0 1 0 1 1010101
14 1110 0 0 1 0 1 1 0 0010110
15 1111 1 1 1 1 1 1 1 1111111

Code de Hamming (7,4)
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Décodage de Hamming (7,4)

• On veut transmettre 6 = 0110 

• On recoit

• On vérifie les parités
– Bits 1,3,5,7: 1000 => pas OK s0 = 1
– Bits 2,3,6,7: 1010 => OK s1 = 0
– Bits 4,5,6,7: 0010 => pas OK s2 = 1

• La position de l’erreur est s2s1s0 = 101 = 5. On a une erreur sur le 5ème 
bit

1 1 0 0 1 1 0

1 1 0 0 0 1 0
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Détection de 2 erreurs, correction d’une

• On prend n’importe quel code correcteur d’une erreur précédent. On y 
ajoute 1 bit de parité. 

• Il y a 3 cas possibles

– Pas d’erreur. Toutes les parités sont correctes

– Une erreur: Le dernier bit de parité génère une erreur. Les autres bits de 
parité donne la position de l’erreur. Si c’est 0, l’erreur est sur le bit de parité
supplémentaire

– Deux erreurs: Le dernier bit de parité ne génère pas d’erreur. Les autres bits 
indiquent une position d’erreur différente de 0, mais invérifiable. 
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Distance de Hamming

• Pour savoir la capacité détectrice ou correctrice d’un code, on définit
la distance de Hamming entre deux mots code comme le nombre de 
bits différents entre ces mots

• Exemple: 
– D(0111,0111) = 0
– D(0110,0111) = 1
– D(0110,1001) = 4

• La distance de Hamming D(C) d’un code est la distance minimale
entre deux mots quelconques de ce code.

• Si on considère un hypercube de dimension n, on peut mapper ses
sommets avec tous les mots de n bits. La distance de Hamming entre
deux mots codes correspond au nombre de cotés qu’il faut parcourir
pour passer d’un sommet à l’autre.  
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Distance de Hamming

• Si on prend les 2n mots codes possibles, on a 
D(C) = 1 et la seule garantie que l’on a est
l’unicité des mots code

• Si on se restreint aux mots code pairs (en 
rouge), on a D(C) = 2 et on peut détecter une
erreur

• Si on se restreint au code (3,1) (en bleu), on a 
D(C) = 3 et on peut corriger une erreur.

• Avec D(C) = 4, on corrige une erreur et en 
détecte deux

• D(C) = 5: correction d’erreurs doubles

• …

000

111

101

110

100

011

001

010
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Codes Linéaires

• L’analogie de l’hypercube précédente revient à considérer que les 
mots codes sont extraits de l’espace vectoriel ( Z2 )n, l’ensemble des 
vecteurs contenant des éléments de Z2 = { 0,1 }

• Le code de Hamming (n,m) forme un sous espace vectoriel. Si a,b et c 
sont des symboles à coder tels que a + b = c , alors leurs mots codes 
correspondants respectent x(a) + x(b) = x(c).

• En pratique, les opérations de codage et décodage peuvent être
effectuées comme des multiplications matricielles. 

• Pour trouver le mot code x (n,1) qui correspond au message m (m,1), 
on calcule x = mG où G est la matrice génératrice (n,m).

• Pour décoder, on crée la matrice de parité H (n,k) telle que pour tout 
mot du code x on aie H.xT = 0 . 
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Codes Linéaires

• Les matrices génératrices et de parité sont liées par H.GT = 0. Dès
lors, un message m encodé par G sera correctement décodé par H. En 
effet

H(mG)T = H(mTGT) = (HGT)mT = 0

• Si on choisit G = [ Im A ] avec Im la matrice (m,m) unité et A une
matrice (k,m) quelconque, on trouve H = [ AT Ik ]. En effet,

HGT = AT Im + Ik AT = AT + AT = 0  

• La dernière égalité résultant de ce que l’on travaille modulo 2.
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En pratique

• On considère de nouveau le code de Hamming (7,4). Les lignes de la 
matrice de parité H correspondent aux positions que chaque bit de 
parité contrôle. 

• On note que les colonnes de H consistent simplement à compter de 1 à 7 
en binaire.

• Pour trouver G, on commence par mettre H sous la forme H’ = [ AT Ik ] en 
groupant les colonnes 1,2 et 4 à droite (1? 7, 2? 6, 4? 5). On obtient
















=

1010101
1100110
1111000

H
















=

1001011
0101101
0011110

'H
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En pratique (suite)

• On a alors G’ = [ Im A ] , soit

• Qui est la matrice génératrice qui correspond à H’. Pour trouver celle
correspondant à H, il suffit de permuter de nouveau les colonnes suivant la 
permutation inverse de la précédente, soit (7? 1, 6? 2, 5? 4). 

• Si on veut coder le symbole 6. On a m = 0110, x = mG = 1100110, et HxT = 000
• Si on recoit le code erroné 1100010, on trouve HxT = 101 = 5



















=

1111000
0110100
1010010
1100001

'G



















=



















=

)1(
)2(
)4(
)8(

1001011
0101010
0011001
0000111

x
x
x
x

G
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Application: RAID

• RAID = Redundant Array of Inexpensive Disks

• But: créer un super disque dur en en groupant plusieurs
– Plus de capacité
– Accès plus rapide
– Redondance, correction d’erreurs et résistance au crash d’un des disques

• RAID 0: on lit et écrit sur les disques en parallèle, ce qui augmente
capacité et vitesse d’accès, mais pas la résistance au crash

• RAID 1: comme RAID 0 pour tous les disques sauf 1, qui stocke la 
parité calculée à partir des autres disques. Détection d’erreur mais pas 
correction. Résistance au crash d’un disque, qui peut être reconstruit à
partir des autres
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• RAID 2: Plus de disques de parité pour créer un code de Hamming

• RAID 5: Simple parité, mais stockée alternativement sur les différents
disques. Evite le bottleneck d’accès au disque de parité

1
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3

1

2

3

1
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3
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