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Roteiro

e A classe das gramaticas livres de contexto:

— introducao,




Gramaticas livres de contexto

e As linguagens livres de contexto tem uma grande importancia para
definir a sintaxe de linguagens de programacio; I

e as gramaticas livres de contexto sdo as gramaticas associadas as
linguagens livres de contexto; I

e estruturas de bloco (com begin e end associados) ou parénteses
aninhadas bem balanceadas ndo podem ser escritas com linguagens
regulares, e sim com linguagens livres de contexto; I

e 0s automatos a pilha sdo as maquinas que permitem reconhecer as
linguagens livres de contexto.




Historico
e GLC foram inicialmente desenvolvidas por linguistas para representar
linguagens naturais:

(frase) —  (grupo nominal) (grupo verbal)
(grupo nominal) —— (artigo) (adjetivo) (nome)
(artigo) — 0"

(adjetivo) ——  “pequeno”

| (nome) ——  “principe”

e Descobriu-se que GLC n3o sdo adequadas para linguagens como o
inglés.

e Na mesma época, cientistas da computacdo desenvolviam a notacdo
de Backus e Naur (BNF), para descrever linguagens de programacio,
equivalente as GLC, com algumas abreviacdes. [

e Essa notacdo simplifica bastante a definicio de linguagens de pro-
gramacao e a construcao de compiladores.




Roteiro

e A classe das gramaticas livres de contexto:

— definicdes,




Definicao: gramatica livre de contexto

Definicao 1 (Gramatica livre de contexto) Uma gramdtica G =
(V,T, P,S) é livre de contexto se toda producdo tem a forma A — «,
onde A € V e« é uma palavra sobre V U T.

Usamos a abreviacdo GLC para gramatica livre de contexto. I

Definicao 2 (Linguagem livre de contexto) Uma linguagem L €
livre de contexto se e somente se exite uma GLC G tal que L(G) = L.

Usamos a abreviagdo LLC para linguagem livre de contexto.




Exemplos
e Gy = ({E},{+,%,(,),id}, P, E) onde P é composto por
F — E+FE|ExE|(E)]|id
e Gy = ({5},{a,b}, P,S) onde P é composto por
S — aSb|ab
e G3=({S, A, B},{a,b}, P,S) onde P é composto por

S — aB|bA
A — alaS|bAA
B — b|bS|aBB

1
Pergunta: Quais sdo L(G2) e L(G3) ?




Exercicio

Dar gramaticas livres de contexto para as seguintes linguagens
e palindromas sobre o alfabeto {a, b},

e 0 conjunto das palavras formadas por parénteses balanceadas, por
exemplo (()), ()(), (0)0), - -

e as palavras sobre {a,b,(, ¢, ., (, ), *} das expressdes regulares sobre
{a,b}.

o {a'VcF|i#jVj#k})




Arvore de derivacao

e Uma arvore de derivacdo é uma representacdo grafica estruturada
de uma derivacdo.

e Os vértices da arvore de derivacio sdo rotulados com simbolos ter-
minais ou n3o terminais ou com ¢.

e Os vértices interiores da arvore s3o rotulados por simbolos nao ter-
minais. I

e Se um vértice interior é rotulado por um n3o terminal X, seus filhos
sao rotulados por simbolos X7, X»,....X,,, entdo necessariamente
X — X1Xy... X, é uma producao.




Exemplo de arvore de derivacao
Gramdtica F — E+E | ExE | (F) | id, palavra (id + id) * id

NN
@ m

Exercicio. Verificar que cada né interno corresponde a uma produgao
e cada folha a um simbolo terminal.




Derivacoes de uma arvore de derivacao

A partir da mesma gramatica, uma arvore de derivacao pode ser cons-
truida de diversas formas.
Por exemplo, a arvore de (id + id) * id pode ser derivada

L. = F+F = (F)*F = (F+FE)xF = (id+ EF)xF =
(id +1id) * E = (id +id) *id

2 F = FExFE —= EFxid = (F)*xid = (F+ F) xid =
(B +id) * id = (id +id) *id

3. etc.




Posicao relativa de nao terminais

N3o terminal mais a esquerda:

E [ E [
i
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Derivacao mais a esquerda, mais a di-
reita

Definicao 3 A derivacdo mais a esquerda de uma drvore de derivacdo
€ a seqliéncia de aplicacoes de derivacdo direta substituindo sempre a
variavel localizada mais a esquerda.

F—=FE+F—= (F)xE = (F+ E)«F = (id+ E)« F =
(id +id) * £ = (id +id) * id [

Definicao 4 A derivacdo mais a direita de uma arvore de derivacdo
€ a seqliéncia de aplicacoes de derivacdo direta substituindo sempre a
variavel localizada mais a direita.

F = FxFE = Fxid = (F)*xid = (FE+ F) xid =
(E +id) *id = (id + id) * id




Exercicio

Seja (G a seguinte gramatica:

S — aB|bA
A — a|aS|bAA
B — b|bS|aBB

Para a palavra aaabbabbba, achar a derivacao mais a esquerda, a
derivacdo mais a direita, a arvore de derivacio.




Roteiro

e A classe das gramaticas livres de contexto:

— ambigtidade,




Existéncia de maultiplas arvores de de-
rivacao
Com a mesma gramatica, uma palavra pode ter arvores de derivacao

distintas.!
A palavra id + id * id tem duas &rvores de derivacio.l




Ambigiidade

Definicao 5 Uma gramatica livre de contexto G é ambigiia se existe
uma palavra que tem &rvores de derivacio distintas. I

e Equivalentemente, G é ambigiia se existe uma palavra que tem varias
derivacdes mais a esquerda (direita). |

o — E+E|ExE|(E)|id é ambigiia. |

e Existem linguagens livres de contexto que sao inherentemente ambigiias
(qualquer GLC a gerando é ambigiia).




Exercicio

Seja (G a seguinte gramatica:

S — aB|bA
A — a|aS|bAA
B — b|bS|aBB

G é ambigua?




Roteiro

e A classe das gramaticas livres de contexto:

— simplificacdo de gramaticas,




O que e para que simplificar ?

e Simplificar um gramiatica GG consiste em calcular uma gramatica
equivalente que tem menor nimero de producdes e/ou produ¢des
mais simples.k

e Objetivo da simplificac3o:

— evitar regras recursivas a esquerda;
— todos os simbolos sao usados para derivar alguma palavra;
— n3o haja producbes da forma A — B

— se a linguagem nao contem ¢, nd3o ha necessidade de producdes
da forma A — & [

e Quanto mais simples a gramaticas, mais simples fica o automato
correspondente.




Teorema de substituicao

Teorema 1 Seja G = (V,T, P, S) uma GLC. Se P contem produgées
da forma

A — aBp (1)

tal que A e B s3o ndo terminais distintos. Supondo que o conjunto das
producdes a partir de B seja:

SejaG' = (V, T, P', S) a gramdtica construida tirando de P a produgdo 1
e adicionando as producées

A— amf|ayf|...|avwp.

Entdo G e G’ sdo gramaticas equivalentes.




Exemplo

A — a|aaA | abBc

B — abbA | bl Uma derivagao da pa-

Seja a gramatica:

lavra aaabbc é:
A = aa A = aaabBc = aaabbck

O resultado da substituicado de B é a gramatica:

A — a|aaA | ababbAc | abbc,
B — abbA |0l

A derivacao da palavra aaabbc na nova gramatica é:

A = aa A = aaabbc




Eliminacao de regras recursivas a esquerd
Definicdo 6 Uma regra A — A« é recursiva a esquerda.

Teorema 2 Seja G = (V,T,P,S) uma GLC, e A € V. Pj €o
conjunta das produgbes recursivas a esquerda cujo simbolo a esquerda
éA: A — Aay | ... | Aa,, JP" é o conjunta das producdes nio
recursivas a esquerda cujo simbolo a esquerda é A: A — By | ... | Bt

A gramatica G' = (VU{Z}, T, P, S) tal que Z ¢ V', e P' é obtido
de P, substituindo as regras de P e P4 pelas seguintes regras

A — 0| B:Z paratodoi=1,...m, e

Z — ;| a;Z paratodoi=1,...n.

Entdo G e G' sdo gramaticas equivalentes.




Prova do teorema

Considere um trecho de derivacdo da gramatica GG envolvendo A.
Esse trecho é prefixado por uma sucessao de produgdes de P e termina
com uma producdo de Py:

A= Ao, = Aajo; =" Aoy, ... ojoy; = Broy, . .. 0.
Existe um trecho equivalente em G:
A= B2 = Bl =" Bha ... ;2 = Broy, . .. aja;.

Qualquer palavra de £(G) pode ser derivada também por G’.
De forma parecida podemos provar que qualquer palavra gerada por
G’ também pode ser gerada por G.




Exemplo

A — Aa|aBc|e,

B — Bb|bal

Aplicamos o teorema 2 para A; a1 = a, 1 = aBc, e B = ¢:
A — aBc|aBcZ | €| Z,

Z — a|aZ,

B — Bb|bal

Seja a gramatica

Aplicamos o teorema 2 para B; a; = b, 51 = ba:
A — aBc|aBcZ || Z,

— alaZ,

— baY | ba,

— b|bY R

~ TN




Exercicios

e Construir GLC equivalentes sem producdes recursivas a esquerda:

a) S — abS |99 |e.
b) S — Sb| A,
A — Aa|a.
c) S — aZ|SbS,
Z — aZb]|e.

e Construir uma GLC sem produg¢des recursivas a esquerda que produz
a linguagem das palavras sobre {a,b} tais que o nimero de a é
superior ao numero de b.




Eliminacao de simbolos intteis

Definicao 7 Seja G = (V,T, P,S) uma GLC. Um simbolo X € VUT
€ util se existir alguma derivagdo S —* a X3 =" w envolvendo X.
Caso contrdrio X é inutil

Lema 1 SejaG = (V, T, P, S) uma GLC, tal que L(G) # 0. E possivel
encontrar G' = (V','T", P’ S) equivalente tal que para cada A € V,
A =* w, para alguma palavra w € T* !

Lema 2 Seja G = (V,T,P,S) uma GLC. E possivel calcular G' =
(V' T', P'S) equivalente tal que para cada X € V' UT’, existe uma
derivagio S =>* a X3 (onde o, 3 € (V UT)*).R

Teorema 3 Qualquer LLC é gerada por uma GLC sem simbolo iniitil.




Prova do lema 1

Seja G = (V,T, P, S) uma GLC, tal que L(G) # 0. E possivel
encontrar G' = (V' T', P', S) tal que paracada A € V, A =*
w, para alguma palavra w € T* I

Seja A € V um n3o terminal.

e Se A — w é uma producdo, onde w € T, pertence a P, entdo
A pertence a V',

eSe A — X1X,...X, é uma producio, onde X; € V' UT, per-
tence a P, entdo A pertence a V.




Primeiro algoritmo de eliminacao

oldV := 0
newV :={A|JweT* A— we P}
while oldV # newV do
oldV := newV
newV :=oldV U {A | Ja € (TUoldV)*,; A — a € P}
od!

Exemplo: S — AB |a, A — a.
B n3o produz nenhum terminal, logo pode ser eliminado.
A regra de producao S — AB também pode ser eliminado.

O resultado é S — a, A — a.




Prova do lema 2

Seja G = (V,T,P,S) uma GLC. E possivel calcular uG’ =
(V' T', P', S) equivalente tal que para cada X € V'UT’, existe
uma derivagdo S =* a X3 (onde a, 3 € (V' UT")*) 1

newV := {S}, newT := {}, oldV := {}, oldT := {}
while oldV # newV abd oldT # newT do
oldV := newV
newV :=oldV U {a; | FA € newV e, e VANA — a1...a,}
newl :=oldT U {o; | JA € newV e, ETNA — ...}
od!

Exemplo: S — A, A — a. O n3o terminal A n3o pode ser
alcancado a partir de S. A e A — a s3o eliminados. O resultado é
S — a.




Prova do lema 3
Qualquer LLC é gerada por uma GLC sem simbolo indtil f

Seja G = (V,T, P,S) uma GLC gerando a LLC dada.

e Seja G; = (V4,11, P1,S) a GLC resultando da primeira eliminagdo
sobre (3;

e Seja Gy = (Vo, Ty, P»,S) a GLC resultando da segunda eliminagdo
sobre (Gy;
e Supondo que X € V5, U T) é indtil [
— Pelo lema 2, existe uma derivagdo S =, aX 3, onde todos os
simbolos de v e 3 pertencem a Vo U1y, C V3 UT].

— X também € um simbolo de G;. Pelolema l, S =>¢, a X =,
w. Logo X é atil.




Exercicios

Calcular uma GLC sem simbolo in(til equivalente a seguinte gramatica:

S — AB|CA B — BC | AB
A — a C — aB|b

Eliminar os simbolos e producdes inlteis da seguinte gramatica:

— a|aA|B|C,
— aB | ¢,

Aa,

— cCD,

. dd | ddD.

O QT x »n
|




Eliminacao de producoes ¢
Chamamos de produc3o € as producdes cuja parte esquerda é ¢.f

Teorema 4 Seja G = (V,T, P, S) uma GLC, e L = L(G) a linguagem
gerada por G. Entdo L—{c} éa LLC gerada por uma GLC sem simbolos
intiteis e sem producées €.l

Parafraseando, se uma LLC n3o contem ¢, existe uma GLC a gerando
que n3o contem simbolos intteis, nem producdes ¢.f

Iremos ver agora um procedimento efetivo que, dado uma GLC que
deriva uma linguagem L, calcule uma GLC que gera L — {¢} e que n&o
possui producdes €.




Procedimento de eliminacao de prod. ¢
G=(V,T,P,S) é uma GLC com produg¢des ¢.
e A € V é chamado de canceldvel se A — ¢ é uma producio.l

e A € V também é canceldvel se existe uma producdo A — X;...X,,
onde todos os X; sido canceldveis.l

e Construimos o conjunto de producdes P’ da forma seguinte. Se
A — Xq...X, € P, incluir a P’ todas as producdes A —
o1 ...q,, onde:

1. se X, ndo é cancelavel: entao a; = X;;
2. se X, € cancelavel: entao «; é X, ou ¢;

3. pelo menos um dos «; nao € €.




Exemplo de eliminacao de producoes ¢

Seja a gramatica S — AB,A — a,B — b | el
P={S— AB,A—a,B—b,B — ¢}l
B é cancelavel. Aplicando as regras de construcdo de P’, temos:

regra | P P’

2 ||S— AB|S — AB,S — Al
1 |[A—a |A—al

1 |B—0b |B—bl

3 |B—c¢

Entdo P'={S — AB,S — A, A — a, B — b},




Exercicios

Eliminar as producdes € da seguinte gramatica:

S — AaB | aaB,
A — aBa|¢e| B,
B — bbA |e.




Eliminacao de producoes unitarias

Chamamos de producdo unitdrias aquelas producées A — B, onde
A, B s3o n3o terminais.!

Teorema 5 Cada LLC que ndo contem e pode ser definido através
de uma GLC sem simbolos initeis, sem producées ¢ e sem producées
unitarias.k

Construcao: Seja G = (V, T, P, S) sem simbolos intteis e sem produg¢des
e. Construir P’ tal que

e inicialmente P’ contem todas as producdes n3o unitérias de P;

ese A=} B,onde A,B € V, P’ contem todas as produgdes da
forma A — o« onde B — « é uma producdo ndo unitaria de P.

G' = (V,T,P',S) atende as condi¢ces do teorema e é equivalente a

G.




Exercicios

Eliminar as producdes unitarias da gramatica:

S — AaB | aaB,
A — aBa|¢e| B,
B — bbA | €.

Eliminar as producdes unitarias da gramatica:

— a|aA| B|C,
— aB | ¢,

Aa,

— cCD,

. dd | ddD.

O QT = »n
|




Exercicio recapitulativo de simplificacao

Seja a gramatica composta pelas seguintes producdes:

S — XYZ

X — AXA|BXB|Z|e¢
Y — AYB|BYA|Z |«
A — a

B — b

Z

— Zu| Zvle

1. Qual a linguagem gerada ?

2. Simplificar a gramatica usando os diferentes tipos de eliminagdo
expostos.




Exercicio recapitulativo de simplificacao

Eliminar producdes unitarias, producdes €, producdes e simbolos indteis,
e producdes recursivas a esquerda das seguintes gramaticas:

Sa | aAB,
— Baa]-e,
— AbB | e | C,
— aCCa | ABC.
aA | aB | SaA,
— Baa]e,
— bB || C,
— aCa | ABC.

=
0
l

QAT =W QT
|




Roteiro

e A classe das gramaticas livres de contexto:

— formas normais de Chomski e de Greibach.




Formal normal de Chomski
Formas normais impdem restricdes sobre as producdes possiveis.k

Definicao 8 Uma GLC € dita na forma normal de Chomski quando
todas suas producées sdo da forma A — BC ou A — a, onde

A B CcVeacTlh

A parte direita das regras possuem exatamente dois ndo terminais ou
um terminal.

Teorema 6 Qualquer LLC L n3o contendo a palavra € pode ser gerada
por uma gramatica na forma normal de Chomski.




Prova do teorema

Dada uma GLC G n3o produzindo &, construimos uma GLC G’ na
forma normal de Chomski Seja G = (V, T, P, S) equivalente a GG, sem
producdes unitarias nem producdes ¢ .f

e Para qualquer producdo A — X de (G; com unico simbolo X a
direita, X € T', e a produc3o é na forma normal de Chomski.l

e Seja uma producio A — X4,...X,,, com m > 2.

— Para todo X, terminal, introduzir um novo nao terminal C' e a
producdo C' — X;. Substituir X; por C. Seja A — Y7,...Y,,
a producio resultante.l

— Substituir A — Y7 ... Y}, pelas producdes A — YA}, Ay —
AsYs, . Ao — Y 1Y,




Exemplo

S — bA|aB
A — bAA|aA|a
B — aBB|bS | W

A — aeB —bjatem a forma desejada.l
Introduzimos C,, Cy, Ay, eBy,C, — a e C, — b:

S — CA|C,B

A — CA | CAla
B — C,BB|CyS|b
Ay, — AA By, — BB

Ca — a,C’b—>b




Exercicio

Calcular a forma normal de Chomski da gramatica do célculo propo-
sicional:

S — "S|IS25]pla

Calcular a forma normal de Chomski da gramatica das expressdes
aritméticas:

E — E+E|E+E|(B)]id




Formal normal de Greibach

Definicao 9 Uma GLC (V, T, P, S) é dita na forma normal de Greibach
quando todas suas producées sdo da forma A — ac, onde a € T e
acV*]

As producdes de uma gramatica na forma normal de Greibach ndo
podem ser recursivas a esquerda.l

Teorema 7 Qualquer GLC G, tal que ¢ ¢ L(G), possui uma GLC G’
equivalente na forma normal de Greibach.




Prova do teorema (1/4)

Dada uma GLC G n3o produzindo &, construimos uma GLC G’ na
forma normal de Greibach .l

e Calculamos uma GLC equivalente na forma normal de Chomski:E

e Renomeamos os n3o terminais Ay, ... A,, com S = A; (determi-
namos uma ordem sobre os n3o terminais);

Por exemplo,

Ay — AsAy | a,
AQ — AlAQ | b.




Prova do teorema (2/4)

Usando substituicoes e eliminacao de producdes recursivas a esquerda,
calculamos uma gramatica equivalente tal que todas as produgdes tem
uma das seguintes formas:

A — Ajzcomj>iex; €V,
Zi — Ajxjcomj<nex; eV
A, — arjcoma€Tex, € VI
A; — AyAy | a, Ay — b satisfazem os requisitos.!
Ay — A Ay | b nio satisfaz os requisitos.!
A1 € substituido por AsAs e a: Ay — Ay ArAs, Ay — aAs.
Eliminac3o da recursividade a esquerda:
AQ — aA2|aA2Z|b|bZ
J — A2A2 | AQAQZ




Prova do teorema (3/4)

e As produgdes de A, tem a forma A, — ac, (forma desejada).l

e Essas producdes sdo substituidas a esquerda das producées de A,,_;
e Z,_1, que tornam a ter a forma A,,_; — ac,_;. I

e A operacdo é repetida até A; e todas a gramatica resultante é na
formal normal de Greibach.




Prova do teorema (4/4)

Temos a gramatica:

A — AAy | a,
A2 S CLAQ ’ G,AQZ ’ b | bz
/. — AQAQ ‘ AQAQZI

Substituimos A, pelas partes direitas das produ¢des associadas a A
na parte direita das producbes de A; e Z.

Al — aAyAs | aAsZ Ay | bAy | DZ Ay | a,
Ay — aAy | aAsZ | b|bZ
7 — aAyAs | aAsZAs | DAy | DZ Ay |
aAsAsZ | aAsZ AsZ | bAASZ | bZ Ay Z |




Exercicio

e Calcular a forma normal de Greibach da gramatica seguinte:

S — aaS | SS | aa.

e Calcular a forma normal de Greibach da gramatica seguinte:

S — aSb| ab.




Conclusoes recapitulativas

e Gramaticas s3o conjuntos de regras de producao;

e Gramaticas regulares sdo as gramdticas lineares a esquerda e as
gramaticas lineares a direita; As linguagens regulares formam a classe
de linguagens associadas com as gramaticas regulares;

e Vimos procedimentos efetivos para construir o automato finito de
uma gramatica regular, e vice-versa.

e GLC s3o as gramaticas tais que as producdes tem um n3o terminal
a esquerda. LLC formam a classe de linguagens associadas com as

GLC.

e Uma GLC é ambigua se existir mais de uma derivacdo mais a es-
querda para uma mesma palavra.

e Apresentamos procedimentos efetivos para calcular GLC equivalen-
tes e formas normais (Chomski, Greibach).




Fontes

A principal fonte para elaborar essa apresentacao é:

e Introducdo a Teoria das Linguagens Formais, dos Autématos e da Computabilidade. Benedito
Melo Acidly, Benjamin René Callejas Bedregal, e Aarao Lyra. Edi¢cdes UnP, 2002.

Também foram usados:

e Linguagens Formais e Autématos. Paulo Blauth Menezes. Instituto de Informatica da UFRGS,
Série livros didaticos, numero 3. Editora Sagra Luzzatto, 1998.

e Introducdo to Automata Theory, Languages and Computation. John E. Hopcroft e Jeffrey D.
Ullman. Addison-Wesley Publishing Company. 1979.

A apresentacdo foi preparada usando os programas pdfLaTeX, ppower4, GNU Emacs, e linux.
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