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Objetivos

Formalizar o conceito de linguagem:;

Apresentar uma classificacao de linguagens baseada

nesta formalizacao;
Fornecer ferramentas para implementar compiladores:;

Relacionar a hierarquia de linguagens com o conceito

de computabilidade.
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e Alfabetos, Sentencas e Linguagens:;
e Gramaticas e Reconhecedores:;

e Tipos de Graméticas/Linguagens (Hierarquia de
Chomsky);




2. Gramaticas Regulares e Automatos Finitos;

Definicao de Gramatica Regular (GR);

Definicao de Automato Finito;

Automato Finito Nao-Deterministico;
Relacao entre Automato Finito e GR;
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3. Gramaticas Livres de Contexto e Automatos de
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Intteis; Transformacao em uma GLC e-Livre;
Remocao de Producoes Simples; Fatoracao;

Eliminacao de Recursao a Esquerda;

Formas Canonicas: Forma Normal de Chomsky;

Forma Normal de Greibach;

Automatos de Pilha (PDA);
Relacao entre PDA e GLC;




. Reconhecedor — Algoritmo CYK;
. Linguagens Tipo 0 e Maquinas de Turing;

. Linguagens Sensiveis ao Contexto e Automatos de
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1 INTRODUCAO

1 Introducao

e Uma linguagem ¢ um meio de comunicacao utilizado
por elementos de uma determinada comunidade.

Formada por:
— Conjunto de palavras;
— Conjunto de regras gramaticais;
e Uma linguagem é formal quando pode ser

representada através de um sistema com sustentacao

matematica. Formada por:
— Sintaxe (estrutura) — foco da nossa disciplina;

— Semantica (significado) — nao interessa para nos.

10




1 INTRODUCAO

o Alfabeto (ou vocabuldrio) é um conjunto finito de

simbolos. Ex: digitos, letras, etc.

{a,b,c,..., 2z}

10,1}

e Sentenca (ou palavra, ou string) sobre um alfabeto é
qualquer sequéncia finita de simbolos do alfabeto.

Ex: Seja o alfabeto V' = {0, 1}, sao sentencas vélidas
001, 1010, etc.

e O tamanho (ou comprimento) de uma sentenca é

dado pelo numero de simbolos que a compoe. Ex:

V ={a,b,c}, sentenca w = ab, tamanho |w| = 2;
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1 INTRODUCAO

e A sentenca que nao contém simbolos (tamanho zero)

é chamada de sentenca vazia, sendo denotada por ¢
(le[ = 0);
e Seja V um alfabeto. Representamos por:

— V* — conjunto de todas as sentencas compostas de

simbolos de V' incluindo a sentenca vazia;
-Vt =V*—{e};
Exemplo: V = {0, 1},
V*={e,0,1,00,01,10,11,000,001, 010, ...},
v+ =1{0,1,00,01, 10, 11,000,001, 010, ...}.
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1 INTRODUCAO

Linguagem é qualquer conjunto de sentencas sobre um
altabeto.

ou

Uma linguagem L sobre um alfabeto V' é tal que L C V'*.

13




INTRODUCAO 14

e Tipos de linguagens: finitas, vazias e infinitas;

e Representacao:

Listando as palavras (sé finita);
Descricao algébrica. Ex: {a"b"c"|n > 1}.

Notacao:

n vezes

/—/\“ n
aaa---a=a " ;

Definindo um algoritmo que determina (sim ou
nao) se uma sentenca pertence a uma linguagem

(Reconhecimento). Ex: automato finito;

Definindo um mecanismo que gera todas as
sentencas da linguagem em alguma ordem

(Geragao). Ex: gramatica.



1 INTRODUCAO 15

e Uma gramdtica serve para definir qual o subconjunto
de sentencas que faz parte de uma determinada

linguagem. Ela é um dispositivo formal para

especificar uma linguagem potencialmente infinita de

uma forma finita;




1 INTRODUCAO

e Notacao Formal de Gramatica

Uma gramatica G é definida por uma quadrupla

G = (N,T,P,S)

onde:

N conjunto finito de nao-terminais;

T conjunto finito de terminais;

P conjunto finito de regras de producao;

S simbolo inicial da gramatica.

Observacoes: N(\T =0,V =NJT,S € N,
P={a—pBlacVTAFecV*}
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1 INTRODUCAO

Exemplo: gera numeros inteiros
G=(N,T,P,1I)

N = {I,D)
T=1{0,1,2,...,9}

P={I—-D,I—DI,D—0,D—1,....,D—9)

ou
P:I—D|DI,D —0|1]2|---]9

Exercicio: Reescrever tentando evitar numeros tipo

0015.
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1 INTRODUCAO

e Convencoes:

Simbolos nao-terminais N ={A,B,C,...T};

Simbolos terminais T = {a,b,c,...t};

Simbolo terminal ou nao-terminal

NUT =A{U,V,...Z};

Seqiiéncias de terminais 7" = {u,v,...z};

Sequéncias de nao-terminais e terminais

(NUT)* ={a,0,7,...}
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1 INTRODUCAO 19

e Derivacao (=) é uma operacao de substituicao
efetuada de acordo com as regras de producao da

gramatica.

Formalmente: vao = v80 sea — B € Pev,0 € V*.

Exemplo: G = ({S, A, B},{0,1},{S — AB, A —
0|AB,B — 1|1B},9), e

S= AB = ABB = 0BB = 01B = 011B.




1 INTRODUCAO

e Uma sequencia de derivacoes com zero ou mais
passos (=7):
Formalmente: oy =% «,,, se
] = Q9,00 = A3, ..., 0;m—1 = O,

a1, Q,...,0,, €V

Garantindo pelo menos uma substitui¢ao (=7):

Formalmente: a; =7 «,, se a1 = agy, s =" q,,,

1,9, . ..,0, € V7.
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1 INTRODUCAO

e Uma sentenca de uma linguagem é uma sequéncia
formada por terminais, obtida a partir do simbolo
inicial da gramatica desta linguagem, através de

derivacoes sucessivas.

Formalmente: S =7 w.

Uma forma sentencial é uma sequencia qualquer,

composta de terminais e nao-terminais, obtida a

partir do simbolo inicial da gramatica através de

derivacoes sucessivas.

Formalmente: S =* «a.

21




1 INTRODUCAO

e A linguagem gerada por uma gramatica

G = (N,T,P,S) é o conjunto de todas as sentencas

da linguagem obtidas da gramatica por derivacoes

sucessivas.

Formalmente: L(G) = {w|w € T* A S =* w}.
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1 INTRODUCAO

Ex: G =({5},{0,1}, P,S) com

P={S— 051,58 — 01}. Assim,

S = 051 = 00511 = 0°S1° = --- que é igual a 0"1"
para n > 1. Logo, L(G) = {0"1"|n > 1}.

Notacao:

n vezes
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1 INTRODUCAO

Exercicio: Seja a seguinte gramatica:

G=({S, A, B},{0,1}, P,S)

P ={S — ASBB|BSAA|0, A — 01|014, B — 10|10B}

Obtenha as derivacoes para as seguintes sentencas:
1. 0101010;
2. 101000101010101.
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1 INTRODUCAO 25

e Tipos de Gramaticas — segundo a hierarquia de

Chomsky existem quatro tipos:
Tipo 0 ou Irrestritas P ={a — Bla € VT, 5 € V*};

Tipo 1 ou Sensivel ao Contexto Se o« — € P
entao |a| < |5

Outra forma:

P = {()4114042 — oglﬁo@‘ozl,ozg - V*,ﬁ - V+,A - N};

Tipo 2 ou Livre de Contexto
P={a— pla€eNAB#e};

Tipo 3 ou Regular A — aB ou A — a, ou seja,
P={A—aX|Ae N,aeT, X € NU{e}}.




1 INTRODUCAO

Regulares

Livres de Contexto

Sensiveis ao Contexto

Tipo 3 C Tipo 2 C Tipo 1 C Tipo 0 C T™
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1 INTRODUCAO

o bx:

G=({S,A, B}, {a,b},PYS5)
P={S — aB|bA, A — alaS|bAA, B — b|bS|aBB}

1. Tipo da gramatica?
2. L(G)?

27



1 INTRODUCAO

e Respostas:

1. Livre de contexto;

2. L(G) é o conjunto de todas as palavras em T* que

tem o0 mesmo numero de a’s e b’s.
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1 INTRODUCAO 29

e Linguagens classificadas segundo as gramaticas em:

1. Recursivamente enumeraveis ou RE
(gramatica Tipo 0) — conjuntos recursivamente
enumeraveis estao relacionado com a maquina de
Turing, funcoes parciais recursivas e

computabilidade;

. Linguagem sensivel ao contexto ou LSC

(gramatica Tipo 1);

3. Linguagem livre de contexto ou LLC

(gramatica Tipo 2);
4. Linguagem Regular ou LR

(gramatica Tipo 3).




1 INTRODUCAO

e Vamos extender as definicoes das gramaticas Tipo 1
e 2 para permitir producoes do tipo S — €. Isto s6 é
possivel se S nao aparece em lado direito de
nenhuma producao. Assim, S — ¢ somente sera

utilizada para originar a sentenca vazia;

L(G") = L(G) | J{e}

Para introduzir S — ¢ em gramatica que viola a
condicao anterior, devemos transforma-la em uma

equivalente que obedeca a restricao;

Gramdticas equivalentes sao aquelas que geram a

mesma linguagem;

30



1 INTRODUCAO

e Para transformar incluiremos um novo simbolo

nao-terminal (S”) que passard a ser o novo simbolo

inicial. Em seguida, incluiremos em P todas as
regras que tenham o simbolo S no lado esquerdo,
substituindo este por S’, e incluindo ainda uma regra
S'— e

Ex1l: G = ({5, A}, {a}, P,S) com

P={S—aA, A — alaA}. Obtemos

G' = ({95, A}, {a}, P',S) com

P ={S — aAle, A — al|aA};

31




1 INTRODUCAO

Ex2: G = ({5, A}, {a}, P,S) com
P={S —aA, A — alaS}. Obtemos

G' = ({95,S,A}, {a}, P, S") com
P ={5 — aAle,S — aA, A — alaS};
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1 INTRODUCAO 33

Exercicios:

1. Construa uma gramatica G tal que:
(a) L(G) ={a"b"n>0Am > 1};
(b) L(G) ={a'¥’c'|i > 0N > 1}

2. Construa uma gramatica regular G tal que:

L(G) = {w|w € {0,1}" e nao tem 1's consecutivos}

3. Construa uma gramatica livre de contexto G tal que:
L(G) =A{w|w €

{0,1,2}" e todos os zeros sejam consecutivos}




1 INTRODUCAO

4. Seja G definida por:
S — aS|bB,B — ¢Bl|cC,C — cS|c

Pede-se:
(a) determine L(G);
(b) construa G’ tal que L(G") = L(G) | {¢e};

(c) verifique se as sentengas abaixo pertencem a L(G):

e abccc;
e bccabee;

e abccbbe.
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1 INTRODUCAO

5. Construa uma GLC G tal que L(G) seja o conjunto

de expressoes aritméticas validas. Os terminais sao

identificadores (id), parénteses (“(” e “)”), e os

operadores +, *, € — unario.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

2 Gramaticas Regulares e

Automato Finito

O automato finito (AF) é uma maquina abstrata que

reconhece linguagens requlares:;

Modelo matematico com entradas e saidas. Se é
fornecido ao AF uma sequéncia de simbolos como
entrada, ele respondera se esta sequéncia pertence a

linguagem ou nao:;
O AF pode assumir um nuimero finito de estados;

Um estado resume os estados anteriores pelos quais

passou e os simbolos que ja foram lidos na entrada.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Definicao formal de automato finito

Um automato finito M sobre um alfabeto > ¢ um
sistema (K, X, 0, qo, F') onde:

K — conjunto finito, nao vazio, de estados;
>. — altabeto finito de entrada;

0 — funcao de transicao de estados,

5: K x 3| e} — K;

qo € K estado inicial;

F' C K conjunto de estados finais.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Fita de entrada

0

1

0

0

Cabecote

0(q,a) = p para q,p € K e a € 3, significando que

estando no estado q e lendo o simbolo a na fita de

entrada podemos mudar para o estado p avancando o

cabecote uma posicao.

Controle
Finito

38



2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Diagrama de Transicao
Outra maneira de representar um automato finito;
Grafo direcionado e rotulado;

Os vértices representam os estados, desenhados

como circulos;

As arestas representam as transicoes entre dois

estados, sendo o rétulo o simbolo reconhecido na

entrada;
O estado inicial é marcado com uma seta;

Os estados finais sao indicados por circulos

duplos.

39




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

.
@@

M = ({q0, 1, @2}, {a, b}, 6, q0, {q2}), € 6(q0, @) = ¢,
0(q1,a) = q1, 0(q1,b) = q2. Logo, T(M) = {a"bln > 1}.

40



2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Tabela de Transicao de Estados

— Uma terceira forma de representar um AF';

— Tabela indicando na vertical os estados, e na
horizontal os simbolos do alfabeto. No

cruzamento estao as transicoes possiveis;

— O estado inicial ¢ indicado por uma seta, e os

estados finais por asteriscos.

41




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 42

Exercicio:

1. Descreva formalmente o AF’

2. Desenhe o diagrama de transicao equivalente.




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Ex2: AF que reconhece sentencas em {0, 1}* as quais nao

contém dois ou mais 1’s consecutivos.

0

(V1
/ﬂ.
—(4)
(W)
0

M = (K72757 QOaF)a K = {QO7Q1}7 2= {07 1}7
F = {QO7Q1}7 Ccoim 5(Q07O) = {o, 5(Q07 1) = {1, 5(Q170) — {o-

Exercicio: Apresente a tabela de transicao.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 44

Tabela:




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Ex3: Identificadores de linguagens de programacao

S — L|ILR,R — L|D|LR|DR,L — alb|c---|z,D —
O[1[2]---19

albl---|z|0]1]---9

o

Exercicios:
1. Inteiros com ou sem sinal;

2. Reais (uma casa apds a virgula) com sinal opcional.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 46

e Extensao da funcao 0 para o dominio K x »*:

1. 8(g,€) = g;
2. 5((],1&@) — 5(5(q,u),a) parau € X" ea € X;

e §(q,u) = p significa que M, iniciando no estado ¢ e
tendo a sequencia u na fita de entrada, entrara no
estado p, apds o cabegote mover-se para a direita |u|

células;

Uma sentenca u é aceita por M se 5(q0, u) = p para

algum p € F', ou seja:
T(M) = {u|d(go,u) =pAp € F};

Qualquer conjunto de sentencas aceito por um AF é

dito ser regular (linguagem regular).




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Exemplo: M = (K,X,0,q, F'), ¥ ={0,1},
K = {CIO,CI1,(J27(J3}7 F = {QO}-

)
)
)
)
)
)
)
)
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

48




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

0 0

1

— *{o | 42

d1

d1 43

qo

q2 do

q3

q3 d1

42

Reconhecimento de 110101:
(¢o,110101) = (g1,10101) = (go,0101) = (go, 101) =
(g3,01) = (q1,1) = (qo, ). Assim, 110101 € T(M).

Reconhecimento de 1011:

(90, 1011) = (q1,011) = (g3,11) = (g2, 1) = (g3,¢€).
Assim, 1011 € T'(M).
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

T(M) ={w|w €

{0,1}* e w contém um nimero par de 0's e 1’s}.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Automato Finito Nao-Deterministico (AFND)

Um automato finito nao-deterministico € um sistema
(K,X,6,qo, ') onde:

K conjunto finito, nao vazio, de estados;

>, alfabeto de entrada;

0 : K x 3 — Partes(K) funcao de transicao (nao

deterministico);
qo € K estado inicial;
F' C K conjunto de estados finais.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 52

e Diferenca entre AF e o AFND: d(¢,a) é um conjunto
de estados (possivelmente vazio) ao invés de um

unico estado;

Assim, 0(q,a) = {p1,po, ..., pr} significa que M

estando no estado g e tendo a na posicao do cabecote
na fita de entrada, move uma célula para a direita e
escolhe qualquer estado entre pq,ps, ..., pr como

proximo estado.




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Extendendo 0 para o dominio K x X*:

1. 0(g,¢) = {a};
2. 6(q, ua) = Upesiqu 0(p; @) para todo u € X% e

a € 2

e Uma sentenca u é aceita por M se existe um estado
peFepedgu)

o T(M) = {ulp € 6(g0,u) Ap € F}.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Ex: AFND que aceita o conjunto de todas as sentencas

binarias que contém dois 0’s ou 1’s consecutivos.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

M = ({QO7 d1, 42, 43, q4}7 {07 1}7 67 do, {QZa Q4}) €

= {0, 43}

{q2}
{qa}
{4}
{90, q1}
{q2}
{q2}

{Q4}

99



2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Teorema: Se L é um conjunto aceito por um AFND,

entao existe um automato finito deterministico
(AFD) que aceita L.

(Ou seja, o nao determinismo nao acrescenta nada —
a nao ser praticidade — ao AF).
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 57

o Seja M = (K, 3,9,q, F') um AFND que aceita L.
Definimos o AFD M’ = (K', X, 0, ¢}, F') tal que:

~

— Os estados de M’ sao constituidos por todos os

subconjuntos do conjunto de estados de M:
K’ = Partes(K) e K’ = 2K;

Notacao: estados de M’ sao [q1q2q3 - - - ¢;], onde
d1,42,43,---,4; - K7
Ex: Se K = {qo,¢:} entao K" = {0, [q0], |¢1], [9001]};

F’" é o conjunto de todos os estados de K’ contendo

um estado de F’;

(]6 — [(]0];




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

— Definimos '([q1q2q3 - - - i}, a) = [p1p2p3 - - - pj] se e
somente se 5({(]17 q2, - . . JQi}v a) — {plap27 .o 7p]} —

6(q1,a) Ud(qa,a)U---Ud(q,a).
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 59

e Prova: T (M) =T(M'). Por indugao sobre o
tamanho da palavra de entrada w. Devemos mostrar

que & ([go], w) = [p1 - - - ;] se e somente se

A

5(QO7 UJ) — {p17 s apz}
1. Base: |w| =0, w = ¢e. Entéo, 0'([g], ) = [qo] se e

somente se 0 (go,€) = {qo0}, que é verdadeiro por
definicao;
. Hipétese: |w| =n, n > 1.

Supor 8 ([qo], w) = [p1 - - - pi] se e somente se

A

5(6107 w) — {ph . 7]77;};




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 60

3. Passo: |lwa|=n+1,n>1:

A

0'(lq0], wa) = |-~ gjl

se e somente se

5((]0,?1}&) — {QD SR 7QJ}

que equivale a dizer que

5(lp1---pil,a) = [+~ ¢

se e somente se

5({p17 e 7pi}7 CL) — {QD SR 7%}

que é verdade por definicao.




2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Exemplo: Dado o AFND M = ({qo,¢1},{0,1},9,qo,{q1})

€

0(q0,0) = {q0, 1} 9(qo0,1) = {aq1}

0(q0,1) =0 d(q1,1) ={q0, 1 }-
Construir o AFD M’ equivalente.
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

M = (Klv {07 1}7 5,7 [QO]v F,)

K" ={ql, [¢1], [q0q1], 0}
F' = {[q1], [qoq1] }

P

0(q0,0) = {qo, ¢1 } 0" ([qo.
0(qo, 1) = {1} o' ([qo
0(q1,0) =10 0'([q]
0(q1,1) = {q0, q1} 0" (

VI

41
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

0({90,q1},0) = (qo,0) Ud(q1,0) = = 5/([%%]»0) = [qoq1]
= {00, 01} U0 = {q0, 1}

5({%,@1}» 1) — 5(%7 1) U 5(Q1, 1) = = 5,([610611]7 1) — [610611]
={a1}Uig. a1} = {9, ¢}
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

Tabela do AFND:

0

Tabela do AFD equivalente:

5/

— |qo]
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2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO

e Relacao entre AF e GR

e Teorema: Se G = (N, T, P,S) é uma GR (Tipo 3)
entao existe um AF M = (K, T, 9,5, F') tal que
T(M) = L(G).

e Seja M um AFND:

os estados de M sao as variaveis de (G, mais um
estado adicional A, A ¢ N. Assim, K = N U{A};

estado inicial de M é S

se P tem produgao S — € entao F' = {5, A}, caso
contrario F' = {A};
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— transicoes de M:
1. (B,a) = A para cada B — a € P;
2. 6(B,a) = C para cada B — aC € P;

3. 6(A,a) = () para todoa € T.

e Provar que T'(M) = L(G).
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Exemplo: G = ({S, B},{0,1}, P, S), e

P:S—0B,B— 0B|15]0

Construir um AF que aceite L(G):

M = ({8, B, A}, {0,1},6, 5, {A})

6(5,0)={B} <« S —0B
6(S,1) =0
6(B,0)={B,A} <« B — 0B|0
o(B,1)={S} <« B—1S
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Convertendo para um AFD:

M = (K’ {0,1},8,[S], F')

.[Bl, [AS], |AB|, [BS], [ABS]}
|, [AS], [AB], [ABS]}
0'([51,0) = [B] 4&'([B],0) =[AB
0'([5],1) =0 o'([B],1) = [9]
6 ([AB],0) = 6(A,0)Ud(B,0) =0 U{A, B} = [AB]
6 ([AB],1) =0(A,1)Ud(B,1) =0U{S} = [9]
§'(0,0) =46(0,1) =0
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Eliminando os estados inacessiveis:

K" = {[5], [B],[AB]}

F" = {[AB]}
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e Teorema: Se M = (K, T, d,q, F') é um AF entao
existe uma gramatica do Tipo 3, G = (N, T, P, S), tal
que L(G) =T(M).

e Para obter G:

- N =K;
— 5 = qo;
— Producoes:

1. B — aC para toda a transicao 6(B,a) = C;

2. B — a para toda a transicao 0(B,a) = C,
quando C € F

— Se e & T(M) entao L(G)
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— Se qo € Fentaoe € T(M), e L(G

Neste caso, construir uma L(G")

e Provar L(G) =T(M).

) =

(M) —
L(G) U {e};

e}
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Exemplo: Contruir G” = (K", {0,1}, P",[9]),
K" ={[S],|B], |AB|}, a partir de M’ do exemplo
anterior:

5] —=0[B] (]
[B] — 0[AB] &(]

Bl — 0 [|AB] € F

[AB] — 0[AB] ¢'([AB],0) = [AB]
AB| -0 |AB| e F

[B] = 1[5] &'(]

[AB] — 1[5]  &'(]
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e Minimizacao de AF.

Um AF M é minimo se:
1. nao possui estados inacessiveis;
2. nao possul estados mortos;

3. nao possui estados equivalentes.
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e Construcao do AF minimo:

1. retirar de K os estados inacessiveis, ou seja, todo

estado ¢ € K para o qual nao exista sentenca w tal

que (g, w) = ¢

2. retirar de K os estados mortos, ou seja, todo estado
que nao sendo estado final e que nao conduz a

nenhum estado final durante o reconhecimento:;

construir todas as possiveis classes de equivaléncia

de estados;
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4. construir M' = (K', 3,4, qp, F') conforme segue:

— K’ é o conjunto das classes de equivaléncia
obtidas;

— ¢qp € a classe de equivaléncia que contém q;

— F” é o conjunto de todas as classes de
equivalencia que contém pelo menos um estado
de F';

— ¢’ é o0 conjunto de transicoes tais que

8'(Ip],a) = |q] para toda a transicao d(p1,a) = ¢,
onde p; € [p] e ¢1 € [q].
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e Construcao das Classes de Equivaléncia:

Um conjunto de estados qi, g2, ..., q; esta em uma

mesma classe de equivaléncia se todas as transicoes
possiveis a partir de cada estado conduz o automato
aos estados q;, ¢;+1, - - -, Qn, estando estes ultimos

todos em uma mesma classe de equivaléncia.
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e Algoritmo:

1. Criar um estado () para representar as transicoes

indefinidas;

2. Dividir K em duas classes de equivaléncia iniciais,
uma contendo os estados finais e a outra todos os

demais estados de K;

3. Dividir sucessivamente as classes obtidas, até que

nenhuma nova classe possa ser obtida.

(e
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Exemplo:
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Aplicando:

1. estados inacessiveis: qu;

2. estado morto: ¢s;
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3. classes de equivaléncia:

{g2,q3} {q0,q1,0}

FIRN

{q0,0} {1}

.

{a0} {0}

{92, 613} {(]0} {@}

0]
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4. automato sem classes de equivalencia:

b

a
0]
3
2
2
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5. AF minimo:
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Exercicios:

1. Minimize o seguinte AF"
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2. Minimize o seguinte AF:
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e Lxpressoes Regulares — sao esquemas para

representar linguagens regulares;

e Sintaxe:
. Todos os simbolos do altabeto sao ER;

. Se Ry e Ry sao ER, entao (R1|R3) é uma ER

(uniao);

. Se Ry e Ry sao ER, entao (R Ry) é uma ER

(concatenacao);
4. Se Ry é ER, entao (R1)* é uma ER (repeticao).
Observacoes: Ry = Ri(R))* e R} = Ry|e.
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e [ixemplos:
— (a)* =a* ={¢,a,aa,aaqaaqa,...};
a™ ={a,aa,aaaq,...};
(a|b)* = {e,a, b, aa, ab, ba, bb, aaa, . . .};
a|b* = {e,a,b,bb, bbb, .. .};

a(alb)* =Aa,aa, ab, aaa, aab, aba, abb, aaaa, . . .};

(a(alb))* = {¢e, aa, ab, aaaa, abaa, aaab, . . .};
Identificadores: [(I|d)* = {l,1l,1d,1ll,...};
Inteiro com sinal: (+|—)d";

Inteiro com/sem sinal: ((+|—)d™)|d™".
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Bombeamento para Linguagens Regulares (Pumping
Lemma) — serve para provar que uma dada

linguagem ¢é regular:;
Para provar que sim: AF, GR, ER;
Para provar que nao: bombeamento;

Prova por reducao ao absurdo;

Seja M = (K,%,6,q0, F) e K = n;

Considere uma entrada w tal que |w| > n;
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e Assim, o caminho no diagrama de transicoes deve
passar por um conjunto de estados () C K mais de

uma vez (lago);

@)@

38



2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 89

e Lema: Seja L uma linguagem regular. Entao, existe
uma constante n tal que se z é uma palavra de L, e

12| > n, nos podemos dizer que z = uvw de tal forma

que |uv| < n, |v| > 1 e, para todo i > 0, uv'w estd

em L.
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e Aplicagao do bombeamento (aplicado como um

“jogo” contra um “adversario”):

L.

Selecione uma linguagem L que desejamos provar
que nao é regular;
O “adversario” escolhe um n, a constante do Lema.

Uma vez escolhido o n ele nao pode muda-lo;

Selecione uma string z € L. Sua escolha depende

do n escolhido no passo anterior;

O “adversario” quebra z nas partes u,v, e w, tal

que |uv| <n e lv| > 1;

. Voce encontra a contradicao mostrando que para

qualquer u, v, e w escolhido pelo “adversario”,
existe um 7 para o qual uv'w nao esta em L.
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e Ex: L ={a"|n > 1} néo é regular.

Solucdo: Suponha z =a", 2 € Le L é regular. Seja
z = uvw, onde 1 < |v] < n e wv'w € L para todo 1.
Em particular, seja ¢ = 2. Entao,

n? < |luv*w| < n* 4+ n, ja que |uviw| = Jluvw| + |v|,
luvw| = n?. Logo, n® < [uv*w| < n?+n < (n+1)=%
Ou seja, o tamanho de uv?w fica entre n* e (n+1)% e
nao pode ser um quadrado perfeito. Assim, uv*w & L

e L nao ¢é regular.
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e Lixercicio: Prove por bombeamento que

L ={a™b"|n > 0} nao é regular.
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Solucao: Suponha z = a0, z € L e L é regular.

Escolho uv = a™, w = b"™. Observe que uv'w ¢ L para

v > 1, j4 que, neste caso, teriamos a™b" para m > n.

Logo, por reducao ao absurdo, L nao é regular.
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e AF com Saida (Moore e Mealy) — nao se restringe a

aceita/rejeita, produz uma string de saida;

Maquina de Mealy — saida associada as transicoes;

M:(K72757QO7F7A)

Onde:

K conjunto finito de estados;

>, altabeto finito de entrada;

0: K x Y — K x A* funcao de transicao;
qo € K estado inicial;

F' C K conjunto de estados finais;

A alfabeto finito de saida;
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e §(q,a) = (p,w), com p,qg € K,a € X, ewe A*,

significa que o AF', estando no estado ¢ e tendo a na

fita de entrada, muda para o estado p e escreve a

string w na fita de saida.
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Exemplo: Seja > ={x} e A ={a,b}. M é uma

maquina de Mealy que reconhece uma palavra

w,|w| > 1, tal que w = 7 e produz uma seqiiéncia

= (ab)™*, em que |v| = 2|w|.
Solucao:

x,ab
(:c ab) ( )

Observagao: arestas sao rotuladas com um par (z,y),
onde z ¢ o simbolo lido e y é a string produzida na

saida.
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e Maquina de Moore — saida associada aos estados;

M = (K72757QO7F7A755)

Onde:

K conjunto finito de estados;

> alfabeto finito de entrada;

0 : K x ¥ — K funcao de transicao;
qo € K estado inicial;

F' C K conjunto de estados finais;

A alfabeto finito de saida;

ds : K — A* funcao (total) de saida;
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Exemplo: o mesmo anterior
(xxx - - x = ababab- - - ab).

Solucao:

Observacao: os vértices sao rotulados com um par
(x,y), onde x é o nome do estado e y é a saida

produzida pelo estado.
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e Lquivalencia das Maquinas de Moore e Mealy

— Excetuando-se a string vazia, os dois modelos de

maquina sao equivalentes;

— A maquina de Moore sempre gera pelo menos a
palavra associada ao estado inicial, nao podendo

assii gerar a sentenca vazia;

— Prova de equivaléncia por simulagao mutua (exceto

a sentenca vazia);
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— Teorema: A maquina de Mealy simula a maquina
de Moore.

Prova: Suponha MO = (K, 3, dmo, qo, F, 05) uma

maquina de Moore. Seja:

ME = (K U {QG}7 275ME7Qe7F7 A)

uma maquina de Mealy, onde oy € definido como

segue:

1. dme(ge; a) = (Omo(qo, @), 05(q0)0s(dmo(qo, @)));
2. ome(q, a) = (0mo(q, a), ds(dnmo(q, a))).
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— Observe que o estado ¢. introduzido é referenciado

apenas na primeira transicao executada. Seu

objetivo é garantir a geracao da saida referente ao

estado inicial gg de MO;

— Provar por inducao.
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— Teorema: A maquina de Moore simula a maquina

de Mealy:
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Exercicios:

1. Construa um AF M que aceite:

todas as sentencas em {0, 1} que apresentem

cada “1” seguido imediatamente de dois zeros;

todas as sentencgas em {a, b}* de modo que todo

“a” apareca entre dois “b”;

todas as sentencas de {a,b}" de modo que o

ultimo simbolo seja “b” e o nimero de simbolos

W”

a’ seja par.

2. Construa a gramatica regular equivalente a cada um

dos automatos do exercicio anterior.
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3. Defina a expressao regular que representa valores
“redondos” em reais (Ex: R$1,00 ou R$200,00 ou

R$1.000.000,00 ou R$3.000,00).
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4. Seja a seguinte gramatica regular:

0S[1S|0A[0C|1B
0A|0
1B|1
0A|0

Pede-se:
(a) o AFND M tal que T(M) = L(G);
(b) o AFD M’ tal que T'(M) =T (M');

(c) M" tal que T(M")=T(M) e M" seja minimo.
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5. Seja G definida por:

aBlaD
bB|bC
cCleD
d

aB|a

Pede-se:

(a) o AF M tal que T(M) = L(G);
(b) Determine T'(M);

(¢) Minimize M.

107



2 GRAMATICAS REGULARES E AUTOMATO FINITO 108

6. Seja T'(M) = {ab"c™d|0 <n <2Am > 1}. Pede-se:

(a) construa M;

(b) construa G tal que L(G) =T (M).

7. Construa o AF e a gramatica regular equivalentes a

cada uma das ER a seguir:
(a) a(blca)d™(a|b)™;
(b) (a(blca)*(blc)a™)™.
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8. Projete uma maquina de Moore que recebendo um
valor em doélares (ex: US$10,000.00) converta para

reais (suponha relacao 1-1 entre dolar e real — logo,

R$10.000,00).

. O mesmo que o exercicio anterior, usando maquina

de Mealy.
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3 Gramatica Livre de Contexto e

Automato de Pilha

As GLC tem grande importancia pois através delas
podemos definir a maioria das estruturas de

linguagens de programacao;

As linguagens livres de contexto representam um
conjunto mais amplo de linguagens que o das

linguagens regulares:;

O automato de pilha (PDA) é um automato mais
“poderoso” que o AF’;

AF C PDA (PDA simula AF e AF nao simula PDA);
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e Extencao da definicao de GLC para permitir

produgoes na forma A — ¢ (chamadas e-produgoes);

e Nova definicao: P={A - pG|Ae NAG e (NUT)*};

e Uma GLC é e-livre quando nao possui e-produgoes
ou quando possui apenas S — ¢, onde S é o simbolo
inicial da gramatica, e S nao aparece do lado direito

de nenhuma regra de producao;
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e Arvores de Derivacao para GLC’s — sao

representacoes graficas para as derivacoes da GLC

(formam uma estrutura hierarquica);
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e Seja G = (N, T, P,S) uma GLC. Uma arvore é uma

arvore de derivacao para G se:
. todo nodo tem um rétulo que é um simbolo de V;
o rotulo da raiz é S;

se um nodo A tem um ou mais descendentes, entao

A é um elemento de IV;

se Ay, Ao, ..., A, sao descendentes diretos de A, da

esquerda para a direita, entao

se D é a unica sub-arvore da raiz e tem rotulo e,
entao S — ¢ € P.
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e Fxemplo: G = ({S, A},{a,b}, P,S5),
P ={S — alaAS, A — SbA|SS|ba}. Derivacao:
S = aAS = aSbAS = aabAS = aabbaS = aabbaa.

Arvore de derivacao:

A

N
/

N
\.
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e Profundidade da drvore de derivacao é o

comprimento do maior caminho entre a raiz e um

nodo terminal. No exemplo anterior € 3;

e Limite de uma drvore de derivacao € a seqiencia
formada pela concatenacao, da esquerda para a

direita, das folhas da arvore de derivacao;
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e Derivacao mais a esquerda e mais a direita — a arvore
de derivacao ignora variacoes na ordem em que os

simbolos sao substituidos na derivacao. Assim,

G = ({E}v{_l_v*a (7)7_7id}7P7 S)

P={FE — E+ E|E x E|(E)| — Elid}

tomando a sentenga —(id + ¢d) podemos deriva-la das

duas seguintes formas:

l. FE=—-F=—(F)=—(FE+F)=—(id+F) =
—(id + id);

2. F=-F=—(F)=—(F+FE)=—(F+1id) =
—(id + id);
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Ambas correspondem a mesma arvore de derivacgao:

/\
/\

E/+\E
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e Derivacao mais a esquerda: simbolo substituido é
sempre o nao-terminal mais a esquerda na forma

sentencial;

e Derivacao mais a direita: simbolo substituido é
sempre o nao-terminal mais a direita na forma

sentencial;

e Nas duas derivacoes mostradas a pouco, a primeira é

mais a esquerda e a segunda mais a direita;
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e Eixemplo: id + id * id
Derivacao mais a esquerda: £ = EF+ F = id+ F =
wd+ Ex B =id+id*x E = 1d+d*id
Derivacao mais a direita: £ = F + FE =
E+ExE=FE+FExid= E+idxid=1d+1id*id

Observacao: se w € L(G) e G é uma GLC, entao w

tem pelo menos uma arvore de derivacao e,
correspondendo a esta arvore existe uma s6 derivacao

mais a esquerda e uma sé6 derivacao mais a direita.
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e Uma GLC é ambigua se para a mesma sentenca

existe mais de uma arvore de derivacao;

Exemplo: id + id * id

/1N
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e Uma linguagem inerentemente ambigua é aquele em

que todas as GLC que a geram sao ambiguas.

Exemplo: L = {a"b"c™d™|n > 1Am >
1} H{a"bmc™d " n > 1 Am > 1}
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Representada pela seguinte gramatica:

G={SX,Y, Z W} {a,bcd}, PJS)

XY|Z
ablaXb
cd|cXd
aWdlaZd
be|bW ¢
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Exemplo de derivacao: abcd
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e Transformacoes de GLC — tem o objetivo de

simplificacao e preparacao para aplicacoes

posteriores. Observacao: a gramatica transtormada

deve ser equivalente a original.
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e Eliminacao de simbolos inuteis

Um simbolo é inutil se ele nao aparece na derivacao

de nenhuma sentenca.

estéril nao gera nenhuma sequeéencia de terminais

pertencente a uma sentenca;

inalcancavel nao aparece em nenhuma forma

sentencial da gramatica.
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e Determinacao do conjunto de simbolos férteis:

1. Construir o conjunto Ny = () e fazer i = 1;

2. Repetir
(a) Ni={Al[A ace PANaec (N,_1UT)};
(b) 1 =i+ 1;

até que N; = N,;_q;
3. N, é o conjunto de simbolos férteis.
e Observacao: se o simbolo inicial nao fizer parte dos

simbolos férteis, entao a linguagem gerada pela

gramatica € vazia.
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e Exemplo: G = ({S,A,B,C,D},{a,b,c,d}, P,S),
P={S—aA A —albB,B — bldD,C — cC|c,D —
dD}. Solugao:

1. Ny = 0;
2. Ny ={A,B,C};
3. No={S,A,B,C};

4. Ny=1{S, A, B,C} = Ny.
Conjunto dos simbolos férteis: {S, A, B, C'}.

Gramatica simplificada:
G'=({5,A,B,C},{a,b,c}, PS),
={S —aA, A — albB,B — b,C — cC|c}.
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e Determinacao do conjunto de simbolos alcancaveis:

1. Construir o conjunto Vy = {S} (S=simbolo inicial)
e fazer 1 = 1;
2. Repetir
(a) Vi={X|3FA —-aXBe PNAcV,_1 Na,B €

(NUT)Y*ANX e VU Viiq;
(b) i =14 1;
até que V; = V;_y;

3. V; é o conjunto de simbolos alcancaveis.
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e Exemplo: G’ do exemplo anterior.
G'=({S,A,B,C},{a,b,c}, PS),
P ={S —aA,A— a|bB,B — b,C — cC|c}.
Solucao:
L. Vo = {5}
2. Vi ={a, A}UVo = {5, a, A};

3. Vo ={a,b,BYUVi = {S,a, A, b, B};
4. ‘/é:{b}U‘/Q:{S,CL,A,b,B}:‘/Q

Conjunto de simbolos alcancéaveis: {5, A, B, a, b}.

Gramatica simplificada:
G" = ({S,A,B},{a,b}, P" S),
P"={S — aA, A — albB,B — b}.
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e Transformacao de GLC qualquer em GLC e-livre:

1. Reunir em um conjunto os nao-terminais que

derivam direta ou indiretamente a sentenca vazia:
N, ={Al[Ae NNA=T¢e};

2. Construir o conjunto de regras P’ como segue:

(a) incluir em P’ todas as regras de P, com excessao
daquelas da forma A — «¢;

(b) para cada ocorréncia de um simbolo N, do lado
direito de alguma regra de P, incluir em P’ mais
uma regra, substituindo este simbolo por €. Isto
é, para cada regra de P tipo A — aBf3, B € N,

e a, 0 € V* incluir em P’ a regra A — af;
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3. Se S € N, adicionar a P as regras " — S e

S" — ¢, incluindo este novo nao-terminal S’ em

N"= N U{S5"}. Caso contrério, trocar os nomes de

S por S e de N por N’;

4. A nova gramatica sera definida por:
G=(N,T,P 5.
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e Lixemplos:

1. P: S —aB,B — bBle. Solugao: N, ={B} e
P':S — aBla, B — bB|b;

2. P: S —bDCe, D — dD|e,C — cCle. Solugao:

N.={D,C} e

P : S — bDCelbCe|bDe|be, D — dD|d,C — cCl|c;
3. P:S — aSle. Solugao: N, = {S} e

P 5 — Sle, S — aS]a.
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e Remocao de Producoes Simples — producoes simples

sao producoes na forma A — B, onde A, B € N:

L.
2.

Transformar a GLC em GLC e-livre, se necessario;

Para todo nao-terminal de IV, construir um
conjunto com os nao-terminais que ele pode derivar

em zero ou mais passos. Isto é, VA € N, construir

Na = {B|A =* B}

Se B — o € P e nao é producao simples, adicione a

P’ as producoes A — « para todo A tal que
B € Ny;

a GLC equivalente sem producoes simples é
G = (N,T,P,S).

133
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e Lixemplos:

1. P: S — bS|A, A — aA|a. Solugao: Ng = {5, A},
No={A}, e P': S — bS|aAla, A — aAla;
. P:S — aSb|A, A — aA|B, B — bBc|bc. Solucao:

NS — {S7A7B}7 NA — {AaB}v NB — {B}7 €
P’ : S — aSblaA|bBc|bc, A — aAlbBclbc,
B — bBc|bc.
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e Fatoracao de GLC

Uma GLC esta fatorada se ela é deterministica, isto
é, nao possui producoes cujo lado direito inicie com o
mesmo conjunto de simbolos ou com simbolos que
gerem sequencias que iniciem com O mesmo conjunto
de simbolos. Por exemplo, uma gramatica fatorada

nao poderia apresentar as seguintes regras:

A — aBlaC',

pois ambas inicial com o terminal a.

Outro exemplo de gramatica nao-fatorada é:

S—AB A—ac B —ab.
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e Para fatorar:

1. as producoes que apresentam nao-determinismo

direto, da forma A — af|a~y serao substituidas por

A — oA
A" — By

sendo A’ um novo nao-terminal;

o nao-determinismo indireto é retirado fazendo, nas
regras de producao, as derivacoes necessarias para
torna-lo um nao-determinismo direto, resolvido com

O passo anterior.
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Exemplos:

1. P:S — aAlaB, A — aAla, B — b. Solucao:
P :S—aS,5 — AlB,A— aA" A" — Ale, B — b;

2. P:S — AblablbaA, A — aablb. Solugao:

(nao-determinismo indireto)
P’ : S — aabb|bblablbaA, A — aab|b e
P": S5 — aS'|bS", 5" — abblb, S"” — blaA, A — aabl|b




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA 138

e Fatoracao ¢ importante pois na implementacao de
um compilador, o mesmo deve seguir uma gramatica
que nao apresente nao-determinismo pois, caso

contrario, no processo de reconhecimento haveria

“retornos” (backtracking) que acabam reduzindo a

eficiencia do algoritmo de reconhecimento.
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e Teorema: Toda LLC sem ¢ pode ser definida por

uma gramatica que nao contém simbolos intutelis,

e-producoes, nem producoes simples.

e Prova: Consequéncia dos algoritmos apresentados.
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e Eliminacao da Recursao a Esquerda

Um nao-terminal A é recursivo se A =7 o AQ,

o, € V* Se a=¢, entao A é recursivo a esquerda.
Se B = ¢, é recursivo a direita. A recursividade pode

ser direta ou indireta.

Uma gramatica é recursiva a esquerda se possui pelo
menos um nao-terminal recursivo a esquerda. Se
possul pelo menos um nao-terminal recursivo a

direita, ela é chamada recursiva a direita.
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e A importancia da recursividade a esquerda é que
alguns tipos de compiladores podem executar o
processo de reconhecimento como chamadas de
rotinas (procedimentos ou fungoes). Assim, uma

gramatica recursiva a esquerda, tal como por

exemplo A — Aala, acaba gerando um lago infinito
A = Aa = Aaa = Aaaa = --- e 0 processo de

reconhecimento nao finaliza nunca.
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e Algoritmo:

1. recursoes diretas: substituir cada regra
A — Aay|Aas| - |Ac|B1| ] - |G, onde nenhum

(; comeca por A, por:

A — BABRAN - |BnA
A/ — OdlA/’OéQA/| s ‘CknA,‘c‘:
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2. recursoes indiretas:

(a)
(b)

ordene os nao-terminais de G em uma ordem

qualquer (A, Ay, ..., Ay);

para ¢ de 1 até n faca
para j de 1 até (i — 1) faca
troque A; — Ay por A; — 017|d9y| - - - |0x7y, onde

01,02, ...,0, sao os lados direitos das

Aj-produgoes (ou seja, A; — 01| - - |0k);

fim_para
elimine as recursoes diretas das A;-producoes;

fim_para.
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e Exemplo: P: S — Aa, A — Sb|cA|a. Solucao:
(Al :S,AQ :A), n:2, €

1. i =1 (nao faz j pois o laco é de 1 até 0);

Eliminando as recursoes diretas das S-producoes:

nao faz nada (pois nao tem);
2. i=2ej=1:
Trocar producoes tipo A — Sv:
P :S — Aa, A — Aab|cAla;
Eliminar as recursoes diretas das A-producoes:

P": S5 — Aa, A — cAA |aA", A" — abA’le.
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e Exercicio: Elimine a recursao a esquerda da GLC

P:S — Aalb,A — Bbla, B — Sblb.
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e Forma Normal de Chomsky (FNC)

A FNC é uma forma canonica. Uma GLC esta na

FNC se ela é e-livre e apresenta todas as producoes
da forma
A— BC ou A—a,

onde A, B,Ce NeaecTl.
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e Teorema: Toda LLC e-livre pode ser gerada por uma

GLC na FNC.
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Para converter uma GLC G = (N, T, P, S) e-livre
para a FNC:
1. obter G' = (N',T, P',S) a partir de G, removendo

de G as producoes simples, de modo que

L(@) = L(G);

. nas regras de GG’ em que o lado direito apresenta
mais de um termo, substituir cada terminal a € T
por um novo nao-terminal A,, incluindo para cada

destes novos nao-terminais uma nova regra A, — a,
resultando em G"” = (N",T, P" S);
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3. substituir cada regra do tipo
A— DBBy---B,,, m2>3

onde A, By, ... B,, sao nao-terminais, pelo conjunto
de regras:

A — BlBi
B, — B,B!

— Bm—le

m—2

onde B}, B),..., B/ _, sao novos nao-terminais;




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA 150

4. a gramatica na FNC é G"' = (N, T, P"", S).
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e Exemplo: Obtenha a FNC.

P:S — A|ABA
A — aAla
B — bB|b

Solucao:

L.
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—
—
—
BN
N
—

A Ala|AB’
BA

A Ala

Ay Blb

a

b
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e Forma Normal de Greibach (FNG)

A FNG é também uma forma canonica. Uma GLC

esta na FNG se ela é e-livre e apresenta todas as

producoes na forma:
A — ax,

onde Ae N,aeTl, ea e N*.
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e Teorema: Toda LLC e-livre pode ser gerada por uma

GLC na FNG.
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e Algoritmo:
1. achar G’ = (N',T, P',S) tal que L(G') = L(G) e G’
esta na FNC;
. ordenar os nao-terminais de G em uma ordem
qualquer N' = (Ay, As, ..., An);

. modificar as regras de P’ de modo que, se

A; — Ajy € P/, entao j > 1;

a gramatica obtida no passo anterior, G,
apresentara todas as regras de A,, com o lado
direito iniciando por terminal. Por substituicoes
sucessivas dos primeiros termos das regras A;
anteriores, coloca-se estas também na mesma

forma;
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5. se no item 3 tiverem sido incluidos novos
nao-terminais B; (para retirar recursoes a
esquerda), fazer também para as regras

correspondentes a estes, as devidas substituicoes

dos primeiros termos (que serao sempre terminais
ou Az),
6. A G"" esta na FNG.
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e Exemplo: Obtenha a FNG.

P:S — AS|a
A — SAlb

Solucao:
1. G ja esta na FNC;

2. Renomear os nao-terminais: S = A; e A = Ay;

PIAl — AQAl‘a/
A2 — AlAQ‘b
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3. se A; — A;vy € P, entao j > 7. A tUnica regra a

modificar é:

AQ — AlAQ .

Substituindo A; nesta regra:

AQ — AQAlAQ‘CLAQ ’b .
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Retirando a recursao a esquerda de

A A ai b1 B2
e N et Yorubre W abu Washa
AQ — AQ AlAQ ‘ CLAQ ‘ b ,

obteremos:
P// . Al — A2A1’CL

~
A

AN
BQ —
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Retirando o € por substituicoes:

P//ZAl — A2A1|(1

AQ — CLAQBQ|bB2‘a/A2’b
By — A1A2B2\A1A2
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4. Fazendo as substituicoes finais para tornar todos os

lados direitos na forma A — aa, A€ N,a €T e
a e N¥:

P/// . Al — CZAQBQAl’bBQAlyCLAQAl‘bAﬂa
AQ — aAQBQ|bBQ‘a/A2|b

Bo — aAyByA,AyBy|bByAy AsBy)
0 Ay Ay Ay Bo|bAy Ay BslaAs Byl
0 Ay By Ay Ag|bBy Ay AglaAs Ar Ay
bA; As|aAs
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e Gramatica de Operadores — é uma GLC que nao
possui producoes A — aBC (3, onde A,B,C' € N, e
a, 3 € V*. Ou seja, uma GLC em que nao aparecem

dois nao-terminais juntos em um lado direito. Ex:

P:F — E+ E|E — E|E x Elid. Importancia:

expressoes aritméticas de linguagens de programacao.
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e Automato de Pilha

Maquina abstrata que reconhece as LLC;

Chamado também de “Push-down Automata”

(PDA);

Consiste de:

x controle finito;
x fita de entrada;

x pilha.

Caracteristica: ser nao-deterministico.
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Fita de entrada

0

1

0

0

Cabecote

Controle
Finito
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e Movimentos do PDA:

1. Um simbolo é lido e o cabecote avanca para o

proximo simbolo;

2. “e-move” — movimento vazio, no qual o cabecote

nao se move, nao importando qual é o simbolo

que esta sendo apontado na fita de entrada.
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e Linguagem Aceita por um PDA
Dois tipos de reconhecimento:
1. pilha vazia;

2. estado final.
Observagoes:

— No reconhecimento por pilha vazia o conjunto de

estados finais é irrelevante;

— Os dois tipos sao equivalentes (resultam na mesma

classe de linguagens);

— (Classe reconhecida: LLC.
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e Definicao Formal de PDA
M = (K727F757 QO7207F)

Onde:

K conjunto finito de estados;

>, altabeto finito de entrada;

I' alfabeto finito da pilha;

§: K x (3U{e}) x ' = Partes(K x I'*) funcao de

transicao (mapeamentos);

qo € K estado inicial;
2o € I' simbolo inicial da pilha;

F C K conjunto finito de estados finais.
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e Tipos de mapeamentos:

L. 5((],&,2) — {(phf}q)? (p2772)7 IR (pm7f}/m)}7 onde
Cbpla-'-ameK,CLEZ,ZEF,G’Vl,...,’YmEF*.

Significado:

— M esta no estado p, com a na entrada e z no
topo da pilha;

— M pode mudar para o estado p;, 1 <1 < m,

substituindo z por 7; no topo da pilha;

— M avanca o cabecote para o proximo simbolo.
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2. 0(q,e,2) =4{(p1,7), (P2:72)5 - - - s (P> Ym) }-
Significado:

— M esta no estado p, com z no topo da pilha;
— nao interessa o que esta na fita de entrada;
— M passa ao estado p;, 1 <1 < m, trocando z por

v; no topo da pilha;

— 0 cabegote nao se move (movimento vazio);
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e Dependendo de || temos as seguintes possiveis acgoes

do PDA em relacao a pilha:
1. |y| > 2 — troca o simbolo no topo da pilha e

empilha outros (a pilha cresce);

2. |v| =1 — troca o simbolo no topo (pilha permanece

com o mesmo tamanho);

3. |7 =0 (v =€) — desempilha o simbolo do topo (a

pilha decresce de tamanho).




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA 172

e Convencao: costuma-se representar a pilha na

horizontal, com o topo da pilha sendo aquele simbolo

que esta mais a esquerda.
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e Um automato de pilha é deterministico se:

1. para qualquer g € K, z € T"ea € X U{e}, d(q,a, 2)

nunca contém mais de um elemento:;

2. para cada g € K e z € I', sempre que d(q,¢,2) # ()

entao 6(q, a, z) = () para todo a € X.

Observacao: o segundo item impede que ocorra a
escolha entre um movimento envolvendo um simbolo

na entrada e um “s-move”’.
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e Exemplo: PDA que aceita, por pilha vazia,

L = {wcw"|w € {0,1}*},

R

onde w'" é a sequencia reversa de w.

M = ({QM q2}7 {07 17 C}, {ZO7 2 U,}, 57 q1; 0 @)

0(q1,0, 20) = {(q1,220)} 9(q1,0,2) = {(q1,22)}

0(q1,0,u) ={(q1,zu)} (g1, ¢, 20) = {(g2,20) }
0(qi,c,2) ={(q2,2)} 0(qr,c,u) ={(q,u)}
0(q2,0,2) ={(gq2:€)} 0(q2,¢,20) = {(q2,¢)}

0(q1,1,20) = {(q1,uz0)} 0(q1,1,2) = {(qr,uz)}
0(qr, 1, u) ={(gqr,uu)} (g2, 1,u) = {(ge,€)}
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e Chama-se configuracdo de um PDA a um par (q,7)
onde q € K e v € I'*, significando que o PDA esta no

estado ¢, com v armazenado na pilha;

e passagem de uma configuracao para outra:

a. (Q7 Z’}/) |_]\4 (p7 67)7

onde: a € XU {e}, v, 8€l™ z€T, e
(p, B) € 6(q, a, 2);
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e [ixtendendo para sequencias:

a1as - Gyt (q1, 1) s (Gnsts Yot1)

onde: aq,aq,...,a, € X\ e}, 1,92, ..., @1 € K,

Yi,7Y2,-- -, In+1 €17, € a; (%%’) oy (C]i+1,%+1),
para todo 1 <1 < n;

e convencao: £ : (q,7y) Fis (q,7).
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e A descricao instantanea de um PDA é formada pelo
seu estado atual, o conteudo da pilha e o restante da
sequencia de entrada a ser lida. Representa a
situacao do reconhecimento em um determinado

instante;

Convencao:
(Q, bC, ijZZO) )

significando que o automato esta no estado ¢, com bc

restando na entrada (cabecote esta sobre o simbolo

b), e a pilha contém xyzzy, com x no topo.
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e Lixemplo: reconhecimento da sentenca 01¢10:

(q1,01c10, z9) F (q1,1c10, z2)
q1,c10,uzzy)
q2, 10 uzzo) -

(pllha vazia)

Producoes usadas: 0(q1,0, z0) = (1, 220),
5<Q17 17'2) — (Q17uz)7 5((]1707 u) — (QQvu)7
5(QQ7 17“) — (Q27€)7 5(Q27072) — (Q27€)7
0(q2,€,20) = (g2, €).
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e Linguagem aceita por um PDA

— T(M) — linguagem aceita por estado final:

T(M) — {w|w : (QO7ZO) I_}(W (Q77>77 < F*,C] < F}7

— N(M) — linguagem aceita por pilha vazia:

N (M) = {w|w : (q,20) Fiy (¢:€),q € K}
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e Exemplo: M, nao-deterministico, aceitando por pilha

vazla

N(M) = {ww"|w € {0,1}*}.
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Solucao: M = ({q1,¢2}, {0,1}, {20, 2, u}, 9, q1, 20, 0)
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e Reconhecimento de 001100:

((]1, 20
(917 <20

(Q17 RZZ()

(QQa RZZ()
(612, 220

(Cl2, 20

)
)
)
1: (qu,uzz2)
)
)
)
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e [ista linguagem nao poderia ser reconhecida por um

PDA deterministico. Por que?

e Diferente do que ocorre com os automatos finitos, em
que AFD = AFND, nos automatos de pilha,
PDA deterministico Z PDA nao — deterministico;

e Isto particiona as LLC em LLC deterministicas e

nao-deterministicas (LLC deterministicas C LLC

nao-deterministicas).
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e Representacao Grafica de PDA

(a,x)—zx (b,x)—e

(a,20)—220 (b,x)—e

(6720)_>€

Convencao: (a,w) — z, significando que a € ¥ esta

na entrada, w € I' esta no topo da pilha e z € I'* sera

empilhado (se z = € entao desempilha).
5(QO7aazO) — {(Q17xz0)} 5(Q1,CL7SIZ) — {(QDxI)}

0(q1,b,) = {(q2,¢€)} 09(q2,b,7) = {(q2,€)}
5(61276720) — {(610,6)}
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Linguagem reconhecida:

L(M) = {a"b"|n >0}
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e Relacao entre PDA e LLC: GLC = PDA e
PDA = GLC;

e Teorema: Se L é uma LLC, entao existe um PDA M
tal que L = N(M);

e Algoritmo para construir M:

1. Colocar G = (N, T, P,S) na FNG. Assumimos que
e & L(G);

2. M ={q}, T,N,6,¢1,S,0). Para cada regra
A — avy € P corresponde:

0(qr,a, A) D (q1,7);

e Provar L(G)
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e Exemplo: PDA para reconhecer a linguagem gerada

pela seguinte gramatica:
G = ({S, A}, {a,b},{S — aAA, A — bS|aS|a}. S)

Solucao:

M = ({Ch}v {CL, b}a {S7 A}7 0, 41,5, @>

0(q1,a,5) {(q1, AA)}
0(q1,b, A) {(q1,9)}
0(q1,a,A) = {(q1,5),(q1,¢)}
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e Teorema: Se L é uma linguagem reconhecida por

alecum PDA entao L é LLC;




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA 189

e Algoritmo para construir G: Seja
M= (K,%,T,0,q, 2,0). Entao, G = (N, X, P,S),

onde:

N conjunto de objetos na forma |q, A,p|, ¢,p € K e
A €T, unido com {S'};

P obtido da seguinte forma:
1. S — |qo, 20, q] para cada q € K;

2. lq, A, p| — alq1, B1, @2)|q2, B2, q3] -+ * [@m, B Gmt1]
para cada q,q1,qo,...,qgme1 € K, onde p = g1,
a € XU{e}, A By, Bs,...,B, €T, tal que
6(q,a,A) D (q1, B1Bs--- B,,). Se m = 0 entao

g =p, 0(q,a,A) D (p,e) e a producio é

¢, A, p] — a.
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e Exemplo: Seja

— ({QOJ Q1}7 {07 1}7 {X7 ZO}) 67 do, <0, @) €

(QOa 0 ZO)
<QO7 O 94
(QOa 1737

(Q17 X

(91,5 20

)
)
0(q1,1, )
)
)

Construir G = (N, T, P, S).
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Solucao:
N = {57 [q()’ L QO], [QO; L ql]’ [ql’ L qo]’ [Ql, X, q1]7 [q07 205 QO], [QOa 20 Q1]7
91, 20, qo], [q1, 20, q1] }
T = {07 1}
Producoes:

S — [q()a 20 QO] ‘ [QO; 20, ql] (pela regra 1)
Pela regra 2:

[qO, 20, QO] — O[QO,% CIO][QO7 20, QOHO[Qo;fI% Q1][Q1,Z0, C]o]

Ou seja,

A : i/ Bg dm-+41=P
/\/\/\ ~ N
o E ) = 0 (a0 ol E @ | para p = ao

17 1/

A q1 By Bs=B,,
/\/\ e Yo /\
)_{( qgo , X
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Observe que repetimos o lado direito da regra para B2 = qo e B2 = q1:

P=4qo B2=qo B2=qo Bo=q1 B2=q1
NN AN AN
[C](),ZO, qo ] HO[QQ,ZC, qo ][

PN
g0 ,20,90]|0[qo,x, “q1 ][ "q1 ", 20, qo]

Repetindo, agora para p = q1 (ja que a regra exige Vp € K):
P=q1 dm+1=P dm+1=P

NN ~ = ~ =
(g0, 20, q1 ] — O[qo, =, qo0][qo0, 20, “q1 " 1|0[qo,x, ¢1][gq1,20, “q1 ]
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Exemplificando para casos em que m = 0:

0("q

[Q()vxaql]H

Outro caso (a = €):
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Solucao completa:

S
[QOa 205 QO]

[610720791]

[Qo, X, C]o]

[QO7x7Q1]

[Q17207Q1]
[Q17£E7 QI]

90, 20, 0] (90, 20, q1]
0(q0, Z, qo}[q0, 20, qo]
0[g0, x, q1](q1, 20, qo]
0[g0, 7, q0]q0, 20, q1]
0[90, %, q1][g1, 20, q1]
0[q0, %, q0]|40, ' qo]

‘O[q()? x, ql [Q17 X, QO]
0[qo, x, Qo]|q0, x, q1]

‘O[QOa X, Q1 [Q17 X, C]1]
11

3

lle

194
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Observe que nao existem producoes para os

nao-terminais |q1, , qo] € |q1, 20, @o]. Assim, simplificando:

S

905 20, q1]
90, T, q1]
a1, 20, Q1.
1,7, 1

[QO> 20, C]l]
0(qo, x, q1][q1, 20, ¢1]
0lqo, z, ¢1]|q1, =, ¢1]|1

3

lle

195
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e Provar N(M)
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Exercicios:

1. Sejam G e G’ abaixo, representadas por seu conjunto

de producoes:

P A2D|D2A|2

A1|B1|1
B1|B0
0B|0
0D|0




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA

Pede-se:

(a) mostre a derivagao mais a esquerda de 00211 para

(¢ e a derivacao mais a direita de bb para G';

(b) monte as arvores de derivagao destas duas

derivacoes;

A|B|AB
aB|bS|b
AB|Ba|cB
AS|AB|b

(c) retire todos os simbolos intteis das duas

gramaticas.

198
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2. Seja G = ({5}, {a,b},{S — SaS|b},S).
(a) G é ambigiia? (justifique);

(b) caso seja ambigiia, existe alguma gramatica

equivalente que nao seja ambigiia?
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3. Seja G = ({A,B,C,D},{a,b,c}, P,A), e

P:A —
B —
C —
D —

Pede-se:

transformar em uma gramatica equivalente e-livre;

elimine todas as recursoes a esquerda da gramatica

ablaBcle
C'Ba|Aa
Db|c
Bab|Dale

obtida no item anterior, se houver;

fatore a gramatica obtida no item anterior, se

necessario.

200
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4. Seja G = ({S, A, B,C},{a,b,c}, P,S), onde

P:S Aa
A BC
B
C cCle

Pede-se:

(a) transforme G em e-livre;

(b) elimine as produgoes simples;

(c) elimine as recursoes a esquerda.

201
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5. Transforme as GLC abaixo em equivalentes e-livre e

elimine as producoes simples:
P E TP
P
FQ)
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6. Elimine as recursoes a esquerda:

P:E
T
F
P

E+T|E—T|T
T« F|T/F|F

F % xP|P
(E)|id

BaS|Dale
Sale
SAa
Db|b

203
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7. Fatore as seguintes GLC:

P:S — abClabD
C — cCleDlba
D — dD|dC|ba

P:S — beD|Bed
B — bB|b
D — dD|d
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8. Obtenha a FNC e a FNG:

P:S — aSb|cC
C — Dd|d
D — cC

9. Obtenha a FNG:

P:S — AA|O
A — SSH
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10. Obtenha a FNC de
G={S,T,L},{a,b,+,—,%/,[,]}, P,S), onde:

P:S5 — T—I—ST—S’T
T — LxT|L/T|L
L — [SHCLV)
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11. Construa automatos de pilha que reconhecam as

seguintes linguagens:

(a) L ={w|w €

{a,b}* tal que o ntimero de a seja o dobro do de b};
(b) L ={w|w €

{0,1}* tal que o nimero de 0 seja igual ao de 1}.
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12. Uma estrutura de lista pode ser definida como:
(a) A é uma lista vazia;
(b) a (dtomo) é uma lista;
(c) sely,ls, ..., 1 sao listas, para k > 1, entao
(I1,19,...,1lx) é uma lista.

Pede-se:

(a) Defina uma GLC que gere estruturas de listas;

(b) Desenhe uma arvore de derivacao para a sentenca

((a;a), A, (a));

(¢) Construa um PDA que reconheca listas;

(d) Escreva os movimentos que o PDA realiza para

reconhecer a sentenca acima.
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13. Dada a gramatica G = ({5, A, B},{a,b,c}, P, S),

onde:

P:S — aAA|Bc
A — aS|BS|a
B — b|bB

Pede-se:

verifique se a sentenca abaaaa pertence a L(G)

através de derivacoes mais a esquerda;
construa um PDA correspondente a G;

mostre o reconhecimento da mesma sentenca

abaaaa pelo PDA, através de descricao instantanea.
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14. Seja o PDA M = ({QO;Ql}) {CL, b}7 {Z07$}757 QO7207®)7
onde:
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Pede-se:
(a) construa uma GLC que gera a linguagem N (M);

(b) mostre a seqiiéncia de descri¢oes instantaneas do

PDA ao reconhecer alguma sentenca w de N (M)

com |w| > 4.




3 GRAMATICA LIVRE DE CONTEXTO E AUTOMATO DE PILHA 212

15. Seja G definida por:

P:S — OAS‘IBSL%‘
A — OAA|1
B — 1BB|O

Pede-se:

(a) construa o PDA equivalente a G;

(b) mostre, através de descrigoes instantaneas, o

reconhecimento (ou nao) das seguintes sentencas:

i. 001011;
ii. 111001.
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4 Algoritmo CYK

e Algoritmo reconhecedor de LLC proposto por Cocke,
Younger e Kasami (1965);

e Construido sobre uma GLC na FNC;

e Gera bottom-up todas as arvores de derivacao da

entrada w em tempo O(|w|?);
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e Algoritmo:

1. Suponha G = (N, T, P,S), e w = ajasas3 - - - a, uma

entrada a ser verificada. V(r,s), onde s é o nimero
de linha e r o numero de coluna, representa as

c¢lulas de uma matriz triangular ilustrada a seguir:




4 ALGORITMO CYK 215
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2. Variaveis que geram diretamente terminais

(A —a):

para r de 1 até n faca V(r,1) = {A|A — a, € P}

fim_para
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3. Produgao que gera duas variaveis (A — BC'):

para s de 2 até n

faca

parardel atén—s+1
faca

Vir,s) =1

para k de 1 até s — 1
faca
Vir,s)=V(r,s)|J{A|A —- BC € P, B V(r,k)A
CeV(ir+k,s—k)}
fim_para

fim_para

fim_para
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4. Condicao de aceitacao: se o simbolo inicial da

gramatica estiver no vértice V (1, n).
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Observacoes: O limite da iteracao para r é

(n — s+ 1) pois a tabela é triangular; Os vértices

Vi(r,k) e V(r+k,s — k) sao as raizes da sub-arvore

de derivacao de V (r, s); Se uma célula for vazia

significa que ela nao gera nenhuma sub-arvore.
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e Exemplo: G = ({5, A},{a,b}, P,S), onde
P ={S — AA|AS|b, A — SA|AS|a}, e a entrada é

w = abaab.

A tabela resolvida é ilustrada a seguir:

S, A
S. A
S. A
S, A
A

a
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Solucao:

l.s=2,r=1,k=1. A—BC,BeV(l,1)e
CeV(21). V(1,2) =0 J{S, A} = {S, A};
Ls=2,r=2k=1. BeV(2,1)eC eV(3,1).
V(2,2) =0U{A} = {4};
s=2r=3 k=1 BeV(3,1) eCeV(41)

V(3,2) = 0U{ST = {5k
cs=2,r=4, k=1 BeV(4,1)eC eV(51).
V(4,2) = 0U{S, A} = {S. A}
cs=3,r=1k=1BeV(1,1)eCeV(2,2).
V(L,3) =0U{ST = {5k
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6. s=3,r=1,k=2. BeV(1,2)eCeV(31).
V(1,3) = {57 UtS, A} = 15, A}

.s=3,r=2k=1BeV(21)eCeV(3,2).
V(2,3) =00 = 0:;

Ls=3,r=2k=2BeV(2,2)eCecV(4,1).
V(2,3) =0ULS}H = {5}

.s=3,r=3,k=1. BeV(3,1)eCeV(4,2).
V(3,3) = 0U{S, A} = {S, 4};

. s =3, r =23, k= 2: nao precisa.
.s=4,r=1k=1. BeV(1,1)eC eV(2,3).
V(1,4) =015, A} ={5, Ak
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.s=4,r=1, k= 2,3: nao precisa;
s=4,r=2k=1BeV(l,1)eC eV(2,3).
V(2,4) =0U{S, A} = {S, A}

. s=4,r =2 k= 2,3: nao precisa;

cs=br=1k=1BeV(1,1)eCeV(24).
V(1,5) = 0ULS, A} = {5, A}

.s=09,r=1, k= 2,3,4: nao precisa.
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e Exercicio: Reconheca usando o algoritmo CYK.

P:S— AB|BC,A — BAl|a,B — CCIb,C — AB|a

e entrada w = baaba.
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5 Linguagens Tipo 0 e Maquinas

de Turing

e As méquinas de Turing (TM) foram propostas como
um modelo matematico para representar

procedimentos algoritmicos;

Sao um formalismo para definir computabilidade —
conceito relacionado com os problemas que podem

ser resolvidos de forma mecanica (algoritmica);

Tese de Church: “a maquina de Turing computa
exatamente o conjunto das funcoes que sao

‘computaveis’ em um sentido intuitivo e informal”;
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e Maquinas de Turing sao simultaneamente:

— mecanismos para reconhecer linguagens Tipo 0 ou

linguagens recursivamente enumerdveis ou

conjuntos recursivamente enumerdveis;

— mecanismos para computar funcoes parciais

TeCursivas;
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e Os conjuntos recursivamente enumeraveis sao 0S

conjuntos mais amplos que podem ser reconhecidos

(ou gerados) algoritmicamente;
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As funcoes computadas por TM sao chamadas de

funcoes parciais recursivas:

parciais a maquina pode entrar em um
“laco infinito”, significando que a tuncao nao esta

definida para um determinado valor de entrada:;

recursivas por razoes historicas, sao assim chamadas
pois as funcoes computadas podem ser definidas

por um formalismo recursivo;
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e Modelo de Maquina de Turing

Fita de Trabalho/Entrada

a1

ap

as

aj

dp

A

cabecote

Controle
Finito

229
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e TM ¢ formada por:
Fita de Trabalho/Entrada onde é inicialmente

posta a sentenca a ser reconhecida; formada por
células que podem armazenar um simbolo; limitada

a esquerda e infinita a direita;

Cabecote permite ler/escrever simbolos da/na fita;

Controle Finito controla o cabecote; representa o

“programa’ sendo computado pela maquina;
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e Movimentos de TM:

L.
2.

trocar de estado;

gravar um simbolo na célula da fita sobre a qual

esta o cabecote;

reducao do tamanho da string armazenada (basta

escrever um “branco”’ sobre o simbolo do extremo

direito da string armazenada);

ampliacao do tamanho da string armazenada (basta
escrever um nao-branco na posicao imediatamente a

direita da string);

mover o cabecote uma célula para a esquerda ou

para a direita;

231
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Observacao: nao podemos escrever um “branco” a
nao ser na ultima posicao a direita da string
armazenada (nao podemos dividir a string

armazenada em duas ou introduzir brancos a

esquerda). S6 podemos estar em uma célula com

“branco” se esta for a imediatamente seguinte ao

ultimo simbolo a direita da string;
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e Uma madquina de Turing é definida por:

M:(K727F757QO7F)

Onde:
K conjunto finito de estados;
> C I' conjunto finito de simbolos de entrada;

[' conjunto finito de simbolos da fita (incluindo

“branco” );
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0: K xI' > K xTI'x{L,R,—} funcao (parcial) de
movimento, onde L é o movimento do cabecote
para a esquerda, R é o movimento do cabecote
para a direita, e — significa que o cabecote
permanece onde esta. Observe-se que s6 é possivel
escrever “branco” na fita no extremo direito da
string armazenada. O movimento do cabecote é

executado apods a escrita do simbolo na fita;

qo € K estado inicial;

F' C K conjunto de estados finais.
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e A configuracao de uma maquina de Turing é

representada por

(g, ., 7)

Onde:
g € K estado atual da maquina;
a € (I' = {B})* string armazenada na fita;

v posicao do cabecote.




V'
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o A descricao instantanea de TM é definida como:
1 qae

onde:
g € K estado corrente da maquina;

a1, ap € I'" sequencias de simbolos representando os

lados direito e esquerdo do cabecote.

Observacao: assume-se que o cabecote esta
apontando para o simbolo mais a esquerda de as. Se
o = € entao o cabecote esta apontando para B. Se

a1 = € entao o cabecote esta na primeira posicao da

string armazenada (i = 1).
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e Movimentos de TM:
~Sel<i<nae (N~ {B}) edlga)= (R
entao (q,a1ag - a;---ap,1) -
(P, a1a2 -+ - @i 1711 -+ -y 1+ 1);

—Se2<i<n,ze (' =—{B})edlqa;) = (p,z,L)

entdo (¢, ajas -+ - a; - ap,1) -
(P, a1a2 -~ - @i 1T -+ Ayt — 1);

—Sel<i<n,ze(I'—{B})e
6(q,a;) = (p, x,—) entdo

(@, a1ag -+~ a; -+~ an, 1) = (p,a1az - - - a;_1Ta; 1 - - p, 1)
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— Sex e (I' —{B}) ed(q, B) = (p, x, —) entao
(q,a1ag - an,n+ 1) F (p,aras---apx,n + 1);

— Sex e (I' —{B}) ed(q,B) = (p,x, L) entao
(q,a1a9 - -ap,n+ 1) F (p,aias - - azx,n);

— Sex e (I' —{B}) ed(q,B) = (p,x, R) entao

(q,a1a9 - an,n+ 1) F (p,aras---apx,n + 2);
— Se 0(q,a,) = (p, B,—) entao

(q,a1a2 - ap,n) F (p,aras - an_1,n);
— Se 6(q,a,) = (p, B, L) entao

(Q7 a1ag - - CLn,n) = (p7 A1ag - Qp—1,1 — 1)7
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— Se d(q, B) = (p, B, —) entao
(ga1- - an,n+ 1) F (p,ar - an,n+1);
— Se 6(q, B) = (p, B, L) entao

(q’a'l.“a’n7n+1) = (paafl"'a'nan)‘
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e Linguagem aceita por TM

Seja M = (K,X, T, 0, qo, F), entao:

LM) ={wjlwe¥*ANIqge F,ael™ i>0(q,w,1)F
(q,,0)}-
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e Parada de TM — se uma TM aceita uma linguagem L

entao ela para para todas as palavras de L;

Existem duas possibilidades de nao reconhecer uma

palavra:

1. o processo de reconhecimento trancar antes de ser

encontrado um estado final;

2. a palavra nao € reconhecida pois a maquina nao

para (fungao parcial).
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e Relacao entre TM e Gramatica Tipo 0

e Teorema: Se L é gerada por uma gramatica Tipo 0

entao L pode ser reconhecida por uma maquina de
Turing;

/

e Teorema: Se L é reconhecida por uma maquina de

Turing entao L € gerada por uma gramatica Tipo 0.
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e Exemplo: L = {0™"1"|n > 1}. Solugao:

M = (K727F757QO7F)
K = {Q07Q1;QQaQBaQ4aQ5}
F:{O,l,ﬁlf,y,B}

b= {(]5}
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0(q0,0) = (q1, 7, R) 6(q1,0) = (1,0, R)

5(Q17 1) — (quyaL) 5(QQ7y) (QQ7y7 )
0(q2,x) = (g3, 7z, R) 9(q2,0) = (44,0, L)

QOava)

0(q4,0) = (q4,0,L) d(qu,x) =
0(q3,y) = (g3,9, R) d(q3,B) =
0(q1,9) = (q1, ¥, R)

(
(

Q57B T
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Reconhecimento de 0011:

(QO, 0011, 1)

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i
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= (g3, zayy, 4) F
= (g3, zayy, 5) F
|_

(g5, xxYY, 5)
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e Funcao computada por TM — podemos considerar a
maquina de Turing também como um mecanismo
para computar fungoes parciais recursivas (fungoes

sobre strings);

Se considerarmos a tripla (qq, 9, F') como sendo um

programa p, entao podemos considerar a funcao M,
como sendo a funcao computada pelo programa p na

maquina M.
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e Existem diversas variagoes da definicao de maquina
de Turing:
TM nao-deterministica;

fita infinita em ambas as direcoes:;

1.
2.
3. TM com mais de um cabecote;
4.

TM com mais de uma fita;

5. combinacoes destas possibilidades;

e Todas sao equivalentes a defini¢ao original (TM

original simula todas as suas variacoes);

e Isto é uma evidencia da correcao da tese de Church.
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Exercicios:

Defina uma TM para reconhecer
L ={wlw € {0,1}* Aw = wh} (palindromes);

Defina uma TM para reconhecer L = {a"b"c"|n > 0}

e mostre o reconhecimento de aabbce.




6 LSC E AUTOMATOS DE FITA LIMITADA 251

6 LSC e Automatos de Fita

Limitada

e Um automato de fita limitada — Linear Bounded

Automata (LBA) — é uma méquina de Turing

nao-deterministica em que o cabecote nunca
abandona aquelas células sobre as quais a sentenca

de entrada foi gravada;

e O LBA é o reconhecedor das linguagens sensiveis ao
contexto (LSC);
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e Definicao formal de LBA

M:(K7Z7F757QO7F)

Onde:

K conjunto finito de estados;

> C I' conjunto finito de simbolos de entrada;
I' conjunto finito de simbolos da fita;

0 : K xT' — Partes(K xI' x {L,R,—}) ;

qo € K estado inicial;

F' C K conjunto finito de estados finais.
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Observacao: o conjunto I' possui dois simbolos

especiais £ e $ que sao os limites a esquerda e a

direita da sentenca de entrada.
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e Linguagem aceita por um LBA:
L=AwlweX*Ndqge F,ael™* i>0(q,Lfws, 1)k
(q,,0)}.

Teorema: Se L é uma LSC entao L ¢é aceita por

algum LBA.

Teorema: Se L é reconhecida por um LBA entao
L —{e} é uma LSC.
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7 Hierarquia de Chomsky

(revisitada e ampliada)

Relembrando:

Regulares

Livres de Contexto

Sensiveis ao Contexto

Tipo 3 C Tipo2 C Tipo1 C Tipo 0 C T™
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e Nos extremos da hierarquia (AF e TM — linguagens
regulares e Tipo 0) existe equivaléncia entre
determinismo e nao-determinismo (mesma classe de

linguagens reconhecidas);

Para o automato de fita limitada nao se sabe se

determinismo e nao-determinismo aceitam a mesma

classe de linguagens ou classes diferentes (questao em

aberto; nao existe prova matematica);
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Para o PDA sabemos que nao existe equivaléncia

entre determinismo e nao-determinismo;

Linguagens livres de contexto deterministicas
(LLCD) e linguagens livres de contexto
nao-deterministicas (LLCND);

As LLCD sao a classe de linguagens que pode ser

reconhecida por um compilador de forma eficiente

(em tempo polinomial);

Sao a classe mais importante pois representam a

sintaxe da maioria das linguagens de programacao;

As LLCD sao geradas pelas gramdticas LR;
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Teorema: Se L é uma LLC e o complemento de L

(T* — L) nao é, entao L nao é LLCD.
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Regulares

LLC Deterministicas

LLC Nao—deterministicas

Sensiveis ao Contexto

Tipo 3 C LLCD € LLCND C Tipo 1 C Tipo 0 C T™
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e I possivel caracterizar toda a hierarquia de Chomsky

ampliada apresentada até aqui usando-se apenas o

automato de pilha;

e Definimos PDA(n) como sendo um autémato de
pilha que possui n pilhas. Entao:

1. PDA(0) é equivalente ao AF;

2. PDA(1) = PDA caracterizando as LLCD e
LLCND dependendo da existéncia ou nao de
nao-determinismo;

. PDA(n) = TM, para n > 2 (por que?). Logo,
PDA(n) = PDA(2), para todo n > 2 — adicionar

mais pilhas nao muda nada (por que?).
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FIM



