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“Nella misura in cui le leggi della matematica si riferiscono alla realtà non sono 
certe; e nella misura in cui sono certe non si riferiscono alla realtà” (A. Einstein)



Crisp set (classico) 
 

Definizione di un insieme: 
 
• per enumerazione: 

S={1,2,3} 
• per regola: 

S={x∈ℜ :abs(x)<6}  
 

⇒ un elemento o appartiene del tutto o non 
appartiene all’insieme (logica booleana) 

 
Principio di non contraddizione: 
ogni elemento x appartenente all’insieme S 
non può contemporaneamente appartenere 
anche a non-S 
 
Principio del terzo escluso: 
l’unione di un insieme S e del suo comple-
mento non-S costituisce l’universo del 
discorso 



“Questo enunciato è falso” 
 
 
 

L’insieme di tutti gli insiemi che non 
appartengono a se stessi, appartiene a se 

stesso? (antinomia di Russell) 
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Fuzzy set 
 

Un insieme fuzzy A nell’universo U è un 
insieme di coppie ordinate di un generico 
elemento u e del suo grado di appartenenza 
µA(u): 
 

A={(u,µA(u)):u∈U} 
 

Esempio: insieme dei numeri naturali piccoli 
 
S={(0,1),(1,1),(2,0.9),…, 

(5,0.2),(6,0.1),(7,0),…} 
 

Esempio: statura degli uomini 
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Membership functions 
 

• triangolari 
• trapezoidali 
• logistiche 
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• gaussiane 
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Definizioni 
 

• Supporto 
Supporto(F)={x:µF(x)>0} 
 
• Nucleo 
Nucleo(F)= {x:µF(x)=1} 
 
• α-cut 
α-cut(F)= {x:µF(x)>α} 
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• A è ‘più specifico’ di B se  
nucleo(A) ⊂ nucleo(B) e  
supporto(A) ⊆ supporto(B) 
 

A B 

 
 
 
 
 

• A è ‘più preciso’ di B se 
nucleo(A) = nucleo(B) e 
supporto(A) ⊂ supporto(B) 
 
 
 

A 
B 



Operazioni sui fuzzy set 
 
• Complemento (NOT) 
µnon-A(x)=1-µA(x) 
 

 
 
 
 
 
• Unio
µA∪B(x
 
 
 
 
 
• Inters
µA∩B(x
A

ne (OR) 
)=max(µA(x), µ
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A B
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Principio di estensione (1) 
 
Se A è un insieme fuzzy nell’universo U e 
f è una funzione da U a Y, allora il 
principio di estensione consente di definire 
un insieme fuzzy B in Y come 
 
B=f(A)={(y, µB(y)):y=f(u), u∈U} 
 
dove: 
 
µB(y)=sup µA(u) se f-1(y)≠0 
         u∈ f-1(y) 

         =0              se f-1(y)=0 
 
Esempio: 
A={(-2,0.3),(-1,0.4),(0,0.8),(1,1),(2,0.7)} 
f(u)=u2 
 
B={(4,0.3),(1,0.4),(0,0.8),(1,1),(4,0.7)}= 
   ={(0,0.8),(1,1),(4,0.7)} 
  



Principio di estensione (2) 
 

Nel caso di più variabili: 
 
µB(y)=sup min (µA1(u1),…, µAr(ur)) se f-1(y)≠0 
    (u1,…, ur) ∈ f-1(y) 

         =0                   se f-1(y)=0 
 
Esempio: 
 
µB(y)=sup min (µA1 (u1),µA2 (u2))       y= u1+u2 
 

Significa che per ogni elemento y 
dell’universo Y dobbiamo prendere ogni 
coppia di elementi (u1,u2) tali che la loro 
somma sia uguale a y e determinare il grado 
di appartenenza come il minimo dei 
corrispondenti gradi di appartenenza. 



Variabili linguistiche 
 

Per variabile linguistica si intende una 
variabile i cui valori sono parole o frasi di 
un linguaggio naturale o artificiale. 
Per esempio, età è una variabile linguistica 
se i suoi valori sono linguistici piuttosto 
che numerici, ovvero giovane, non 
giovane, molto giovane, vecchio, non 
molto vecchio, ecc. piuttosto che 20, 21, 
22, ecc. 
 
Funzioni membro per variabili linguistiche 
(i valori sono insiemi fuzzy!): 
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Modificatori linguistici 
 
 
Alle variabili linguistiche si applicano i 
modificatori linguistici 
 
Esempio: 
molto(F)={u : µmoltoF(u)= µF(u-∆)} 
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Prodotto cartesiano 
 
Se A1, A2, …, An, sono insiemi fuzzy 
definiti nell’universo del discorso U, 
allora il prodotto cartesiano di A1, A2, …, 
An è un insieme fuzzy con funzione 
membro 
µA1*…*An(u1,..,un)=min(µA1(u1),…, µAn(un)) 



 
Relazioni fuzzy 

 
if speed is slow then pressure is high 

 
Una relazione fuzzy R del tipo A⇒B, con 
A ∈ U e B ∈ V insiemi fuzzy è definita 
come un sottoinsieme fuzzy del prodotto 
cartesiano U*V: 
 
R=A*B=∫µR(u,v),(u,v) 
 
dove il segno ∫ significa che tutte le 
possibili combinazioni di tutti gli elementi 
di entrambi gli universi del discorso 
devono essere considerati. 
 



Esempio: 
A={(1,1),(2,0.8),(3,0.6)} 
B={(5,0.5),(6,1),(7,0.3)} 
µR(u,v)={(0.5,(1,5)),(1,(1,6)),(0.3,(1,7)) 
                (0.5,(2,5)),(0.8,(2,6)),(0.3,(2,7)) 
                (0.5,(3,5)),(0.6,(3,6)),(0.3,(3,7))} 
 
NOTA: l’estensione al caso di una relazio-
ne n-aria (if A then B then C then …) è 
banale (si segue lo stesso procedimento). 



Controllore fuzzy – schema di principio 
 

 
Input (crisp) 
 

 Membership
functions 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fuzzy input  

Fuzzy output  Metodo di de-
fuzzificazione Defuzzificazione

Base delle 
regole Inferenza 

Fuzzificazione

Output (crisp)  
(variabile di controllo)  

 



Esempio (un ingresso) 
fuzzificazione: 
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Valore crisp (-18) 

 
base delle regole: 
if pressione is NB then tempo is NS ⇐ 
if pressione is NS then tempo is NM ⇐ 
if pressione is Z then tempo is PM 
if pressione is P then tempo is PB 
  
inferenza: 
input    output 
(NB,0.75) ⇒ (NS,0.75) 
(NS,0.25) ⇒ (NM,0.55) 
 
L’output fuzzy è (NS,0.75) (poiché ho l’u-
nione delle regole devo prendere il max) 



Esempio (due ingressi) 
 
if pressione is NB and temp. is medium then tempo is PS ⇐ 
if pressione is NS and temp. is low then tempo is PM ⇐ 
… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

temperatura=200pressione=-13 
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La variabile di controllo può assumere 
solo valori crisp, per cui bisogna defuz-
zificare 



Defuzzificazione 
 
• metodo del baricentro 
 
 
 
 

uscita crisp  
• baricentro dell’area massima 
 
 
 
 uscita crisp 
 
• media dei massimi 
• primo/ultimo dei massimi (o metà) 
 
 

 

uscita crisp  



Comparazione metodi defuzzificazione 
 
 CoA MoM FoM MM CLA
Continuità Si No No Si No 
Disambiguità Si Si Si Si No 
Plausibilità Si No No Si Si 
Complessità 
computazionale 

Alta Bassa Bassa Bassa Alta

 
Continuità: un piccolo cambiamento nell’in-
gresso del FC risulta in un piccolo cambia-
mento dell’uscita. 
Disambiguità: il metodo funziona in ogni si-
tuazione (ad es. il CLA non sa scegliere se 
due aree sono uguali). 
Plausibilità: l’uscita ha un elevato grado di 
appartenenza (non sempre vero per il CoA). 
 
CoA (Centre of Area): metodo del baricentro 
MoM (Middle of Maxima): metà dei massimi 
FoM (First of Maxima): primo dei massimi 
MM (Mean of Maxima): media dei massimi 
CLA (Centre of Largest Area): baricentro del-

l’area massima 



Approccio alla Takagi-Sugeno 
 
I conseguenti delle regole non sono insiemi fuzzy ma 
funzioni lineari: 
 
if x1 is NB and x2 is medium then y=a1x1+b1x +c1 2
if x1 is NS and x2 is low then y=a2x1+b2x2+c2 
 
In questo caso il metodo di defuzzificazione è la 
media pesata (dai gradi di attivazione delle varie n 
regole) delle singole y 

∑

∑

=

=

++
= n

i
i

n

i
iiii

out

cxbxa
y

1

1
21 )(

β

β

 

I sistemi fuzzy sono perciò in grado di approssimare 
funzioni non lineari! 
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y = a1x+b1 y = a2x+b2

y = a3x+b3

 



Controllori fuzzy PD-like 
 

processoregolatore 
Fuzzy attuatore

dt
dsetpoint       _
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Superficie di controllo (nonlineare!) 
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La superficie dipende dalla forma delle 
membership functions degli ingressi e 
delle uscite e dalle regole. 



Esempio: aspirapolvere 
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Il tipo di superficie è rilevato osservando il 
cambiamento di polvere accumulata nel-
l’unità di tempo (azione derivativa) 



Fuzzy PI-like 
 

processoregolatore
Fuzzy attuatore

∫
setpoint

      _

 
processoregolatore

Fuzzy attuatore

dt
d

setpoint
      _ ∫

 
 

Fuzzy PID-like 
 

algoritmo 
Fuzzy (PD)

setpoint

∫

algoritmo 
Fuzzy (PD)

dt
d variabile di 

controllo

variabile di 
processo

      _

 
In questo modo viene ridotto il numero 
delle regole 



Costanti di scalatura 
 
Le MF sono generalmente normalizzate, 
ovvero comprese tra –1 e 1. E’ necessario 
scalare quindi gli ingressi e l’uscita 
 
 

Ke 

Kde 
Ku 

 
FC 

 
 
 
Sono parametri critici per le prestazioni 
del controllore (anche se esistono regole 
empiriche di taratura). Conviene partire da 
un PID equivalente! 
 



Supervisione fuzzy 
 

processoattuatorealgoritmo 
Fuzzy

algoritmo 
PID 1

SP3

algoritmo 
PID 2

algoritmo 
PID 3

SP2

SP1
      _

      _

      _

 
 
 

processoattuatore

algoritmo 
Fuzzy

algoritmo 
PIDsetpoint

      _

 
 
 



Fuzzy Gain Scheduling 
 

B 

A 

 
 
 
 
 
 
 
A. Kp grande, Ki grande e Kd piccolo 
B. Kp piccolo, Ki piccolo e Kd grande 
ecc. 
 
Il controllore complessivo è comunque molto 
difficile da tarare! 



Fuzzy overshoot suppressor 
(Yokogawa-serie Green)  
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Fuzzy set-point weighting 
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• La matrice delle regole è quella classica 

di MacVicar-Whelan 
• Le costanti di scalatura possono essere 

tarate mediante regole empiriche classi-
che 

• I parametri del PID sono tarati con la 
regola di Ziegler-Nichols 

• Si ottengono buone prestazioni sia per la 
reiezione dei disturbi sul carico che per 
l’inseguimento del set-point 



3)1(
1)(
+s

sP  

 

Z−N       

b costante

b fuzzy   

0 5 10 15
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

tempo [s]

 



Produzione del clinker 
 

bruciatori

serranda
mistura

forno inclinato
gas
esausti

 
 
variabili di stato 
BZ: temperatura nella zona dei bruciatori 
OX: percentuale di ossigeno nei gas esausti 
BE: temperatura sul retro del forno (all’ingresso della mistura) 
variabili di controllo 
CR: flusso del combustibile di riscaldamento 
DP: apertura della serranda (influenza la quantità d’aria nel forno) 

BZ 
OK 

OK 
OK 

OK 

OK 

OK 

OK 

 
Ci son
forma 
Condizione 
OX BE 

Azione Motivo 

LOW LOW Incrementare CR 
Incrementare DP 

Aumenta la temperatura all'ingresso del forno 
e la percentuale di ossigeno 

LOW OK Ridurre CR Aumentare l'ossigeno 
LOW HIGH Ridurre CR 

Ridurre DP 
Aumentare l'ossigeno e diminuire la temperatura 
all'ingresso del forno 

OK OK Mantenere alto CR 
Mantenere alto  DP 

Regolare la temperatura nella zona dei bruciatori 

OK HIGH Ridurre CR 
Ridurre DP 

Aumentare l'ossigeno e diminuire la temperatura 
all'ingresso del forno mantenendo regolata la 
temperatura nella zona dei bruciatori 

HIGH LOW Incrementare CR 
Incrementare DP 

Aumentare la temperatura all'ingresso del forno e 
diminuire l'ossigeno mantenendo regolata la 
temperatura nella zona dei bruciatori 

HIGH OK Ridurre lentamente DP Abbassare l'ossigeno 
o solo tre funzioni di appartenenza (LOW,OK,HIGH) di 
sigmoidale 



Self-Organizing Controllers 
 
• Metodo del gradiente (le membership 

functions devono essere derivabili!) 
⇒ Neuro-Fuzzy Networks 

 
• Valutatore di prestazioni 

⇒ si modificano le constanti di scalatu-
ra, la forma delle MF, le regole. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Vantaggi … 
 

• Non è necessario un modello matematico 
dell’impianto da controllare 

• L’esperienza viene sfruttata 
• La metodologia è intuibile anche per i 

non esperti 
• Il controllore risultante è in genere più 

robusto rispetto a quelli standard 
 

… e svantaggi 
 
• Non c’è ottimalità 
• Non ci sono metodologie rigorose di 

progetto 
• La verifica della stabilità dal punto di 

vista matematico è difficoltosa 
 

 

 



Prodotti di consumo… 
 

• Bollitori per l’acqua (National) 

• Rice cooker (Panasonic) 

• Automobili (Nissan, Mitsubishi, GM) 

• Lavatrici (GE, Whirlpool, ecc.) 

• Misuratori di pressione sanguigna 

• Aspirapolveri 

• Telecamere (Matsushita) 

• Televisori (Sony) 

• … 

 
… e non 

 
• Metropolitane (Sendai, J) 

• Carrelli elevatori (Cesab) 

• Gestione risparmi (Yamaichi Fuzzy Fund) 

• Sistema di predizione per il verificarsi di terremoti (Giappone) 

 



Non solo controllo 
 
• Fuzzy Information Retrieval 

(es: ricerca i clienti da 1-2 mil. all’anno e 
abbastanza soddisfatti dell’ultimo pro-
dotto venduto) 

• Fuzzy Clustering 
(grado di appartenenza di ogni punto ai 
vari cluster) 
⇒ identificazione di sistema, image pro-

cessing 
• Fuzzy Decision Making 

(obiettivi e vincoli sono fuzzy) 
 
 



Reti neurali 
 

Sistema computazionale composto da un 
numero di elementi semplici ed altamente 
connessi 
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L’apprendimento avviene tramite l’algoritmo 
di backpropagation 



Neuro-Fuzzy Network 
 
• Si utilizza una rete neurale (Percettrone 

Multistrato) ad hoc in cui i pesi 
corrispondono a delle grandezze di un 
sistema fuzzy (es. valor medio e varianza 
di una MF gaussiana, conseguenti) 

• Le regole sono fissate 
• Apprendimento supervisionato (ci vuole 

quindi un set di dati di training) 
 
• La logica fuzzy è usata anche per miglio-

rare l’apprendimento di reti neurali 
‘classiche’ (si varia adeguatamente il 
tasso di apprendimento) 



Esempio: lavatrice (Panasonic) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
ANN 

tempo di centrifuga 

tempo di risciacquo 

tempo di lavaggio 

velocità di flusso dell’acqua

quantità d’acqua 

impurità dell’acqua 
 

(derivata) 

impurità dell’acqua 

massa dei vestiti  

Sistema
fuzzy 



Algoritmi genetici 
 
Sono metodi euristici di ricerca ed ottimizzazione, 
basati sulla sopravvivenza della soluzione migliore ad 
un problema dato a partire da una popolazione iniziale 
di soluzioni ammissibili ed attraverso la sua 
evoluzione secondo principi ispirati a quelli della 
selezione naturale. 
 

Generazione 
iniziale 

Mutazione 

Incrocio 

Riproduzione 

Selezione 

Determinazione 
fitness 

popolazione 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Fuzzy vs. Algoritmi Genetici 
 
• Consentono di trovare il minimo globale 

(in senso stocastico) di una funzione 
• I parametri del sistema fuzzy costituisco-

no il cromosoma 
• La funzione di fitness dipende dagli 

obiettivi del controllo 
 
• Come per le reti neurali anche in questo 

caso la logica fuzzy può essere utilizzata 
per migliorare un GA 



Tecniche di soft computing 
 

Logica Fuzzy

Controllo Fuzzy

Modellistica Fuzzy

Sistemi esperti fuzzy

Taratura delle regole Fuzzy

Algoritmi Genetici

Ottimizzazione di regole fuzzy

Programmazione evolutiva

Reti Neurali

Reti Neuro-Fuzzy

Adattamento dei pesi (learning)



Strumenti (software) di sviluppo 
 
• Ci sono sul mercato più di 30 tools per il 

progetto di sistemi fuzzy 
• Il più usato a livello accademico è il 

Matlab Fuzzy Logic Toolbox 
• Implementazione sistema fuzzy con 

ambiente grafico e non 
• Visualizzazione superficie di controllo 
• ANFIS 
• Fuzzy Clustering 
• Possibilità di simulazione con Simulink 
• Possibilità di generare codice ANSI-C 

 
 



Hardware dedicato 
 
• Anche in questo caso esistono svariati 

prodotti (microcontrollori) 
• Esempio: Omron, ST (Warp, ST52x301) 
• In genere ogni microprocessore ha il suo 

tool di sviluppo (es: FuzzyStudio della 
ST, possibilità di programmazione gra-
fica, ANFIS, ecc.) 

• Integrazione anche nei PLC e nei DCS 



Bibliografia essenziale 
 
• M. Veronesi, A. Visioli, “Logica fuzzy: teoria ed applicazioni”, 

FrancoAngeli, 2000. 

• S. Cammarata, “Sistemi fuzzy. Un’applicazione di successo 

dell’intelligenza artificiale”, EtasLibri, 1994. 

• B. Kosko, “Il fuzzy pensiero. Teoria ed applicazioni della logica 

fuzzy”, Baldini e Castoldi, 1995. 

• B. Kosko, “Neural Networks and Fuzzy Systems”, Prentice 

Hall, 1992. 

• D. Driankov, H. Hellendorn, M. Reinfrank, “An introduction to 

fuzzy control”, Springer-Verlag, 1993. 

• L.-X. Wang, “A course in fuzzy systems and control”, Prentice 

Hall, 1997. 

• L. Reznik, “Fuzzy controllers”, Butterworth-Heinemann, 1997. 

 

 


