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Painlevé i Vitushkin

Painlevé (1863-1933) Vituskhkin (1931-2004)

Matemàtic francès.
Interessat també en física
i enginyeria aeronàutica.
Ministre de les invencions
(1915) i de la guerra
(1917).

Matemàtic rus.
Cec abans de fer 20 anys.
Interessat en enginyeria.
Aportacions al problema
13 de Hilbert abans de
llicenciar-se.

Els problemes de Vitushkin i de Painlevé – p. 2/23
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Analisi complexa i Analisi de Fourier

Els problemes de Vitushkin i de Painlevé són en la
intersecció de l’Anàlisi complexa i l’Anàlisi de Fourier.

L’Anàlisi complexa estudia les funcions complexes de
variable complexa:

f : C−→C.

L’Anàlisi de Fourier estudia les funcions amb tècniques
provinents o inspirades per la descomposició en sèries de
Fourier.
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Aplicacions

L’Anàlisi complexa és una part fonamental de les
matemàtiques.
Els nombres reals no s’entenen sense els complexos.

L’Anàlisi de Fourier:

és imprescindible per a l’estudi d’equacions en
derivades parcials que regeixen diferents lleis físiques
(eq. d’ones, eq. de la calor...).

és a la base de desenvolupaments tecnòlogics recents:
- tomografies, scanners,
- tècniques de compressió d’imatges (JPEG, JPEG2),
de sons,...
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Aplicacions

L’Anàlisi complexa és una part fonamental de les
matemàtiques.
Els nombres reals no s’entenen sense els complexos.

L’Anàlisi de Fourier:

és imprescindible per a l’estudi d’equacions en
derivades parcials que regeixen diferents lleis físiques
(eq. d’ones, eq. de la calor...).

és a la base de desenvolupaments tecnòlogics recents:
- tomografies, scanners,
- tècniques de compressió d’imatges (JPEG, JPEG2),
de sons,...

Els problemes de Vitushkin i de Painlevé – p. 4/23



Funció analítica

La derivada en R: f ′(x) = limy→x
f(y)−f(x)

y−x .

x

f(x)

En C:
Donat Ω ⊂ C obert, una funció f : Ω−→C és analítica si és
derivable, és a dir si

lim
w→z

f(w) − f(z)

w − z
· z

Ω

existeix per tot z ∈ Ω.
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Singularitats evitables

En R:
Donat x0 ∈ R, hi ha funcions derivables acotades en
R \ {x0} que no es poden estendre a x0 de forma derivable:

x0

En C no és així:

Teorema de Riemann
Sigui z0 ∈ Ω. Si f és analítica i acotada en Ω \ {z0}, llavors
s’estén analíticament a tot Ω.

· z0

Ω
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Singularitats evitables

Definició:
E ⊂ C compacte.
E és evitable (o singularitat evitable) per les funcions
analítiques acotades si per tot entorn obert Ω de E, tota
funció analítica i acotada en Ω \ E és pot estendre
analíticament a tot Ω.

Ω

Els conjunts evitables són invisibles per les funcions
analítiques acotades.
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Exemples

Si E és un punt, és evitable.

Si E és numerable, és evitable.

Un disc no és evitable.

Un segment no és evitable.

Si E és connex i diferent d’un punt, no és evitable.

Si E no és evitable i E ⊂ F , llavors F no és evitable.
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El problema de Painlevé

Trobar una caracterització geomètrica de les singularitats
evitables per les funcions analítiques acotades (∼1900).

Com mesurar conjunts en C?
- Mitjantçant l’àrea?
- Amb longitud?

Mitjantçant les mesures de Hausdorff !!
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Dimensions i mesures de Hausdorff

Dimensions de Hausdorff:

Un punt té dimensió 0.

Un segment té dimensió 1.

Un disc té dimensió 2.

Per a tot s ∈ [0, 2] hi ha conjunts de dimensió s en C.

Mesura 1-dimensional de Hausdorff = longitud.
Mesura 2-dimensional de Hausdorff = àrea.
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Altres exemples

El conjunt ternari de Cantor té dimensió
log 2/ log 3 ' 0.631.

Sigui In
j un interval de generació n, amb longitud 3−n.

Llavors,

2n

∑

j=1

long(In
j )log 2/ log 3 =

2n

3n log 2/ log 3
= 1.

El triangle de Sierpinski té dimensió log 3/ log 2 ' 1.585.
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Altres exemples

La corba de Koch té dimensió log 4/ log 3 ' 1.262:
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Altres exemples

La corba de Koch té dimensió log 4/ log 3 ' 1.262:

La catifa de Sierpinski té dimensió log 8/ log 3 ' 1.893:
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Altres exemples

La corba de Koch té dimensió log 4/ log 3 ' 1.262:

Una versió tridimensional (esponja de Menger), de
dimensió log 20/ log 3 ' 2.723:
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El conjunt de Cantor planar 1/4

Es el següent conjunt, de dimensió 1:

El costat d’un quadrat de generació n és 4−n.
Sigui Qn

i , i = 1, . . . , 4n, un quadrat de generació n.

Es compleix
4n

∑

i=1

`(Qn
i ) = 1.

Aleshores, dim(E) = 1 i long(E) ' 1.
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Dimensió de Hausdorff i evitabilitat

Es compleix

dim(E) > 1 ⇒ E no evitable.

Si long(E) = 0, llavors E és evitable (Painlevé). Així,

dim(E) < 1 ⇒ E evitable.

No!
Hi ha conjunts E amb `(E) > 0 que són evitables !!

Conclusió: A més de la mida, importa la forma.

Els problemes de Vitushkin i de Painlevé – p. 14/23



Dimensió de Hausdorff i evitabilitat

Es compleix

dim(E) > 1 ⇒ E no evitable.

Si long(E) = 0, llavors E és evitable (Painlevé). Així,

dim(E) < 1 ⇒ E evitable.

No!
Hi ha conjunts E amb `(E) > 0 que són evitables !!

Conclusió: A més de la mida, importa la forma.

Els problemes de Vitushkin i de Painlevé – p. 14/23
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La capacitat analítica

La capacitat analítica mesura el grau d’evitabilitat d’un
conjunt.
Introduïda per Ahlfors al 1947.

Definició:
La capacitat analítica de E és

γ(E) = sup
(

lim
z→∞

|z f(z)|
)

,

a on el suprem es pren sobre totes les funcions analítiques
en C \ E, amb |f(z)| ≤ 1 en C \ E, i f(∞) = 0.

Es compleix

E no evitable ⇔ γ(E) > 0.
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La capacitat analítica

La capacitat analítica caracteritza l’evitabilitat, però

No és una noció geomètrica.

Es una noció complicada, “fosca”.

Pregunta de Vitushkin (∼1960):

γ(E ∪ F ) ≤ C
(

γ(E) + γ(F )
)

,

per alguna C > 0 ?

Com es comporta γ respecte de “deformacions
senzilles” de E ?

(x, y) 7→
(

x, y/2
)

7→
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El Teorema de Guy David (1998)

Suposem E ⊂ C de longitud finita.
Llavors E és evitable si i solament si tota corba de longitud
finita interseca E en un conjunt buit o de longitud zero.

Conjecturat per Vitushkin ∼1960.

Demostrat prèviament per Mattila, Melnikov i Verdera
sota certes hipòtesis addicionals sobre E.

Es solució al problema de Painlevé per conjunts de
longitud finita.

Exemple: El conjunt de Cantor planar 1/4.

El resultat no és cert per conjunts E de longitud infinita.
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La curvatura d’una mesura

Donats x, y, z ∈ C, considerem R(x, y, z):

x
R

y z

Donada una mesura en µ en C, la curvatura de µ és
(Melnikov, 1995):

c2(µ) :=

∫∫∫

1

R(x, y, z)2
dµ(x)dµ(y)dµ(z).

Díem que µ té creixement lineal si

µ(B(z, r)) ≤ r per tot z ∈ C i r > 0.
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Capacitat analítica i curvatura

Notació: A ' B vol dir que existeix una constant universal
C tal que

C−1 A ≤ B ≤ CA.

Teorema [T., 2003]
Es compleix que

γ(E) ' sup µ(E),

a on el suprem es pren sobre les mesures µ suportades en
E, amb creixement lineal, tals que c2(µ) ≤ µ(E).
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Notació: A ' B vol dir que existeix una constant universal
C tal que

C−1 A ≤ B ≤ CA.

Teorema [T., 2003]
Es compleix que

γ(E) ' sup µ(E),

a on el suprem es pren sobre les mesures µ suportades en
E, amb creixement lineal, tals que c2(µ) ≤ µ(E).

Desigualtat & demostrada per Melnikov al 1995.
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Capacitat analítica i curvatura

Notació: A ' B vol dir que existeix una constant universal
C tal que

C−1 A ≤ B ≤ CA.

Teorema [T., 2003]
Es compleix que

γ(E) ' sup µ(E),

a on el suprem es pren sobre les mesures µ suportades en
E, amb creixement lineal, tals que c2(µ) ≤ µ(E).

Corol·lari 1

γ(E ∪ F ) ≤ C(γ(E) + γ(F )).
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Capacitat analítica i curvatura

Notació: A ' B vol dir que existeix una constant universal
C tal que

C−1 A ≤ B ≤ CA.

Teorema [T., 2003]
Es compleix que

γ(E) ' sup µ(E),

a on el suprem es pren sobre les mesures µ suportades en
E, amb creixement lineal, tals que c2(µ) ≤ µ(E).

Corol·lari 2
E és no evitable si i solament si existeix una mesura no
nul·la µ suportada en E amb creixement lineal i curvatura
finita.
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Observacions

Demostració utilitza idees d’Anàlisi de Fourier i Teoria
del Potencial.

Cal demostrar l’existència de µ tal que µ(E) ' γ(E)
amb l’operador de Cauchy

Cµf(x) =

∫

f(y)

y − x
dµ(y)

acotat en L2(µ).

Després s’utilitza (Melnikov-Verdera):

c2(µ) ' ‖Cµ1‖2
L2(µ)

Corol·lari 2
E és no evitable si i solament si existeix una mesura no
nul·la µ suportada en E amb creixement lineal i curvatura
finita.

Com es troba la mesura µ?

Caracterització geomètrica?

Invariància mòdul constants per tranformacions C1:

γ(E) ' γ(ϕ(E)) si ϕ,ϕ−1 ∈ C1.

z 7→ ϕ(z)

7→
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Observacions

Conjunt Cantor planar: Mateu-T.-Verdera.

Corol·lari 2
E és no evitable si i solament si existeix una mesura no
nul·la µ suportada en E amb creixement lineal i curvatura
finita.

Com es troba la mesura µ?
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Observacions

Corol·lari 1

γ(E ∪ F ) ≤ C(γ(E) + γ(F )).

Aplicacions a problemes d’aproximació racional
uniforme (Vitushkin).

Semiadditivitat numerable.

Corol·lari 2
E és no evitable si i solament si existeix una mesura no
nul·la µ suportada en E amb creixement lineal i curvatura
finita.

Com es troba la mesura µ?

Caracterització geomètrica?

Invariància mòdul constants per tranformacions C1:
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Problemes oberts

Problemes anàlegs en dimensions superiors.

Relació entre γ(E) i les projeccions de E:
Si long(Pθ(E)) > 0 per un conjunt de direccions de
mesura positiva, llavors γ(E) > 0?

E

θ
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Imatges de fractals

Extretes de:

http://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_triangle

http://en.wikipedia.org/wiki/Sierpinski_carpet

http://en.wikipedia.org/wiki/Menger_sponge

http://en.wikipedia.org/wiki/Cantor_dust

http://es.wikipedia.org/wiki/Conjunto_de_Cantor
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