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1 . INTRODUCTION
Dans l'article "The complexity of the word problem for commutative

semigroups and polynomial ideals" , Advances in Maths, 46, 305-329 (1982),

Ernst W. MAYR et Albert R. MEYER montrent que les phénoménes de croissance hyper-
exponentielle rencontrés en algébre explicite ne sont pas diis 3 1'insuffisance des
algorithmes connus, mais 3 la complexité intrins&que des problémes posés. Pour ce
faire, ils construisent de fagon trés ingénieuse un monoide commutatif défini par
des relations de bas degrés entre des générateurs libres, et présentant des syzygies
de degré &levé (d'une forme particuliére adaptée 3 1'utilisation qu'ils en font
ultérieurement). Cela donne comme sous-produit une minoration pour les bornes
supérieures des degrés des syzygies entre polyndmes de degrés donnés 3 nombre de
variables donné. Dans ce texte, on expose la construction du monoide de Mayr-Meyer,
laissant 1'application 3 la complexité pour une deuxiéme note. Par rapport & 1'ar-

ticle original, voici les principales modifications :

a) Suivant Daniel LAZARD, on supprime les variables Q.1 , en modifiant les re-
lations de fagon que seuls les produits Qici interviennent ; on supprime aussi la

variable f des équations (g) - (i), p.316

b) Les conclusions du lemme central (lemme 8, p.318) semble-Ansuffisantes pour
1'usage qui en est fait (voir v.322, (4) et p.323, démonstration du lemme 10). Par
ailleurs, la démonstration de ce lemme fait intervenir tous les pas précédents de
la construction . Dans cette note, le role de ce lemme est joué par la proposition

du n°2 qui me semble plus simple et plus puissante.

¢) Les variables Ci servent essentiellement 3 plonger un produit de T-ensem-
bles dans un monoide ; il y a, me semble t~il, avantage 3 se placer dans le cadre
des l-ensembles. En termes d'alg&bre usuelle, on étudie un produit tensoriel de

modules plutét que sa réalisation dans un produit tensoriel d'algébres symétriques.



2 . LA RECURRENCE.

La construction de Mayr et Meyer s'exprime le plus commodément en termes
de monoides et de r-ensembles (qui sont aux monoides ce que les modules sont aux
anneaux) .

Fixons notre terminologie. Tous les monoides considérés dans le n° seron
commutatifs. On appellera donc monoide un ensemble I muni d'une loi de composition,
notée (a,b)—ypab , associative et commutative, possédant un élément neutre. Un
I —ensemble est un ensemble E muni d'une opération T xE.._.3E , notée
(a,e)p—3y a2 , telle que le = e et a(be) = (ab)e. Une relation d'équivalence sur
E est compatible (avec l'action de T ) si, pour a dans T , x et y dans E
avec x =y , on a ax = ay . Le quotient de E par cette relation posséde alors
une structure de I'-ensemble naturelle. Si (Xi’yi)’ 1 € I, est une suite d'élé-
ments de E x E, la relation d'équivalence compatible engendrée est la relation
d'équivalence engendrée (au sens usuel) par les coupnles (axi,ayi), 1 €1, a€rT.

On notera [T’ le produit direct de deux monoides I et T' , uc on
identifiera r et T' & leurs images dans T[T' ; les éléments de TT' sont doac les
produits aa' = a'a, a €r , a'€ 1" , et on a (aa' = bb') = ((a=b) et (a'=d")).

- . i, -
On note <b> 1le monoide libre (b, 1€ N } encendré par une lettre b ; on poce

<bl, bz,...,bn> = <bl>< b2> eee< bn > .
Ainsi par exemple, [ <b,c > est la réunion disjointe des Fbch, avec la multipli-
cation évidente.

On considére un monoide M , et un M< b> -ensemble E . Un élément f de E est dit

b-iso0lé s'il satisfait aux deux conditions suivantes :

(i) pour tout entier n > 0 , et tout a € M <b> , la relation af = b f implique
n

a=b ;

(ii) pour tout entier n > O et tout x € E , la relation bx = b"f implique n > O et
n-1

x=Db f .

On suppose donnés deux &léments s et f de E et un entier N>1 avec :
(1) s=0bF,
(2) f est b-isolé dans le M <b> -ensemble E .

On va construire un monoide M', un M' <B> -~ensemble E' et des &léments S et F
de M' avec

NZ
3) S=B F,

(4) F est B-isolé dans le M' < B> -ensemble E' .



Introduisons neuf nouvelles lettres bl""’bé’ cl""'CA’B et posous

M' = M<b, b,, by, b, >,

on a donc M' <B>=M <b], b2, b3, bl»’ B > . Ondéfinit quatre M' <B > ~ensembles E/.l ,

i=1,...4 , comme suit. On pose

n~
E, =<b

1 2’ b

3 b4’ B > x E x{ cl} ,

olion fait opérer <« b2’ b3, b&’ B > de fagon évidente, et Mc< bl> via l'opération

la d
de M <b> sur E . Si 1'on préfére, on peut définir El comme le quotient du M'< B>-

ensemble <bl""’b4’ B >x E><{c]} formé des expressions

.+.b B Xxc, , a€ NS , Xx € E |

1

par la relation d'équivalence compatible engendrée par les couples

blxcl = b: Xe) , X €E, 1 EN.

~/ ~ ~
On construit de fagon analogue E2 R E3 . E4 en remplagant dans ce qui précéde

bl par b2,... et c, par c,,..., et on considére le M'< B> -ensemble
¥-FUE,uEUE
= lU 2U 3U 4 "

~
On définit E' comme le quotient de E par la relation d'équivalence compatible

engendrée par les couples

( b, fec, = s ¢

1 1 2
< f c, = f c3 /
(5) . -
bl s c3 = b4 s c2
\. [ C3 §b4 f Cl&
et par les couples
. ~
(6) b,z = b, B z . i€([l,4] , z€E,.
2 3 i

Notons S et F les classes respectives de sc| et sc, dans E' .



Proposition : Dans le M'<B> -ensemble E' , 1'élément F est B-isolé, et on a

S = BNZF .
La relation d'équivalence proposée est engendrée (au sens usuel) par les

couples

( ablfcl = abgfc2

afc2 E afc3
Q) J abbife, = abhp,fc,
abyfc, = abfc,
L b2 xc, = b3B X c, , 1€ [174] .

avec

a Q a
a=mB° bll...b44 ., G €N ,mEM, x€E.

“Elle est aussi engendrée par les couples

s _ N.N
a bl f c, = a B (b3 f c2)

af Cy = af c,

N N N
(8) { a bl (b3 f CZ) s aB bé(b3 f c2)
N
a b4 f c, = a(b3 f c2)
L b2 xc, = b3 B x c; i €[1,4] ,

ol a et x sont comme ci-dessus. En particulier, on a

N-1
1

N-1 N,.N
S = sc, = bl (bl f cl) b B (b3 f c2) =

N-2, N, N, N N, N-1 N, N ~
bl (B b4)B (b3 f c2) E ... & (B b4) B (b3 f cz) =
2 2 2
N N-1_N N N N
B b4 (b3 f 02) =B b4 f c4 = B F .

I1 reste 3 prouver que F est B-isolé, ce qui est 1'assertion essentielle de la
proposition.

Notonsﬂf le sous-monoide < bl""’bA’B > de M'< B > et E le sous
I ~ensemble de E formé des €léments a f c, » a €r, i€ f1,4] . Soit

u : N5 x [1,4] — E



1 'application telle que

ao ul 04
u(a,i) = B b] ...b, foe. .

4 1
Puisque f est b-isolé dans E , il résulte aussitét de la définition des E; que
u est bijective et que la relation u(a,i) = a u(8,j) avec a€M' <B> implique i=j,
o -Bo 04—84

a =B et a=B ° ...b4 € T . L'inspection des relations (8) montre alors que,

dés que 1'un des membres de 1'une de ces relations appartient 3 E , on a

a €T (resp x € Tf), et 1'autre membre appartient aussi 3 E . Ainsi}.ﬁ est saturé
pour la relation d'équivalence définissant E' , et la relation induite sur E est
engendrée par les couples (8), avec a € T et x € I f. Puisque F est la classe
d'un &lément de E , 4 savoir b? f ¢, » Ou encore bg-l(bg f cz),on est ainsl ramené

3 prouver que F est B-isolé dans le T-ensemble quotient de E . En d'autres termes

on peut se placer dans

UTlc,UT ¢

1 2 3lJF c

~
. r = r c 4 ?

considérer la relation d'équivalence compatible avec 1'action de T engendrée par
g P

les couples

( e gV
b] ¢, = B u
3% &
) b]u = BNbau
(9)
b4 ¢, = u
Lbzcisb:;Bc , 1 €[1,4] ,
avec u = bg cy 3 il s'agit de résoudre les &quations
(10) B%) 'u= ab, u ,ne€EN,ac€r,
(11) B“bf"us B x ,neEN , xe¥ .

. £q 2 ~ < .
Or, appelons réduits les &léments de T qui ne se divisent par aucun des premiers
membres des &quivalences (9) ; ce sont donc les &léments de 1'une des formes sui-

vantes :



(a2) { o a

s
On vérifie sans difficultés que toute classe d'équivalence dans T contient un &1i

ment réduit et un seul.

Considérons alors 1'équation (10), avec a = B bl ...b4 . On a

a a o, o, o
N-1 _ _"o,.N 1 2., 3, 4 N-1
a b4 u B (B b4) (b3B) b3 b4 b& u
) ao+Nul+u2 a2+a3 o +G4+N—l -
=B b b !
3 4
n , N-] oy . ve . . .
comme B b4 u est réduit, 1'équivalence (10) implique
@ + Nal + @ =n, @, + ay = o, a + ox,4 + N-1 = N-] ,
3 = = = = = = n
soit @ = u2 a3 @, 0, et Gb n , donc a =38 .
De méme, si x est réduit dans (11), alors Bx est ré&duit, et (11) implique
Bx = Bnbz_lu ,doncn 21 et x = Bn.1 Bz-lu .

Cela achéve la démonstration.

3 . LE MONOIDE DE MAYR -MEYER

Partons deM = {1} ,E =<b > f =1 ,5s = bd , d21; on construi
o o o o o o
alors un monoide M] , un Ml <b1> —ensemble El , des &léments S; » fl de El avec
2
s, = £ bd se++, un monoide M_ , un M_ <b_> -ensemble E_, des éléments s et f
1 1 71 n n n n n n
on
de E avec s = f bd g o
n n n n

A chaque étape, on introduit 1l variables, 3 savoir b, .,...,b, ., ¢, .,...5¢, . ,
1,j 4,i> 71,j 4,j

bj, 555 fj ; le monoide M_ est le monoide libre <(b, J.), i €1,4], j €lo,nl] >
b4
et le Mn <bn> -ensemble En est un quotient de la réunion des

M <b > C.opeeecy n,(i],...in) € [1,4]" , que 1'on peut plonger dans
1’ n’

i,j) ’(Ci,j)’ bn>

On a par ailleurs, & 1'&tape j ,6 des relations du type (6)

< (b



(6)j b2,j-lz x b3,j-l bj z, i € [1,4] ,

mais, 3 1'8tape suivante, b, n'intervient que dans les relations bY c. . = by . c. .
] ] 1,] 1,] 1,]

ce qui fait que 1'on peut remnlacer (5)j nar

5"). b, . . . E . . . C.
( >J 29.]-] Cl,J b3,J—1 bl,J Clrj
et éliminer la variable bj . A la premiére étape, il suffit de méme de remplacer
s = bd par
0 o
d
o ci,o = bi,o Ci,o » € [1,4] -

Théoréme : Soient n et d deux entiers > O . Dans le monoide commutatif libre

3 10n + 9 générateurs

bi,j ’Ci,j , 1 € [1,4] , 3 € [0,n]

S: » i€ [o,n], fi , i € [1,n],

considérons la relation d'équivalence compatible engendrée parles 10m + 4 couples

' =
(R") 5, €50 = bi,o i 7 .
(b, . f
. C . = S [od
1,3 73 1,3 i 2,3
fyeay =85 ¢35
R") s.b, .c, .=8.b, . c, .
( ﬁ i 1,3 73,] j 4,3 2,3
s. ¢ = f. b, . .
j 3,5 775 Ca,i Sa,3
b b

®j+1 7 %5 C15 0
(R'll) _
fje1 = %5 %5
od i parcourt [1,4] et j parcourt [o,n~1] . Notons Fd n le monoide quotient
— AbASiil L0 hd arcourt = ,
et soient S, ,F. ,B. les classes de s_ c. , £ c. et b. dans T
—_— 1717 n 1i,n n 1,n — 1,01 — d,n

(a) Le sous-monoide <B> engendré par Bl""’BA est libre .

(b) S1 u et v sont dans <B> et w dans T avec u = vw , alors

d,n
w € <B> .
N 2"
(c) On 2 S, = F. B, , avec N=4d .
—_ =" ity ===
(d) S1 F, u=F, v avec i et k dans [l1,4] , u € <B> et vET alors
- 1 k —_— —_— - d’nr_____



i=ket u=v.
Les assertions (a) et (b) sont &videntes puisque qu'aucun des deux membres d'aucune

des relations de définition de Ih n n'appartient 3 < B> . L'assertion (c) est
]

claire. Démontrons (d). Il existe, vu la forme des relations de définition de Ih n
»

un homomorphisme © de Ih n dans le monoide <Y gren
?

qui applique chaque bi,j sur | , chaque cy J.(J <n) sur vy, et les ci,n

-1 2 €1 2 S22 G300 €47
sur les ¢ 3

de plus u;](l) est le monoide libre Mn = < (b.l j)> . 0n a
’

W(FD) = YooYy S
et 1'équation Fiu = Fkv implique
YeeoX o cC, = cee
0 n-p ¢ Yo "n-1 Ck(p(v) ’

donc k = i et v € <(bi j) > . Prenons pour simplifier les notations k = i = | et

al 0& Bl 84
écrivons u = B, ...B , V=wB ...B , avec w€ M . Alors on a
1 4 1 4 n-1
o o B B
1 4 - 1 4
B1 "‘B4 fn cl,n E B] ...B4 w fn cl,n .

Comme les seules relations qui font intervenir les Bi sont les relations

b2,n—l ci,n = b3,n—| Bi ci,n , on en déduit que @, = 82 > Oy = B, » o, = 84 et
) B
que 1'on a dans 1le M <b > ensemble E b~ f =b " w f . Mais, puisque f_est
n n n n n n n = n —
bn-isolé, cela donne Bl = a etws= 1
4 . APPLICATION AU DEZRE DES SYZYGIES.
Prenons d > 3 .
' = ' = L ''=
Posons s SK(d-2) et fk fk(d-2) . On a fo 1, s, = s, et
Skel = Sk B 1,3
k(d-2)<j<(k+1) (d-2) »J
[R™)
Fre1 = 5k .~ | “1,i * 4, (k+1)(3-2)-1
k(d-2)<j< (k+1)(d-2)-1 °* ’
Toutes ces relations sont de degré d - | . Par ailleurs, les sj et les f. se

calculent & 1'aide des si et des fé par des relations de degré € d-2 comme suit :



a) si (d-2)k < j < (d-2) (k+1)-1 ,

s, = s ] | c H
Ik pa-yar<y 1T

b) si (d-2) k = j ,f, = £ 3

¢) si (d-2)k <j < (d-2) (k1) -1,

= !
£5 = sk S, 5-1 L,r

k(d-2)<r<j-1

Introduisant les variables sl'( et fl'( , remplagant les relations (R"') par les (R™"),
et remplagant dans chacune des relations (R"), les sj et les fj par les expressions
ci-dessus, on obtient un systéme €quivalent, dont les équations ont au plus le

degré d . On peut par ailleurs remplacer les relations (R') par les suivantes, qui

sont aussi de degré < d .

Enfin,n'introduisant 3 la derniére étape que trois variables S , F et B (autre-

ment dit, failsant sn =S, fn =F |, bl,n = b2,n = b3,n = ble,n =B,

c = C2,n = C3,n = cl”h= 1), on obtient :

Théoréme : Soient n et d des entiers, avec n>0 , d >3 , et k uncorps. 11

existe, dans 1'anneau de polynbmessur k a 8n+2[-2—:;—] + 8 variables
P L} ] - 13 . —
A= k[(ti)’(bi,j)’(Ci,j)’(sk)’(fk)ka‘o » S, F, B] , ot I€i<4 , 0<j<n-1 ,

o<k <[ﬂ , un idéal é engendré par des polyndmes de degré < d (en fait, en
d-2 £ _

bt

nombre €gal au nombre des variables), tel que : w( vy

N 2"
a)Ona S-B Fe€ O, avec N=4d" .

b) Seit ¢ : A —» k[B] 1'homomorphisme obtenu en annulant toutes les variables

sauf B . Alors, si a € A esttelqueaFEﬁ,ona p(a) = 0 .

La derniére assertion est une forme du fait que F est B-isolé dans A/j . En
effet, 1'annulateur de F modulo 3 est engendré par les couples a-B , oli o et B

sont deux mondmes distincts avec aF - BF € A , et dire que @(a) # O signifie

que a = B .

Corollaire. Considérons le sous-A-module de A2 formé des (u,v) avec u S + v F ¢ 5

Pour tout systéme générateur {(ua, Va)} de ce module, il existe o avec deg(va) >N .

En effet, il existe des aa € A avec



Za u =1,Ia v =- BN .
a a

Par ailleurs, on a (va - U, BN)F € ,5 , donc w(va) = (D(ua)BN . Comme
T w(aa)w(ua) =1, i1 existe un o avec w(uu) # 0 et cela donne deg(w(va))>= N .

Corollaire. Soit € > 0 . Soient m et d deux entiers avec m# 10, d > 3 ,
1

d= 2+ 355 ° 1li existe une suite (Pl""’Pm) de volynomes de degré < d de 1'an-

neau de polynbmes R = k[Xl,...,Xm] , (avec Pl =X, , P2 = X2) telle que toute

m - . .
base du sous R-module de R formé des suites Ui avec L UiPi = 0 , contlenne un

vecteur dont le premier coefficient est de degré » N , avec

1og2 log2 N > (% -£ )m + 1og2 log2 d - 7

Soit n 1le plus grand entier tel que
8y + 2[ ] +10<m.

Avec les notations ci-dessus, prenons pour R 1'anneau A[S,F,T veres T ], ot
n-1
]
d-2
augmentée de S et F ., Chaque relatlon entre ces générateurs donne une relation

r = m-8n-2[-——] - 10 , et pour suite (P ) la suite des polyndmes engendrant iS
uS + vF € 3 , et i1 suffit de prouver, vu le corollaire précédent, que l'on a

n>(~é-e)m--2—.0r, on a

9

m<8n+l) + 2[ 1) +10< (8 +-2) (n+2),
2 32 3

et par ailleurs

2 1 1
— < —) £ —_ -
8+ 355 <8(1 + 4 <1/(g-e).

Remarque. L'entier d &tant fixé , il existe une infinité de m pour lesquels

le 9/4 de la formule orécédente peut étre remplacé par 5/4 : il suffit de prendre

m de la forme 8n + 2[ ] + 10 .



