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AVERTISSEMENT.

Ce 'Tome cinquicme ct dernier de mon 7'raité de Mécanique
céleste paraissant longtemps apres les antres, il m'a paru conve-
nable d’en publier séparément les divers Livres aussitot aprés

lenr impression, en indiquant la date de leur publication.
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TRAITE

DE

MECANIQUE CELESTE.

NOTICE TMISTORIQUE

DES TRAVAUX DES GEOMETRES SUR LA MECANIQUE CELESTE
ET NOUVELLES RECIHERCHES SUR LE SYSTEME DU MONDE.

J'ai annoncé, au commenecement de ce Traité, que je le terminerais
parune Nolice historique des (ravaux des géomilres sur la Méca-
nique céleste. Je vais iei remplir cet engagement. Mais ayant fait, depuis
I'impression des Volumes précédents de cet Ouvrage, de nouvelles
recherches sur divers points de la Mécanique céleste, recherches que
j'ai publiées dans les Mémoires de UlInstitut et dans le Recueil de la
Connaissance des Temps, j’ai pensé qu'il serait utile de les réuniv i Ia
suite des Nolices hisloriques sur chaque objel. Je vais commencer par
la figure et la rotation de la Terre.
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LIVRE XL
DE 1A FIGURE ET DE LA ROTATION DL LA TERRE.

e 6 P -

CIIAPITRE PREMIER.

NOTICE HISTORIQUE DES TRAVAUX DES GEOMETHES SULR CET OBJET.

1. Je ne parlerai, dans cette Nolice, que des recherches sur la théorie
mathématique de la Terre. On ne peut alors remonter qu’a Newton,
fondateur de cette théorie, qu'il publia, sur la fin de 1687, dans ses
Principes mathématiques de la Philosophie naturelle. Ce grand géomtire
y considere la Terve comme une masse fluide homogene, douée d'un
mouvement de rotation, et dont toutes les parties s’atlirent récipro-
quement au carré de la distance. 11 suppose ensuile que celte masse
prend, dans I'état d’équilibre, la figure d'un ellipsoide de vévolution,
et il cherche, dans cette supposition, le rapport de Paxe du pole i
celui de I'équateur. Pour cela, il congoit deux colonnes fluides, partant
du centre, ct aboutissant, I'une au pole, et 'autre & I'équateur, et il
observe que les poids de ces deux colonnes doivent se faire équilibre.
Si I'on imagine I'cllipsoide divis¢é en couches infiniment minces ct
semblables, la gravité (je nomme ainsi la résultante de toutes les forces
altractives) sera, aux poles de ces couches, proportionnelle & leurs
petits axes; car Newton établit celte proposition remarquable, savoir :
qu'un point placé dans un ellipsoide creux, dont les deux surflaces
intéricure et extéricure sont semblables et semblablement situées, est
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également attiré de toutes parts. Ainsi, & la surface d’une couche
terrestre, les couches supéricures n’ont aucunc influence sor la gravité,
qui, par conséquent, est laméme qu’au pole de Iellipsoide terminé par
la surface de cette couche. Or, il est facile de voir que la gravité des
points semblablement situés sur les surfaces de deux corps homogenes,
semblables et de méme densité, est proportionnelle aux dimensions
linéaires et semblables de ces corps. Celarésulte de ce que, I'attraction
étant égale a la masse divisée par le carré de la distance, clle n’est que
d’'une dimension relativement a I'étendue. De Ia il suit que, le poids
de la colonne du péle étant la somme des gravités aux surfaces des
diverses couches, il est égal au produit de la pesanteur au pole par
la moitié¢ de la longucur de celte colonne ou par le quart de 'axe du
pole. Un raisonnement semblable fait voir que le poids de la colonne
de I'équateur est le produit de la pesanteur a I'équateur par le quart du
demi-axe de I'équateur. Car la pesanteur a I'équateur est la gravité
diminuée de la force centrifuge, ct cette force diminue de la surface au
centre comme la gravité, c’est-a-dire proportionnellement a la distanee
a ce point. Ainsi, dans I'état d’équilibre, le produit de la gravité au pole
par I'axe du péle est égal au produit de la pesanteur a I'équateur par
I'axe de P'équateur.

Pour avoir au pole la gravité, qui, sur ce point, est la pesanteur
méme, Newton considere un cllipsoide de révolution dont I'axe de
révolution contient roo parties et 'axe de I'équateur ro1, et il trouve,
au moyen des propositions qu'il élablit sur la gravité aux poles des
sphéroides de révolution, que la gravité au pole de cet ellipsoide est
a la gravité a la surface d’une sphere dont le diametre est de
100 parlics comme 126 est i 125.

Newton obtient de la maniere suivante la gravité & un point quel-
conque A de I'équateur du méme ellipsoide. 11 considere une sphire
ayant le méme centre que lellipsoide, dont la surface passe par le
point A et dont le diametre est, par conséquent, de 101 parties, et il
observe que, si 'on diminue de 1 partic un des diametres perpendi-
culaires & celui qui passe par le point A, de maniere que ce diametre
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ainsi diminué devienne 'axe d'un ellipsoide de révolution passant par
le méme point, ce point sera un point de I'équateur de cet cllipsoide.
Newlon remarque énsuite que, si 'on diminue parcillementde 1 partie
le diamétre de la sphire perpendiculairve aux deux premiers, on aura un
second cllipsoide de révolution dont A sera encore un point de I'équa-
teur. Si Uon fait varier i la fois les deux derniers diametres, on aura
un ellipsoide de révolution dont A sera le pole et dont I'axe de révo-
lution aura 101 parties, I'axe de I'équateur n'en ayant que roo. Dans
cet ellipsoide, la gravité au péle est i la gravité a la surface de la sphére
dont le diametre est de ror parties comme 125 est & 126, Mais, par la
nature des variations (res petites de deux quantités, la diminution de
la gravité due a la diminution simultanée des deux diametres est la-
somme des diminutions de la gravité lorsqu’on diminuce le sccond
diametre sans diminuer le troisieme et lorsqu’on diminue le troisicme
sans diminuer le second, ct cette somme est le double de I'exces de la
gravité a la surface de la sphere dont le diametre est de ror parlies
sur Ia gravité a 'équateur de Pellipsoide dont, I'axe de I'équateur étant
de ror parties, I'axe du péle est de 1oo parties. De la il est aisé de

N I I e
conclure que cet exces est —-—cde la gravité 4 la surface de cette

sphere. Mais cette gravité est a la gravité a la surface de la sphere dont
le diametre est de roo parties comme 101 est i 100, d’olt I'on conclul
que la gravité au pole de 'ellipsorde supposé primitivement est 2 la

1255 101, ou, A trés-peu
120 ! ' pe

pres, comme 501 est A 500. Désignons par ¢ le rapport de la force

. . 1206 .
gravité i son équateur comme —— - 100 cst &

centrifuge & la gravilé a I'équateur; les pesanteurs au pole et & I'équa-
tewr de lellipsoide seront done dans le rapport de 501 i 500 (1 — ¢).
Ces pesanteurs, multipliées respectivement par les longucurs des
colonnes fluides ou par roo et 101, sont proportionnelles aux poids de
ces colonnes. Ainsi, pour I'égalité de ces poids ou pour I'équilibre, le
produit de 5or par roo doit égaler le produit de 500 (1 — ) par 101,

. . s o1 ' -
ce qui donne, a fort peu pres, ¢ égal & gol_o ou ¢gal a g de I'aplatisse-
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ment —— de Pellipsoide. L'aplatissement "d’un ellipsoide quelconque
10 .

. s DA . . - 3 N 5 d
tres—peu différent de la sphire est done généralement égal iy du

rapport de la force centrifuge i la gravité d I'équateur, et comme, pour
la Terre, ce rapport est 28—'-(', il en résulte un aplatissement égal & ﬁ,
en soite que les axes du pole et dé I’équateur sont i fort peu pres dans
le rapport de 229 4 230. Les pesanteurs it ces points sont, comme on
I'a vu, réciproques a ces axes; elles sont done dans le rapport de 230
4 22qg. Newlon suppose ue, de l’("qualour aux péles, la pesanteur croit
comme le carré du sinus de la latitude.

Tel est le premicr pas que 'on a fait dans la théorie mathématique
de la figure de la Terre. 11 laissait, sans doute, beaucoup a désirer.
Newton suppose, sans le démontrer, que la figure elliptique convient i
I’équilibre d’une masse Nluide homogene tournant sur un axe. Il suppose
encore, sans démonstration, que la pesanteur a la surface augmente de
I'équateur aux poles comme le carré du sinus de la latitude. Enfin il
regarde la Terre comme homogine, ce qui est contraire aux observations,
qui prouvent incontestablement que les densités des couches du sphe-
roide terrestre croissent de la surface au centree. Malgré ces imperfee-
tions, ce premicr pas doit parailre immense, si 'on considere I'impor-
lance et la nouveauté des propositions que I'auteur établit sur les
attractions des spheres et des sphéroides, et la difficulté de la
matiere. _

Environ deux ans apres la publication du Livre des Principes mathé-
matiques de la Philosophie naturelle, Huygens (raita le méme sujet,
dans un Appendice a sa Dissertation sur la cause de la gravité. 1|
n’admet point I'attraction de molécule & molécule, et il suppose que
chaque molécule d’'une masse fluide homogene tournant sur un axe
tend vers le centre de gravité de cette masse en raison inverse du carré
de sa distance & ce point. Le probleme de la figure de cetle masse
présente alors beaucoup moins de difficultés. En combinant la force

centrifuge avec la (endance vers le centre, Huvgens détermine les
OFuvres de L. —- V. 2
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longueurs ue deux colonnes fluides partant du centre et aboulissant
i la surface doivent avoir pour se faire équilibre, et il trouve, pour la
ligure du méridien; une courbe du quatricme ordre, qui, lorsqu’on
suppose tres-petit le vapport 9 de la force centrifuge i la pesanteur i
I'équateur, devient une ellipse dont, le petit axe ¢lant représenté par

["unité, le grand axe est 1 -+ - . Il trouve ensuite que la pesanteur croit

2
de Péquateur aux poles proportionnellement au carré du sinus de la
latitude, et de maniere que, la pesanteur étant supposée 1 i I'équaleur,

elle est 1 + 29 aux poles. On vient de voir que, dans la théorie de

| Cr

Newton, les axes et les pesanteurs sont dans le 'l'npporl de 1 a1+

-
f]

-—

- - e, ! . T P
ce qut est bien différént des résultats d'Huygens. Mais il est remarquable
que, dans ces deux théories, la somme de Pellipticité et de Iexcesde la

pesanteur au pole sur la pesanteur i I'équateur, prise pour unité, soil
I
Y - ) P - . N “q -
la méme et égale a - 5. La théorie d’Huygens revient & considérer la

Terre comme un sphéroide compose de couches infiniment rares de la
surface au centre et d’une densité infinie infiniment pres du centre,
ce qui donne Ta limite de aplatissement, lorsqu’on suppose les densités
de couches croissantes de la surface au centre. La (héorie de Newton

donne I'autre limite de 'aplatissement dans la méme supposition. C'esl

-

done eatre les limites %? ¢t 7o que doit ¢étre Paplatissement de Ta

Terre, et ¢'est, en ellet, ce qui résulte des observalions.

On n’ajouta rien a la théorie de Newton jusqu’en -1737. Clairaut
prouva, dans les Transactions Philosophigues de celle année, que les sup-
positions sur lesquelles Newlon avait fondé sa théorie étaient exacles.
Il fit voir que la figure elliptique satislait a Iéquilibre d’une masse
fluide homogene peu diflérente d’une sphire et tournant sur un axe, et
qu’i la surface de celte masse la pesanteur croit proportionnellement
au carré du sinus de la latitude. I’Académie des Sciences .l)l‘OpOS{l,
pour le sujet du prix qu'elle devait décerner en 1740, la théorie du flux

et du reflux de la mer. Parmi les pieces qui partagerent le prix, celle
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de Maclaurin est la plus remarquable par U'importance et par la heauté
des résultats surles attractions des sphéroides elliptiques de révolution.
L'auteur y démontre que I figure elliptique satisfait rigoureusement i
Péquilibre d’une masse fluide homogene douée d'un mouvement de
rotation, en prenant pour condition de I'équilibre celle de I'équilibre
du fluide dans un canal intévieur de figure quelconque et aboutissant
par ses extrémités a la surlace. détermine Uattraction & la surface de
celle masse, ¢(, en la combinantavee la foree centrifuge, il parvient i ce
théoremie, savoir que, si d'un point quelconic de la surface on abaisse
une perpendicalaire que Pon prolonge jusqu'au plan de I'équateur, la
pesanteur & ce point sera proportionnelle a celte *perpendiculaive ol
le rayon de courbure sera proportionnel au cube de la méme ligne.
Enfin il obtient, par une ¢quation lranseendante, le rapport des axes
des poles et de I'¢quateur. La méthode suivie par I'auteur est purement
gtométrique, et ce morceau de synthese peut ére comparé i ce que
les anciens géometres nous ont laissé de plus pafait ¢t i 'Ouvrage
d'Huygens De horologio oscillatorio.

Clairaut publia en 1743 son Ouvrage sur la Théorie de la Jigure de
la Terre. 11y donne les équations générales, jusqu'alors inconnues, de
I'équilibre des Nuides, soit homogines, soil hétérogenes, ou composés
@'un nombre quelconque de Muides, quelles que sotent les forces qui
animentchacunede leurs molécules, et en supposant entre ces molécules
une attraction mutuelle suivant une loi quelconque. Appliquant ensuite
ces équations i la Terre, én la supposant formée d'un ou de plusicurs
ctméme d’une infinité de fluides, tous cireulant autour d’un méme axe,
il prouve que la figure clliptique satisfait i I'équilibre des couches de
nivean lorsQue leur figure est peu «Iiﬂ'(-r(-n'lv.(lv la forme sphérique, et
il (lcl('lnnne les clllpllull' de ces couches et la loi de Ia pesanteur i la
surface de la couche extérieure. [l parvient aux expressions des mémes
quanlités dans le cas général ot la” Terre serait formée d'un novau
(‘”Il)ll([ll(‘ recouverl d'un ou de plusicurs Muides, le novau étant lui-
méme formé de couches ('“Ipll(lll(‘: dont les figures et les densités

varient du centre ala surface, ot il est condniti co résultat remarquable,

2.
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savoir que, st 'on nomme E Pellipticité de la Terre ou 'exees de 'axe
de I'éguateur sur celui des poles pris pour unité, si 'on désigne par C
Fexees de la pesanteur aux poles sur la pesanteura l’équateur prise pour
unité de pesanteur, enfin si 'on exprime par o le vapport de la foree
centrifuge i I'équateur & P'unité de pesanteur, la somme E-+C, dans
toutes les hypotheses que 'on peut faire sur la constitulion intéricure

Iy

de la Terre, est constante et égale i = o5 'acevoissement de la pesanteur

S Ch

de I'équateur aux poles est e produit de C par le carré du sinus de a
latitude. L'importance de tous ces résultats et 'élégance avee lTaquelle
ils sont présentés placent cet Ouvrage au rang des plus belles produc-
tions mathématiqques.

Clairaut ¥ expose une théorie de action capillaive; mais celte théorie
me parait msignifiante. En concevanl un tuyau cylindrique d'un tres-
petit diametre intéricur, plongé verticalement dans un fluide par son
extrémité mféricure, il analyse toules les forees dont ia colonne infi-
niment petite du fluide passant par 'axe du tube est animée, en sup-
posant une attraction des molécules du tube sur celles du luide et des
molécules Muides sur elles-mémes, latoi dattraction é¢tant [a méme dans
les deux cas relativement a la distance, mais pouvant différer d'inten-
sité. Clairaut remarque ensuile que, parmi toules les lois possibles
d"attraction, il doit y en avoir une ou plusieurs qui donnent, confor-
mément a experience, élévation du fluide dans le tube, réciproque
au dinetre intéricur du tube; mais la diftficulté du probleme consiste
a déterminer ces lois. Cest ce que j'ai fait dans ma Théorie de U'action
capillaire, de laquelle il résulte que toutes les lois d'attraction qui la
rendent insensible & des distanees sensibles satisfont & I'expérience et
sont les seules qui puissent v satisfaive. Mais Clairaut était d’autant
plus éloigné de ce résultat, qu'il supposait au eontraire que I'attraction
du tube sur le fluide est sensible sur les molécules fluides placées dans
I'axe. la cependant été conduit par cette fausse supposition i ce résullat
dont j'ai fait voir 'exactitude, savoir que le fluide sera loujours élevé
dans le tube au-dessus du niveau tant que le double de l'intensité de
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Iattraction des molécules du tube sur celles du fluide surpassera 'in-
tensité de Pattraction des molécules fluides sur elles-mémes. Ce n'esl
pas le seul exemple de suppositions fausses ayant conduiti des vérités;
mais la découverte d'une vérité n’appartient qu'a celui qui le premier
la démontre.

La méthode que Clairaut a suivie dans sa Théorie de la figure de la
Terre, quoique fort élégante, est limitée aux ellipsoides de révolution.
D'Alembert, dans ses Recherches sur le Systéme du mmonde, publiées en
1754 et 17506, traita cet objet d’'une maniere beaucoup plus générale.
Il détermina les attractions d'un sphéroide tres-peudiflérent de la sphere,
et dont I'équation de la surface est algébrique et d'un ordre quel-
conque, en le supposant méme formé de couches de diverses densités,
et il en conelut que Ta figure que ces couches doivent prendre peul
satisfaire & la condition générale de lewr équilibre lorsqu’elles sont
fluides et douces d'un mouvement de rvotation. Cette condition est que
la pesanteur soil perpendiculaire & la surface de chague couche de
niveau. D’Alembert emplovait une autre condition, dont Lagrange a [ait
voir I'identitéavee la précédente. Les vecherches de d’ Alembert, quoique
générales, manquent de la clarté st nécessaire dans les caleuls com-
pliqués. Elles laissaient surtout a désirer la connaissanee des rapports
généraux et simples qui doivent exister entre la figure des sphéroides
et leurs attractions. Ces rapports des grandeurs génératrices aux résul-
tats qui cen dérivent n'inléressent pas moins les géometres que les
solutions des problemes.

La grande supériorité de I'Analyse sur la Synthese se fail prineipa-
lement sentir dans les questions difficiles du Systeme du monde,
questions pour la plupart inaccessibles a la Synthese. Mais le probleme
des attractions des ellipsoides de révolution, résolu avee tant d'élégance
par Maclaurin suivant Ia méthode synthétique, donnait i cette méthode
un avantage sur 'Analyse, que I'on devait s'empresser d'antant plus de
fatve disparaitre, qu'il était naturel d’attendre de Papplication de I'Ana-
Iyse & cet objet, non-seulement un moyen plus simple d'obtenir les

résultals de Maclaurin, mais encore une théorie complite des attractions



1% MECANIQUE CELESTE.

de ce genre de sphévoides. Cest, en ellet, ee qui est arrivé. Dans les
Meéemoires de U Académie des Scienves de Berlin pdiu' I'annce 1773,
Lagrange,” par une (ransformation “heurcuse des “coordonnées, csl
parvenu analytiquement, et de la manitre la plus simple, aux résultats
de Maclaurin: il les a éendus i des ellipsoides quelconques, etil en a
déduit ce théortme, que -Maelaurin “n’avait fait- qu'énoncer et que
’Alembert a démontré le premier; savoir que Pattraction d’un ellip-
soide quelconque sur un point placé dans le prolongement d’un de ses
axes est 4 lattraction d'un sphéroide qui aurait le méme centre et les
mémes foyers, el qui passerait par le point attiré, comme la masse du
premier sphéroide est i la masse du sceond. 1l vestait, pour compléter
cette théorie, i déterminer Pattraction d’un ellipsoide sur un point
queleonque placé au dehors. M. Legendre, dans le Tome X des Savants
etrangers, I'a fait, & I'égard des ellipsoides de révolution, par une
analyse ingénieuse et savante qui donne, pour tous les sphéroides de
révolution, un rapport (res simple entre leur attraction sur un point
placé dans le prolongement de leur axe de révolution et leur attraction
sur un point placé dans le prolongement d'un rayon quelconque, & la
méme distance du centre. Relativement aux ellipsoides de révolution,
ce rapport fait voir que le quotient de P'attraction sur un point quel-
congque extérieur, divisée par la masse, est le méme pour tous les
cllipsoides de révolution qui ont Ie méme centre et les mémes foyers,
el. comme laltraction i la surface est donnée par les théoremes de
Maclaurin, il ne s"agit, pour avoir 'attraction sur un point quelconque
aw dehors; que de faive passer par ce point un de ces cllipsoides, ce qui
est facile. [l était naturel d'étendre ce résultat aux ellipsoides qui ne
sont pas de révolution. Mais sa démonstration présentait heaucoup de
difficultés. Je I'ai donnée le premier, dans un Ouvrage sur la Théorie
du mouvement elliptique et de la _figure des planétes, qui parut en 1784,
ot dans mon Traité de Mécanique céleste. Ayant élabli un rapport
sénéral entre les attractions d'un sphévoide sur un point quelconque
extérieur et ses attractions sur les points placés dans le prolongement

d'un de ses axes et dans le plan perpendiculaire & cet axe, j'en ai
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déduit une nouvelle démonstration du résultat dont il s’agit. Enlin
M. Ivory est parvenu au méme résultat par une transformation (res-
heurcuse des coordonnées, sans recourir aux séries. Tel u ¢1¢ le progres
des recherches par lesquelles les géomitres sont parvenus i une théovie
complete des attractions des ellipsoides.

Maclaurin a fait voir qu'une masse fluide homogene tournant autour
d'un axe pouvail élre rigoureusement en équilibre avee une figure
clliptique. Mais y a-t-il d’autres figures d’équilibre lorsque le sphe-
roide est tres-peu différent de la sphere? JVai prouvé, sans connaitre
sa figure, que la pesanteur i sa surface suit la méme loi que si cette
figure était celle d’un ellipsoide de révolution. M. Legendre a [ait voir
ensuite que, si la figure est de révolution, elle doit, pour 1'équilibre,
¢tre elhplique, et Jai veconnu que cela est exacl, sans supposer une
ligure de révolution. Mais d’Alembert a prouvé que plusicurs ligures
clliptiques d’équilibre correspondent a une méme durée de rotation. Jui
démontré ensuile qu'il 0’y en a que deux, et j'ai déterminé la limite de
la durée de rotation que la masse peut avoir sans s¢ dissiper. Mais le
véritable probleme i résoudre consiste & déterminer la figure qu’une
masse flutde doit prendre lorsque, ses moléculesayant ét¢ primitivement
animées de forces quelconques, elles parviennent a la longue, par leur
frottement mutuel et par leur ténacité, i un état fixe équilibre. J'ai
lait voir, dans le Livre Il de la Mécanique céleste, que le Nuide finit par
prendre la figure d'un ellipsoide de révolution dont I'équateur est le
plan primitil du maximum des aires décrites par chaque molécule
autour du centre de gravité de la masse. Le mouvement de rotation
ainsi (ue les axes de Pellipsoide de révolution sont déterminés par ce
maximum; il y a toujours une ligure possible d’équilibre, et il 0’y en a
qu’une.

Enfin j'ai donné, dans les Mémoires de I’ Académie des Sciences pour
année 1782 et dans le Livee HI de la Mécanigue céleste, une (héorie
gencrale des altractions des sphéroides. La fonction qui exprime Ia
somme des molécules attivantes divisées respectivement par leurs

distances au point atlivé a Pavantage d’exprimer, par ses diflérences
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particlles, la résultante de ces altractions décomposées suivant une
direction quelconque. Jai reconnu i celte fonction la propriété sui-
vante : La somme de ses trois differences partielles du second ordre, prises
séparément par rapport & chacune des trois coordonnées rectangulaires du
point altiré, est constamment égale a zcro. Celle équation fondamentale,
combinée avee une équation différentielle du premier ordre i laquelle
i’ai trouvé que la fonction dont il-s’agit doit satisfaire lorsque le point
alliré est a la surface d’un sphéroide homogene (res-peu dillérent de la
sphire, m'a donné, par le développement le plus facile, I'expression
de I'attraction d’un sphéroide formé de couches solides ou iluides de
densités quelconques, douées d’'un méme mouvement de rolation et
dont les molécules s'attirent réciproquement au carré de la distance.
Les rapports généraux et simples que cetle expression donne entre les
allractions ct la figure des sphéroides m’ont directement conduit &
déterminer la figure des couches fluides dans I'élat d*équilibre et la loi
de la pesanteur a leur surface. La fécondité de I'équation fondamentale
qui sert de base & mon analyse, et qui se reproduit dans la théorie des
[tuides et dans celle de la chaleur, me porte i croire que les formules
auxquelles je suis parvenu sont les plus générales et les plus simples
que 'on puisse obtenir.

Voici maintenant le précis des nouvelles recherches que j'ai ajoutées
aux précédentes et que j'ai publiées dans les Volumes de la Connais-
sance des Temps el de I'Institut.

On voit, par la Notice historique que je viens de donner des recherches
des géométres sur la figure de la Tevree, qu'ils ont supposé le sphéroide
Lerrestre entierement recouvert par la mer; mais, ce fluide laissant &
découvert une partie considévable de ce sphéroide, ces recherches,
malgre leur généralité, ne représentent pas exactement la nature, ct il
esl nécessaire de modifier les résultats obtenus dans hypothese d'une
inondation générale. A la vérité, la théorie mathématique de la figure
de la Terre présente alors plus de dillicultés; mais le progres de I'Ana-
Ivse, surtoul dans cette partie, fournit le moyen de les surmonter et de
considérer les continents et les mers tels que 'observation les présente.
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Cest objet de Panalyse suivante. En'se rapprochant ainsi de la nature,
on entrevoit les causes de plusicurs phénomenes importants que I'lis-
toire naturelle et la Géologie nous ollrent; ce qui peut répandre un
grand /jour sur ces deux sciences, en les rattachant a la théorie du
Systeme du monde.’ Yoici les principaux résultats de mon analyse.
[un des plus intéressants est le théoreme suivant, qui établit incontes-
tablement I'hétérogénéité des couches du sphéroide tevrestre :

St a la longueur du pendule a secondes, obsercée sur un. point quel-
conque de la surfuce du sphéroide terrestre, on ajoute le produit de cette
longueur par la moitié de la hauwteur de ce point au-dessus du niveau de
I’Océan, détermince par Uobservation du barometre et divisée par le demi-
wre du pole, 'accroissement de cette longueur ainsi corrigee sera, de
Uéquateur aua péles, dans U'hypothése d’une densité de la Terre con-
stante au-dessous d'uneprofondeur peu constderable, le produit de cette
longueur & I'équateur par le carré du sinus de la latitude et /)ar T du rap-
nvort de la force centrifuge a la pesanteur a l'équateur, ou par 5.

Ce théoreme, auquel j'ai été conduit par Péquation différentielle du
prentier ordre qui a licu & la surface des sphéroides homogtnes peu
différents de la sphere et dont jai parlé ci-dessus, est généralement
vrai, quelles que soient la densité de la mer et la maniere dont elle
recouvre en partie la Terre. Il est remarquable en ce qu’il ne suppose
point la connaissance de la figure du sphéroide terrestre ni celle de la
mer, qu'il serait impossible &’ ohtenir.

Les expériences du pendule faites dans les deux hunlqphmca s'ac-
cordent & donner au carré du sinus de la Ialllude un coellicient plus
ﬂl.m(l que 155 et a fort peu pres égal o ;2 de la longucur du pen-
dule i I'équateur. Il est done bien prouvé par ces expériences que la
Terre west point homogene dans son intérieur. On voil de plus, en les
comparant it analyse, que les densités des couches terrestres vont en
croissant de la surface au centre. , '

La régularité avee laquelle la variation observée des longucm's du
pendule & secondes suil la loi du carré du sinus de la latitude prouve
que ces couches sont disposées régulicrement autour du centre de

OFurres de L. — V. 3
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gravité de la Terre et que leur forme est a peu pres elliptique et de
révolution.

L'ellipticité du sphéroide terrestre peut étre déterminée par la mesure
des degrés du méridien. Les diverses mesures que I'on a faites, comparées
deux a deux, donnent des ellipticités sensiblement dilférentes, en sorte
que la variation des degrés ne suit pas aussi exactement que celle de Ia
pesanteur la loi du carré du sinus de la latitude. Jai vemarqué dans
le Livre Il que cela tient aux secondes différentielles du rayvon terrestre
que renferment les expressions des degrés du méridien el du rayon
osculateur, tandis que Pexpression de la pesanteur ne contient que les
premieres diflérentielles de ce rayon, dont les petits écarts d’un ravon
clliptique s’accroissent par les différentiations successives. Mais si I'on
compare des degrés éloignés, tels que ceux de France et de I'équateur,
leurs anomalies doivent étre peu sensibles sur leur différence, et I'on
trouve par cette comparaison I'ellipticité du sphéroide terrestre égale
. I
o %Tj.

Mais un moyen plus préeis d’avoir cette ellipticité consiste & com-
parer avee un grand nombre d’observations deux inégalités lunaires
dues a T'aplatissement de la Terre, 'une en longitude et 'autre en
latitude. Lorsque je parvins, par la théorie, aux expressions analytiques
de ces deux inédgalités, je priai suceessivement MM. Bouvard, Burg el
Burckhardt de faire cette comparaison. Ils y ont employé plusicurs mil-
lters d’observations lunairves faites depuis Bradley jusqu’y nos jours.
Les résultats de leurs caleuls s’accordent & donner I'aplatissement du
sphéroide terrestre i tres peu pres égal a -5;-’ cl, ce qui est digne de

300
remarque, chacune des deux inégalités conduit a ce vésultat, qui, comme
on voit, dilTere (res-peu de celui que donne la comparaison des degrés de
I'rance et de I'équateur.

La densité de la mer n'étant qu’'un cinquitme a peu pres de la
moyenne densité de la Terre, ce fluide doit avoir peu d’influence sur les
variationsdes degrés et de la pesanteur et sur les deux inégalités lunaires

dont je viens de parler. Son influence est encore diminuée par la peti-



LIVRE XI. 19

tesse de sa profondeur moyenne, (ue I'on prouve ainsi. En concevant le
sphéroide terrestre dépouillé de I'Océan, et supposant que dans cel état
sa surface devienne fluide et soit en équilibre, on aura son ellipticité
par le théoreme de Clairaut dont jai parlé ci-dessus, en retranchant, de
cinq fois la moitié¢ du rapport de la foree centrifuge a la pesanteur a
I'équatear, le coclicient que les expériences donnent au carré du sinus
de la latitude dans I'expression de la longueur du pendule i sccondes,
cette longueur & I'équateur étant prise pour I'unité. On trouve par
1
310
de cet aplatissement & ceux que donnent les mesures des degrés ter-

la pour I'aplatissement du sphéroide terrestre. Le peu de différence

restres ct les inégalités lunaires prouve que la surface de ce sphéroide
seraith fort peu pres celle de I'équilibre, si elle devenait ffuide. De Ia, et
dece que lamer laisse i déeouvertde vastes continents, on conclut qu’elle
doil étre peu profonde, et que sa profondeur moyenne est du méme
ordre que la hauteur movenne des continents et des iles au-dessus de
son niveau, hauteur qui ne surpasse pas 1ooo metres. Cette profondeur
est done une petite fraction de I'excis du rayon de I'équateur sur celui
du pole, exces qui surpasse 20000 metres. Mais de méme que de
haules montagnes recouvrent quelques parties des continents, de méme
il peut y avoir de grandes cavités dans le bassin des mers. Cependant
il est naturel de penser que leur profondeur est plus petite ue 1'éléva-
tion des hautes montagnes, les dépots des fleuves ct les dépouilles des
animaux marins, enftrainés par les courants, devant remplic i la longue
ces cavilés.

Ce résultat est important pour I'llisteive naturelle et pour la Géologic.
On ne peut douter que la mer n’ail recouvert une grande partie de nos
conlinents, sur lesquels elle a Taiss¢ des traces incontestables de son
s¢jour. Les allaissements successils des iles d’alors et d'une partie des
continents, suivis d’allaissements ¢lendus du bassin des mers, qui ont
découvert les parties précédemment submergées, paraissent indiqués
par les divers phénomines que la surface et les couches des continents
actuels nous présentent. Pour expliquer ces aflaissements, il suflit de

3.
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supposer plus d'énergie i des causes semblables i celles qui ont produit
fes alfaissements dont Phistoire a conservé le souvenir.” L'allaisse-
ment d'une partie du bassin de la mer en déeouvre vne autre partie
dautant plus étendue que la mer ést moins profonde. Ainsi de vastes
continents ont pu sortir de 1'Océan sans de grands changements dans
la tigure du sphéroide tervestre. La propriété dont jouit cette figure, de
différer peu de celle que prendrait sa surface en devenant fluide, exige
que Pabaissement du niveau de la mer n’ait été qu'une petite [raction
de la dilférence des deux axes du pole et de I'équateur. Toute hypothese
fondée sur un déplacement considérable des poles i la surface de la
Terre doit étre rejetée, comme incompatible avee la ])l~'()pl'i("l(:‘ dont je
viensde parler. On avait imaginé ce déplacement pour expliquer Uexis-
tence des éléphants dont on trouve les ossements fossiles en si grande
abondance dans les climats du nord, ot les éléphants actuels ne pour-
raient pas vivee. Mais un éléphant que Pon suppose avee vraisemblanee
contemporain du dernier cataclysme, et que 'on a trouvé dans une
masse de glace, hien conseivé avee ses chairs, et donl la peau étail
recouverle d’une grande quantité de poils, a prouvé que cetle espeee
d’éléphants était garantic par ce moyen du froid des climats septen-
trionaux, qu'elle pouvait habiter et méme vechercher. La découverte de
cet animal a done confirmé ce que la théorie mathématique de la Terre
nous apprend, savoir que, dans les révolutions qui ont changé la surface
de Ta Terve et détrait plusicurs especes d"animaux et de végétaux, la
ligure du sphévoide tervestre et la position de son axe de rotation sur
sa surlace n’ont subi que de légeres variations.

Maintenant, quelle est la cause qui a donné aux couches du sphérb'ido
terrestre des formes i trés peu pres elliptiques etde densités eroissantes
de la surface au centre, qui les a disposées végulierement autour de leur
centre commun de gravité et qui a rendu sa surface trés-peu diflérente
de celle qu'elle eut prise’si elle avait été primitivement fluide? Si les
diverses substances qui composent la Terre ont cu primitivement, par
Iclfel d'une grande chaleur, 1'é¢tat fluide, les plus denses ont di se

porler vers le centre; toules ont pris des formes clliptiques, et la surface
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a ¢1é en équilibre. En se consolidant, ces couches n’ont changé que
tres-peu de figure, ¢t alors la Terre doit oflvir présentement les phéno-
menes dont je viens de parler. Ce cas a é1é amplement discuté par les
géometres. Mais la Terre, homogene dans le sens chimique, ou formée
d’une seule substance dansson intérieur, pourrait encore nous présenter
ces phénomenes. On congoit, en effet, que le poids immense des couches
supéricures peut augmenter considérablement la densité des couches
infericures. Jusqu'iel les géometres n'ont point fait entrer dans leurs
recherches sur la figure de la Terve la compressibilité des substances
dont elle est formée, quoique Daniel Bernoulli, dans sa pieee sur le flux
et le reflux de la mer, cat déja indiqué cette cause de Paceroissement
de densité des couches du sphéroide tervestre. Vai pensé que 'on verrail
avee quelque intérét Panalyse suivante, de laquelle il suit qu'il est
possible de satislaive & tous les phénomenes connus en supposant la
Terre formée d'une scule substance dans son intéricur. La loi des den-
sités que la compression donne aux couches de cette substance n'étant
pas connue, on ne peut faire & cet égard que des hypotheses.

On sait que la densité des gaz croit proportionnellement i leur com-
pression lorsque la température reste la méme. Mais cette loi ne parait
pas convenir aux corps liquides et solides; il est naturel de penser que
ces corps résistent dautant plus & la compression qu'ils sont plus com-
primés. C'est, en ellet, ce ue les expériences confirment, en sorte ue
le rapport de la différentielle de Ta pression a la dillérentielle de la
densité, au lien d’étre constant comme dans les gaz, croit avee la den-
sité. L'expression la plus simple de ce rapport supposé variable est le
produit de la densité par une constante. Gest la loi que jai adoptée,
parce qu’elle réunit, & 'avantage de représenter de la maniere la plus
simple ce que nous savons sur la compression des corps, celui de se
préter facilement au caleul dans la vecherehe de la figure de la Terre,
mon objet dans ce calecul n’étant que de montrer que celte maniere de
considérer la constitution intéricure de la Terre peut se concilier avec
tous les phénomenes qui dépendent de cetle constitution, du moins si
le sphéroide terrestre a été primitivement fluide. Dans P'état solide,
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Vadhérenee des molécules diminue extrémement leur compression
mutuclle, et clle empécherait Ia masse entiere de prendre la figure
réguliere qu’elle aurait dans Pétat fluide, si elle s’en était primitive-
ment écartée. Ainsi, dans cette hypothise méme sur la constitution de la
Teree comme dans toutes les autres, Ia fluidité primitive de la Terre
me parait nécessairement indiquée par la régularité de la pesanteur et
de la figure de sa surface.

Toute I'Astronomie repose sur 'invariabilité de I'axe de rolation de
la Terre a la surface du sphérorde tervestre et sur Puniformité de cette
rotation. La durée d'une révolution de la Terre autour de son axe est
I"¢talon du temps; il est done bien important d’apprécier 'influence de
loutes les causes qui peuvent altérer cet élément. L'axe terrestre se
meut autour des poles de I'écliptique; mais, depuis U'époque ot 'appli-
cation du télescope aux instruments astronomiques a donné le moyen
d’observer avee précision les latitudes terrestres, on n’a reconnu dans
ces latitudes aucune variation qui ne puisse étve attribuée aux erreurs
des observations, ce qui prouve que l'axe de rotation a, depuis celle
époque, répondu i trgs-pen pres au méme point de la surface terrestre ;
il parait done que cet axe est invariable. L'existence d’axes semblables
dans les corps solides est connue depuis longtemps. On sait (que chacun
de ces corps a (rois axes principaux rectangulaires, autour desquels il
peut tourner uniformément, Faxe de rolation demeurant invariable. -
Mais celte propriété remarquable est-clle commune aux corps qui,
comme la Terre, sont recouverts en partic d'un fluide? La condition de
I'équilibre du fluide s’ajoute alors aux conditions des axes princtpaux;
elle change la figure de ta surface lorsque 'on fait changer Faxe de
rolation. Il s'agit done de savoir si, parmi tous les changements pos-
sibles, il en est un dans lequel axe de rotation et 'équilibre du fluide
sont invariables. Pour eela, je fais voir que, si 1'on [ait passer tres-pres
du centre de gravité du sphévoide terrestre un axe fixe autour duquel
il puisse tourner librement, la mer pourra toujours prendre sur la
surface du sphéroide un état constant d’équilibre. Je donne, pour déter-

miner cel état, une méthode d’approximation, ordonuée suivant les
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puissances du rapport de la densité de la mer i la moyenne densité de
la Terre, rapport qai, W'élant que %, rend I'approximation convergente.
L'irvégularité de la profondeur de la mer et de son contour ne permet
pas d’obtenir cette approximation. Mais il sullit d’en reconnaitre la
possibilité pour étre assuré de I'existence d’un état d'équilibre de Ia
mer. La position de I'axe fixe de rotation ¢élant arbitraire, il est naturel
de penser que, parmi tous les changements que Ion peut faire subir i
cette position, il en est un dans lequel P'axe passe par le centre commun
de gravité de la mer et du sphéronde qu’elle recouvre, de manicre que,
ce fluide étant en équilibre et congelé dans cet état, cel axe soit un axe
principal de rotation de 'ensemble du sphéroide terrestre et de la mer;
il est visible que, en rendant a 1a masse congelée sa Nuidité, I'axe sera
toujours un axe invariable de la Terre entiere. Je fais voir par 'Analyse
quun tel axe est toujours possible, et je donne les équations qui déter-
minent sa position. Ln appliquant ces équations au cas ot la mer
recouvre en entier le sphéroide, je parviens a ce théoreme :

Si l'on imagine la densité de chaque couche du sphéroide terrestre
- diminuée de la densité de la mer, et si, par le centre de gravié de ce
spheroide imaginaire, on congoit un axe principal de rotation de ce
sphéroide, en faisant tourner la Terre autour de cet axe, la mer étant en
cquilibre, cet axe sera 'axe principal de la Terre entiére, dont le centre

de gravité sera celut dusphcroide imaginatre.

Alnsi la mer qui recouvre en partie le sphéroide terrestre, non-seu-
lement ne vend pas impossible U'existence d’un axe principal, mais
encore, par sa mobilité et par les résistances que ses oscillations
¢prouvent, elle rendrait a la Terre un état permanent d’équilibre si des
causes quelconques venaient i le troubler.

Si la mer était assez profonde pour recouvrir la surface du sphéroide
Lerrestre, en le supposant tourner successivement autour des (rois axes
principaux du sphéroide imaginaire dont nous venons de parler, chacun
de ces axes serait un axe principal de la Terve entiere. Mais la stabilité
de I'axe de rotation n'a lieu, comme dans un corps solide, que relati-
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vement anx deux axes principaux pour lesquels e moment d’inertic est
un maximum ou un minimum. 1y a eependant entre un corps solide el
la Terre cette différence, savoir qu'en ('lmngoun[-(I";ix(_- de’ rotation le
corps solide ne change pas de figure, au lieu que, par ce changement,
la surface de la mer prend une dutre figure. Les trois ligures que prend
celle surface en lournant suecessivement avee unc méme vitesse angu-
laive de rotation autour de chacuniles trois axes de rotation du sphéroide
imaginaire ont des vapports fort simples, que je détermine, et il résulte
de mon analyse que le rayon moyen entre les rayons des trois surfaces
de Ta mer, corvespondants au méme point de la surface du sphéroide
tevrestre, est égal au ravon de la surface de la mev en équilibre sur ee
sphéroide privé de tout mouvement de rotation.

Tai discuté dans le Livee V Pinfluence des causes intérieures, telles
que les voleans, les tremblements de terre, les vents, les courants de la
mer, cte., sur la durée de la votation de la Terre, et j'ai fait voir, an
“moyxen du principe des aives, que cette influence est insensible, et qu'il
faudrait, pour produive un effet sensible, qu'en vertu de ces canses des
masses considérables cussent ¢1é transportées i de grandes distances,
ce qui n'a point eu lieu depuis les temps historiques. Mais il existe une -
cause intérieure d’altération de la durée du jour, que 'on w’a point
encore considérée, et qui, vu importance de cet élément, mérite une
discussion spéciale. Cette canse est la chaleur du sphéroide terrestre.
Si, comme Lout porte i le eroire, la Teree entiere a été primitivement
fluide, ses dimensions ont diminué successivement avee sa température;;
sivvilesse angulaire de rotation a augmenté graduellement, et elle con-
tinuera de s’acceroitre jusqu'a ce que la Terre soil parvenue i I'état
constant de température moyenne de 'espace oi elle s¢ meut. Pour
avoir une idée juste de cel accroissement de vitesse angulaire, que 'on
imagine, dans un espace d'une température donnée, un glohe de matiere
homogene lournant sur son axe dans un jour. Si 'on transporte ce
slobe dans un espace dont la température soit moindre de 1 degré
centésimal, et st 'on suppose que sa rolation ne soil altérée ni par la

resistance d'un milicu ni par le frottement, ses dimensions diminue-
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ront par la diminution de ka température, et, lovsqua la longue il aura
pris la température du nouvel espace, son ravon sera diminué d'une
quantité que je supposerai ¢lre 5gee0> €€ qui a lieu & peu priss pour
un globe de verre et ce que Von peut admettre pour la Terre. Le
poids de la chaleur a été inappréciable dans toutes les expériences que
Fon a faites pour le mesurer; celle parait done, comme la lumiere,
n‘apporter aucune variation sensible dans la masse des corps; ainsi,
dans le nouvel espace, deux choses peuvent étee supposées les mémes
que dans le premier, savoir, la masse du globe, et Ia somme des airves
décrites dans un temps donné par chacune de ses moléeules rapportées
au plan de son ¢équateur. Les molécules se vapprochent du centre du
clobe de 5555 de leur distanee i ee point. L'aire qu’elles déerivent
sur le plan de 'équatenr, étant proportionnelle au earré de cette
distance, diminuerait done @ fort peu pres de 555 st la vitesse
angulaire de rotation n’augmentait pas, d'otv il suit que, pour la con-
stance de la somme des aires dans un temps donné, 'aceroissement
de cette vitesse et par conséquent la diminution de la durée de la
rotation doivent étre de 355 ¢ lelle est la dimination finale de cette
durée. Mais, avant de parvenir & son état linal, la température du
globe diminue sans cesse, et plus lentement au centre qua la
surface, en sorte que, par les observations de cette diminution,
comparées a la théorie de la chaleur, on pourrait déterminer 'époque
oit le globe a été transporté dans le nouvel espace. La Terre parait
¢tre dans un état semblable. Cela résulte des observations thermo-
métriques [aites dans des mines profondes, et qui indiquentun acerois-
sement de chaleur tres sensible & mesure ue 'on pénetre dans 'inteé-
ricur de la Terre. La moyenne des accroissements observés parail
¢tre de 1 degreé centésimal pour un enfoncement de 32 melres; mais
un tres grand nombre d'observations fera connailre exactement sa
valeur, qui peut n’é¢tre pas la méme dans tous les climats (*).

(1) Imaginons an-dessous d'un plateau d'une grande étendue, et i la profondeur d'environ
3ooo mélres, un vasle réservoir d'eau entretenu par Ies caux pluviales. Elles acquicrent
a celte profondeur, par la chaleur terrestre, une lempérature & peu prées égale a celle de T'eau

OFuvres de I..— \, q
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Il ¢tait nécessaire, pour avoir l'accroissement de la rolation de la
Terve, de connaitre la loi de diminution de la chaleur du centre i la
surface. C'est ee quej'ai fait pour un globe primitivement échaullé d'une
maniere quelconque, et de plus soumis & I'action échaullante d’une
cause extéricure. La loi dont il s’agit, que j'ai publiée en 1819 dans le
vecucil de la Connaissance des Temps et que M. Poisson a conlirmée
depuis par une savante analyse, est représentée par une suite infinie de
termes qui ont pour facteurs des quantités constantes, successivement
plus petites que 'unité, et dont les exposants croissent proportionnel-
lement au lemps. La longueur du temps fait ainsi disparaitee ces termes
les uns apres les autres, en sorte qu'avant I'établissement de la tem-
pérature finale il 0’y a de sensible qu’un seul de ces termes, qui
produit I'aceroissement de température dans Uintérieur du globe. Je
suppose la Terre parvenue a cet état, dont elle est peut-étre encore
fort ¢loignée. Mais, ne chevchant ici qu'a présenter un apercu de l'in-
fluence de la diminution de sa chaleur intéricure sur la durée du jour,
jai adopté cette hypothese, et j'en ai conclu TI'acevoissement de Ia
vitesse de rotation. I fallait, pour réduire cet aceroissement en nombres,
déterminer numériquement deux constantes arbitraives, dépendantes
"'une de la faculté conductrice de la Terre pour la chalear, Uautre de
I’élévation de température de sa couche superficiclle au-dessus de la
température de 'espace qui I'environne. J'ai déterminé Ia premiere
constante au moyen des variations de la chaleur annuelle a diverses
profondeurs, et pour cela j'ai fait usage des expériences de M. de
Saussure que ce savant a citées dans le n° 1422 de son Voyage dans les
Alpes. Dans ces expériences, la variation annuelle de la chaleur 2 Ia
surface a été réduite i 55 a la profondeur de 9",6. J'al supposé ensuite
que dans nos mines 'accroissement de la chaleur est de 1 degré

bouillante. Supposons ensuile que, par Ia pression des colonnes d'eau adjacentes ou par les
vapeurs qui s'élevent du réservoir, les caux remonlenl jusqu'a la hanteur de la partie infé-
ricure du platean d’ont elles s'éecoulent ensuite; clles formeront une source d'eau chaude
imprégnéo des subslances solubles des couches u'elle aura traversées, ce qui donne une
explication vraisemblable des caux thermales.
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centésimal pour un enfoncement de 32 metres et que la dilatation
linéaire des couches terrestres est de 3555 pour chaque degré de
lempérature. Je trouve, au moyen de ces données, que la durée du
jour n'a pas augmenté de 55 de seconde centésimale depuis deux’
mille ans, ce qui est da principalement & la grandeur du rayon (er-
restre.

A a vérité, jai supposé la Terre homogene, et il est incontestable
que les densités de ses couches croissent de la surface au centre. Mais
on doit observeriei que la quantité de chaleur et son mouvement seraient
les mémes dans une substance hétérogine si, dans les parties corres-
pondantes des deux corps, Ia chaleur et la propriété de la conduire
¢laient tes mémes. La matiere peat étre ici considérée comme un véhi-
cule de la ehaleur, qui peut étre le méme dans des substances de den-
sités dillérentes. 11 n’en est pas ainsi des propriétés dynamiques qui
dépendent de la masse des molécules. Ainsi, nous pouvons, dans cet
apercu des effets de la chaleur terrestre sur la durée du jour, étendre i
la Terre hétérogene les données sur la chaleur relativesi la Terre homo-
gene. On trouve ainsi que 'accroissement de densité des couches du
sphéroide terrestre diminue Peffet de la chaleur sur la durée du jour,
eflfet qui, depuis Hippavque, n’a pas augmenté cette durée de 3'—-

00

Le terme dont dépend 'aceroissement de la chaleur intérieure de la
Terre n’ajoute pas maintenant ¢ de degré & la température moyenne
de sa surface. Son ancantissement, qu'une tres longue suite de siceles
doit produire, ne fera done disparaitre aucune des especes d'élres
organisés actuellement existantes, du moins tant que la chaleur propre
du Soleil et sa distance & la Terre n’éprouveront point d'altération
sensible.

Au reste, je suis fort éloigné de penser que les suppositions précé-
dentes sont dans Ia nature; d'ailleurs, les valeurs observées des denx
constantes dont j'ai parlé dépendent de la nature du sol, qui, dans
diverses conlrées, n’a pas les mémes qualités relatives i la chaleur. Mais
"aper¢u que je viens de présenter sullit powr faire voir que les phéno-

4.
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menes observés sur la chaleur de la Teree peuvent se coneilier avee le
vésultat que jaidéduit de la comparaison de la théorie des inégalités
seculaires de la Lune avee les observations des anciennes éclipses, savoir
que, depuis Alippavque, la durée du jour n’a pas varié de
<eeonde.

Too (II‘

e inine i - —



LIVRE XI. 29

CHAPITRE 11

DE LA FIGURE DE LA TERRE.

2. La figure de chaque couche du sphéroude tevrestre ¢tant a forl
peu prs sphévique, jexprimerat, comme dans le Livee T de Ta Méca-
nique céleste, son ravon par a(1+=y), = élant un (res-petit coellicient
constant. Je désignerai par 3 la densité de cette couche, 2z étant fone-
tion de a. Je nommerai V la somme des quotients de chaque molécule
du sphérvoide terrestre, divisée par sa distance & un point extérieur at-
tre, r é¢lant Ja distance de ee point i P'origine des rayons terrestres,
placée tres-pres du centre de gravité de la Terre. Enfin je nommerai v
le cosinus de Pangle que rfait avee une droite invariable sur la surlace
du sphérvoide et que je prendrai pour son axe, et je nommeral
"angle que le plan passant pav eet axe et par r forme avee un méridien
fixe sur la surlace du sphéroude. On peut supposer y développé dans

une serie de cette forme,
J = YO o Y o YO
Y ¢lant une fonction de @ et de p, V1—p*sine, \'1— 22 coso, lone-

tion rationnelle et entiere relativement & ces trois dernieres quantites,

¢l telle que 'on a généralement

L 0Y (@) NEAY O
J [(l - ‘u_)“t)u. ] TOm?
= -. ¢ .

du Co—

a Y,
La formule (5) du n” {4 du Livre 1 devient ainsi

/t- - ' { 5Y(2) 6y (1)
V= %F_]pd.a-’ <+ lax [pll(ﬂl—!— -+ g»,)— - ad o o )

3 - -y
31 ] 71
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= étant le rapport de la civconférence au diamétre; les diflérenticlles
et les intégrales sont relatives 2 la variable a, et eelles-ci sont prises
depuis @ nul jusqu'a sa valeur i la surface du sphéroide, valeur que
je prendiai pour Punité.

Concevons maintenant la mer en équilibre sur ce sphéroide doud
d"un mouvement de rotation. Soit 25 le rapport de ta force centrifuge
a la pesanteur i I'équateur, et désignons par V' la somme de toutes les
moléeules de la mer divisées par leurs distances vespeetives au point
attive. Si l'on suppose ce point 2 la surface de Ta mer, on aura, par

les n®® 23 ¢t 29 du Livee UI, pour I'équation de I'équilibre de Ia mer,

! / N & 'Y (V) ANEA 6y(1)
\ const. = ,—1%_:__/_011.(1“ -+ oz ’pd({l—.i-r;— -+ (-’,;)"—__] - -1 (1_‘",{- e )
‘l ! « : : /
) Wt IR
’ o — (;.‘—'—i).—,,—._[p(l.n".
J

Pour déterminer V', je supposerai que le rayon mené de 'origine des
ravons terrestres i la surface de Ta mer soit 142y +2y’, ¥ élant la
valeur de y i la surface du sphéroide; =y’ sera @t trés peu pres la pro-

fondeur de Ta mer. Je supposerai ensuite
= YO e YO LY e Y

Y@ égant une fonetion rationnelle et entiere de p, Vi— p?sino,
V1= n?eose, assujettic i la méme équation aux différences particlles
que Y. On peut considérer Ia mer comme égale a un sphéroude dont
le vayon est 1--2y +2y’, moins un second sphéroide dont le rayon
est 1=-zy, plus la partie de ce sphéroide qui se releve au-dessus du
premier el oil, par conséquent, =y’ est négatif. La somme des molé-
cules du premier sphéroide, divisées par leurs distances au point attire,
est, par le n° t1 du Livee M1, en prenant pour unité la densite de Ia
mer,

- ’] arT

ro S ) i

i (\"m YooY Yoy )
-2 ~ -1 RN ’

YU, Y, Ll éant ee que deviennent Y4, Y, la surface du sphe-
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roide terrestre. La méme somme relative au second sphéroule est

i= Yoo Y@ Y
o = A e — )
Sr P9\ 307 77 500 Tt

La diflférence de ces deux quantités est

NSO I SO B V275 S B T )} 3
tar } . ) .

. y o +h -k
1 31 Y] 71

;

En nommant done V7 la somme des molécules du secoml sphéroide
(qui se relevent au-dessus du premier, divisées par leurs dislances res-

peelives au point attiré, on aura

_{_ —_—

A SCC I W ¢ D T S E Y )

$ 2 S

L'équation précédente de Péquilibre de Ta mer deviendra ainsi

’ - P . .
ir . aY) @Y @Y
const. = 4% Jed @+ jor [od| o~ 4+ = b= — — 4. .. )
b ’ Ir Hr! Tt y
L Y'(m \ Y'(2) Yo
W) -+ Jan A A e e e
r 32 Sy T

”3 \ 4

rdevant étre supposé, aprés les intégrations, égal a 14-2y +-2y7, ¢l
par conséquent ¢gal & P'unité dans les termes multipliés par z, puis-
qu'on néglige les termes de Pordre 22,

Cette ¢quation a cela de vemarquable, savoir, que Ia dillérentielle de
son second membre, prise par vapport i r et divisée par —dr, est
Pexpression de la pesanteur, comme il résulte du n® 33 du Livee 111:

en nommant done p la pesanteur, on aura

"
(kn

. . 200 YN JarY@)
p = _“.__“/_od.al»i—,’|1ﬁ"[ptl( 35 +>

. () 2 Y YD
(3) e (0 2 )

e

X YR i

AN » | A ' .
- - apr (P.' — 3) 3 mfod.al.
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On a, par le n° 10 ‘du Livre I, & la surface de la mer,

o Ny

: o=a-— +- -

\ ar o

Celte (-qulllmn l('lll‘ll(lll'll)l(‘ étant tres-utile pour ce qul va suivre, je
vais en rappelerici la démonstration.

Si l'on concoit une sphere du rayon a et dont la densité soit expri-
mée par lunité, la somme de ses molécules divisées par leurs distances
respectives & un point extéricur attivé, dont r est la distance a son
centre, sera, par le n® {2 du Livee I, Ta masse de Ia sphive divisée
par r; en désignant done par ¥ cetle somme, on aura

7 3
. a
v=1z2

S

Maintenant, st Pon mmagine une moléeule dmm tres-voisine de la sur-
lace de la sphire et ila distance @’ de son centre, sa distance au poinl

altire sera

Vit —ad'rcosy -i-a'?,

- et Pangle compris entre r et @' Le quotient de cette molécule

divisée par sa distance au point atliré sera

dm

i

\l

— ’(llLUS/ -+ a'’

Nommons V ce quolivnl; on aura

ov ([m(i — d'cosy)
Jdr
{r*—ad'rcosy +-a'*
ce (qui donne
1Ay 0. llm‘i-—u"-'
roe- - -l - Nz — memmmeemmes e
’ 2 i

ar—da’ 2+ ad'r, l—-l(l\/]

St le point attive est tres-pres de la surface de la sphire, ainsi que la

molécule dm, alors r* — @* est une quantité insensible que 'on peul
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négliger, et I'équation précédente devient

IV 1.

r—-- -V =o.

Jr o
La méme équation a lieu pour d’autres molécules situées, comme dm,
tres-pres de Ta surface de la sphere; en nommant done V7 la somme
des ¥ relatifs 2 ces diverses moléeules, on aura

OV

1.
r-—— -t -Y"=o,
Jdr 2

el, r étant tres-pen dillérent de @, on aura I'équation (a),

o (I
a-.— +4- —\":zo,
Jdr 2
Le raisonnement préeédent cesse d’avoir licu lorsque le point attive
est tees-pres de la moléenle dm; car alors cosy dillere tres-peu de
I"unité, et la fonction
—dm(r?--a'?)

() - =

alr—da'jr-raariy - (‘().\;'/)]

=

w

devient tres-grande par la pelitesse de son diviseur, & moins que la
molécule dim ne décroisse & mesure qu'elle approche du point allivé;
si, par exemple, ce déeroissement, d partir du contact de la molécule.
avait pour facteur le ecarvé r?—aa’reosy -« de la distance de ces
deux points, la fonction précédente resterait toujours insensible.

* Concevons un sphéroide trés-peu différent d’une sphere, et suppo-
sons le point attiré i sa surface. Imaginons a ce point une sphere inté-
ricure au sphéroide, tangente i sa surface, et d'un rayon a ros-peu
différent du rayon du sphéroide. Alors, si Pon désigne par V7 la somme
des molécules de Pexcis du sphéroide sur la sphere, divisées par
leurs distances au point attivé, si I'on fixe Porigine des r au centre de
celte sphive et si dm est une de ces moléeules, Pintégrale de la fone-
tion (f), prise par rapport au systeme de ces moléeules, pourra étre
supposée mulle, parce que les moléeules dim sont nulles au point de

OFuvresde 1. — Y. 5
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contact el que leur expression pres de ce point a pour facteur le carre
de leur distance a ce point. L’équation (@) subsiste donc pour ce point.

Relativement a la sphere tangente, on a

aﬂ
r?

r-.--—-— .

5

-
e
MY

en supposant done que V' exprime la somme de toutes les molécules du
sphérvoide divisées par leurs distances au point attivé, ce qui donne
V=V V", on aura, cn supposant le point attiré au point de contact de
la sphere et du sphéronde,
av’ .. 2

b S+ = V==~ Zqa

{0 a-; s 3Tan

c’est I'équation que j'ai donnée dans le n° 10 du Livre II1. lci P'origine
de r est au centre de la sphere tangente. Fixons celte origine 4 un
point uelconque tres-proche du centre de gravité du sphéroide, et
désignons par a(1+-2y) le ravon de ce sphéroide, = élant un tris-

petit coeflicient constant. L'attraction de ce sphéroide divigée vers
v A . v .
lorigine de rest — 5 el il est facile de voir qu’elle est, aux quan-

tités pres de Pordre 22, la méme quelle ue soit cette origine, pourvu
(que cetle origine ne s'éearte que d’une quantité de Pordre « du centre
de gravité du sphéronde; car cette atlraction, composée avee une foree
qui lui est perpendiculairve et de 'ovdre =, produit la pesanteur totale,
dont elle ne dilfere, par conséquent, que d’une quantité de l'ordre 2.
Ainst I'équation préeédente (0) subsiste en fixant Porigine de r i un
point quelconque situé fort pres du eentre de gravité du sphéroide.
Telle est la démonstration que j'ai donnée de celte équation dans
I'endroit cité de la Mécanique céleste. Quelques géometres, ne 'avant
pas bien saisie, Pont jugée inexacte. Lagrange, dans le Tome VII du
Journal de I'Ecole Polytechnique, a démontré cetle équation par une
analyse & peu pres semblable @ celle qui me Pavait fait découvrir (Me-
motres de I Académie des Sciences, année 1775, p. 83). Cesl pour sim-
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plifier cette matiere que j'ai préféré de donner dans la Mecanique
celeste la démonstration précédente.

Si le point attiré est élevé d'une quantité zay’ au-dessus de la sur-

. . o - -4 al . .
tace du sphéroide, V’ étant de la forime —'.—.— +a R, il ne variera, par
3

ce déplacement du point el en ncgllgcan[ les quantités de lOl(ll(‘ 2,

4 av’
que de la quantité — ?';—a xy’. La différence partielle @ — - variera de

38 ., ., . ; . . .
la quantité 3 =a2y’; la variation du premier membre de I'équation (b)

sera done 2za’xy”, el celle équation deviendra

A . 2 a?
- .-+ — 'y = — -y =+ 2a’rx)’
Jr 2 3
Mais I'équation (@) subsistera toujours, parce que, V”étant de Pordre 2,
ce déplacement ne peut y produire que des quantités de Pordre #2,

Cela posé, si I'on substitue, dans les équations (2) et (3), 1 4-2y + 21

. . y. . . . ., .
au lieu de r, et si dans U'équation (3) on substitue — :\ au licu de

AN
Tt clles deviendront, en négligeant les termes de ovdre 2«

consl.=xy LI POTLR G AR
=y Ha)y’ jp(la-' p R ST
32 fiue L YOOV oy
(0 i (VST T )
\rl/
srfod.ad
{
p:j.(l—;a)——la))/pd a .
)a‘\“) Ja'\(" JatyYm@ o
fam pd —-———«-- s —i——»~_——~-+...)
/
(%) { ' N 4
-+ ;V"—}— aq( ’—3) 271'_['9([.(13I
Y™ 3y
- m [7(0) - = —-- - T [
- farn (\ 4 R )

E
Si l'on ajoute celle derniere équation & la précédente multipliée par
| |
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%:_/":kl.lt’, on atra

p=const— 225y +)") fod. @227 fod @ YO p @3N @i YO p )
b s ) SEEAY [od. a?

e2any crsao|lut— ) snfed.al.
{ ) r#7\ 5) R

\.,..-, ; [ . Co
St 'on suppose Ia Terre llomogonc ou constant, on aur

Pt I'4
. 0 1
p=consl.— 2zzin 1ty e o 23 ({L" — _-,) .—::o,
5 :

. . .
el l'on dott observer que —;-— est i tres-peu pres Ia pesanteur i I'équa-
teur. On a done, dans le cas ol la mer a la méme densité que le spheé-

roide terrestre, ce qui donne : =1,
S
P = l'(l - 71?;/.-') .
T

P ¢lant la pesanteur a l'équ‘nlour.

“Cette valeur de p subsisterait encore dans le cas ol des plateaux
dune densité queleonque et de hautes montagnes recouvriraient les
continents. Ces corps ajouteraient & I'équation (1) un terme V7, qui
serait la somme de leurs molécules divisée par leurs distances res-
pectives au point attiré. En supposant ce point a la surface de la mer,
on aura ' B :
f)()\TW -t- ’1\""': 0.

Ainst V7 disparaiteait de Pexpression de la pesanteur p par le méme
procéde qui a fait disparaitre V7 de celte expression; p aurait done en-
core la valeur précédente; e lermgc: \:'"" changerait done la figure de ta
mer sans altérer la loi de la pesanteur. 11 est bien remarquable que
cette loi soit indépendante de cetle figure, (ui peut avoir une infinité
de formes, dépendantes de la manicre dont la mer recouvre en partie

le sphérvoide terrestre et des irrégularités de la surface des continents.

3. Pour déterminer la figure de la mer lorsque celle du sphéroide

terrestee est donnée, la méthode fa plus simple consiste & ordonner les
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approximations suivant les puissances du rapport de la densité de I
mer d la moyenne densité de la Terve, vapport égal & —;; a fort peu pres.
Nous allons done considérer d’abord la figure de Ta mer en négligeant
ce rapport ou en supposant que la mer est un fluide infiniment rave.
Cela revient & négliger dans I'équation (4) les termes qui ont fzd.a?
au dénomimateur et qui n'ont pas » au numérateur. Cetle équation
donne alors, en 'y négligeant, pour plus d’exactitude, que le terme
dépendant de V7,

. ' — 3 /‘ / Y Y s Y
T oNSl — gy b i L
%) “r Joed. @b pe 3

3 5
3 Yooy v a9 [ 1
~- I’I.P?T‘T —'5-_ -+ '—_:i'— =T T e ) - > e — E)
En substituant Y- Y2 00 pour y el YooY/ Y@

pour y°, et comparant les termes semblables, on aura généralement

el .3 oYy 3pdlaye)
(2i+ 0 fpd.a@® ™ - (21 +1)fod.a

Dans le cas de { = 2, il faut ajouter au second membre de cette équation

le terme — 2 (y.’l — l)

a \

L'équation (G), dans laquelle rien n’est négligé, donnera ensuite Ia
pesanteur p i la surface de la mer.

Les expériences du pendule font voir que YUY YO sont des

quantités tres-pelites relativement i Y®, et que cette derniere fonction

- P . N T 9 1 7 . -
se réduit i lort peu pres a —h (y.- — ?), AL élant une conslante, ce qui

donne aux couches du sphéroide terrestre la figure d'un ellipsoide de

révolution. Examinons done ce cas particulicrement. On a alors, par

ce qui précede, en faisant Y® égal & — A (y." — :—))

3 5 3fod(ch) ¢ . |)
Vol = sgpia) == g — ] (o 5)
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Ainsi, en fasant

Q

> 3ediah)
—h el
3 )

' Spd

=

Iy

W=

on aura
ay = al — al'u?,

{ étant une constante. Il est facile de voir que A" serait nul si, la mer
¢tant anéantie, la surface du sphéroide était en équilibre, en devenant
(luide. Si done celte surface est moins aplatic que dans ce cas, A’ sera
positif et la mer recouvrira I'équateur du sphéroide. Sa profondeur sera
wl —2/'p?, et, si elle n’a pas un volume suffisant pour recouvrir le
sphéroide entier, elle s’étendra vers les deux poles i des latitudes
¢gales. Soite le sinus de ces latitudes; la profondeur de la mer étant
nulle 4 ces points, on aura '

al = al'e,

et, l'origine des rayons terrestres élant supposce au centre de gravité du
sphéroude terrestre, ce qui rend Y et Y™ nuls, la profondeur de la mer

Sera
al'(e?— ul).

S , . .
Le volume de la mer sera 51:/: e?; ce volume, ¢ltant donné, fera done

connaitre «. L'¢quation (6), combinée avee 'expression précédente de

I, donnera, pour 'expression de la pesanteur i la surface de la mer,

P!u-%— [gaq —a(h + ln’)]p.’;.

P étant celle pesanteur a I'équalteur.

Si la surface du sphéroide a un aplatissement plus grand que celui
qui convienl i son équilibre en Ia supposant fluide, 2" devient négatif,
et alors, si la mer n’a pas un volume suffisant pour recouvrir le sphé-
roide entier, clle se portera vers les deux poles et elle formera deux

mers distinetes, dont les masses pourront élre dans un rapport quel-
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conque. En faisanl A'=-— g, g élant positif, la profondeur de la mer
horéale sera

zg(p?— e,

e ¢tant le sinus de la latitude des bords de cette mer. La profondeur de

la mer située vers le pole austral sera
ag(pr—&7),

¢ ¢lant ce que devient pour celte mer la quantité = Les masses des
deux mers seront respectivement

?-'0—%7{5(1 —e)2(1+2z), E;g(l — )21+ 2¢),

et la I)L‘Sﬂlll(‘lll' i leur surface sera, ¢n (l(‘Sigllﬂlll par Pla pl‘S?llllL‘lll' HLLAN

poles,

v [For —li— )| (s~}

Pour avoir une seconde approximation, il faut déterminer la valeur
T

analytique de la fonetion de I'équation (4) et Pajouter a ex-

2T jed. @

o=~

pression de xy’. Or, on a

V=g /‘_li’ﬂ.ﬂ(ﬂ —-
J V2(1—-cosy)

¥, étant ce que devient Pexpression trouvée par une premitre approxi-
mation pour y’, et dans laquelle on change p. en o/, © en o', v’ el o
ctant relatifs au point attirant, tandis que » et o se rapportent au point
attive ; y est angle compris entre les rayons lerrestres mends i ces
deux points, en sorte que 'on a

cosy = pp' -1 — 21— p'2cos (e - m).
L'intégrale précédente est relative i la surface entiere des continents et
des iles. Développons le radical

Jri —arcosy +
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. . o - e - 1
suivant les puissances de - En nommant P9 le cocflicient de —5 dans

<+1
ce développement, on aura, par le n® 23 du Livee II, en supposant

)= oSy,

G g, T =) (=)

!
Y T Y 2 fi2l—) (20 =3)

\

T N | "y - v - - .

NiFon fait - =a, P9devient le coeflicient de 2 dans le développement
1 - y "

de (1 — 2.2 4-a?) *, fonction que I'on peut mettre sous cetle forme :

eIV S

Le coelficient de &' dans le développement de

esl égal &

2 étant supposé nul apres les dillérentiations. J'ai fait voir, dans le
n® 38 de la Théorie analytique des probabilités, que P'on a, { restant

quelcongue apees les dilférentiations,

L Rl _,__'____l Jdo(t + cosm)i,

={1— 'C_i')l i

intégrale ¢tant prise depuis o nul jusqu'i o a la demi-circonférence =.

Ion farsant done
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lorsque @ est nul apres les différentiations, ce gui donne

on aura
Vi—ada 5 ai
T2 3 ddat
ou P égal i

L fde N = M cosm )
VY \ )

(/) s

V=

Dans le cas de %=1, celte fonction se réduit & 'unité, comme cela

doit étre; car P devient alors le coefticient de 2 dans le développe-

1 . . . N - "

ment de g Mais, pour peu que % soit moindre que Funité, Ia fone-

tion précédente, el par conséquent P, devient moindre que Punité,
comme 1l est facile de le prouver.

L'intégrale ( /), prise depuis o =o jusqu'h o ==, est égale i celle

. - . - - . " o I A , )
\ » Yirypa | o Ty v 3 — Q a4y — — 3 ¢ sworale
méme intégrale prise depuis s =o jusqu'ii s = = plus & Fintégrale

e fdw’ (@ — cosw'),

prise depuis 6'= o jusqu'h &’== =5 comme on le voit en changeant ©

en = — o dans Uintégrale {/}, lorsque & surpasse =. Soit donc

v === -—, ce qui donne 2==xsiny’; la fonetion (/) devient
2 T .- ’ ’ \Ye
i (y —1siny -i- cosy cosw )
(v) L s N ",
: + {\'— 1siny’ -~ cosy cosw ;'

Fintégrale étant prise depuis o nul jusqu'i o= 2. On peut donner i

[CR ]

celte fonetion la forme suivante :

=) —

(l'Oil-'/'*.‘—\’»—'lA.\'inl.'/')[l-’i cosy'— = (siny’) cosy’ sin? ~-:J
do ¢
( = (=n)i(cosiy —y —-l\lﬂl/)[ 1 —2{cos "+ 0 sing') cosy ~|n’—uJ

|
)

Oll'wvres de 1. — V.
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/ (Im[ 1 — 2{cosy — -Z1siny’) cosy’ sin? % m]‘

iloz [l —2{cosy =V T X sluy) cos 7 sint ! n]
= ?

¢ tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité. H résulte

de la méthode générale que jai donnée dans les Meémoires de U Acade-
. [ q‘- 1% . ~Q. =y - ;o » . .

mie des Sciences pour I'année 1782, et que j'ai développée avee étendue

dans ma Théoric analytique des probabilites, que, dans le cas de ¢ un

tres-grand nombre, cette intégrale devient & tres-peu pres égale &

velle-ca,

J‘ —-E(rusf— V>isiny) cosf.v,
dee ,

I'intégrale étant prise depuis o nul jusqu'a @ infini. En faisant

24 \/'; (CUSY' - \": Sill‘/') cosy =1,

cette intégrale devient

L ' ) T oyt
Cﬂb;'/ —.—\——I.\"];/ . ,
-— P j(’l(“l y

\/g cosy

I'intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu'a £ infini, ce qui donne
. |
Jdte = :\"n’.

De Ll est facile de conelure que la fonetion (f), valeur de P, est

i fort peu pres, dans le eas de ¢ égal & un tres-grand nombre pair,

2/— 1)t cos (i - ;) 7'

el que, dans e eas de ¢ tres-grand etimpair, celle valeur est a fort peu
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pres

12n restituant '; -y poury’, ces deux expressions deviennent 'une et
I'aulre

2 élant supposé plus pelit que Panité, cette valeur de P¥ est toujours

lort approchée lorsque ¢ est un tres-grand nomhre; elle devient exacte

lorsque ¢ est infini. Mais il est remarquable que Pexpression donnée ¢i-

dessus de P® par une suile de puissances de 2, et qui, dans le cas de s

un tres-grand nombre, est composée d'un grand nombre de termes ¢l

de facteurs, se réduise alors i une expression aussi simple.
Considérons présentement I'intégrale

ff rdu' d'
74 e o |
VIR 2 -

qui devient V7 lorsque r=1. Le coellicient de —(;;. dans cette intégrale

développée par rapport aux puissances de F’ est, dans le cas ol £ est

un tres-grand nombre,

. / f i [
(1—2}F

LEn imtégrant celte fonetion par rapport i »/, ona
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On voil ainsi que, quel ¢ue soit y, on arrivera toujours, par le déve-

loppement du radical - = _

= 3 y une
\Vr=—2hr--1

suivant les puissances de

-~ o

.- . . .. (. 1 V. N
série res-convergente, i cause du diviscur \l S —) \/—lT.‘. Le coefli-
“

cient de Ji dans ce développement est, par le n® 23 du Livee 11,

fi—Yi—a) . (i—n+1) (i~mli—n—n

_I’l.i.i...(zi—l)]"‘( (i-+—li(i+2)...(i+n) C05’"(“—“’)-(l—:l’)"[.'1"‘" mTeTET phont “

— 1 ry
[N P /

—‘( ) [ _lmmlion—y, +] \

le sizne X comprenant toutes les valeurs de la fonetion qu'il enveloppe,

depuis n==0 jusqu'a n=1. Dans le cas de n=o, il ne faut prendre

que la moitié de cette fonetion.

La premiere approximation nous a donné y, sous cette forme
Yo Y -y

IZn la prenant négativement et en vy changeant . en »/, on aura la

valeur de y,, qui, substituée dans Uintégrale

j]‘ yodu'de’ )
\/l‘—"ljtrl-

développée par rapport aux puissances de ;', donne, par une série tros-
convergente, cette intégrale et par conséquent la valeur de V7. On
aura ainsi, au moven de Péquation (4), une scconde approximation de
la valeur. de =y, ordonnée, comme la premiere, par une suite de fone-
tions de la forme Y7, On aura ensuile, au moyen de 'équation (6,
une seconde approximation de la pesanteur p. Ces approximalions
seront suflisantes, vu le pew de densité de la mer et son peu de profon-
deur. conmne on le verra bientét.

Dans le cas ol Ta Teree est un sphévoide de vévolution, il est Laeile
de voir que la valewr de V7 se simplifie et se réduit i une suile de

(ermes compris dans la forme

2z QU [ Q Dy dy’,
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FEs
fs 1)

Q" ¢étant égal &

35 Iaf - . (i — .
,'.'{')"'t"’_— 1) i "'. 1) wi=2e, ]
S [ ,

et Q@ étant ce que devient QM lorsqu’on v change w en /5 ¢ doil étre
¢lendu depuis zéro jusqu'a Uinfini. Si 'on nomme 7 Fangle dont . est

le cosinus et 0" 'angle dont ¢’ est le cosinus, on aura, lorsque ¢ est un

grand nombre,
(i+1)r—3=]
- 7

cos
Q’(i) — .-

\/éiﬁ(l —_u."l)|T

L'int¢
Jintégrale
.7,_7:("\)([) zl/‘Ql(i)‘).l (I‘U.'

deviendra, a fort peu pris,

Q. (-(:s[(l' + l.) 45— %T] ‘ )‘.(Zﬁffsin[(i -+ %) 6 — %——J (
e T A ? s snf (i £) 0 %_]s

T

On voit par Ia combien La valeur préecdente de V7 est convergente.

4. Considérons maintenant les variations des degrés et de Ta pesan-
tear & la surface des continents et des iles ou, ce qui revient au méme,
1l surface du sphéroide tervestre. Ces vaviations sont les scules (que
nous puissions observer. Pour avoir leur expression analylique, imagi-
nons une atmosphere infiniment rare, d'une densité constante, (ris-
peu ¢levée, mais qui, cependant, embrasse toute la Terre et ses mon-
agnes; soit zy” I'élévation de ses points au-dessus de la surlace du
sphéroide terrestre. L'équation (1) du n® 2, qui détermine la ligure de
[ mer, déterminera la partie de fa figure de atmosphere qui s'élive
au-dessus de la mers car il est elair que la valeur de Vodans cette
¢quation, étant de Pordre #, est, aux quantités prs de Fovdre 23, a
méme aux deux surlaces. Mais, 4 la surlace de la mer, » doit etree

changé dans 14~ 2y +2y’, tandis que, relativement @ la suvface de
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I'atmosphere supposée, il doit étre changé dans 1+ ay +2y”. Cela
posé, si l'on retranche ces deux équations I'une de 'autre, on aura

ay” — o)’ = consl.

Ainsi tous les points de la surface de cette atmosphere qui corres-
pondent & la surface de la mer sont également élevés au-dessus de celle
dernmiere surface, en sorte que ces deux surfaces sont & (rés-peu pres
semblables.

Si 'on nomme p’ la pesanteur & la surface de 'atmosphere, il est
visible que cette pesanteur sera & la pesanteur p i la surface de la mer

1 I - . v
comme ———————— esl A s ———-————, ce qui donne @ lres-peu
(v + a2y 4+ 2p”)? ( 1+ ay - xy)?
pres, en désignant oy”— 2y’ par 2/, quantité qut, comme on vient de le
voir, est constanle,
p=p—zllP,

P étant la pesanteur & la surface de la mer i 'équateur; ainsi la loi de
Ia pesanteur est la méme aux deux surfaces. On a vu dans le n° 2 que,
dans le cas ol le sphéroide terrestre est homogene et de méme densité
(que la mer, on a

PZPQ+me%

on a donc alors

. 5
P :l'(l —aal-- jawﬂ).

Pour avoir I'équation de Ia surfuce de I'atmosphére au-dessus des
continents, nous nommerons V, la somme des molécules de la mer
divisées par leurs distances respectives i un point de cette surface. Alors
Iéquation (1) du n° 2 deviendra celle de cette surface, en y changeant

Vien ¥V, et en y substituant 1-- 2y 2 «y” pour r. Or on a

V==« U d’L (IG) _—— )
\r-—‘?l Cosy =1

I"'imtégrale étant prise pour toutes les valeurs de p’ et de o relatives &
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I'étenduc de la mer, 7 devant élre supposé égal & I'unité, el cosy élant

D
1 — 2

pe' -+ 1 — 2V —p'2cos(o —o').

En développant le radical de celte intégrale par rapport aux puissances

I - . PR v -
de Zroon voit, par ce qui préeede, que Vest compose de termes de
la forme

n m

81— p2)3(ui-n—..) [y’ dp de' (1 — p'2)2 (i — . ) cosn{o — o).

La valeur de V, se compose des mémes termes; on a done
V=V,

Cela posé, si 'on retranche I'une de I'autre les ¢quations aux deux swr-
faces, on aura
) ay’ = al + a)’,

pourvu que les coordonnées p et o de la [onction »’ se rapportent au
rayon du point de I'atmosphére que nous considérons.

La surface du sphéroide dont le rayon est 1+ a2y 42y est celle de
la mer, et au dela des limites de la mer elle s’abaisse au-dessous de la
surfuce du sphéroide terrestre; I'élévation des points de celte seconde
surface au-dessus de la premitre sera done — =y @ ¢'est ce que Ton
entend par I'élévation de ces points au-dessus du niveau de la mer.
1’¢lévation des points correspondants de la surface de 'atmosphere
est ay”. Les observations barométriques font connaitre les quantités =/
et ay”; car on peut supposer que I'atmosphere dont nous venons de
parler est notre atmosphire elle-méme, réduite i sa movenne densité,

Pour avoir I'expression de la pesanteur, il faut changer, dans I'équa-
tion (1) dun® 2, Vdans V,, YV, représentant, pour les points situés au-
dessus des continents, la somme des molécules de ta mer divisées par
leurs distances respectives au point de la surface de 'atmosphére qui
correspond aux continents, et substituer, pour r, 1-4- '/.._)—'J.« 7y”. On
peut supposer, pour plus de généralité, que V, comprend encove Ia

somme semblable relative aux montagnes et méme aux cavités de la
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surface de la Terve, en observant que la partie de V, relative & ces
cavités est négative. La pesanteur p” est donnée par la différentielle
du second membre de Uéquation (1) divisée par ——dr. St T'on en re-

. . -y, I - .
tranche 'équation (1) multipliée par —» el si 'on observe que Fon a

an aura

( p == const. —2xz(y =" fpd.a?

i) ) +oan fod(@ YU 4- @ Y@ - at Y@ =)
4
5 a
( + a2 Pu?,
|

En substituant ensuite, au licu de p, p”— 22Dy, p” étant la pesanteur

ala surlace du sphéroide, on aura

‘ )’ = consl. — l' Plol — 2y”)

S ‘ +2unyfadds — von fdo @YU 5o @3 Y2 o)

)
AP 1
t ,|w1;l‘u..

Cette expression de p” embrasse ['attraction des montagnes ¢l généra-
lement tous les eflfets d’attraction dus aux ireégularités de la surface
du sphéroide tervestre, pourvu que le point attivé en soit forl ¢loigné;
car celte condition est nécessaive i l'existenee de 'équation
AW 1.
0=y - —.\ .

qui fait disparaitee ces effets.

Si le sphéroude terrestre était homogene, dz servait nul, et Fon aurait

celle expression remarquable,
” ) V ! 14 7 , -' 5
pr=1 '—:_;"“\[—)‘)*-‘31?.’1-' )

P étant la pesanteur a 'équateur au niveau de la mer. On peul, au

moven de celte équation, vérilier hypothese de cette homogénéité ;
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car alors, en ajoutant & toutes les valeurs de p”, déterminées par les
expériences du pendule, la quantité é P(2l —2y”), déterminée par les
observations du barometre, I'expression de la pesanteur ainsi corrigée
deviendrait P (l + %1?;;.’)- L'accroissement de la pesanléur de I'équa-

. . . . .5
teur aux l)UlCS scrait ainsi —'1.")'1.,. Ol' on a
4 y

~

&

ay = 0,00%325;

=~

cel accroissement serail done 0,004325Pp2. Les expériences multi-
pliées du pendule dans les deux hémispheres indiquent bien un ac-
croissement i Lrés-peu pres proportionnel it 12 ou au carré du sinus de
la latitude; mais elles s’accordent &t donner i p? un cocflicient plus
grand que le précédent et i fort peu pres égal i 0,0054P. 1'hypothise
de I'homogénéité de la Terre est done exclue par ces expériences; on
voit méme que Phétérogénéité de ses couches doit s’élendre depuis la
surface, au deli des quantités de I'ordre 2 ou de Uaplatissement de la

Terre, alin que la quantité de I'équation (8)
2ary faddp — 205 fdo(@ YO 4 a5 YD) 4, )
soit de 'ordre 2 et devienne égale a

(0,005 P — 0,004325 ) ([.1.'3 — é) .

5. Comparons maintenant 'Analyse aux observations. L'équation (1)

du n° 2 donne, a la surface de 'atmosphire au-dessus des continents,

-

/4 -_—
consl. = —; 7 (o) + 2p”) fod.@ — fax /‘pd
/

_\'|+%?|)(!_Lz_%)_

Si I'on ajoute celte équation, multipliée par =, i 'équation (7) du nu-

atYam a’ Y atY () 3
T -+ TR + o +)

OFuvres de L. — V., 7
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méro précédent, on aura

s P ® Y@ aq8Y®)
P =consL - jzz / pd ey S +...

3 1
2y 2 Z Y.
2\.—|—2:ch1 (‘u ,5)

. . . . . 1
En développant V, suivant les puissances de < O aura une expres-
ston de eelte forme,

U[|0) . U\'|li . [](|'_'1

"|‘:—*-—r' Y —.»——‘-{—-..,

r r? "

U ¢tant une fonction rationnelle et entitre de v, yvi—u?sine el

V1--p?coso, assujettie & la méme équation aux dillérences partielles

que Y2, L'équation préeédente devient ainsi

. , Y@ 2a6Y0)
p =consl. + Jar | pd T

—g(U(.”—i— U'.”—|—U‘l'”+...)—’.—CE’Z?P(,U-'Z—%)'

Il vésulte des nombreuses expériences du pendule que I'on a, i fort
peu pres,

p —=const. 4+ aqP (p.'l — ?) )
zq ¢lanl & (res-peu pres égal d 0,0054. De la il suit que la fonction

R » 6Y(3) 7Y(V)
7 2]

v

. . - 1 . .
est (res-petite relativement au terme zg P (y.? — ?) el que la fonction

aY® 3
.ia:fp(l——s— —uy
est, a forl peu pres,

(2q —2a2)P (11" -- %)
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I'expression générale de cette fonetion est de la forme

1 —— -——
A (.”-2 — ;) 4- A u T — u2sine 4+ A@p /1 — u? cosm
+ Ay — u?)sinaw + AV (1 — p?jcosam.

Ainsi, les constantes A, A, A®) AWM sont (ris-petites relativement
a la constante A, et I'on a, a fort peu pris,

A=(aq —2a3)P.
Ona

ct les expériences du pendule donnent, a fort peu pres,

aq = 0,005 0;
On aura ainsi
A= —o0,00152D.
On peat encore déterminer A au moyen des deux inégalités de la Lune
qui dépendent de 'aplatissement de la Terve. I eésulte du Chapitee 11

. . . .. . 1 .
du Livre VII que, si I'on désigne par K (y.’ — ?) la partie de

qar . .
5 “Jed @Y ) 5 U
qut est indépendante de angle o, 'inécalité Tunaire en latitude sera
| 8 5
K . .
s [[* sind cos 2 sin e,
(g‘— I)“

w étant la longitude de la Lune, g —1 le rapport du moyen mouvement
de ses nuds & son moyen mouvement, II sa parallaxe, 2 'obliquité de
I’éeliptique et M Ia masse de la Terve, & tres-peu pres égale a P. Suivant

M. Burg, cette inégalité est, en secondes sexagésimales,
— 8", 0sinu,

el la comparaison de quatre mille observations a conduit M. Burckhardt
an méme résultat, qui donne

KR = — 0,0015380.
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L’expression analylique de U'inégalité lunaire en longitude, qui dépend
du sinus de la longitude du neeud de orbite lunaire, comparée par les
mémes astronomes aux observations, donne Ia méme valeur de K, qui
me parait étre ainsi une des données les plus exactes et les plus pré-
cieuses de I'Astronomie théorique. Maintenant il est facile de voir que,

1 A a9 1 - 2) - ’
st 'on nomme Q(y.' — 3) la partic de U} indépendante de I'angle o,

on a

5
K:;\—F;Q;

on a done
A= —0,0015358P — 2 Q.

Si I'on compare cette valeur de A i la précédente, conclue des expé-
riences du pendule, on a

== — 0,00015P.

On sent combien les crreurs des observations et des expériences .
rendent cetle valeur incertaine; mais clle prouve la petitesse de la
masse de la mer et son peu de profondeur.

Les mesures des degrés des méridiens, réduites au niveau de la mer
ou de l'atmosphere supposée, nous offrent un troisitme moyen pour
ohteniv A, L'équation (1) du n°® 2, transportée a cette atmosphire,

donne
— 3Y(2) 6Y(3)
(2) -+ a)”)P = consl. + faw fod (a 5 < - - )
‘o . ar o 1
. 4+ U+ U,‘”+...-—P7j (p.-—g).

I'origine des coordonnées étant au centre commun de gravité de la mer
et du sphéroide terrestre, ce qui fait disparaitre les quantités YO et
U ct les autres fonctions de méme nature. Les mesures des degrés
s'¢cartent peu de la figure d'un ellipsoide de révolution. Elles pré-
sentent cependant de plus grandes anomalies que les longueurs du
pendule, ce qui tient en partie aux erreurs dont les observations d’am-

plitude des arcs mesurés sont susceptibles, ct qui, relativement a 'are
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mesuré, sonl beaucoup plus considérables que les errcurs des expé-
riences du pendule, et en partie i ce que les pelites ivvégulavités de la
Terre alfectent plus les degrés que les longueurs du pendule, comme

| 5 ]
je Pai fait voir dans le Livre III. Mais lorsque I'on compare des degrés
¢loignés, tels que ceux de I'rance et de P'équateur, U'influence de ces
irrégularités devient moins sensible. La comparaison des degrés dont
je viens de parler a donné a M. Delambre

_ . '

() -+ )”) = const. — 0,00324 (y.'l— 5) .
In comparant cette expression de xy -+ =y” & la précédente, on voit
que les quanlités Yo, ym o U, Uy, Uy, ... sont trds-petites,
comme cela résulte pareillement des expériences du pendule. La pre-

miere de ces ('-Xl)l'(‘SSiOllS donne
- 7 ” 5 a0
P(ah -1 1,! )—J\_|_ —,Q_' “,— p,

en désignant par

— ah (y_'l— é>, —aﬂ([ﬂ— 15)’ —ah”(y.'3~%>

les parties de Y. 2Y el U» qui sontindépendantes de ». On aura done,

en substituant pour — P (2 4- 2/4”) sa valeur — 0,00324P que donnent

les degrés du méridien mesurés en France el i I'équateur,
e
- J
A= —o0,00151P— ZQ.
2

Les degrés du méridien mesurés en France, comparés i ceux que l'on
a mesurés dans I'lnde, donnent le méme résultat. Je suppose que les
degrés mesurés a la surface du sphérvoide terrestre et réduits au niveau
de I'atmosphere supposée sont ceux de la surface de celle atmosphire.
Pour le faire voir, il suffit de prouver que la direction de la pesanteur
est, aux quantités pres de Uordre 2, la méme @ la surface du sphéroide
ct & la surface de atmosphere. L'angle que eette direction forme avee

le rayon 7, dans le sens du méridien, par exemple, est égal au vapport
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de la différenticlle du second membre de I'équation (1) du n® 2, prise
par rapport a 0 et divisée par d, a cette méme différentielle prise par
rapport & r et divisée par — dr; or il est visible que ce rapport est,
aux quantités pres de Uordre «2, le méme a la surface du sphéroide
qua celle de 'atmosphire.

Maintenant, si nous rassemblons les trois valeurs précédentes de A,
A= —o0,00152D,

A =—o0,001538] — ;Q,
A= —o0,00151 P — l)Q,

on voil, par I'ensemble de ces valeurs, (que Q est insensible et que,
en le supposant nul, elles s’aceordent aussi bien qu’on peut le désirer.

L'ellipticité o/ + 2/ de la surface de la mer est, par ce qui précede,

1
—a —
ks

.-\+%’Q

——
in prenant pour A le milieu des trois valeurs précédentes, on aura
pour cette ellipticite
-
. -
0,003206 — (—jQ,

o1l 0,00326, en négligeant le terme —%Q.

La précession des  ¢quinoxes donne des limites entre lesquelles
"ellipticité de la Terve entitre ou de I'atmosphere supposée est com-
prise. Ona, pae le n® 14 du Livree V, celte cllipticité égale a

0,00259661 foadda
(14 8.0,718193) foa? da’

0,0015301 4

3(1--%) ¢lant le vapport de la masse de la Lune, divisée par le cube
de sa moyenne distance a la Terrve, @ la masse du Soleil, divisée par le
cube de la moyenne distance de la Terre au Soleil. En supposant ce

rapport égal a 2,57, comme il vésulte par un milicu entre ses valeurs



LIVRE XI. 55

données pav les piiénomenes des marées, de la nutation, de la parallaxe
lunaire et de I'équation lunaire des Tables du Soleil, en supposant
ensuite, conformément i ce qui précede, Uellipticité de la Terre égale
i 0,003206, on aura
SJed.a*—= 1,105 fpd.ad.

Sott () la densité de la surface, et supposons qu’elle augmente de
la surface au centre en progression arithmétique, en sorle que son
expression soil (o) (14 e — ea); I'équation préeédente donnera

— 14
0_2,31

9.

On aura, en nommant D la densité moyenne de la Terre,
- 1
l):jp(l.(ﬂ:(p)(l—}—7e);
4

substituant pour e sa valeur pré(',('-(lmll(-, on i
D =1,587(p).

Si 'on suppose la densité de la premiere éeorce du sphéroide ter-
restre ¢égale i trois fois la densité de Ia mer prise pour unité, ce qui
est & peu pres la densité du granit, on aura

D == 1,561,

ce qui s’accorde avee la moyvenne des valeurs données par les observa-
tions de Maskelyne sur 'attraction d'une montagne d'Ecosse et par la
belle expérience de Cavendish.

Le rayon du sphéroide tervestre est

1 — xh (!1.'1 — —l‘—) +4- 2,

22 ¢lant une uantité peu considérable par vapport & a/; car cette
quantité devient plus sensible, comme on I'a vu, dans I'expression de
la pesanteur, ol cependant Uexpérience a montré qu'elle est presque
nulle. Parcillement, expression du rayon de la surface de la mer est

al — a{l+ ') (p.?— ;) -1 a2,
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2@’ ¢lant une quantité du méme ordre que «a dont elle dépend. Elle
est, par conscquent, peu considérable relativement & /. La profon-
deur de la mer est,  tres-peu pres, la dillérence de ces deux rayons;

elle est ainsi égale &

al — ah'(.u.z— é) -+ aJ.;’T— z.x.

A Péquateur, les continents ont une grande étendue sur laquelle
cette expression devient négative. La mer y occupe une élendue encore
plus grande, sur laquelle la méme expression est positive. Dans e pre-

. al’ . ,
imier cas, 1[—!——3— est moindre que la valeur de za — a2a’ correspon-

dante & ». nul. Dans le second cas, il est plus grand que cette valeur.

ol S . ) f_— .
2+ =~ est donc une quantité tres-petite de Povdre de aa. Tres-pres

du pole boréal, out 'on a p.=1, la mer recouvre une partic du sphé-

roide terrestre et en laisse une autre partie a découvert. Dans le pre-

. ool ,
mier cas, 2/ — —— est plus grand que la valeur de 2@ — 22" corres-
. - . 2ol
pondante & p.=1. Dans le second cas, il est plus petit. o/ — === csl

done une quantité res-petite de Pordre de aa; done, o/ - %1/:' ¢lant

du méme ordre, la différence a&’ de ces quantités sera du méme ordre,
ainsi que la constante «/. Par conséquent, la mer est peu profonde,
et ses profondeurs sont peu considérables et du méme ordre que les
elévations des continents au-dessus du niveau de la mer. Mas, de
méme que de tres-hautes montagnes s’élevent sur quelques points des
conlinents; de méme il peut y avoir dans quelques points du bassin
de la mer de grandes profondeurs.

De 1a il suit que la surface du sphéroide terrestre est a fort peu
pres elliptique; car 'équation de I'équilibre de la surface de la mer,

(,-\ -+ %Q)

alh + /l'): —;—19 -

(qui donne, par ce qui précede,

deviendrait celle de I'équilibre de la surface du sphéroide terrestre,
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supposée fluide, si la mer venait & disparaitre, ce qui rendrait =/’ ¢t
Q nuls. Ainsi, ces quantités étant li'i-s-polilvs par ce que 'on vient de
voir, la valeur de 24 diflere tres-peu de celle de Péquilibre de la sur-
face du sphéroide. Les expériences du pendule prouvent non-seule-
ment que cette surface est v trés-peu prés elliplique, mais encore que
tes diverses couches du sphévoide tervestre ont & peu pris une figure
elliptique; car les quantités 2Y®, 2Y®, .. de Uexpression du rayon
de ces couches se feraient remarquer dans ces expériences, si elles

clatent sensibles.

G. Je vais présentement considérer Ia fizure de la Terve, en la sup-
posant lormée d'un seul Muide compressible. Pour cela je reprends
I'équation (1) du n® 29 du Livre HI. En ¥ supposant, comme on le peul
pour simplifier, Y nul, ¢t en comparant séparément les fonctions
semblables, Ia dilférentielle de cette équation, prise par rapport i L
quantité @ considérée comme varviable, donne
L:,'} ilﬂ ——

Ty
o ! «?

da
7 a
Joatda.

I estici la pression & la surface de niveau d'une couche du sphéroude
terrestee dont le rayon est a; 5 est la densité de cette couche, el = est
le vapport de la circonlérence au diamétee; I'intégrale doit étre prise
depuis @ = o. Maintenant, si 'on suppose, conformément & ce que jai
dit dans le Chapitre précédent,

dil Fo

dg T
24 ¢lant une constanle, on aura, en intégrant,
II :II.PQ— Il_(p)-'),

(¢) ¢tant Ta densité i la surface, ol la pression 11 est supposée nulle.
o=

L'¢quation (¢) devient ainsi, en faisant n* ==/

L

dp n? .
Ta (—l;z-‘]pa2 da.

OFwresde L. — V. hi
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Supposons y'==az; on aur

ards = adp’ — o'da;

on aura done -
ado
—~ — o' = — nfdada
du ' Je '

ce qui donne, en différentiant,

d2o’
(Ia." —n?s'—o.

L'intégrale de cetle équation est

o = \sinan + Beosan,
A et B étant deux constantes arbitraires; on aura donc
A }
I\'I — —SsInan —-- —cosan.
[ a

La densité o n’étant point inlinie au centre, ot @ est nul,” B doit éure
nul; par conséquent,
o= —cinan.
a
Telle est done la loi de densité des couches du sphéroide terrestre,
velative a la loi supposée entre la pression et la densité. A la surlace
de la Terre, ot nous supposerons @ = 1 et la densité z égale i (3), nous

aurons |

do
. da n
lej=\sinn, —.— =1— ———.
(e) langn

Si Pon nomme D la moyenne densité de la Terre, on aura

Jearda=D[arda = li D;

or I'équation



donne i la surface

on a done

en laisant

(o

o ’ T v . -
sicoswrlace, #2® ¢lant T‘ Cette équation donne entre %

LIVRE XL

(e) (' B E’.".‘.T,) = 2 fpatda;
bbbt u}

.

D _T_ n ) __ l_q
(6)  n? ' tngn ) nr’

n

1=1= tangn’

b . ‘s p
o] ¢lant le rapport de la densité moyenne de la Terre

a la densité de

et D une rela-

tion qui détermine une de ces quantités lorsque Uaulre est connue.

L'ellipticité du sphéroide terrestre détermine sa figure, la variation

de la pesanteur @ sa surlace, les mouvements de son axe de rotation

et les inégalités lunaires dues i son aplatissement. On satisfait done i

tous ces phénomenes en satisfaisant Pellipticité déterminée prece-

“demment. Si Pon nomme A Pellipticité de Ta couche du sphéroide donl

le rayon est a et dont ; est la densité, on a, par le n° 30 du Livee 111,

d2h

e

Gh . na adlh +4- /u[(_r i
at Jpatda da

St Pon mel cette égquation sous la forme

0 (Ij"ll_fpi(i([i:l

. . - . n?
ol s1au hen de ;I!Z on substitue sa valewr — =
(«

o d*ih fo'addy, Gl [ada

Gh fpatda
da? «? da

«?

da a«?

fdada, on aura

<-n2h fg'ada.

I est facile de voir que P'on satisfait i eette équation en faisant

3
hfpada= llp'(l - Whﬁ) -

10

" =)
nig mada
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Il ¢tant une constante arbitraire, et en observant que

dzo’
_I'~__ = — n2’.
da*

Cette expression donne, pour 'ellipticité 4,

3 n?langan
h=—-H{5.+ —"—
a* an — angan

ellipticité qui, multipliée par @, devient nulle au centre du sphéroide,
oit @ est nul. On voit, par le n° 30 du Livee I, que cette valeur de 4
est la seule admissible dans la question présente. Par le méme numéro,

Pellipticit¢ de la Terre est & la surface, o a=1,

azh fdada

-).hfp'a(la— 2 hip) 2 fashds

3

les intégrales élant prises depuis a nul jusqu'a @ =1; 25 est le rap-
port de la force centriluge a Ia pesanteur a Péquateur. En substituant
. do n® ., . -, )
au lica de == sa valeur — = fdada et au licw de & fFada sa valeur
da a*’? S

précédente on aurs

) 3o 3ds’
5 . a 3 7 »
Jahdy = —n l[fa (la(p war n‘-‘ada)

s élant Asinan. On trouvera ainsi a la surface de la Terre, ou @ =1,

I'ellipticité A du sphéroide égale &

Je dois observer ict que M. Legendre a déterminé I'aplatissement

de la Terre dans le cas ol la densité des couches est exprimée par

A , - , .. . . ..
—sinan (Mémoires de I Acadeémie des Sciences, année 178g). En réunis-
[{ * v
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sant ces divers résultats, on a

n
=1 — -
1 langn ’
3q
D= a0
3
'
cllipticit¢ de la Terre = 0,00865 —— W
. 3 — ,1 —_
q
2o
= =2
nt

L 3 . . . .
Si 'on suppose = g7, = élant le rapport de la circonférence au dia-
melre, on aura

1 D

— 5 5345 inticite — — ' L A
g = 5,33%5, cllipticité 3066 o) 21,4225,

A la surface, on a

A () == 812N
A (P

g otant la pesanteur, I étant la hauteur d’une cotonne de Ia matiere de
cetle surfuce et qui presse un de ses points, el i(s) étant P'aceroisse-
ment de densité du point pressé. g est égal a la masse de la Terre,

divisée par le carré de sen ravon pris pour unité; on a done

. . 4= ..
I';"S“l[(? on a QA': .I;I‘ on a amngl

done

ta valeur de ¢ velative i la matiere de la surface du sphéroide est done
et 3,53450 Lexistence d'une telle substanee est tres-admissible.

St la Terre était enticrement formdée d'eau, et si I'on suppose, conlor-
mément aux expériences de Canton, qu'a la température de 16 degres

v densité de Peau augmente dans le rvapport de o,000044 i 'unité
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par fa pression d'une colonne verticale d'eau de 1o metres, on aura

q == 28,012,
n== 3,0297,
b or
6 9:0179,
ellipticité = .
I ICite = 33’57'—-7'

Le coeflicient du carré du sinus de la latitude, dans I'expression de la
longueur du pendule, sera o0,00587. Ces résultats s'éloignent des

observations fort au dela des errcurs dont elles sont susceplibles.

7. Pour comparer entre elles les mesures soil des degeés, soit de la
pesanleur, on les rapporle au miveau de la mer, et Pon peul déter-
miner U'élévation du point du sphérvoide ot 'on observe, par la hau-
tear du barometre. Pour avoir une wdée juste de ce mveau, nous avons
miaginé une atmosphere tres-rave, tres-pen élevée, mats cvp(-n(l;ml
assez pour embrasser toute la Terre et ses monlagnes. Nous avons
prouvé que I'élévation de la surface de cette atmosphere au-dessus de
la surlace de la mer est constante, et nous avons prolongé cette der-
niere surlace au-dessous des continents, de maniere qu’elle fut tou-
jours i la méme distance de Ta surface de 'atmosphere. C'est o surlace
de Ia mer ainst prolongée qui constitue le niveau de la mer. Mais,
au licu de rapporter les degrés et les expériences du pendule i ce
niveau, nous les rapporterons directement i la surface de atmosphere
supposcée.

Reprenons les équations (rouvées ci-dessus :

) A WE -
.- ((-;\(_ ﬂﬁ‘(f\)
Doy 2y”) == conusl. + jx= / Ia(l<f--._ ——
. ) 7 ’
o B U e A
U= U e — —*—VA(-;.L— ) )
2 \' 5

-
v Ay s

' , (@Y g Y \
p ==con=l. 4~ jax / sd{——— + e o )
)
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Si 'on rvetranche cette dernivre équation’ de la préeédente; si Ion
néglige I'action de la mer, que nous avons vue étre insensible, soit i
raison de son peu de densité, soit i cause de son peu de profondeur,
ce qui fait disparaitre les quantités U, UG, ... 1 enfin, si Pon suppose

les couches du sphéroide elliptiques, on a
P — l’(z_)‘-l— 1)"’) = 217 r (y.ﬂ — i) .

v - 1 — , - . e
.es coeflicients de w? — = dans 2y el 2y” sont — 2/t ol — /A", Soit x¢
[} 5 .

. . 1 . ,
le coeflicient de . — = dans Pexpression de p'; on aura

aq -+ 2{h-—h")= i—::z?.

On doit observer que x(h-+£7) est ellipticité de la surface de
atmosphere supposée, et par conséquent celle de la surface de la
mer, ces deux surfaces étant constamment i la méme distance Pune
de Mautve. A la surface du sphérowde, Ia pesantear p” doil élre aug-
mentée de la quantité 2(a/ — 2y”)P. En nommant donc =g le coefli-
cient de p? »—5' dans expression de la pesanteur i cette surface, on
aura

290" = au[ -~ aq,

ce qui donnerait la dillévence 22" des ellipticités de 'atmosphire et du
sphéroide terrestre si 'on connaissait, par les expériences du pendule,
les valeurs de a et de g Mais il vésulte de ces expériences, faites la
plupart au nmiveau de la mer ou peu au-dessus, que la valear de 22"
st (rés-petite et presque msensible, e qui est conforme i ce (ue nous
avons dit précédemment. La surlace de Patmosphire supposée ¢lant
celle @ laquelle on rapporte les mesures des degres et de Ta pesan-
teur, il parait naturel de corriger ces mesures en ayanl seulement égard
ala distance des points oit 'on obhserve it cetle surlace, H moins que
Pélévation de ees points ne soil assez rapide pour que Pon soit assuré

qu'ils n'appartienment point i la partic elliptique du sphéroide ter-
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restre. Telle est-la ville de Quito, olt 'on a mesuré des degrés du
méridien et la longueur du pendule & secondes. Neus allons done
examiner I'effet de 'attraction d'un plateau élevé sur Ia pesanteur.

Si 'on concoit une série de couches circulaires, horizontales et dis-
posces de maniere que leurs ecentres soient sur une méme verlicale, el
que I'on place Quito au centre de la couche supéricure, en nommant
o, ladensité de ces couches, R le rayon de I'une d’elles, dont le centre
est i la distance rde Quito, la somme des moléeules de cette couche,

divisées par leurs distances respectives & Quito, sera
amm(VIRES 2 r).
R ¢lant supposé fort grand relativement & r, cette fonction se rédut &

forl peu pres a

clle reste done toujours fort petite si, comme on doit le supposcr ici,
R est une petite fraction du rayon terrestre. Elle n’apporte ainsi qu’un
terme insensible dans I'équation de I'équilibre de 'atmosphere, et, par
conséquent, la somme de ces fonetions ne produit aucun changement
sensible dans la valeur de la distanee de Quito & la surface de 'atmo-
sphire, distance que je désignerai par =y”, en sorte que o/ — 2y’ esl
la hauteur de Quito au-dessus du niveau de la mer. L'attraction de la
couche que nous venons de considérer produit dans la pesanteur p, &
Quilo un accroissement égal & la différentielle de la fonction préeé-
dente, prise par rapport a r et divisée par — dr; cet aceroissement est
iU tres-pen pres égal & 27,5 il est indépendant de R, et il peut ctre
sensible pour toute la montagne, pour laquelle il devient 275,77, '
étant Ia hauteur de la montagne au-dessus du niveau du sphéroide ter-
restre. La rapidité avee laquelle le plateau s'éleve et le peu de dillé-
rence entre les surfaces de la mer et du sphéroide rendent 7 tres-peu
différent de «/— =y"; on peut done I'obtenir par 'observation du haro-

. : . .
metre. La pesanteur I de la Terre étant i fort peu pres %nD, D ¢tant

la movenne densité de la Terre, Paceroissement de la pesanteur di &
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Faction de ka montagne sera

3 [2]]
“pi Al
__,.l l)(1l—‘£.) .

Le rayon terveestre étant pris pour I'unité, on a, relativement & Quilo,

o w__ .
wl="= 55

[a diminution de la pesanteur, depuis le niveau de la mer, est done,

B P P_'>.
2037 \" a2 D

Bouguer a conclu de ses expériences sur la longueur du pendule cette

.. . , P
diminutton égale h —
) g 1351

pour cette ville,

» ce qui donne

g 0,2123.

La densité des Cordilleres n'est done qu'un cinquieme envivon de L
moyenne densité de la Terve. Elle est peu dillérente de celle de Feau,
qui, dapres I'expérience de Cavendish, est D ><o,182. Le pew de densité
de ces montagnes résulte encove du peu d'eflet de Teur attraction sar
le fil & plomb, dans les observations des astronomes francais, qui onl
remarqué que ces monlagnes sont tres-voleaniques et quiainst elles

dotvent avoir de grandes cavités dans leur intérienr.

Cluvres de I.. — V.
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CIIAPITRE HI.

DE L'AXE DE ROTATION DE LA TERRE.

8. Soil a(t-+=y,) le rayon d'une couche du sphérvoide terrestre,
Forigine de ce rayon étant supposée au centre de gravité du sphéroide,
¥y ¢tant fonction de @, du sinus de la latitude, que je désignerai par
por cLde L longitude, que je désignerai par w,. Je suppose v, développé
dans une suite de la forme

\ﬂlll . Y‘|"" - \'x|-'li e,

Y élant assujetti & I'équation aux différences partielles

IY' i P EA W]

2 ! -

:)[(l BTy, l Jer? . .

0 - : =+ 3 >'Ll'\'+l)‘llh'
dpy 1 —py

'l‘r';msporlons Porigine des rayons terrestres i un point quelconque qui
ne soit ¢loigné du centre de gravité du sphéroide que d'une quantité
de Pordre =5 il est facile de voir que cela ne it qu'angmenter Y de
la (uantité .

"a) Quy -+ QW — uf sine, + QI i — u cosm,.

Concevons par cetle nouvelle origine un second axe parallele au pre-
imim', et rapportons-y les variables p, ¢t w,. Elles ne dilléreront des
précédentes que de quantités de Pordre =; en négligeant done les quan-
ttes de Tordre 22, les valeurs de Y2, Y\, ... seront les mémes que
les préccdentes; seulement la fonetion Y4 sera augmentée de la quan-
lté (@). Nous pourrons ainsi exprimer, avee celte condition, le ravon

d'une couche terrestre rapporté i ce second axe par a{i4- =y}
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Coucevons ensuite, par la nouvelle origine, un troisicme axe ahou-
tissant & un point quelconque de Ia surface du sphéroide, pour lequel
v, el oy soient cos A el I Soienl v ¢t & ce que deviennent u, ¢l s,
relativement & ce (roisieme axe, les o étant comptés du méridien gui
passe par les extrémités du second et du troisitme axe. On aura, par
les formules de 1a Trigonométrie sphérique,

p==cos\.py +sindA .1 — pi cos(w, — 1),

Vi— p2sing = vVi— g sin(e — 1),
ce qui donne

Vi—u?cosw == cos \.\'1 — pi cos(mi — IT) —sinA.p,.

Désignons p:u-:{', \_, = les trois coordonnées 'une molécule dm de
la couche du sphéroide dont le vayon est a1+ uy,), vapportées la pre-
mitre au troisicme axe dont nous venons de parler, la seconde au plan
du méridien origine des @ et la troisieme au plan perpendiculaire i ce
méridien. On aura

8|

=a(r4- 2))y,

)y =ali=zy)Vi— u?coswm,

=a(t-+ o)) Vi — p? sing.

L3

On a ensuile, en exprimant par s la densité de dm,
dm =pa® (1 +- o) 2dp doy d[a (1 + o)4)],
cette dernitre caractéristique dilférenticlle  étant uniquement relative

a la variation de a. On aura done

Szydm = %‘]:/:fpdy_. de d[a@ (1 + ayy )P Ju Vi — 12 cosw,

JTxzdm = %j:/:j'plly.. do,d[a® (1 -- o) )3 e /1 — p? sinw,

Jyzdm= é_]:]:/'p dp,ded[as(v+ o)y, )5](1 — u?) sinw cos m,

JO2—22)dm == %J_']:[pdy. do d[@ (1 -+ ay)3](1 — v2?)(cos?m -— sin?m}

;-

9.
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Les mtégrales doivent étee prises depuis g, = — 1 jusqu'a o, =1,

depuis 5, =0 jusqu'i 6,= 2=, et depuis a=o jusqu'iva =r1. En sub-

stituant pour u, \ 1 — p2 sinw, \'t — 2% cosw leurs valeurs précédentes

S § sin A cos \. (%-;,) e
B )

ey ey, onaura

f z)(h:u-y//JJllr;.(lw.(l a )., -cosa2 A V1 — 1 uicos w— Il

gsin Acos \.(1 — vl cos 210

Nl"‘

coz A 1 — oisinlw, — 1)

I &=dm = 2ffaduided @y o

+ 5 sinAfr— pisin 2@ — 2l

I ) »dm:'jj‘j/m/u.(lmﬂl ayteo

(—km\ iy §— pisinlw, — 1)

i
‘ lCos,\..’l—— ui)sin{am, — 2ll) '
)

g % A3l —)
.’-\..""' - 0dm =zfffoduded @y )i —25in\ecos\. U.|\/l— i cos ‘@ — 1

\

\
’ 'TH]\_\(l—_'l_'f}cus:’_'m,——zll )
' )

Dans ces Gquations, les coeflicients de sdv, do, d @y, sonl compris

dans T forme Y 7501 fant done, par le n® 47 du Livre I, ne consi-

dérver dans v, que le terme Y72 Llexpression générale de ce Lerme est

\
. 2 ! , p— . . —3
/1-'”(_u_;‘ — ?) 4= b0 gy — i sinm A+ AN w1 — 4] cos@,

4 A0 — vl sin2w + AL — 87 cos 2@,

Lo, v, e, A, A dtant des fonctions de @, On lrouvera ainsi

f.z_'j'-dm - lli)_ o sina -\fp(l(a"_l:fo))
. /I_l__ cO5 \'\ sinll fod | (l;/‘(l))(
1) L cosll fodias ht2))

{= ;—'nl-.zllfpl/(a?h(””

Ar .
-2z sina2 A o
1 +cosall fodiarht) |



LIVRE XI. GY

"= fma \ cosll fodiai v
Jazdm= A asy ) ('(_‘ ./-,Ol :(l> 1)
3 | — smlljp([‘u-/,(:))
" 0:1 in A cos2 1 /.{ll]-.”.',‘”)) l
- —— Sl
" - Silll‘.ll-/-ig(l.:”’n/l('.)) ,,
__ 8= {  cosall fod arh)
sdm= = cos\ ! Jed,
.r) am 1) cos | Sillzlltl-.’)ll_(l;/[f‘))

Ly 5 cosl fiod' ai hn)
- sinll‘/'gd'\u"ll’z,\)g

Ty — 22 dm = —T_,i =in2 \ fod (a3 o)
_ i:_z Gin A cos A { Sill"_/:p(["(l" h) !
L] E - cosll fod @ h(2))
S o sl fod a /1(")'
- — -t cos? A .
15 )+1'n~°l[/,d @ /1(')_

Maintenant, si nous imaginons que axe du sphévoide auguel nous
venons de rapporter les coordonnées @, )_', = soit fixe dans le sphérotde
el dans Pespace, de maniere cependant que le sphéroide tourne libye-
ment antour de lui, et st nous concevons ce sphéroide recouvert en
tout ou en partie par la mer, on voit, par le Chapitee préeédent, que
le Nuide peul oujours prendre un état d'équihibre qu'il est possible
d’obtenir par des approximalions successives.

Je suppose la mer parvenue i cet ¢lat; elle forme alors avee le
sphéronde terrestre un ensemble dont toutes les parties sont immobiles
entre elles et peavent ¢tre supposées invariablement unies. Je nomme
2119 21060, 211, 21190 les valeurs précédentes de J‘;l_?_\_'(llll, ‘I‘.‘;;dm.
Tvzdm, [(*—z2)dm; je nomme pareillement =1, 210 21172
211 Tes valeurs des mémes intégrales rapportées i la mer. On aura,

relativement & la Terve enticre,

S eydm == 2110 £ 110), Txzdm =T 110,

t— Y ro. " - —a) 4 - rraye
Jryzdm = WO 2, (32— 22)din = 2 T UV

Maintenant, st I'on change le plan des y et des = de maniere qu'en
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vassanl toujours par I'axe des @ il forme un angle avbitraire @ avee ce
| ) l &

plan, en nommant " et 5° les coordonnées rapportées a ce nouveau
plan, on aura

ce qui donne

J 2y dm =21 4 ') cose — z IO 4 11V sing,
JaTdm = 2 IO M) cosz 4 2{HO) - @) sing,

Ty dm = i+ ) (cos?z — sinZe) -+- 2! [ -1 ') sinz cos:.

Laxe des a0 sera un axe principal de rotation, autour duquel la Terre
]

tourncra librement, si Fon satisfait aux trois équations
Jaydm=o, [zzdm=o, [} =dm=0.
Les deux premieres donnent
@ L I == o, T - 110 = o,

La troisieme donne
2 (1) - 1)
N -

tangae — —

Pour que le centre de gravité de la Terre soil libre et dans 'axe

principal de rotation, il faul que 'on ail, pour toute la Terre,
Jadm=o, [)ydm=o, [Zdm=o;
or on a, pour le sphérvoide terrestre,
Jxdm= 2 [f] pdpidwidla (1 + 2p0) s,
JFdm = 3 ST odusiimdfa (1= 2 Wi = coso,

—

Jzdm= ;lfffp(llu. ded[at (1 -+ 2y ) V1 — u? sinm.
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v, ¢l =, on aura

Jzdm=af [ [oduidoid(a ) )[cos\.pi+cin\ . 1= nf cos'm, — 1],
Trdm=aoff[odu,ds, d{a‘y)|cos\.Vi—pIcosim,—II) —sinA.u,],

Jzdm =2 [ [ fodp,ded(a*y) V1= 5 sin (o — ).

Les coeflicients de gdy., dw,d(a'y,) étant compris dans Ia forme V7',
il ne faut, par le numéro cité du Livee I de la Mécanique céleste.
considérer dans y, que la quantité Y,". L'expression générale de cette
fonction es(

GOy - g pd sing, - 1< pd coso.

[l faut, par ce qui précede, augmenter Y de la fonetion (a). On

aura ainst, relativement au sphéroide terrestre,

/
Jzdm == %1: cosA[ Sod{a' ¢i®) + Q@ fod|{a')]
4 sinl[ fad(a*q) + QM fod(a*)] |
- 5 2n Sl . . ,
3 + cosll[ fod{a'q®) 1+ Q) fod(a*)] )
- { (sl fodiatq0) + QO fodia]])
‘dm—= S awcosA '
[y dm 3 %7 €08 | = cosl[ fodiaqt®) = Q(?)_]'ptl(a‘)]s
7
— Fom sinA[ fpd(at g®) = QO fpd(a' )],
frame U cosLSed{@q) - Q0 pd(a)]
SETTTT 37 < sinll[ fpd (@ )+ Q) fod(aV)] Y

Soient 2L, 2L, 2L ces (rois valeurs de [ adm, [vdm, | zdm,
el désignons par 2L/, 2L, 2L/® Jes mémes intégrales relatives i
la mer. La condition que Paxe prineipal passe par le centre de gra-
vité de Ia Terre entitre et que ce point soit P'orvigine des ravons fer-

restres donnera les Lrois ¢qualions

LO . (=0, L4 L'MW=0, L4 1/@D)=y;
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ces lrols équations, réunies aux précédentes

e =0, V4 II'N=0,

S EI | FE8)

I | (SIS | N ET

determineront les six indéterminées A, I, ¢, Q%, Q, Q@, ¢t alors
"axe de rotation sera un axe” prineipal et passera par le centre de
aravité de la Terve. L'existence d'un pareil axe est done toujours pos-
sible, et les obscervations prouvent que tel est 'axe actuel de rotation
de Ta Terre.

On a, relativement i la mer,
f;_)_'(lm = ll‘_/'I_)_‘z)"(l‘u,.dm..

2y ¢tant sa profondeur; mais les mtégrales relatives & u, el 5, ne
peuvent étee prises depuis w, = —1 jusqu'a g, =1 et depuis &, =0
jusqui 5= 2= que dans le cas ol la mer recouvre entierement le
sphéroide terrestee. Considérons ce cas particulierement; alors il ne
faut substituer pour =y que sa partic zY'®. L'équation () du n° 2

du Chapitre précédent donne

Ty, SSed (Y
- T 5 Jediat)
&

O fed{@)

W -Q
N
<
[

l
=
N

les quantités Y2, Y2, Y2, ge rapportant ici i P'axe des .o Mais, rap-
portées i l'axe des u,, elles vestent les mémes; clles ne sont que des
manitres diflérentes d’exprimer les fonctions du rayon terrestre et du
ravon de chaque couche du sphérvoide, comprises dans la forme Y™
ou assnjetties &t la méme équation aux dillérences particlles. La
partic de Y'® dépendante de 5 ne produit aucun terme dans 119,
Y, 12, 1, Pour le faire voir, considérons la valeur de 11 on
Fintegrale [ [ ayY'®du, ds,. 11 est facile de voir que 'on peut don-

ner i celle intégrale celte forme [ [ayY Pduds, les limites des
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intégrales relatives & p. et @ élant, comme pour v, el o, v = —1,
n=1, s=o0, o=2=. Alors, en substituant, dans I'intégrale

| 5-3)

JSayY®duds, pi—p?eosw pour @y, el ———" pour Y,

b5 pd (@)
on voil que celte intégrale est nulle; ainsi cette partic de Y'® ne

produit aucun terme dans I, ¢t I'on trouverait de la méme maniire
qu'elle n’en produit avcun dans 1I'", II'® et I'Q). L'autre partic de

Y'® peut étre exprimée par

h' (p.? — é) + N J1— pt sing, + A1 ui cosm,
= WO (1 — pi) sinam - O (1 — pl) cosamy,

et 'on aura
. _ ﬂ(’)-l'- E_[P(I(;l'n /-,,(.s))
v e = - *’.éP‘ (@)

k]

ad @)

en faisant successivement s=o, s=1, s=2, s =3, s=4. Cela pos¢,
les équations

60 - [0 — o, M4 [I(=o

donnent les suivantes:

') 4 fpd (a5 hto)
o= sin 2;\;—— sina [ A + fpd(as h(3)]
—cos2ll[ A" + fod{a’ hV)]
—COS‘!A) sinI[[ 4700 4- _jp(l(aSIl('))]l,
+4- coslI[ ') 5- fod (@ h(D)] )
coslI[ 'V 5- fpd{a k)]
0= cosA
— sinll[A'™ = fpd{as hM)]
. cos2II[ I (°’+fpd(a'ln(3);]
<42 5inA

— sin2ll[ KM = fod(a® V)] )

Désignons par / et g les coellicients de sinz2A et de cosaA dans la
premitre de ces deux équations, et par m ¢t r les coellicients de sin A

OFuvresde L. — V. 10
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et de cos A dans la seconde; on aura

n
tng\ =— —,
e m
ce (ui donne
. -— 2mn m?— n?
sin2\ = —; <y COSeN = —————
m* 4 n m?*—+ n?
d’oir 'on tire
o= —amnf+ (m*—n?)g.

En substituant pour f, g. m, n leurs valeurs et faisant

tangll = «,

on trouve, apres les réductions, une équation du troisieme degré en u

el qui, conséqueniment, a une racine réelle. Cette ¢quation coineide

avee Péquation du troisieme degeé en « que nous avons donnée dans

e n® 27 du Livee 1, relativement aux axes principaux des corps

solides.

On remplira la condition que Paxe de rolation passe par le centre
| |

‘de gravite de la Terve entiere, en observant que 'équation (4) du n 2

du Chapitre préeédent donne

o fad av V)
-— e
’ nd at)

\”(')_—: —_— -_M'l,l'l_(.é(_ll_,_,;

R e e

Jod(a*)

en deésignant done Pexpression de Y par
q @y g’ \/‘l — pising 4+ q'() V1 u?cosmy,

on aura .
— ;’(!‘)_"__ ,/;r',(]_((i"{i),]_
U
1

@)

i) | g =

en laisanl sueccessivement s=—=o, s=1, s=2. On aura ainsi,

pour
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toute la Terve,

S xdm = azcosA[ fpd(atq®) -+ q'(@ - Q) fod | aV)]

Uyesinal SMULS pd(aq@) 4+ 0+ Q0 fod ]

A
!
3 [+ coslI[ fpd(a' q®) -+ ' 4- Q2 fod(a)])

sinll fod(a*q) + ¢') = Q) fod(a')]

4
ydm == Juzc
f) @ 347 e0s - coslIf fod{a* ) 5- ¢ = Q) fpd at ]

— Faz sinA[fpd{at qO) - ¢"© L QO fod(a)],

- { cosil fod{a‘¢g") + g’V Qf')/'P"(ﬂ‘}”
[zdm =" 1,—_} ’ . ,

— sinll fod{a* ™) + q'® - QO fodia' )]}
4 Jedyarq 1 pdiat

O |-

Les conditions nécessaires pour que U'axe de rotation passe par le
centre de gravité de la Terve sont que ces trois valeurs de f.;‘(lm.
_{‘)_'(/m. f;([m soient nulles; en les égalant done & zévo, on détermi-
nera les (rots constantes Q, Q™ et Q. Ainsi le sphérvotde tervestre,
recouvert en entier par kv mer en équilibre, a un axe de votation pas-
sanl par le centre’ commun de gravité du sphéroide et de la mer, et
autour duquel le sphéroide tourne d'une manitre uniforme.
L'analyse précédente conduit &t un théoreme fort simple sur la
détermination de cet axe. En effet, Péquation précédente (¢) donne,

en ohservant que Pon peul mettre 29 sous la forme fdya®h*),

o — Vel ad [
W -+ fod @ h9) = Jle l’d‘q A ).

s devant étre supposé suceessivement égal & o, 1, 2, 3, 4. En substi-
twant les diverses valeurs du premier membre de cette équation dans
les trois équations qui déterminent les gquantités .\, 1 el ¢, on voil
que ces équations déterminent Paxe principal du sphévoide terrestre,
lorsqqu’on suppose les densités g de ses couches diminuées de unite

ou de Ta densite de la mer.
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Pareillement, I'équation (¢') donne

q¢'O+ fodlatq)= ﬂf:')‘_’('alq{i) .

' Jed @)

Si Pon fixe 'origine des coordonnées au centre de gravité du sphe-
roide tervestre modific par la diminution précédente de ses couches,
on aura ¢“?=o; les expressions de _[‘;‘(Im, ‘/'l)_"(lm, fE(Im, ¢galées i
zéro, donneront ainsi Q™, Q, Q™ nuls. Ainsi le centre de gravité de
la Terre entiere est le centre de gravité du sphéroide terrestre ainsi

modifi¢. De la vésulte ce théoreme :

Si Von congoit la densité des couches du spheroide terrestre diminuée
de la densité de la mer, et st, par le centre de grasité de ce sp/w'roi'(lc
imaginaire, on congott un axe principal de rotation de ce spheroide, en
JSaisant tourner autour de cet axe le vrat sphéroide terrestre et la mer,
ce flutde étant en équilibre, cet axe sera un axe principal de rotation de
la Terre enticére dont le centre de grasite sera celud du spheroide imagti-

natre.

Ainst la Terre a pour axes principaux les trois axes principaux de
rotation du sphéroide imaginaire, du moins si la mer est assez pro-
fonde pour que, élant en équilibre, en tournant autour de chacun de
ces axes, clle recouvre entierement le sphévoide terrestre. Mais il ¥ a
entre un corps solide et la Terre eette (lifi'él'cllce, savoir que, en chan-
geant d'axe principal de rotation, la figure du solide resle constanle,
au lica que la Terre change de figure en changeant d'axe prineipal.
Les trois ligures que prend sa surface en changeant d’axe principal
de rotation ont entre elles des rapports simples el intéressants & con-
nailre.

Considérons d’abord la mer en équilibre et tournant autour d'un de
ces (rols axes principaux, que je nominerai premuer axe principal. Le

ravon de la surface de la mer sera

1ol 4= 2 (YO 4+ YY) - (YO = YY) 4 (Y - VD) -,
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I'origine de ce rayon élant au centre de gravité de la Terre entiere.
2/ est la profondeur moyenne de la mer, et 'on a, en nommant 2m la
masse de ce (luide, -
affldu,doy—= am,
v, ¢tant le sinus de la latitude el o, 1a longitude rapportée a ce pre-
micr axe principal. Les intégrales devant étre prises depuis p., = —1

jusqu'a p., =1 el depuis &, =o jusqu'a &, = 2%, on aura
drol=zm.

On a ensuite, par le n* 3 du Chapitre précédent,

3fod{ai?YW)
(i :l—il_\r_/i'p(l.(l'r

T

— Y
YO — _

(2i 1) fod. @
el dans le cas de r=20on a
~ vy edl@Y®) e (P_g _ _1)
. bfed.ad 2 [
YU — S ] YA
.3
' 3ed.a

On aura ainsi
3__/1'(; —1)d (a3 YD)

Y - Yo — 2 :
+ ¥ (20 =-1)fpd.a®— 3 ’

ct, dans le cas de { =2,

3f(p—1)d asY@)— ?9 (y‘;’ — %)_fp(l.a’
\”(2) 1. T(Z) = e ———— :"—_-__ s
a Sfed.av—3

Nommons « la fonetion

3f(p —1)d(@ V) | 3f(p—-)d(@ YD) | 3f(p—1)d(a?¥®)
.'iJ-p(I.(tsj_ 3 5,].,9([-“‘]_‘3 - __i_/'pd.(ﬂ— 3 LT

Le rayon de la surface de la mer sera

5 2 T\ .
e 3 i
1 al - qu— ———Sj.p—li—uj—__'j'— .
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Supposons maintenant la mer en équilibre tourner avee le sphéroide
terrestre autour du second axe prineipal; en nommant v le sinus de la
latitude vapportée a cet axe, nous aurons, pour P'expression du rayon
de la surlace de la mer,

5 . 1\ .
S %9 (lu.l— i)_}pll.ﬂ“
1+ a2l au— Thjedai=3
car 1l est cluir que les valewrs de 2/ et de 2 corvespondantes aux
meénies points de la surface du sphéroide tervestee restent les mémes
dans les denx sitwations d'équilibre.

On rapportera w an premier axe principal, en observant qub, dans

la valeur de pen v, donnée au commencement de ce Chapitre, on doit

supposer A= ce qui donne

Ainst, dans la seconde sttuation d'équilibre de la mer, le rayon de sa
surface sera

H) -
2ap| pd— 5 — (1= »3) cos(am — """’]

1t bl e — e —

Chfed.an—3 T
On trouve de la méme maniere que, la mer élant supposée en équi-
libre et tourner autour du troisieme axe principal du sphéroide ima-

sinaire, le rayon de sa surfaee est

-y —p?) cosl 2w, — 211)

B A I
dfoed.ar—3

Amsi Ta movenne de ces (rois rayons est
1ol -

elle est indépendante de la force ecentriluge 2o et la méme que le
ravon de la mer en équilibre sur le sphéroide teerestre sans mouve-

ment de rotation,
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L'action du Soleil ‘et de Ia Lune influe sur la figure de la mer, qui,
par Ly, varie & ch-.n[ub instant. Parmi ces variations, d’olt naissent e
Nux et le reflux de la mer, quelques-unes sont constantes; dautres
s'exéeutent avee unolgrnnilo lenteur. Celles (qui sonl rigourcusement
conslantes concourent avee la force centvifuge i produire la figure
permanente de la mer. Les variations res-lentes chungﬁnl insensible-
ment celte ligure, ¢t, vu leur lenteur et la tendance de la mer a se
mettre promptement en équilibre, on peut supposer qu'a chaque in-
stant cetle figure est celle qui correspond & cet équilibre.

Soient ¢ le complément de la déelinaison d'un astre L, b son aseension
droite et/ sa distance au centre de la Terve, r étant celle d'une molé-
cule dm de 1a surface de Ta mer, dont 0 et o sont le complément de
la latitnde et Ta longitudes; il faut, par le n® 23 du Livee NI, ajouter

au second membre de équation (1) du n® 2 du Chapitre précédent la

L v N por. >a
ﬂo S L

}O;TWWW$W+”)

¢tant le développement, en sévie ordonnée par rapport aux puissances

quantilé

la fonction

I .
de 7 du radical

e - - - —_— )

v/ —2frcosecosy < sinesingeos nl 1 i 4w — Y | 41

nt ¢tant le mouvement de rotation de 1a Terre. On a généralement

- g2 i)

J| (n - u.’-‘)’-'»l— _—
N | ! du | Jo? BRFTEERINE
o Jdu. o= w2 ’

h

Si I'on n'a égard quaux variations croissant avee une grande lenteur

par rapport au mouvement de rotation de Ta Terre, on aura

; or? a ! !
P — -_,-/l_ (C()S' § - 5) ([J2 —_ ;) -

\
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. - . 1 ' .
On peut négliger les termes dépendants d(lf;’]"‘" -« vu la petitesse

de ces fractions. L'action de astee I, ajdu(ora donc au'second membre

L .
#30 CC qut

/

revient & diminuer, dans cette équation, le facteur 29 de la quantité

L.
%.3 (cos’v — %)

de I'équation (1) du n® 2 cette valeur de P® multipliée par

L’analyse précédente subsistera done toujours, ct, si la mer recouvrait
enticrement le sphéroide terrestre, la Terre aurait toujours pour axes
principaux ceux du sphéroide terrestre, dans lequel les densités des

couches seraient diminuées de la densité de Ia mer. On doit ohserver

9L et
v cos?¢ — Tj)

n'est qu'une fraction extrémement petite de la valeur de 25.

ici que la quantité

Lorsque la mer ne recouvre point enticrement le sphéroide, on peult
toujours, par le Chapitre précédent, déterminer la profondeur zy’
de la mer en équilibre par une approximation ordonnée suivant les
I . e A
P (7) ¢tant la moyenne densité de la Terre, celle de
o A

la mer étant prise pour 'unité. La valeur de [y dm devient, relative-

puissances de

I'expression donnée par le Chapitre préeédent, et pour v. et & leurs
valeurs en v, el w,, l'intégrale précédente, étendue a loutes les va-
leurs de p, et de &, comprises dans les limites de la mer, donnera Ia
valeur de faydm velative i ce fluide, par une séric ordonnée suivant

. I - . -
les puissances de — le premier terme de cette série ayant pour fac-

(o)

=, I - . -
teur P'unité, le second terme ayvant pour facteur -—» et ainsi de suite.

(e)
En ajoutant cetle valeur i celle de faydm, relative au sphéroide ter-
restre, et qui a pour facteur (o), et égalant leur somme a zéro, on
aura une équation dont le premier memhre sera une série ordonnée
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¢lant zérvo. Les équations
_I‘;E(Im =o, ffgdm == o0, _I‘.—r(lm =u, f;(lm = 0, _I'l)—'(lm =0

donneront des ¢quations semblables, ¢t 'on en conclura, par les
moyens connus de I'Algebre, les valeurs indéterminées A, 11, ¢, Q,
Q™", Q™ en séries ordonnées, comme y, pav rapporl aux puissances
descendantes de (p), ce qui déterminera 'axe principal de rofation.

Mais il sulfit ici d’en faire voir la possibilité.

OFuvresde L., — Y, 11
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CHHAPITRE 1IV.

DE L\ CHALEUR DE LA TERRE ET DF LA DIMINUTION DE L\ DUREE DU JOUK
PAR SON REFROIDISSEMENT. ’

9. Soit V la chalenr d'un peint queleonque d*une masse homogene,
déterminé par les coordonnées orthogonales , y, z; on a I'équation
eéncrale )

A AN

(1) 0 g g T g

dt est 'élément du temps et & esl une constante dépendante des pro-

priétés de la substanee relatives & la chaleur. Lorsque la masse esl

-

parvenue i son ¢tat final de température, est nul, et alors I'équa-
tion précédente devient eelle que j'ai trouvée relativement i Pattrac-
tion des sphérvordes, V exprimant dans ce cas la somme des molécules
du corps attiant divisées respectivement par leurs distances au point
attivé. On peut done déterminer, par I'analyse exposée dans le Livee HI
de la Mccanique céleste, Viélat final de Ia température d'une sphere
cchauliée d'une maniere quelconque a Fextérieur. Ce qui complete
Fanalogic de la théorie de la chaleur avee celle de Tattraction des
.\‘ph(-ro'i(lt's, ¢'estqu'il existe, a la surface, des équations de la méme

nature. A la surface d'une sphere dont 7 est le rayon, on a

1A% _ R
LA

()

f ¢lant une constante et / étant une fonction dépendante de P'action

éehaullante des causes extéricures. Cette équation répond a I'équation
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a la surface des sphéroides attivants, que 'on trouve dans le n® 10 du
Livee HI eité.

M. Fouvier a donné le premier les équations fondamentales (1) et (2)
dans Vexeellente pitee qui a remporté le prix proposé par I'lnstitut
sur la Théorie de la Chalewr; j'en donnerai la démonstration dans un
autre Livee, Jobserverai ici que les quantités / et & peuvent n’étre
pas rigourcusement constanles el varier avee la température V; mais
on peut, sans erreur sensible, les supposer constantes, tant que P'on
ne considire que de petites variations de température.

Jat transformé 'équation (1) en coordonnées relatives a la distance r
d'une moléeule du globe i son centre, i la longitude o de cette molé-

cule et au sinus o de sa latitude. Elle devient alors

NEAY 1AY
. P = o (v — n2)--
) a:(rV) w? i I7)
(3) Jprol — oV, o, L e L
Jie Jdr: 1— u? op.
En supposant ensuite ¥V exprimé par une suite de termes de la forme
c ""Y‘”q"”, ¢ ¢lant le nombre dont le logarithme ll_\'p(-rl)oliquo sl
Funité, el Y® étant une fonction rationnelle et entiére de 'ordre ¢ en v,
vi—psine el y1—p?eoss, genre de fonctions dont j'ai fait un grand

usage dans la théorie des attractions des sphéraides, et qui sont telles

)2 Y (i) (i)
M D]
—_6.’_. L ('ll'_:.._:"(’-_i_l)\r(i)'

que T'on a

11— u? B —l)‘r;.
on aura
d2rqd)

o=r-— 2t knr2qtiy— (i 4 1)q,
dre cnrtq (i-+1)g

Pour mtégrer cetle équation, soit
rvnk = =, rqtd == g

clle devient
drq

N
0= ——--~4-q — ———%-.
dz? 1 o

Faisons, en obscrvant qu'ici la caractéristique Z cmbrasse tous les
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termes depuis s nul jusqu'a Uindini,

oA Fo) Fi , .
7= —,sin{s -+ 0) 4+ —-ocosiz4-9) .
vk &l s 3

A el O étant deux constantes arbitraires. En substituant cette valeur
dans Uéquation difféventielle précédente, et comparant séparément

N sin{z-+9 . C s
les termes multipliés par ——(—,—) et ceux qui sont multipliés par
cos{z=2-9) . . ;

—— on formera les deux équations

27as — O F06 D=7 —as-2){{-1-25s —1)F0-1),
PP = — i —as )i -+ as) 61,
ce qui donne

s ) —as 2} ({4 25 — 1){i -+ 2s)

ki) —
28 25 —)

Jots -I)'
d’oi I'on tire, en intégrant el faisant, comme on le peut, F® =1,

Fe) — (f—as+a)ii —2s+2)...[7/ 4 25)

2% 2.3, 05 ;
le signe -+ a lieu st s est pair, et le signe — 51l est impair. L'expres-

sion préeédente de "¢ -1 donne

s — f_: — 2s){f +—a2s+1) [,

22841

On aura amsi
I

. ¥ :
(:):;\S‘l‘—f_—w sin(eg+9, 4- ——cos{z+9 J
q Z _:__ru { 4 2542 ( )
£ élant ici un nombre entier posilif, cette valeur de ¢*) n'est composée
que d'un nombre fini de termes. Pour en exclure, comme on doit le
| r . A ', (
faire, ceux qui deviennent infinis lorsque rest nul, g% étant toujours
fini, méme au centre, il faut faive O nul si ¢ est pair, et 0=="2 si ¢ esl
2
impair, = étant la demi-circonlérence dont le rayon est 'unité.
L'équation (2) donne i la surface, otr nous supposerons que r de-
vienl a,

dg) .
.
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In désignant @ ynk par ¢, et nommant Z et Z’ les coeflicients de A sinz

et de Acosz, dans lesquels on change = en ¢, on aura

ey . €O €.,
0 O—HHEV‘I‘T(ETE—T:I‘)
| .
| -+ecose( [ ALY
cose ( f1 4= 5= 4- =7,

Cetle ¢quation est transcendante; elle donne pour ¢, et par conséquent
pour 7, une infinité de valeurs auxquelles correspondent autant de
fonctions de la forme Y@, et qui sont délerminées par Uétat mitial de
la chaleur du glohe.

L'¢quation précédente a pnilr'unv de ses racines : =o, et la valeur
correspondante de ¢ est 275 £ étant une constante arbitearee.

Si I'on développe la partic de la fonetion £ de 'équation (2) qui est

indépendante du temps, dans une saite de la forme
YO L YO LY
i -
Y/ étant assujetti a la méme équation aux dilférences partielles que
Y@, Iéquation (2) donnera, en comparant les fonetions semblables,
— i@a[q Y — /‘ra,a,'\r(,')_f\n(i).

ce (ui donne

ainsi la partie de la chaleur V d'un point du globe indépendante du
lemps el qui finil par élre sa lempérature finale est
. 1 r.., 0 e,
yior ¢ b Dyt Dyog .
L 2 a?
14— 1-= —=
af . af
On peut observer ici que cette partie de Vvarie tres-lentement pour

la Terve, pres de la surface, & cause de la grandeur du rayon a. Sa
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variation est insensible dans les mines les plus profondes; ainsi 1'ac-
croissement observé dans la chaleur des mines, & mesure que l'on y
descend, w’en dépend point et parait indiquer que le globe terrestre
w’est point encore parvenu i son élat final de température.

On représente assez bien l;l>lvm-p('|':'nlur(' nm_\'('l)lfw des elimats en la
faisant proportionuelle au produit de 27 degrés ‘centésimaux par le
carré du cosinus de la latitude. En supposant done que la valeur de
Y® relative a la chaleur initiale de la Terre a déja (lispm'h, en sorle
qu’il 0’y ait de sensible maintenant que la fouetion de ee genre rela-

tive 4 la chaleur solaire, on aura

Y — 270 (l; — _'J_'-') .

La grandeur du rayon terrestre védunita tees-peu pres 'équation (4)
a celle-ci - R _ .
T o=7sin: + Z'cot:.
En y supposant successivement == 0', ‘l..-_—‘-l, {=2, ..., on verra faci-
lement que ka plus petite valeur de <, autre que s=o, est = dans le
cas de ¢ nul, = ¢élant le rapport de la civcontérence au diamétree; elle

est comprise entre = ¢l 3= dans le cas de 7==1, entre Imel oz lorsque

1==2, entre 27 ¢l 2= lorsque (=3, ¢l ainsi du reste. Pour une méme

valeur de ¢, les exponentielles ¢ ™

disparaitront par I'aceroissement du
temps les unes apres les autres, I'vxp(hu}nlioll(- correspondante i la
plus petite valeur de 2 et de « (lisj):ll':liss:llll la derniere. Pareillement,
tous les termes correspondants i ces plus petites valeurs disparaitront
dans Pordre de grandeur de 4, en sorte que, avant l’('-lall)ljSS(-xI)(‘lll de

fa température finale, il ne restera de sensible que le terme
(--»nl\'(o),l{o)_

Je supposerai icl la Terre parvenue i cet état. « est, comme on 'a vu,

egal & =5 mais I'équation (4) donne plus exactement
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d’oii 'on tire

Cetle équation donne i la surface, ot r=a, la partic de la chaleur
relative &t 'exponentielle e, égale A
:'\M‘_'-_ on
af

L'aceroissement de la chaleur, & Ia profondeur =z’ au-dessous de fa

surlace, est, par le théoreme de Tayvlor, — :’%\’—_, ct, en vertu de I'équa-
lion (2), ce terme devient /=°V, en ne considérant dans la valeur de V
a la surface que la partie de Ta chaleur qui est indépendante de Pace-
tion des causes échanflantes & Pextérieur. Il est remarquable que cet
accroissement /3°V de la chaleur soit indépendant du ravon du glohe
ctde la manitre dont il est échaullé intévicurement, et qu'il ne dépende
que de la chaleur des couches voisines de la surface et de la maniere
dont elles perdent leur chalear. Dans le cas présent, si 'on nomme he

[a valeur de Vi Porigine du lemps £, & la surlace, on aura

I\— _— ,l,

2

-~

(3

—

el par conséqguent

s UM 1\? -
\—_ﬁﬂla ""(l "—’) Sill[it(l—i;)]-
wr a af
Au centre, ot r est nul, celte expression donne i fort peu pres

= (._ _‘A)'
Vizzafhe @iV o/
la température est done i ce point incomparablement plus grande gqu’a
la surface. L'aceroissement de température i une pelite profondeur =
comptée de la surlace est

o3y 14!
fz'he @\'” ar) }
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Fobserverai iei que I'analyse par laquelle je viens d'intégrer I'équa-
tion (3} s"applique aux équations générales du mouvement des fluides,
el que ¢'est ainsi (ue jai déterming, dans le Livre 1V, les oscillations
d'un fluide qui vecouvre une sphire immobile et qui est attiré par un
astre en mouvement.

Les valeurs de YO Y™, Y®_ . sonl déterminées par I'état mitial
de la chaleur de la sphere. Je vais donner, poiur cet objet, une méthode
simple et qui peut s’étendre & beaucoup d’autres cas.

Je suppose que I'état initial de la chaleur soit exprimé par la fone-

tion
U 2 U U e Ui,

U? étant une fonction rationnelle et entiere de g, Vi— p?sins el

que YO, ¢'est-i-dive telle que Ton ait

PIHG! PANG

d| (11— p2)—— -
» ! an. . Jm? PRI
():“*—7‘,‘—_"‘ T ]_—-‘—uﬂ— —f-l\l-{—l)L y

les coeflicients arbitraires de U® étant ici des fonclions de r. Soient o(r)

un de ces coelficients et ro(r)=q’; on aura, par ce qui précede,

0= ilq

i(i-+1)q
drt h

. 2 ’_ A
+ kn?q 13
I2n supposant Z nul dans 'expression de V, il est facile de voir gue
Pl |

I'on aura
Polr) =A@ L A A @ 4,

g™, gV, ¢, ... élant les valeurs de ¢ corvespondantes aux diverses
racines de 'équation (4); A®@, A™, ... sont les arbitraires qui multi-
plient ces valeurs et qu'il s’agit de déterminer. Pour cela, on multi-
pliecra I'équation précédente par ¢ dr, et I'on prendra Pintégrale

depuis 7 nul jusqu’a r=a, ce qui donne

Jrolr)qodr = XO fq' O dr 4+ AN 'O g’ dr 4. . ..
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Maintenant on a
Jqg@gdr—o.

Powr le faive voir, nous observerons que I'on a, ¢ et ¢* étant nuls
avee r,

/' ,I'(o),]:,}'(l) . q'ii([zq'(i) . (,'(2,[,"“) q'(l)(lq'(D)
N Tdr T dr = Tdr T Tdr

Le premicr membre de cetle équation devient, en v substituant pour
drq @ (f2g'(0 . v TP
-—gr— ¢ ——Z?— leurs valeurs qui résultent de Péquation différentielle

en g, )
S @ g M dr{no? — ptoty,

n'® el n® étant les valeurs de n velatives aux racines de Uéquation (4)

correspondantes i ¢ et ¢'™. De plus, i la surface, on a

qOdg gy .
e T T e T

car I'équation a la surface

donne les deux suivantes :
dg't® 1 ’, dy'tn I )
by S @, S (2 (1
dF —(,. f)q Yy (,. f)ae

On a done
o :qu'(o)q'(l)(],.(Il.”(oy __ Il'll(')')_

De T il est aisé de voir que 'on a

A Ly ¥ dy — [dr.rq't®) ¢ (r),

ce qui donne
Jdr.rq®o(r)

A0) — ! girl
\ Juyerdr

les intégrales étant prises depuis 7==o jusqu'a r=a. En changeant
<

OFuvres de .. -- V. 12
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,I'.oA
tire le théoreme suivant :

en @'Y, ¢, .., on aura les valeurs de A, AP, d’olt I'on

St l'on forme la quantité

eon O Sg O dr rU®

v O
n™ 1’étant point nul et les intégrales étant prises depuis r nul jusqi’a r
égal au rayon a de la sphére; st Uon designe ensuite par Q7 la somme
de toutes les quantites correspondantes & s=o0, s=1, ... jusqu’a s in-
Sfind, Ucxpression de la chaleur N aprés un temps quelconque t sera la
somme des valeurs de Q- correspondantes @ it =0, i=x, ... jusqu’a t in-
Jint.

Dans le cas on 'état mitial de Ta chaleur ne dépend que de r, G*
est nul lorsque ¢ est égal & unité ou plus grand; Vexpression de la
chaleur se réduit alors & Q®, el Ton a le vésultal intéressant que
M. Fourier a donné le premier pour ce cas.

Jai supposé I'état initial de la chaleur développé sous la forme
UY4-UY 4. .05 ee développement est ausst naturel & admettye que
tout autre. Il est facile dailleurs, parle procédé du n® 16 du Livee 11,
de donner celte forme it toute {onction rationnelle et entiere des
coordonnées orthogonales. On pourrait aisément, par Fanalyse de ce
Livee I, obteniv cette forme au moyen d’'intégrales définies; mais,
comme cela ne conduit i ancun résultal utile, nous nous abstiendrons
de nous en occuper.

On aura ainsi égard a la partie de  de Téquation (2) qui est indé-
pendante des fonetions périodiques du temps, el ue nous avons expri-
mée par YO 4 YO 4o O0n a va quil en résulte, dans la tempéra-

ture finale, la chaleur

) 2 "(2)
\"(l))+ E _\,-,-_ - '_ _\ — - e
a I a? 4 B
1]~ - 14—
" af af

est Lacile d’en conclure, par 'analyse précédente, que, st 'on forme
I est facile d'en conclure, par 'analyse précédente, que, st |
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la quantité

"(s) 1N (i)
e-nte 4 q'@dr| 1 — __'_--1__ —
r

w1+ )

Fy

n® n’étant point nul et les intégrales étant prises depuis r nul jusqua
régal au rayon @ de la sphire; si 'on désigne ensuite par Q¥ la somme
de toutes les quantités correspondantes & s==o0, s=1, ... jusqu’i
s infint, 'expression de la chaleur V oapres un temps quelconque sera

Ia somme de toutes les valeurs de

TGO
O LA S
* a) 4!
i ey
af
correspondantes A r=o, r=1, ... jusqu’i £ infini.

Jose espérer que les géomitres verront avee quelque intérét cette
nouvelle application de 'inalyse pav laquelle j'ai déterminé la figure

des corps célestes et la loi de la pesanteur & lewr surface.

10. Je viis maintenant considérer la diminution de la durée u
jour, due au refroidissement de L Terve. Pour cela, je supposerai que
la densité des couches terrestres eroit de la surface au centre et que
cependant lears propri¢tés pour contenir et pour émettre la chaleur
sont les mémes que si elles étaient homogenes, en sorte que P'expres-
sion précédente de Voleur soit applicable. Je supposerai, de plus, ces
couches fluides, ou du moins assez molles pour qu'elles prennent sans
résistance la figure que la compression tend i lewr donner. La masse
de la couche dont g est Ta densité, dont 7 est e rayon et dr I'épaisscur
a Porigine du temps ¢ est proportionnelle & zr%dr. Apres le temps ¢,
clle sera proportionnelle a

(g =-00)(r—+ or)2d{r-+or),

la cavactéristique 8 servanl & exprimer les variations relatives au

12,
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temps. En égalant ces deux expressions de la masse de Ia couche et

négligeant le carré de §, on aura

diror) + »ifr'—’(lr: o.
Pour avoir la valeur de dp, je supposerai que pour 1 degré centigrade
de diminution dans la température, pris pour unité de température,
la densité ¢ de la couche augmente de 5, ¢ élant une trés-pelite frac-
lion, que je supposcrai la méme 2 toutes les (empératures et pour
loutes les couches terrestres. En exprimant par 3V la diminution de la
chaleur de la couche apres le temps ¢, on aura

Qs
O
il
~.
o
(=P
-

on aura done
d{rior) +ioVridr =o,

et, en intégranl,
rigr=:— 1 foVr2dr.
Maintenant, si on désigne par 5 la vitesse angulaire de rotation de
la Terre i origine du temps, la somme des aires déerites par toutes

ses molécules pendant une unité de temps sera proportionnelle
o fertdr; sa variation sera donc proportionnelle i la variation

oo fortdr -+ 9 feortdr+- 1y fpriordr+ g fpr dar.

En substituant pour 87 et ddr leurs valeurs tivées des équations pré-

eédentes, cetle variation devient
sofarvdr—aiy flordrf3Vr2dr).

En égalant a zéro cette fonction, en vertu du principe de Pégaliteé des
alres, on aura
o2 2if(prdrfoVrdr)

(5) = VAR T

] Jorvdr

Tadopterai pour g I'expression la plus simple d'une densité variable,
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celle d'une densité croissant en progression arithmétique, ce ui donne
(p)(1+e—<
- 1 _
p=(p rak

e étant une conslante et () ¢tant la densité a la surface. On a, par
ce qui précede,

oV — afh [1 — c_‘:'L': (l—ﬁ)’] sin [7: :

nr

Q=
-
l
-
—

ou, a fort peu pres,

On a ensuite, en intégrant depuis » nul jusqu'a r=q,

.JJ‘(PI‘(Ilja\’rE lh‘) — (] - C‘) (.O) az‘l‘a\f’.gd,_
—(t--e){p)aVrrdr

2

— e (p)SoVr2dr
2 E ‘\‘ .3 ,
+ 3 {p)foVridr.

On a généralement, & fort peu pres,

R |

Cela posé, la formule (5) devient

(=5
do __ 10ilft —\'T = .

Tl =1 ’

[4 - l-:'.l
v ﬂ’ I-4- éc

. B¢ - .
ainsi la valeur de 7"- est plus pelite que dans le cas de e nul ou d'une
7

densité conslante.
issayons présentement de déterminer les constantes de cetle valeur.

En prenant un milicu entre les résullats des observations thermome-
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triques faites dans un grand nombre de mines profondes, je trouve que
la température augmente de 1 degré centésimal pour 32 metves de

profondeur, ee qui donne, en faisant ¢ nul a I'époque actuclle,
'}2"‘._]7! ="

Jai déterminé la valeur de 4 au moyen de la diminution de la varta-
tion annuelle de la chaleur & mesure que l'on pénetre dans la premitre
couche terrestre, phénomene dont M. Fourier a établi les lois et dont
on a ainsi Pexpression la plus simple. Pour cela, je veprésente la varia-
tion de U'action de la chaleur solaire it la surface par &sinznt, me élant

’

la longitude movenne du Soleil. En nommant done =" la distance 'un
point intéricur de la Terre i sa surface, I'équation (1) donnera, en ob-
servant que =7 est (res-petit par rapport au rayon a,
AN N’
— =k —-,
Jz'? dJi
V'oetant la partic de la chaleur due au terme précédent de P'action
solatre. L'équation (2) & la surface donne
av’ . -
— =z N — fZsinml.
Jz :

On satishait & ces deux équations par les deux survantes :

Zsing —=y hot ’ femt
- T o —= 2T . ’ (]
Vi "¢ ? sin (ml —z \ — f)),
hrm 2

Pour avoir la valeur de Am, jai fait usage des expériences de
M. de Saussure. que ce savanl a consignées dans le n® 1522 de son
I'ovage dans les Alpes. 1l résulte de ces expériences qu'a la profondeur

de g™, 6 le coefticient de ta variation annuelle est réduit au douzieme
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environ de sa valeur & la surface, ce qui donne

-9=.s,\"——":—

i 1
¢ -

i |
[t

el

) log hypi12\?
knm ==2 (_?)T'?()—_ .

La valeur précédente de r—J devient amsi
2

1 b
N . . —eCc\V\— 3
99 roimi (9,6} I

T 3o q=2 ailochyp i d
) Joman? 2lloghypia;

I
14+ ;¢

[§)
Pour une année, mt est, i fort peu priss, égal & 2. Dans la supposition
de Ta Terre homogene, ol ¢ est nul, en évaluant @ en métres et en

supposant £ égal & 0,00003, on aura, apres un intervalle de mille ans,

N

©

1
L
171

@

ce qui donne, en secondes centésimales, la varialion de la durée du
. . . o
jour en deux mille ans égale i 5o
-4
On a vu précédemment que, pour satishaire a 'ensemble des phéno-
menes, ¢ ne doit pas étee supposé nul, mais qu'il est, & lort peu pres,

¢gal 22,3995 alors la variation de la durée du jour est moindre que

"

;. ” . 1
la )I'('C(‘(I('lll(_‘ el ('"{I]L' H et
I = 387
Je reprends P'équation
San, fh = v

K exprime la température que le terme dépendant de la chaleur propre
de Ta Terre ajoute a la température de sa surface. Cel aceroissement
de température est done

1o
ll = 3?“—-’. -

Pour déterminer /, jobserve que le maximum de la chaleur annuelle
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n’a liew qu'apres le solstice d’été. A 'époque de ce maximum on a
sin{mt — 6) =1,

ce qui donne

mt— = + 4.

v | 5]

L'ensemble des observations thermométrigques faites chaque jour &
Paris pendant quinze années conséculives donne, i lort peu prés,
tangs=o,0.

I’ équation

donnera done

. - i log hypa .
Substituant pour \/-f'— sa valeur "()“;%-~; on aura pour / une valemr
I 9",

qui donne
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LIVRE XII.

DE L'ATTRACTION ET DE LA HI:IIfUI.\'lO_\' DES SPHERES. ET DES LOIS DE L EQUILIBRE
ET DU MOUVEMENT DES FLUIDES ELASTIQUES.

R Y T -

CITAPITRE PREMIER.

NOTICE UISTORIQUE DES RECHERCHES DES GEOMETRES SUR CET OBIET.

{. Newton considéra le premnier I'attraction des corps sphériques. 11
démontra dans son Ouvrage des Principes mathématiques de la Philoso-
phie naturelle, publié en 1687, ces deux propriélés remarquables de
la loi d’attraction réciproque au carré de la distance : I'une, que la
sphere attire un point situé au dehors comme si loute sa masse ¢lail
réunic i son centre; Iautre, qu’un point situé au dedans d’une couche
sphérique, et méme d'une couche elliptique dont la surface intérienre
est semblable & la surface extérieure et semblablement située, est éga-
lement attivé de toutes parts ou ne recoit aucun mouvement des attrac-
tions qu’il éprouve. Il parait, par une Lettre de Newton a llalley, que
ce fut en 1685 qu'il découvrit ces propriétés. Ses premieres réflexions
sur le Systeme du monde remontent & 'année 1666. En élendant jus-
qu'it la Lune la pesanteur terresire, et en la supposant diminuée, i
cette distance, dans le l'il|)[)0['l- du carré du rayon de I'orbe lunaire au
carré du rayon de la Terre, il la compara avec la foree centrifuge du
mouvement de la Lune; mais, trompé par une fausse mesure du degre
terrestre, il (rouva ces deux forces inégales, et il en conclut que
d’autres forces devaient se joindre & la pesanteur pour retenir la Lune
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dans <on orbite. En considérant la pesanteur comme la vésultante des
altractions de toutes les molécules de la Terre, il pouvait soupconner
que Ta loi d'attvaction réciproque au carré de la distance, quoigue vraie
 trespeu pres i une distance aussi considérable ue celle de la Lune,
¢tait modifiée o la petite distance des points de la surface de la Terre
i son centre, et ¢'est ce qui a licu, en effet, pour d'autres lois d'attrac-
tion. Mais on ne voil pas que Newton ait fait eette réllexion, el ce n'est
(que vers 1685 qu'il s'occupa de la pesanteur A la surface et dans Uin-
tévicur de la Terve. 11 it voir qu'au-dessus de la surlace elle suit
la loi inverse du carré de la distance, mais que, loin de suivre cetle
loi dans Pintéricur de ta Tevre, comme on le supposait, elle diminue i
mesure que Pon approche du centre, ot elle devient nulle.

Jai fait voir dans le Livee [T que, parmi (oules les lois d'attraction
déeroissante i Uinfini par la distanee, la loi de la nature est la seule
qui jouisse des deux propriétés que Newton lui a reconnues. Dans
toute autre loi, Pattraction des spheres est modilice par feurs dimen-
sions. Pour déterminer ees modifications, je suis parti des formules
que j'ai données, dans le Livee cité, sur I'attraction des couches sphé-
rigues, J'en déduit, sous une forme tres-simple, les expressions
cenérales de attraction des spheres sur des points placés au dedans
ou au dehors et les unes sur les autres. La eomparaison de ces expres-
stons conduit & ce théoreme, qui donne attraction d’une sphere sur
tes points intéricurs lorsqu’on a son allraction sur les points situés

aw dehors, et véciproquement, quelle que soit la loi de V'attraction :

St l'on imagine, dans Uinterieur d’une sphére, une petite sphere qui
lui soit concentrique, Uattraction de la grande sphere sur wi point place
a la surface de la petite est & Uattraction de la petite sphere sur un point
pluce & la surface de la grande comme la grande surface est a la petite
surface. Ainst les actions de chacune des sphéres sur la surface entiére

de Uautre sont c'g(llcs.

L.es mémes expressions s'appliquent évidemment aux spheves dont

les moléeules se repoussent et sont contenues par des enveloppes.
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Newton a supposé entre les molécules d'aie une foree répulsive réci-
proque & leur distance. Mais, en appliquant i ce eas mes formules, je
trouve que la pression a Uintéricur et i la surface suit une loi bien
diffévente de la loi générale des fuides élastiques, suivant lagquelle la
pression, i températures égales, est proportionnelle Ia densité. Aussi
Newton n’admet-il Ta vépulsion qu'une moléeule doit exereer ainsi sur
les aulres que dans une tres-pelite ¢tendue; mais I'explication qu'il
donne de ce défaut de continuité est bien peu satislaisante. 1 faut
sans doute admettre entre les molécules de Taiv une loi de répulsion
qui ne soil sensible qua des distances imperveeptibles. La difliculté
consiste & déduire de ee genree de Tovees les lois générales que pré-
sentent les fluides ¢lastiques. Je crois ¥ élre parvenu en appliquant
cet objet les formules dont je viens de parler.

Je suppose que les molécules des gaz sont a une distance telle que
leur attraction mutuelle soit insensible, ce qui me parait étee la pro-
prieté carvactéristique de ces Mluides et méme des vapeurs, de celles,
du moins, qu'une légere compression ne réduit point en partie a I'étal
liquide. Je suppose ensuite que ces molécules retiennent par leur at-
traction le calorique et que leur répulsion mutuelle est due a la vépul-
sion des molécules du calorique, répulsion évidemment indiquée par
I'aceroissement du vessort des gaz quand leur température augmente.
Je suppose enlin que eette répulsion n'est sensible qua des distanees
impereeptibles. Je fais voir que, dans ces supposilions, la pression
dans Uintéricur el i la surfuce d’une sphere formée d'un paveil Quide
est égale au produit du careé du nombre de ses moléeules contenues
dans un espace donné, pris pour unité, par exemple de 1 hire, par le
carré du calorique renfermé dans une quelcongue de ces moléeules et
par un facteur conslant. Ce résultat étant indépendant du rayon de la
sphere, il est facile d’en conclure qu’il a lieu quelle que soit la ligure
de Penveloppe qui contient le gaz.

Fimagine ensuite lespace pris pour unité a une température donnée
et contenant un gaz i la méme température. 11 est elair qu'une molé-

cule quelconque de ce gaz sera atteinte a chaque instant par les rayons
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caloviques émands des corps environnants. Elle éteindra une partie de
ces rayons; mais il faudra, pour le maintien de la température, qu'elle
remplace ces rayons éleints par son rayonnement propre. La molécule,
dans tout autre espace i la méme température, sera atteinte a chaque
instant par la méme quantité de rayons caloriques; elle en éteindra la
méme partic, qu’elle remplacera par son rayonnement. Celte quantité
est done une fonction de la température, indépendante de la nature
des corps environnants, et Uextinetion sera le produit de cette fonction
par une constante dépendante de la nature de la molécule ou du gaz.
Fobserverai ict que la quantité de ravons caloriques émanés des corps
environnants, et qui forme la chaleur de P'espace, est, i cause de l'ex-
tréme vitesse que 'on doit supposer a ces rayons, une partie insensible
de la chaleur contenue dans les corps, comme on I'a reconnu d'ailleurs
par les expcériences failes pour condenser cette chaleur. Maintenant
jobserve que, chaque moléeule du gaz étant supposée retenir par I'at-
traction son calorique, le rayonnement de ce calorique ne peut étre du
qu’a la répulsion du calorvigue des moléeules qui environnent. Quelle
que soil la manitre dont cette répulsion détache des pareelles du calo-
rique de la molécule et la fait rayonner, il est visible que ce rayonne-
ment sera en raison composce du calorique contenu dans les molécules
environnantes ¢t du calorique propre & la molécule. D'ailleurs eette
raison composée est, comme on le verra dans la suite, proportionnelle
a la pression qu'éprouve ce dernier calorique, pression a laquelle il est
naturel de supposer le rayonnement de la molécule proportionnel (*).
Le calorique contenu dans les moléeules environnantes est proportion-
nel au produit du calorique de chacune d’clles par leur nombre. Ainsi
le rayonnement d'une moléeule du gaz est proportionnel au produit du

(1) Dans un &al d'immobilité parfile des molécules du gaz, supposées sphériques, les
moléeules de leur calorique seraienl pareillement immobiles. Mais cet élal, mathématique-
ment possible, me parait aussi inpossible physiquement que P'équilibre d’une aiguille ver-
ticale appuyée sur sa pointe; dans un Huide aussi mobile qu'un gaz, la plus légére agitation
doil Iroubler I'équilibre des moléeules et de leur calorique. Alors des parcelles du calorique
do chaque moléeule ne doivent-elles pas s'en détacher & chaque instant? La figure des molé-
cules peul encore avoir sur leur 1avonnement une grande influence.
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nombre des molécules de ee gaz, conlenues dans I'espace pris pour
unité, par le carré de son calorique. En égalant ce rayonnement
extinetion qui, comme on vient de le voir, est le produit d’une con-
stante par la fonction de (empérature dont j'ai parlé, on voit que le
nombre des moléeules da gaz, multiplié par le carré du calovique
d’une quelconque de ees molécules, est pl'opm'li;)nncl a cette fonction.
Maintenant si, dans I'expression donnée ci-dessus de la pression du gaz,
on subslitue au produit du nombre des molécules par le carré du
calorique propre a chaque molécule la fonction de la température
multipli¢e par un facteur constant, on aura cetle pression proportion-
nelle au produit de cette fonetion par Ie nombre des molécules de gaz
renfermées dans I'espace pris pour unité.

Cette proportionnalité donne les deux lois générales des gaz. On voit
d’abord que, la température restant la méme, la pression est propor-
tionnelle au nombre des moléeules du gaz, et par conséquent i sa
densité, ce qui est la loi de Mariotte. On voit ensuile que, la pression
restant la méme, ce nombre est réciproque i la fonetion de (empérature
dont il s’agit, fonction qui, comme on I'a vu, est indépendante de Ia
nature du gaz, d'ou résulte la belle loi que MM. Dalton et Gay-Lussac
nous ont fait connaitre, et suivant laquelle, sous la méme pression, le
méme volume des divers gaz se dilate également par un accroissement
¢gal de température.

On peut se demander ici ce que I'on doit entendre par le mot tempe-
rature. Si I'on imagine un espace vide dont Penveloppe soit partoul et
constamment i la méme température, tous les points de la surface
intéricure de cette enveloppe se renverront réciproquement des rayons
caloriques qui rempliront I'espace vide d’un fluide calovique tres-rare
¢t ma suivant toules les directions. On prouve facilement que la den-
sit¢ de ce calorique est 1a méme dans tous les points de 'espace. Cette
dlensité eroil avee la température de I'enveloppe; elle est la fonetion de
température dont nous venons de parler. 11 est naturel de la prendre
pour la température elle-méme, dont on aura ainsi une idée clairve et
simple. Sous une pression constante, la densité d’un gaz éltant, comme
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on I'a vu, réciproque 2 cette fonction de la température, son volume
est proportionnel & cette fonction, et par conséquent i la densité du
calorique de T'espace; la température est alors représentée par ce
volume, et ses variations sont représentées par les variations du volume
d'un gaz soumis a4 une pression constante. Le thermometre d'air de-
vient ainsi le vrai thermometre qui doit servir de module aux autres,
du moins dans les limites de pression ct de densité ot ce fluide ohéit

tres-sensiblement aux lois générales des fluides élastiques.

Un corps en équilibre de température dans un espace et transporté
dans un autre espace ol la densité du ealorigue est la méme y conser-
vera la méme température. Si le nouvel espace a une densité différente
de calorique, la température du corps changera jusqu’a ee que le calo-
rique qu’il rayonne soit égal au calorique qu’il absorbe. En général, Ia
température d’'un corps est la densité du calorique de I'espace ot cetle
égalité a lieu. .

Suivant les expériences de M. Gay-Lussac, si I'on prend pour unité
le volume d’un gaz & zéro de température ou a la températuve de la
glace fondante, ce volume devient 1,375 i la température de roo de-
arés ou a la température de I'cau bouillante sous la pression haromé-
trique o™, 76. La densité du calorique de I'espace, & zéro de tempéra-

o® G602
- ou par 200°:,
,375 1 3

Lure, est donc représentée par om—

Chaque molécule d'un corps est soumise a I'action de ces trois forees:
1° I'attraction des molécules environnantes; 2° I'attraction du calorique
des mémes moléeules, plus leur altraction sur son calorique; 3° Ia
répulsion de son calorique par le calorique de ces molécules. Les deux
premiéres forees tendent & rapprocher les molécules entre elles; la
troisieme tend i les écarter. Les trois élats, solide, liquide et gazeuw,
dépendent de Pefficacité respective de ces forces. Dans I'élat solide, la
premiere force est la plus grande; Pinfluence de Ia figure des molécules
est tres-considérable et elles sont unies dans le sens de leur plus grande
attraction. L'accroissement du calorique diminue cette influence en

dilatant les corps, et, lorsque cet accroissement devient tel que cette
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influence soit trés-petite ou nulle, la seconde foree prédomine et le
corps prend I'état liquide. Les molécules intéricures sont alors mobiles
entre elles; mais Pattraction de chaque molécule par les molécules qui
environnent et par leur ealorique retient leur ensemble dans le méme
espace, & Pexception des molécules de la surface, que le calorique
enleve sous la forme de vapeurs, jusqu’a ce que la pression de ces va-
peurs arréte cet effet. Enfin, quand, par un nouvel aceroissement de
calorique, la troisieme force 'emporte sur les deux autres, toutes les
molécules du liquide, & Pintéricur comme a la surface, s’éeartent
entre elles : Ie liquide prend subitement un volume et une foree ex-
pansive tres-considérables, et il se dissiperait en vapeurs s'il n'était
pas fortement contenu par les parois du vase ou du tube qui le ren-
ferme. C'est & cet ¢lat de gaz tres-comprimé que M. Cagniard-Latour a
réduit I'ean, aleool, I'éther, ete. Dans cet état, les deux premicres
forces sont encore sensibles; mais la densité du fluide ne satishait point
a la loi de Mariotte. On verra dans la suite que, pour y satisfaire, ainsi
qu'a la loi de MM. Dalton et Gay-Lussac, il est nécessaire que le fluide
soit réduit i I'état aériforme, dans lequel la troisieme force devient la
seule sensible (). Dans cet état, la densité du gaz contenu dans un
vase est partout la méme, exeepté dans les points (rés-voisins des pa-
rois, A une distance égale ou plus petite que le rayvon de la sphere d’ac-
tivité sensible des forees attractives et vépulsives.

On doit faire iet une remarque importante. Les phénomenes de
chaleur que présentent les passages des corps de I'état solide & 'état
liquide et de I'état liquide i I'état de vapeurs ont fait distinguer dans
les molécules deux especes de chaleur : 'une ‘libre ou sensible au
thermometre, 'autre insensible au thermomeltre ou latente. Une quan-

tite considérable de calorique est absorbée dans ces passages et devient

(') Ne peut-on pas admetire avec vraizemblance que Ie calorique des molécules acriennes
exerce sur le calorique des molécules d'un corps réduit en parties trés-fines une forco
répulsive d’autant plus grande ue ces molécules so rapprochent plus de Ja (énuité des
molécules de Tair, ce qui doit contribuer & soulever ces parties et  les retenir pendant
longlemps dans Fatmosphére? N'est-ce pas ainsi que les vapeurs vésiculaires qui forment
les nuages s'v mainlicnnent suspendues?

OFEuvres de L. — ¥, l/'
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latente; mais elle repavait dans le retour des vapeurs a I'état liquide
et de I'état liquide a I'état solide. Le calorique absolu d'un corps esl
la somme de son calorique libre et de son calorique latent. C'est uni-
quement au calorique libre ou qui exeree une action sur le thermo-
metre qu'il faut attribuer les résultats dont jai parlé. On sait que la
température des gaz augmente par leur compression, et I'on concoil
que cela doit étre; car, le rayonnement d'une molécule de gaz étant,
comme on I'a vu, proportionnel au produit de la densité du gaz par le
carré du calorique libre de Ia molécule, ce rayonnement, ¢t par con-
séquent la température de Pespace dans lequel la molécule serait en
¢quilibre de température, doit croitre avec cette densité. Mais la vitesse
observée du son et les expériences sur le calorique abandonné par l'aiv
sous diverses pressions en se refroidissant indiquent un accroissement
de calorique latent par le seul eflet de la compression. Il faut done
ajouter aux suppositions que nous avons flailes la considération de la
chaleur fatente. En modifiant ainsi les hypotheses d’apres Pexpérience,
on peut découvrir la loi générale des phénomenes et la soumettre au
caleul.

Dans le mélange de divers gaz qui n’exercent point d’action d’afli-
nité les uns sur les autres, leurs molécules finissent par étre mélées de
maniere que la plus petite portion du mélange rvenferme chacun de ces
gaz dans la méme proportion que le mélange entier. Chaque molécule
de gaz étant suspendue dans P'espace par I'action répulsive du calo-
rique des moléeules environnantes sur son propre calorique, et cette
action ‘étant alors égale dans tous les sens, clle est dans un état stable
d’équilibre. Je donne 'expression analylique de la pression que le gaz
composé exerce sur les parois de 'espace qui le contient et celle du
rayonnement de chaque molécule de gaz. Il en résulte que, & tempéra-
tures égales, la pression de ce mélange est, comme pour un gaz simple,
proportionnelle 2 sa densité. II en résulte encore que 'accroissement
de son volume par un accroissement de (empérature, la pression res-
tant la méme, est égal i celui d’'un gaz simple. Enfin la pression que

le mélange exerce sur les parois est, & lempératuves égales, la somme
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des pressions que chacun des gaz exereerait séparément s'il existail
seul dans Ie méme espace. On peut done concevoir le mélange comme
un gaz simple dont chaque molécule serait un groupe infiniment petit
de molécules des divers gaz, mélées dans la méme proportion que dans
le mélange total. Cette maniere de considérer le in(-l:mgc dans 1'état
d’équilibre peut encore s’étendre i I'élat de mouvement.

En appliquant les considérations précédentes au mouvement des
zaz, je donne les équations dilléventielles de ce mouvement. Elles
different essenticllement des formules connues en ce qu'elles con-
tiennent les forces qui résultent du développement de la chaleur par
Faccroissement de densité des diverses parties des gaz en mouvement.
Ces forees n'ont aucunc influence sensible sur les mouvements de I'air
considéré en masse, tels que ses oscillations produites par les attrac-
lions _(lu Soleil et de la Lune sur atmosphere; mais elles onl une
influence considérable sur ses vibrations. Dans le mélange de plusicurs
gaz, les molécules d'un gaz ne sont pas assujetties aux mémes forees
que les molécules d'un antre gaz; mais ces moléeules s’entrainent
mutucllement, comme si le gaz composé était formé d'une infinité de
groupes dans lesquels les molécules des gaz seraient en méme propor-
tion que dans le mélange et, de plus, liées fixement entre elles. 1l
arrive ici la méme chose que pour un corps solide formé de substances
magnétiques et non magnétiques : ladhérence mutuelle des molécules
lait que les molécules non magnéliques sont entrainées par action
d'un aimant avee les molécules magnétiques. On a vu que, dans le
mélange des gaz, les molécules de chaque gaz tendent, par la répul-
sion véeiproque de leur calorique, i se répandre également dans toutes
les parties de I'espace. Cette tendance, d'un ordre de forees tres-supé-
ricur & celui des forces qui font vibrer les molécules des gaz, les cn-
péche de se séparer dans leurs mouvements.

Lapplication la plus importante que I'on ait faite des équations du
mouvement des fluides élastiques est relative i la vitesse du son dans
I'atmosphere. Newton est le premier qui s’en soit occupé, dans son
Ouvrage des Principes mathématiques de la Philosophie naturelle; s

4
1.
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théorie, quoique imparfaite, est un monument de son génie. 11 consi-
dere une ligne indéfinie de molécules aériennes, el, en la supposant
primitivement ébranlée dans une petite étendue, il détermine, dans
une hypothese particulitve d'ébranlement, Ia maniere dont cet ébran-
Iement se propage et le temps qu’il emploie & parvenir 2 une dislance
quelconque de son origine, ce qui lui donne la vitesse horizontale du
son on I'espace qu'il parcourt dans une seconde sexagésimale, espace
qu’il trouve égal i la racine carrée du produit du double de la hauteur
dont la pesanteur fait tomber les corps dans la premiere scconde par
lahauteur d’'une colonne d’air qui ferait équilibve & la colonne de
mercure du barometre et qui aurait partout la méme densité qu'au has
de la colonne. Le raisonnement par lequel Newton établit ce théoreme
a paru généralement obscur aux géometres. Quelques-uns méme 'ont
trouvé inexact, parce que, en P'appliquant & des ébranlements primi-
lifs, physiquement impossibles, ils sont parvenus & la méme expres-
sion de la vitesse. Mais Lagrange a [ait voir que cela tenait aux fonctions
arbitraires introduites pav l'intégration des équations aux différences
partielles du mouvement de I'aiv, fonctions d’une telle nature qu'il en
résulte la méme expression de la vitesse du son. Ainsi 'objection faite
aw raisonnement de Newton, loin d’en montrer I'inexactitude, en
prouvail la généralité. Lagrange est le premier qui ait déduit cette
expression des équations analytiques aux différences pavtielles de ce
mouvement. Euler et lui ont étendu leurs recherches au cas ol I'air
a trois dimensions, et ils ont trouvé que la vitesse est la méme que
dans le cas d’une seule dimension. J'ai reconnu que le cas ot Iair
n'aurait que deux dimensions donne encore la méme vitesse, quoique
dans ce cas I'intégration des équations différenticlles soit impossible.
Mais la comparaison de la formule newtonienne de la vitesse du son
avee les observations en a prouvé Iinexactitude. La différence, qui
s'¢leve au sixieme de Ia vitesse totale, indique évidemment que deux
forces jusqu’alors ignorées influent sur la vitesse du son. Newton et
les géometres qui I'ont suivi altribuaient cette dilférence aux molé-
cules étrangeres que 'aiv tient en suspension. Mais il est facile de voir
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que ces molécules elles-mémes entrent en vibration comme si elles
faisaient partic de I'atmosphere. Lé progres de la Physique et de la
Chimie nous a fait conraitre une foree qui se développe dans les vibra-
tions des gaz et qui augmente leur ressort. Celle force est la chaléur,
et j'ai remarqué le premier que, en y ayant égard, on avait U'explica-
tion vérilable de la différence obscrvée. M. Poisson a développé ma
remarque dans un savant Mémoire sur la théorie du son, inséré dans
le Journal de I’ cole Polytechnigue. Enfin, je suis parvenu au théoreme
suivant, que j'ai publié¢ dans les Annales de Physique et de Chimie de
I"année 1816 :

La vitesse du son est égale au produit de la vitesse que donne la for-
mule neswtorienne par la racine carree du rapport de la chaleur specifique
de Uair sous une pression constante a sa chaleur spécifique sous un volume

ronslant.

La premicre de ces deux chaleurs spéeifiques surpasse la seconde :
il faut employer une plus grande quantité de calorique pour élever
de 1 degré la (empérature d'un volume d’air lorsqu'il reste soumis
la méme pression que lorsqu'il est contenu dans le méme espace, cl
c’est la raison pour laquelle il développe du calorique par le seul effet
de la compression. Ainsi, le rapport précédent surpassant I'unité, il
augmente la vilesse du son conclue de la formule de Newton. Pour
déterminer par 'expérience ce rapport, il faut se rapprocher le plus
qu'il est possible de ce qui a lieu dans les vibrations aériennes. La
durée de la vibration d’une molécule d’air est au-dessous d’une tieree
sexagésimale. Dans ce court intervalle, le calorique absolu de Ia molé-
cule peut étre supposé constant; car il ne peut se perdre que par le
ravonnement de lTa molécule ou par sa communication aux molécules
voisines, ect, pour rendre celte perte sensible, il faut un temps heau-
coup plus long qu'une tierce. MM. Clément et Desormes ont les pre-
miers, par un procédé ingénicux, imilé ce qui se¢ passe a cel ¢gard dans
les vibrations de 'air. Ensuite, MM. Gay-Lussac ¢t Welter ont fait, par

un moyen encore plus préeis, un grand nombre d’expériences de ce
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genre, qui donnent le rapport des deux chaleurs spéciliques égal a
(,3750. Ainsi le produit de la formule newtonienne par la racine
carrée de ce nombre est la vitesse du son.

Pour comparer celte vitesse a la nature, il fallait en répéter I'expé-
tience d'une maniere tres-précise et en ayant égard a la pression de
["atmosphere, & sa température et i son état hygrométrique; car, si les
observations précises font naitre les (héories, la précision des théories
provoque a son lour la précision des observations. L'expérience faite
en 1738 par les académiciens francais, quoique la meilleure, laissail
beaucoup a désiver sous ces rapports. Le Bureau des Longitudes a bien
voulu, sur ma proposition, répéler cetle expérience, dont le résultal
ne differe que de 3 métres de eelur de ma formule.

Les nombreuses expériences de MM. Gay-Lussac et Welter s’¢tendent
depuis Ta température de —y0° jusqu'a eclle de j0° et depuis Ia

i
20

pression de 2 atmospheres jusqu'a la pression de 3 d’atmosphere:
elles donnent le rapport des deux chaleurs spécifiques de I'air, & tres-
peu pres constant dans ees grands intervalles. Par la nature de ces

expériences, le rapport qu'clles déterminent est toujours un peu
moindre que le véritable, et la diflérence doit augmenter quand Ia
pression diminue. De nouvelles expériences feront connaitre s'il faut
attribuer & cela les anomalies observées. Mais, si la constance de ce
rapport n'est pas rigoureuse, clle est du moins fort approchée, el I'on
peut Padopter, sans erveur sensible, dans les caleuls sur 'action de Ia
chaleur de I'aiv et des gaz. Il en résulte que ma formule de la vitesse
du sons'étend i toutes les ¢lévations au-dessus du niveau de la mer,
et ¢’est ce que conlivme P'expérience de cette vitesse faite par les savants
francais el espagnols envoyés au Pérou, en 1740, pour y mesurer un
degré du mévidien. Ils ont (rouvé & Quito, élevé de 2800 metres au-
dessus du niveau de la mer, la vitesse du son que 'on a délerminée &
ee niveau. '

Si 'on suppose le rapport des deux chaleurs spécifiques des gaz
vigourcusement constant, on obtient Ia chaleur absolue de leurs molé-

cules, exprimée par une fonction arbitraire, dont la forme la plus
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simple est une constante, plus une autre constante divisée par la den-
sité du gaz et mulupliée par sa pression élevée it une puissance égale
au rapport de la chaleur spécilique de ee gaz sous un volume constant
2 sa chaleur spécilique sous unc pression conslante. Cetle expression
fort simple satisfait & tres-peu priss aux diverses expériences que 'on a
[aites jusqu’a présent swr les phénomenes de chaleur des gaz dans leur
compression el dans leur refroidissement, et des vapeurs en passant a
I'état liquide.

Les principes précédents appliqués aux atmospheres donnent les lois
de leur équilibre et de leur pression aux diverses hauteurs, ainsi que
la vitesse du son dans toules les directions. Les molécules atmosphé-
riques sont contenues par Pattraction du corps qu’elles environnent.
Elles s’étendent au-dessus de sa surface jusqu'a une limite qu'il est
impossible d'assigner, et qui dépend du poids de chaque molécule, de
la foree répulsive de son calorique et du décroissement de la tempéra-
ture. Mais on concoit lacilement 'existence de cette himite. Si 'on
considere fa lumitre du Soleil comme produite par les vibrations qu'il
exeite dans une atmosphere qui 'entoure, mes formules donnent sa
vitesse, qui n’est pas un sept-centicme de celle que 'on observe. [I faut
done, si la lumiere consiste dans les vibrations d’un luide éthére, que ce
fluide soit comprimé dans les espaces eélestes par des forces bien supé-
rieures & celles qui retiennent les atmospheres. Nous ne voyons rien
dans ces espaces qui puisse produire une semblable compression.

Les physiciens qui se sonl occupés avee le plus de succes de la
théorie de la chaleur ont admis I'émission du calorique par les mol¢-
cules des corps. Ils onl expliqué par Ia, d'une manicre heureuse,
Pégalité de température dans tous les points d'un espace dont toules
les parties de P'enveloppe sont & la méme température et la réllexion
du frotd par les mivoirs concaves. ls ont déterminé les lois de la pro-
pagation de la chaleur dans les eorps solides. Les phénomines les ont
conduits i distinguer deux espeees de chalear, Fune libre et Pantee
latente. La théovie précédente ajoute & ces suppositions celle du calo-

rique retenu dans chaque molécule par I'attraction de cette molécule
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et celle de la répulsion de ce calorique par le ealorique des molécules
environnantes. Ces deux suppositions me paraissent évidemment indi-
quées par la foree répulsive des gaz et par I'augmentation que celte
force recoit d’'un accroissement de température. Ma théorie étend aux
molécules des gaz le vayonnement admis par les physiciens. Mais, pour
satisfaire aux lois de Maviotle et de MM. Dalton et Gay-Lussac, ce
ravonnement doit ¢lre proportionnel i la compression que le calorique
libre d'une molécule de gaz éprouve de la foree vépulsive du ealorique
libre des molécules qui Penvironnent. I parait done naturel dad-
metlre, conformément & ma théorie, celle force répulsive comme la
cause du rayonnement des molécules des corps. Au moyven de ces sup-
positions, les phénoménes de Pexpansion de la chaleur et des vibra-
tions des gaz sonl ramenés & des forces atlractives et répulsives qui ne
sont sensibles qu'a des distanees impereeptibles. Dans ma théorie de
Iaction eapillaire, j'ai vamené & de semblables forees les ellets de la
capillarité. Tous les phénomenes terrestres dépendent de ce genre de
forces, comme les phénomenes célestes dépendent de la gravitation
universelle. Leur considération me parait devoir étre maintenant le
principal objet de la Philosophie mathématique. Il me semble méme
utile de I'introduire dans les démonstrations de la Mécanique, en aban-
donnant les considérations abstraites de lignes sans masse flexibles
ou inflexibles et de corps parfaitement durs. Quelques essais m’onl
[ait voir que, en se rapprochant ainsi de la nature, on pouvait donner
i ces démonstrations autlant de simplicité et beaucoup plus de clarté

que par_les méthodes usilées jusqu'a ce jour.
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CIIAPITRE 1I.

SUR L'ATTRACTION DES SPNERES ET SUR LA REPULSION DES FLUIDES ELASTIQUES.

2. Newton a démontré ces deux propriétés remarquables de la loi
d’attraction réciproque au carré de la distance : 'une, que la sphere
attive un point situé au dehors comme si loule sa masse ¢lait réunie i
son centre; Pautre, qu'un point situé au dedans d’une couche sphé-
rique ne recoil de son atlraction aucun mouvement. J'ai [ait voir dans
le Livre Il que, parmi toutes les lois d'attraction décroissante i infini
par la distance, Ia loi de la nature est la scule qui jouisse de ces pro-
priétés; dans toute aulre loi d’attraction, I'action des spheres est
modifi¢e par leurs dimensions. Pour déterminer ces modifications, je
partirat des formules que j'ai données dans le n° 12 du Livre II, en
conservant les mémes dénominations. J'ai (rouvé lattraction d'une
couche sphérique, dont « est le rayon et r est la distance d'un point
extérieur i son centre, égale & la différentielle, prise par rapporti r et
divisée par dr, de la fonction

2T

2R — gl )],

Dans eette fonction, = est le rapport de la circonlérence au diaméltre,
Y(r) est frdre(r), cl o(r) est fdro(r), o(r) exprimant la loi de I'at-
traction. Enfin, I'attraction de la couche est supposée dirigée vers son
cenlre.

Désignons fdré(r) par 4(r), fdré(r) par § (r), el ainsi de suite,
la fonction précédente, multipliée par die et intégrée depuis u=o

OFuvresde I.. — V. 15
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jusqu'd =R, R étant le rayon de la sphere, devient

2 { ML R) 4, (= W]
Tt R -1 |

ou
Az 0 g (re R b (r— R)
rOR R

La différenticlle de cette fonetion, prise par rapport & et divisée par

dr, donne, pour I'altraction d’une sphere de la densité g,

A 2 2 »,(L :‘-'J”(" +R) —¢,(r—1It)
v S drolk rk

St Pon suppose la loi d'attraction o(r) égale a r*-%, cette formule

devient, en désignant par M la masse de la sphere,

gy 3V (R (R (3 g (oo RUE s (r— R) 12 R
B (11— %) {3 — 2 '

St le point attivé est i la surface, on ar =R, et cette fonction devient

M.a 2. {722

L;ja)(.— §,)

A une grande distance r, la méme fonction devient Mr=2-%; ce n’est
done que dans les deux cas de 2 =0 et de z=—13 que I'altraction i
la surface de la sphere est a altraction a une grande distance dans le
rapport- donné par la loi de Iattraction, c’est-a-dire dans le vapport de
R =h r—2

Lorsque Newlton voulul reconnaitre 'identité de la force qui retient
la Lune dans son orbite avee la pesanteur, il supposa que la pesanteur
d'un corps qui s'éleve suceessivement de la surface de la Terve diminue
suivant le rapport des distances donné par la loi d'attraction de la
nature. L'exactitude de cette supposition, que ce grand géometre a
démontrée depuis, lui aurait fait voir. cette identité s'il n'avait pas
employé une mesure fautive de la Terre.
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Dans le cas de 2= —1, le numérateur et le” dénominateur de li

formule (B) deviennent nuls, ‘et I'on trouve, par les méthodes connues,
que cette formule devient

3M M, r—R
. r2on e 2N e R22 oo
8rlt (r?-+ I\?) + EITE r R?)? log T

Considérons présentement Pattraction d'une couche sph(-ri(-luc sur
un point placé au dedans, i la distance r de son centre, R et 7 étant
les rayons des surfaces extéricure et intéricure de la couche. L'attrac-
tion d’une couche dont u est le rayon, du I'épaisseur et ¢ la densité
est, par le n° 12 du Livre 11,

d Y{u-r)— Yu—r)
ampltdu — - : .
or

Iz

Il faut intégrer celte quantité depuis w=r' jusqu's u=R. On trou-

vera, par I'analyse précédente, que cette intégrale est

)? _l{/,,(ll = r)— %,/ —r)

a=n 12
el Jdrdlt riv
()
N R L AL

dradr’ '

Lin comparant cette formule i la formule (A), on voit que Pattraction
de la couche sphérique sur le point intéricur est la diflérence des pro-
duits des attractions de la sphere intéricure dont le rayon est r sur

deux points placés aux surfaces extéricure et intéricure de la couche,

multipliées respectivement par l"—j et T‘l-’ ce qui donne lattraction de
ta couche sur un point intéricur lorsque I'on a attraction de la sphere
sur les poinls extéricurs. .

Si 'on suppose le point attiré & la surface intérieure de la couche,
r’ devient r; en ajoutant i la formule (C) Pattraction de la sphere dont
le rayon est 7 sur un point placé i sa surface, la formule (C) deviendra

(n) a2molt? o G R4 r) — (R = 1),

Jrolt R ’
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¢'est I'expression de attraction de la sphere dont le rayon est R sur
un point de son intérieur placé i la distance r du eentre. La comparai-
son de celte formule avee la formule (A) donne le théereme suivant :

L'attraction d’une sphere sur un point de la surface d’une petite
sphere tntérieure concentrique @ la prenuére est a Uattraction de la petite
sphére sur un point de la surface de la grande comme la grande surface

est a la petite.

De I il suit que I'attraction entiere ’une sphere sur la surface de
I'autre est la méme pour chacune d'elles.

Je vais maintenant considérer 'attraction mutuelle de deux spheres
'une sur 'autre. Seient R et R’ leurs rayons, g et ¢’ leurs densités el r
la distance de leurs centres. On peut considérer la premiere sphere
comme si sa masse étail réunie i son cenlre et altirait les points exteé-
ricurs suivant une loi d’attraction exprimée par la formule (A). En
vertu de P'égalité de 'action a la réaction, un point attire une sphere
comme il en est atliré; ainsi, pour avoir I'action de la seconde sphere
sur la premiere, il faut supposer la loi d’altraction exprimée par la
fonction (A). En désignant donc celte fonction par‘o(r), on aur

o 7.‘:79“2 ad q}ll(n+r)_q}ll(r_A ")
el = e T T ’

r

Y

ce qui donne [rdr'o(r), que nous désignerons par ‘y(r), égal a

O Gl Rdr) — gp(r— R)

2
2wl R I

Si I'on substitue cette valeur de ‘¢(r) au licu de ¢(r) dans la for-
mule (A), cette formule donnera, pour Pattraction de la seconde sphere

sur la premiere,
{ W(r-+R4-R)—¢fr+R—R)]

3
SfNnanfe - __ L
(E)  4m?op RO it IR ;

ce sera aussi l'attraction de la premiere sphere sur la seconde, c’est-
a-dire que I'on peut supposer les deux spheres réunies respectivement
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i leurs eentres et agissant 'une sur I'autre suivant une loi d’attraction

exprimée par la fonction (E) divisée par le produil des masses ou par

16 7200’ OIS,

Dans les sept intégrations qui déterminent ,(r), on ne doit point
s'inquiéter de Porigine de chaque intégrale. Cette origine peut élre
différente & chaque intégration, sans qu'il en résulle aucun change-
ment dans la formulc (E). En effet, un changement arbiteaire d’ori-
gine a chaque inlégr:ilion introduit dans la fonction ¢,(r), dérivée de
o(r), la fonction

Ar o A 0 APt AOIP p A(D2 4 AGIp 4 A(®),

A, AM, ... étant des constantes arbitraires, ct il est facile de voir (ue
cette fonction, substituée pour ¢,(r) dans la formule (E), la rend iden-
liquement nulle.

. H
’
Si Pon suppose ¢(r) = 0 onaura

ct la formule (E) devient

16 |

—mwipp R3IND —,

9 r

v M - . y - . .

c'est-a-dire que les deux spheres s’atlirent comme si leurs masses

¢taient réunies 2 leurs cenlres, ce (ui esl conforme a ce que Newton
a démontré.

3. Les formules précédentes s’appliquent évidemment i la répulsion
des fluides élastiques contenus dans des enveloppes sphériques, pourvu
que la densité du fluide soit partout la méme.

St I'on nomme p la pression du fluide, et si Uon désigne par ¢ la
force répulsive d’une sphere fluide dont R est le rayon et p la densité
sur un point placé a la distance r de son centre et qui éprouve la pres-
sion p, on aura, par le n° 17 du Livre I,

dp = padr,
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dr ¢tant I'élément de la divection de Ia force répulsive qui agit en sens
contraire de la force attractive. ¢ est la fonction (D); fodr est done
cette fonction, dans laquelle on supprime la dilférentiation par rap-
port i r, et alors on a

. Rz 0 ¢ (R=+r)—Y, IR—r)
— I N T . S ST AN . —_—.
(F) p=const.=- 277 — p i

Newton a supposé entre les molécules de I'air une force répulsive réci-

. . - . . I o -
proque & leur distance, ce qui revient & supposer o(r)=: —- Celle sup-

position donne
13

G, r) = (_)_'(; r (1 logr -——_3—) .
Cette valeur, substituée dans la fonetion (F), est loin de représenter
les observations, qui donnent p conslant; aussi ce grand géometre ne
donne-t-il & cette lot de répulsion qu'une sphere d'activité d'une
étendue insensible. Mais Ia manitre dont il explique ce défaut de con-
tinuité est bien peu satisfaisante. 1l faut sans doute admelttre entre les
moléeules de Pair une force répulsive qui ne soit sensible qua des
distances imperceeptibles; la difficulté consiste a en déduire les lois
que présentent les fluides élastiques. Cest ce que 'on peul faire par
les considérations suivantes.

J'observe d’abord que, une molécule de gaz ou de Nuide ¢lastique,
contenue dans une enveloppe sphérique, n'élant point en contact avee
les molécules voisines, elle doit étre en équilibre, en vertu de toutes
les forees répulsives qu’elle éprouve, en sorte que 3 doit étre nul dans
I'équalion

dp = a5 dr,
ce qui donne la pression p constante dans toute I'étendue du fMuide.
Ln supposant done, conformément a Pexpérience, la pression p fonc-
tion de la densité dans les fluides élastiques d une température con-
stante, on voit que la densité » doit étre supposée la méme dans loutes
les parties du {luide. Nous démontrerons ci-apres ce résultat de 'expé-
rience pour tous les points du fluide placés & une distance de I'enve-
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loppe plus grande que le rayon de la sphere d’activité sensible de la
force répulsive.

Maintenant je suppose les moléeules des gaz 2 une distance réci-
proque telle que leur attraction mutuelle soit insensible, ce qui me
parait étre la propriété caractérvistique de ces fluides et méme des
vapeurs, de celles du moins qui, par une légére compression, ne se
réduisent point en partie a P'état liquide. Je suppose ensuile que ces
molécules retiennent par leur attraction la chaleur et que leur répul-
sion mutuelle soit due & la répulsion des moléeules de la chaleur,
répulsion dont je suppose I'étendue de la sphere d’activité insensible.

Soit ¢ la chaleur contenue dans chaque molécule de gaz: la répulsion
de deux molécules sera évidemment proportionnelle 3 ¢2. En nommant
donc 7 leur distance mutuelle, nous exprimerons la loi de vépulsion de
deux molécules de gaz pav He? o(r), 7(r) devenant insensible lorsque
ra une valeur sensible. Il est une constante qui dépend de la foree
répulsive de la chaleur et qui semble ainsi devoir étre la méme pour
tous les gaz; mais, pour plus de généralité, je la supposerai sculement
conslante pour le méme gaz. J'imagine présentement une enveloppe
sphérique remplie d'un gaz queleonque. On vient de voir que la pres-
sion ct la densité¢ seront les mémes dans tous les points de celte
sphere placés & une distance sensible de I'enveloppe. Je concois en-
suile une sphere intéricure concentrique i I'enveloppe, dont R soit le
rayon i tres-peu pres égal a celui de I'enveloppe, de manitre cepen-
dant que la densité de la couche du gaz qui recouvre cetle sphire
puisse ¢lre censée constante dans une étendue égale ou supéricure i
celle de la sphire d'activité sensible de la force répulsive de la chaleur.
Si 'on nomme r le rayon d’'une molécule de celte couche, la formule (A}
du n° 2 donnera -

Jdr 4 lr—R)

- 2 2 AT
2 llep B2 5050 T

pour la force répulsive que la sphere exerce sur cetle molécule de la
couche. Ln ellet, la nature des lorces qui ne sont sensibles qu'i des
distances insensibles rend ¢, (r) insensible lorsque » a une valeur sen-
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sible. Sur quoi j'observerai qu’en vertu de cette niture w(r) est incom-
parablement supéricur a ¢,(r), () est incomparablement supéricur a
4.(r), et ainsi de suite. Jalfecte expression précédente du facteur He?,

parce que o(r) a ce facteur. La fonction précédente devient encore,
par les mémes considérations,

2 2
2Z!IL”%_I‘—¢(r-— ).
Il faut multiplier cette fonetion par 4=r*dr pour avoir 'action répul-
sive de la sphere intéricure sur la couche extéricure dont o cst la den-
sité, r le rayon et dr I'épaisseur. Soit »— R =5, s élanl une quantité
imperveeptible; la fonction précédente devient i trés-peu pres, en
observant que r est supposé diflérer extrémement peu de It,

272lle2p?. 4 R2ds (5.

Il faut ensuite, pour avoir 'aclion entiere de la sphere intéricure sur
la couche qui la recouvre, intégrer cette différentielle depuis s nul
jusqu’a s infini; en nommant done K I'intégrale [dsy(s) prise dans
ces limites, on aura, pour cette action,

arn1le2p?. n R2K.

Concevons maintenant toutes les molécules du gaz liées fixement
entre elles et que la couche qui recouvre la sphere soit divisée en par-
ties linies qui puissent se soulever par I'action répulsive de la sphere,
mais qui soient retenues par une pression P exereée sur chaque point
de I'enveloppe. Cette pression sur 'enveloppe entiere sera 4=R?P, &
tres-peu pris, et elle doit faire équilibre a Paction répulsive de la
sphere, ce qui donne

’ P=naz1lc?p?K. :

Cette valeur de P est indépendante du rayon R de la sphere, ce qui
tient i ce que, P'action répulsive de la chaleur ne s’exercant qu'i des
distances insensibles, on peut ne considérer que les parties du gaz

extrémement voisines du point de I'enveloppe qui éprouve la pres-



LIVRE XII. 121
sion P De la et de ce que la pression p dans Uintériear du gaz est
constante, la force o qu'éprouve chaque moléeule étant nulle dans
I'¢quation

dp =godr,

il est facite de conclure que, quelle que soit la forme de Fenveloppe,

la pression I du gaz est loujours
(1) P ==2xllks2el.

4. Imaginons cetle enveloppe & une tempcérature « ¢l conlenant un
gaz i la méme température. 1l est claiv qu'une moléeule queleonque de
ce gaz sera alteinte d chaque instant par des ravons caloriques émandés
des corps environnants. Elle éteindra une partic de ees ravons; mais il
faudva, pour le maintien de la température, qu'elle remplace ces
rayvons ¢leints par son ravonnement propre. La molécule, dans tout
autre espace a la méme température, sera atleinte i chagque instant par
laméme quantité de rayons caloriques; elle en éteindra une méme
partie, qu'elle rendra par son ravonnement. La quantité de vayvons calo-
|'i:|l|(-§ qu'nne surface donnée recoit & chaque instant est done une
fonction de la seule température et indépendante de Ja natuve des
corps environnants; je la désignerat par ;. Llextinetion sera
done g {w}, ¢ ¢tant un facteur constant, dépendantde la natuve de la
molécule ou du gaz. Jobserverai ici que la quantité de rayvons émanés
des corps environnants, et qui forme la chaleur libre de Uespace, est,
A raison de Uextréme vitesse que on doit supposer i ees rayons, une
partic insensible de la chaleur contenue dans les corps, comme on I'a
reconnu d'ailleurs par les expériences que Fon a faites pour condenser
cette chaleur. Maintenant, quelle gque soit la maniere dont la chaleur
des molécules environnantes agit par sa répulsion sur la chaleur de la
molécule du gaz pour en détacher une partie el pour faive rayonner
cette molécule, il est ¢lair que ce ravonnement sera en raison composée
de la chaleur et de la densité du gaz envivonnant la molécule, ou de s
¢t de la chaleur ¢ contenue dans la moléeule; il sera done proportion-
nel & ge?; z¢? est done proportionnel it I'extinetion g{u), et nous

OFuvres de [..— V. . 16
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l)l)ll rrons Slll)llOSl‘l'

(2) oct=q'll{u),

:

¢ ¢lant un facteur constant, dépendant de la nature du gaz, et ()
¢tant une fonction de la température, indépendante de cette nature.

Les équations (1) et (2) renferment les lois générales des fluides
élastiques. Elles donnent

(3) P=isll{u),

en désignant par ¢ le facteur 2=1Kg’, qui dépend de la nature du
gaz. Celte équation donne, en supposant la température constante,
P proportionnel a p, ce qui est la loi de Mariotte. En supposant ensuite
P constant, la température « devenant ¢’ et la densité ¢ devenant ¢,

o1l Q

Le second membre de celte équation étant indépendant de la nature du

P’
o

[y

gaz, on voit que la fraction = est la méme pour tous les gaz lorsque

la température « se change en o/, ce qui est la loi que MM. Dalton et
Gay-Lussac nous ont fait connaitre, ¢t suivant laquelle le méme vo-
lume ¢ des divers gaz se change pour tous dans le méme volume ¢ par

le méme clmngcmenl de la température « en u'; caron a ¢videmment

p_
o v
4

5. Lesconsidérations et 'analyse précédentes s'appliquent facilement
au mélange des gaz et des vapeurs qui, dans ce mélange, n’exercent
point d’affinité les unes avee les autres. On sait qu'a la longue la diflu-
sion de ces gaz les répand en proportions égales dans toutes les pavties
du mélange. Je vais done considérer le mélange de deux gaz dans cel
état. Je le suppose dans une enveloppe sphérique. On voit d’abord que,
chaque molécule de ce mélange étant en équilibre au milicu de toutes
les forces vépulsives qu’elle éprouve, la pression doit étre la méme

dans toutes les parties du mélange. Si I'on congoit, comme ci-dessus,
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une sphere intéricure concentrique a Penveloppe et d’un rayon R & tros-
peu prés égal A celui de cette enveloppe, on aura I'action répulsive de
cette sphere sur la couche tres-mince de gaz qui la recouvre en con-
sidérant la sphere et la couche comme deux spheres et deux couches
formées des deux gaz. Soient 5 et o’ les densités de ces gaz; Paction de
la sphiere du premier gaz sur la couche du premier gaz sera, par ce qui
précede, 27HKe? 2% ou Le?p?, en désignant 2=1K par L; ¢ est la cha-
leur contenue dans chaque molécule du premier gaz, et L dépend de la
nature de ce gaz ou de la maniere dont ses molécules se repoussent
mutuellement en vertu de la foree répulsive de la chaleur qu’elles con-
tiennent. Il résulte encore de I'analyse préeédente que Paction répul-
sive du premier gaz sur la couche du second gaz peut élre exprimée
par Nee'sy', ¢ élant la chaleur contenue dans une molécule du second
saz, ¢l N étant une constante qui dépend de Ia maniere dont deux
molécules du premier et du second gaz se repoussent mutuellement par
la force répulsive de leur chaleur. L'action de la sphere du second gaz
sur la couche du premier gaz sera paveillement Nee'sy'. Enfin, 'action
de Ta sphirve du second gaz sur la couche du second gaz peul étre
exprimée par L'¢?32. En réunissant Lloutes ces aclions, dont Ia somme
doit étre égale i la pression P du mélange, on aura

P==Le?p?+aNce'ss’ + L'e'20'2.

On voil, par ce qui précede, que cette valeur de P oa lien quelle que
soit la figure de I'enveloppe.

Considérons maintenant le ravonnement de ehaque molécule du gaz
mélangé. Le ravonnement d'une molécule du premier gaz, produit par
action répulsive de la chaleur de ce gaz, sera, par ce qui précidde,
proportionnel i Le?z. Le ravonnement de Ta méme moléeule par ae-
tion du second gaz sera dans le méme rapport avee Nee's'. in égalant
i somme de ces ravonnements i 'extinetion par la molécule des
rayons qu’elle recoit, et qui est proportionnelle o la fonction H(u) de Ia
lempéralure &, on aura

Leo = Ned's' =il

16,



12% MECANIQUE CELESTE.
¢ ¢tant un factear dépendant de la maniere dont les molécules du pre-
mier gaz éteignent les rayons caloriques. On aura paréillement, en

considérant le ravonnement d'une molécule du sccond gaz,
I’¢2p =+ Nee'o == 1" 11 1),

(es deux équations, multipliées vespectivement par ;z et 3, donnent; en
les ajoutant,

Le2s® 4+ aNecps - Le2p 2 = ioll'u, 5+ ' Ila’.

Le premier membre de cette équation est la pression P du mélange
a la température w. La fonetion ¢z 1(w) serail, par ce qui précede, Ia
pression du premier gaz, s'il existait seul dans Penveloppe, et 7" 11(u)
sevait la pression du second gaz il élait seul. lin nommant done p el
P’ ces pressions, on aura
P=p+p.
Il est facile de voir que Ta pression ' d'un nombre quelconque de

gaz, dont les pressions particlles seraient p, p', p”, ..., sera
Pe=p+p-tp-...,

ce qui est donné par Pexpérience.

Cetle équation ayant lieu quelle que soit N, elle subsistera en fai-
sant, comme M. Dalton, N nul, ¢’est-a=dire en supposant nulle Faction
vépulsive réciproque de denx gaz diflérents. Mais cette hypothese est
bien peu naturelle; elle est d'aillewrs contvaire i plusicurs phéno-
menes, -

I.équation (3) donne, pour un méme gaz,

Iwy  Pp

Il _];p

Si 'on nomme ¢ et ¢ les volumes du gaz aux lempératures u ct «’, on

p ¢
aura > = —; on aura done
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En supposant PP ==P’, Ii{x) sera proportionnel i ¢; Ia fonction 1 )
sera done exprimée par le thermoméetre d'un gaz maintenu i une pres-
sion conslanle.

Mais que doit-on entendre par la température «, ¢t quelle est sa
mesure? I parait naturel de prendre pour cette mesure la densité
méme du calorique produit dans un espace par le rayonnement des
corps environnants; alors I{w} devient u, et celte densité est mesurée
par les degrés du thermometre i aiv ou par ¢, Pour 1 degré d’acerois-
sement de température, en partant de la température de la glace fon-
dante, ¢ croit de 0,00375.¢7, suivant les expériences de M. Gay-Lussae,
fa valeur de ¢ & cette température étant exprimée par ¢, d'olt il suil
que la densité du ealorique de Pespace dont la température est celle

de la glace fondante est représentée par 266°3.
Une supposition qu'il parait tres-naturel d'admettre est que 1ac-
tion du calorique d'une moléeule des gaz sur le calorvique d'une autre

molécule ne dépend point de la nature de ces molécules, ce qui donne
L=L=N\.

Alors on a les équations suivanles, relatives au mélange d’un nombre
quelconque de gaz, renfermé dans 1 litee, par exemple, mélange qui
n'est dans un ¢lat stable d’équilibre qu'autant que chacune de ses plus
petites portions contient les molécules des divers gaz en méme rapport

que le mélange (otal :

P=4k(pc+oc +p'¢"+...)2

(4) Vg (pe+ole o+ )= q'd'd,
Il_pncll(ioc - {J'C' - IO"C”_i_ . .) — ’l”(l”“ '’

P est [a pression du mélange; 4 est une constante dépendante de 'in-
tensité de la force répulsive mutuelle des particules du calorique; ¢,

¢y ¢’y ... sonl les quantités de chaleur contenues dans 1 gramme du

premier gaz, du second, du troisieme, ele.; z, o/, &, ... sont les

nombres de grammes de ces gaz dans 1 litre du mélange; w est la
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température du mélange et, ¢, ¢°, ¢”, ... sont des constantes dépen-
dantes de la nature de chaque gaz.

Les équations (\) donnent

L] ot ”, I o, "
pe _. 90 pe __qe

pc qp  pc T g

on a done

.’ v, o (. rr " c
pe-roe+ " . .= 1pq - 0'q 6" +...)6-
Ainsi, en aisant
0q ~o'q +0"9"+...={q){p),
p+o g+ =(p)
o= lre,
1
les équations () donneront
() P = k(g)2C2,
\6; k(p)C? = (q)u.

Ces équations sonl les mémes que les équations (2) et (3), relatives
un flutde simple. Elles veviennent i considérer comme molécule du
lluide composé un groupe infiniment petit dans lequel les molécules
“des divers gaz entrent dans le méme rapport que dans le mélange
entier. C est le calorique contenu dans 1 gramme de ce mélange;
(2) est le poids de 1 litre du mélange. 7

L'aie atmosphérique est, comme on sail, composé de quatre dille-
renls gaz, savoir I'azote, oxygéne, la vapeur aqueuse et un peu
d’acide c:irhoniquc; on peut donc appliquer a ce fluide composé les
équations (5) et (6). On peut encore, dans les vibrations aériennes,
constdérer I'nir comme formé de groupes pareils i ceux (l.ll(‘ je viens
d'imaginer. A la vérité, chaque molécule d'un de ces groupes étant
sollicitée par des forces différentes, les moléeules devraient, dans leurs
mouvements, s¢ séparer; mais les obstacles que les aulres groupes
opposent a cetle séparation sullisent pour les vetenir ensemble, ¢n

sorte que le centre de gravite de chaque groupe se meul comime si ces
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molécules élaient lices fixement entre clles, et ¢’est ainsi que nous les
envisagerons dans. la suite.
Les équations (5) et (6) donnent

P =(q)(p)u;

ainsi, la température restant la méme, la pression d’un fluide quel-
conque, simple ou composé, est proportionnelle & sa densité, ce qui est
la loi de Mariotte. -

Les mémes équations donnent encore, pour un autre fluide simple
ou compose,

P=(q'}{o)u,

(¢") ¢tant la densité du second Nluide et (g') étant la valeur de (¢) rela-
tive i ce fluide; on a done, quelles (ue soient la pression P et la tem-
pérature u,

—_—
~—
—

— 9
(q

Y
1
)

Le rapport des densités des deux Nuides reste done toujours le méme, ce
qui est la loi de MM. Dalton et Gay-Lussuc.

Reyanork. — Nous devons faire ici une remarque importante. La cha-
leur que nous avons désignée par ¢ est la chaleur libre ou sensible
d’une moléeule, celle qui exerce une action sensible sur le thermomitre.
[.es physiciens ont été conduits par les phénomenes a distinguer dans
la chaleur absolue d'une molécule deux parties, I'une sensible sur le
thermometre, 'autre latente, ou qui n'exerce sur lui aucune action.
En désignant done par ¢ cette chaleur latente, la chaleur absolue sera
1.

6. Nous avons supposé, dans ce qui précede, que le calorique d'une
molécule v était retenu par I'attraction de cette molécule, qui n'éprou-
vait d’action sensible que par la foree répulsive qu’exerce sur ce calo-
vique celui des molécules environnantes. Cependant chaque moléeule
@’un corps est soumise & Paction de ees trois forces : 19 Ia force répul-

sive de son calorique par le calorique des autres molécules; 2° Pattrac-
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tion de son calorique par ces molécules; 3° Pattraction de la molécule
elle-méme soit par le ealovique de ces moléeules, soit par les moléeules
mémes. Sans doute, dans Uétat acviforme, la premivie de ces lorees
emporte beaucoup sur les autrees; mais il est utile de connaitre leur
influence. "

Pour cela, jimagine un parallélépipede vertical, d'une longueur et
d'une largeur indétinies. Je le concois rempli d'un gaz en équilibre. En
le divisant par une section horvizontale, je puis supp.osor toules les
moléeules du gaz au-dessus de cette section lices fixement entre clles:
je considere une de ces moléeules, que je désigne par A, ¢levée de la
hauteur 7 an-dessus de la section; son calovique sera repoussé par le
calorique d'une moléeule B plaeée au-dessous de la section. Soient /la
distance mutuelle des deux moléeules, 7 Ta distanee de la molécule B
A Lusection et s la distanee horizontale des deux molécules. Sotent ¢ le
calorique contenu dans chaque moléeule, : la densité du gaz. 11 est
facile de voir que I'ensemble du calovique des moléeules pour lesquelles
r',. [ cts sonl les mémes que pour la moléeule B exercera sur le ealo-
rique de la moléeule A une force vépulsive qui, décomposée suivant la
verticale, sera '

o
27 ¢ f:—'—J Ha!f,

5 /) é¢tant la loi de rvépulsion du calovique i la distance /2 11 faul
multiplier cette fonction par zdsdr’, et, pour aveir l'aetion enliere
répulsive du gaz infévieur i la section sur la molécule A, il faut prendre
Fintégrale de ce produit depuis s nul jusqu'a s infini et depuis »* nul

jusqu'a r” inlini. On a

Sr=1r=r a5
ainsi, en ne faisant varier que / ets, on aura
_/‘”f: sds;
le produit précédent devient done

anlloe? r—r df.' f dr.
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Nommons o,( /) I'intégrale fdf o(f), prise de manitre que 3,(f) soil

nul lorsque / est infini: En intégrant ce produit depuis s nul jusqu'a
s infini, on aura 7

—anllpe?(r - FYdro(r-1-r).
Désignons par (/) lintégrale [fdf o,(f), prise de maniere que $( /)
soit nul lorsque / est infini. La fonction précédente, intégrée depuis
r’ nul jusqu'a »* infini, sera

©anllpe? &iry;

c'est T'expression de la force répulsive que le calorique du gaz infé-
ricur & la section exerce, dans le sens vertical, sur le calorique de Ia
molécule A. Soit Q la surface de la section horizontale dont nous avons
parlé; il est facile de voir que I'action verticale du ealorique du ga
inférieur sur le calorique du gaz supérieur et tendante i le soulever
sera
25QHe2e2 fdrdir),

I'intégrale étant prise depuis 7 nul jusqu'a r infini.

L'intégrale fdry(r) est ee (ue nous avons ci-dessus nommé K; ainsi
le gaz supéricur est soulevé par le gaz inféricur par une force égale i

27 QMK p2e2.

Mais le calorique du gaz inféricur, par I'attraction qu’il exerce sur les
molécules du gaz supéricur, produit une force contraire. Si 1'on
désigne par MII( /) la loi de cette attraction, il est facile de voir, par
ce qui précede, que, en nommant K’ ee que devient K lorsqu’on change
2(/) dans 1( /), la force résultante de I'attraction des molécules supé-
ricures du gaz par le ealorique des molécules inférienres sera

2 QMK'p2¢;

c’est aussi la force résultante de Pattraction du calorique supérieur
par les molécules du gaz inféricur. Enfin, si I'on désigne par N1'(/)
la loi de Pattraction des molécules du gaz les unes sur les autres, on

aura
2 QNK"p?
COFurresde I..— Y, 7
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pour la force verticale du gaz supérieur, résultante de 'attraction réei-
proque des molécules, K” étant ce que devient K lorsqu’on change (/)
dans v( f).

Par la réunion de ces diverses actions, le gaz supéricur tend & étre

soulevé par une force égale &
27 Qp2(IIKc? — 2MK’¢c — NKR”).

Ln désignant done par QP la pression néeessaire pour contenir ce gaz,
on aura
P — 2702 (IIKe2 — 2MK'c — NK”).

Considérons maintenant le rayonnement d'une molécule A d'un gaz.
L’action du calorique 'une molécule B sur le calorique de A sera,
par ce qui précede, He?o(r), et Iattraction qu'exerce la molécule B
sur ce méme calorique sera McII{r). Ainsi, par ces deux actions réu-
nies, [a répulsion du calovique de A sera e () — Mell(r). En con-
stdérant done A comme le centre d'une sphere indéfinie, la compres-
sion de son calorique par les forces atllractives et répulsives dex

molécules environnantes sera
drefrrdr[Neto(r; — Mcll(r)],

les intégrales étant prises depuis r nul jusqu'a 7 infini, ce qui donne

pour cette fonction »
Smp[ ez $lo) — Me P (o)],

w(r) étant ce que devient 4(r) lorsque I'on change o(r) dans 1(r}.

Si I'oti considere, ainsi que nous le faisons, cette compression
comme cause du rayonnement de la molécule A, c¢e rayonnement
devanl étre supposé prdporliomml 2 la température ou i la densité

du calorique de I'espace, on aura
Herp (o) — Mend (o) = Lu,

[, élant une constante.
Par la loi de Mariotle, on a

P =qou.
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On aura done, en substituant pour P sa valeur précédente,

et

Ke? — 2MK'c — NK” = [ ¢2 $(0) — Mc $(0)],

% élant une constante. Cette équation devant subsister quel que soit c,
on voit d'abord que NK” est nul ou du moins insensible, ¢'est-d-dire
que, dans Pétat de gaz, la force altractive des molécules disparait
devant la foree répulsive de leurs caloriques. On voit ensuite que I'on
doit avoir '

Ylo) _ gla)

TKT 2K
si,” dans I'élat de gaz, attraction d’'une molécule sur le calorique
d’unc autre molécule est sensible. Or il est visible (ue cetle équation
n'a pas licu sio(r) est égal 2 II{r) ou si la loi de cette altraction est
la méme que la loi de répulsion du calorique, ce qui devient évident
en mettant I'équation précédente sous cette forme,

¥(o )

)
Jdry(r) aj'(lrr";(r)’

les intégrales étant prises depuis » nul jusqu'ac r infini. D'ailleurs il
n'est pas naturel de supposer dans lous les gaz o(r) et 1(r) tels qu'ils
salisfassent i cette équation. Il est done extrémement probable que la
force attractive du calorique d'une molécule par une autre molécule
est msensible dans I'état de gaz et qu'il 0’y a de sensible dans cet état
que la force répulsive du calorique.

Nous avons dit précédemment que la densité d'un gaz contenu dans
un vase pouvail élre supposée la méme dans toute son étendue, i
Pexception des parties extrémement voisines des parois du vase. Pour
le faire voir, nous observerons que, par ce qui précide, la foree répul-
sive du gaz inféricur a la section horizontale sur le gaz supéricur esl

— 2 Qffdrdr'p e\ p’c'(r+roir+ 1),

7

p1» ¢, sc rapportant aux molécules du gaz supérieur, o', ¢’ se rappor-
tant aux molécules du gaz inféricur. Les intégrales doivent étre prises
|7.
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depuis r el r" nuls jusqu'a r et " inlinis. 11 est visible (ue, si 'on sup-
pose les variations de p et de ¢ incomparablement moins rapides que
celle de 2{r}, comme clles le sont lorsque les molécules du gaz sont
a une distance sensible des pareis, les termes dus a ces variations sont
insensibles, et I'on peut supposer cetle intégrale égale & 2=QHKg?¢?,
> ot ¢ se rapportant aux molécules contigués a la scction horizontale.
Cette force répulsive doit balancer la pression PQ de la surface supé-
vieure du vase, plus le poids du gaz supérieur, que je désignerai par

mQ; atnsi 'on aura

amlKp2c? =1 - m.
Lovsque le vase a une petite hauteur, m est incomparablement moindre
que P; on peut done alors supposer, dans toute I'étendue du gaz,
sc constant. Le rayonnement d'une molécule A contigué a la section

horizontale donne, par ce ¢ui précede,
Hoe2 $ (o)== Lu.

La température « ¢tant done supposée la méme dans toules les parties
du gaz, ¢ doit étre conslant, ainsi que ze; donc aussi 3 peut élre sup-
posé le méme dans toutes ces parties, pourvu qu'elles soient & une dis-

tance sensible des parois.

- - el (i —
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CHAPITRE 111

DE LA YVITESSE DU SON ET DU MOUVEMENT DES FLUGIDES ELASTIQUES.

7. Considérons, pour plus de simplicité, un evxlindre horizontal,
étroit, creux, rempli ’'un gaz et d'une longueur indéfinie. Soient a la
distance d'une molécule A de gaz, placée dans I'axe du eylindre, &
I'origine de cet axe; p la densité du gaz correspondante i cette mole-
cule, dont ¢ soit la chaleur libre. Soient " et ¢ les expressions des
mémes quantités relatives a une molécule B placée sur Paxe, a la dis-
tance & + s. Il résulte de ee que nous venons de dire & la fin du Cha-
pitre précédent que la foree répulsive du calorique ¢ de la molécule A

par le calorique du gaz entier est, dans le sens horizontal,
—azlle fp'c'sds 5.4(s),

I'intégrale etant prise depuis s égal & —- » jusqu'a s =9 . On a

'¢' = c-{~s‘1"ac
pe=p or -+ te

On peut ici ne considérer que les deux premiers termes du développe-

ment de 'c’; alors 'intégrale précédente devient

Jd.pe .
—4nlle ’)5_ Jstds o.(s),

I'intégrale étant prise depuis s nul jusqu'i s infint, ce qui donne
- _/‘S"'([S'?|(s):—‘/'dsq;(s):_]{_

Ainsi le gaz entier produit dans la molécule A une foree répulsive
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dirvigée vers 'origine des @ et égale & 4=HKe

Jd se . R
g2 cequi donne, en

nommant ¢ I’'élément du lomps,

‘['_f:_f.,—:m(c

[~

Jd.pe
ox

Soit X la coordonnée horizontale de la molécule A dans I'état d’équi-
libre, et faisons & ==X4-3, = éfanl une quantité tres-petite par rap-
port & N. Supposons

9 oc Jdp
Jr Jx

=(1—8)—
pec ( ) p

[£n nommant la densité du gaz dans 'élat d’équilibre, on aura
p |

I o
E=0lax=d: -
lin néelicesnt le earré de ds el observant 9 sl éeal 1 2P
in néghgeant le carré de ds et observant que - est égal & 5&» on
aura
do Atz
0z =~ Ploxe
On a ensuite
017’ . 01_2
Jaer T o2’
on aura done
2z i=TIK FYRERPY a2z
o T (p)ez(r— igN??

équation dans laguelle on peut supposer que ¢ se rapporle, ainsi que
(7), a I'état d’équilibre, puisque I'on néglige les termes de P'ordre z*.
La pression du gaz dans I'état d’équilibre étant exprimée par P, on a,
par le Chapitre précédent,

I'=271K(p)2ec?;

on aura donc
07z 2P 02z
o @5('_6)¢T@"

Ainsi, la vitesse du son ou I'espace qu'il parcourt dans une seconde
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étant, comme I'on sait et comme il est facile de le conclure de I'équa-

Jdiz ;
-5 celle vilesse

tion précédente, la racine carrée du cocllicient de X3

sera

e

(P—)-(l — 8).

Pour appliquer cette formule i P'air atmosphérique, soient 4 la hau-
teur d'une atmosphere de la densité () et e la hauteur dont la pesan-

teur fait tomber les corps dans une seconde; cetle vitesse sera
Vilizr—38).

Les géomelres, ‘en étendant ces principes el celle analyse au cas oi

air a trois dimensions, trouveront facilement que, dans ce cas, ha

vitesse du son a la méme expression.

La formule de Newton donne \'2/¢ pour Uexpression de cetle vitesse.
Ln partant des valeurs connues de ¢ et de 4, elle serait de 283™, 4
dans une seconde sexagésimale, & la température de 5°,5. L'expe-
rience faite en 1738 par les Académiciens francais a donné, i cette
température, 337™,2. Il est done bien certain que la formule de
Newlon donne un résultat trop faible. Si la valeur de ¢ était nulle, ce
qui rendrait ¢ constant el par conséquent & nul, la formule trouvée
ci-dessus donuerail foo™, 4 pour la vitesse du son, résultat (rop con-
sidérable. 11 est done bien prouvé par cette expérience qu'il existe une
chaleur latente ¢ dans les moléeules des gaz.

Je vais maintenant déterminer la valeur de 1—%, dont dépend,
comine on I'a vu, la vitesse du son dans 'atmosphere. Pour cela, j'ob-
serve que, pendant la courte durée d’une vibration acrienne, la cha-
leur absolue ¢ +¢ d'une molécule d'air vibrante peut élre supposée
constante; car, celte chaleur ne pouvant se dissiper que par le rayon-
nement ou par sa communication aux moléecules voisines, il faut, pour
avoir ainsi une perte sensible, un temps beaucoup plus grand que la
durée d’une vibration, durée qui n’excede pas une tieree. Il n’en est

pas de méme de la chaleur libre ¢, qui se perd non-seulement par le
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rayonnement, mais encore par sa combinaison ‘due i la variation de la
densité ;. On peut done, dans le cas présent, supposer de ou d(c+1—1)
cgal h — dr.

La température « de Uespace ou la densité du fluide discret qui la
représente peut aussi étre suppesée constante pendant la durée d’une
vibration aérienne. Elle vavie dans le point de I'espace occupé par une
molécule aéricnne vibrante, i raison de la variation de densité de Pair
qui environne; mais cette densité n'est variable que dans 'étenduc
de la vibration, étendue trés-petite par rapport & I'espace environnant;
la variation de « étant de I'ordre du produit de cette étendue par la
variation de la densité de I'air, on voit qu'elle peut étre négligée.
Maintenant la chaleur absolue ¢+ de la molécule ne peut dépendre
que de ees trois choses: la chaleur libre ¢, la température « de Pespace,
la densité o de air. On pourrail y ajouter la température v de la molé-
cule; mais, cette température étant celle de 'espace dans lequel la mo-
Iécule serait en équilibre de chaleur, elle est donnée par I'équation

koc?=qu;
clle est ainsi fonetion de et de . De la relation qui existe entre les
(rois choses dont je viens de parler on conclut que ¢+ ¢ est fonction

de Lg2e?, o el w. Désignons par V celte fonction et par P la quantité

ka?c?; les suppositions de ¢ -1 et de u conslants donneront

AP oV dp OV
o="Tplt TP L0,
Poor T e P op
On aura ensuite
IV )
2dpe _dv __dpfop
pe 0 P poY
ar
. ' .. .d.ope ey e
Mais nous avons désigné e har (1— J)?-, on a donc
1 JV
. 2P 700
1—5=— -
~ o

ar
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ainsi
4
l——'z/leoi)l
"o
bV
. or /
avV
- . TP
Il est facile de s’assurer que la fraction 9P et e rapport de la
| bV
or

chaleur spécitique de I'air lorsqu’il est soumis & une pression con-
stante & sa chaleur spécifique lorsque son volume est constant. Lin
ellet; en élevant de 1 degré la température « d’une masse d'air sou-
mise & une pression conslante, on augmente sa chaleur absolue ¢+ ¢
de la quantite
: IV
— up -—JP-,
wz ¢tant la diminution de_ densité que cetl aceroissement de lempéra-
ture produit dans la masse d’air, et » étant un cocflicient qui, survant
les expériences de M. Gay-Lussac, est 0,00375 & la température de la
glace fondante. Si I'on suppose le volume de la masse constant, Ia
chaleur nécessaire pour accroilre de 1 degré sa température sera

JaVv
57

gl

Ces deux quantités de chaleur sont ce que I'on nomme chaleurs speci-
Siques, dont le rapport est ainsi
Jav

. do
_ I:_’T .
op

De la il suit que 'on aura la vitesse du son en multipliant la formule
newtonienne par la racine carrée du rapport de ces chaleurs spéci-
liques, ce qui est le théoreme que j'ai donné sans démonstration dans
les Annales de Physique et de Chinie de Pannée 1816.

OFusresde L. - V. 15
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Pour comparer ce vésultat a Pexpérience, je vais faire usage d'une
expérience trés-inléressante de MM. Desormes et Clément, que ces
savants physiciens ont consignée dans le Journal de Physique du mois
de novembre 181g. s ont rempli d’air atmosphérique un hallon de
verre, dont la capacité était de 28", 4o0. La pression de I'aiv, tant i
lextérienr qu'a I'intéricur, ¢tait alors représentée par une hauteur du
barometre égale & 766, 5. La température était 12°,5; celle lempé-
ralure et la hauteur du barometre extéricur ont_,' ¢1¢ constantes pen-
dant la durée de I'expérience, condition indispensable. s ont ensuite
extrait du ballon une petite quantité d’air et ils 'ont fermé au moyen
d"un robinet. Apres le temps nécessaire pour que la température inté-
ricure [t redevenue la méme que U'extérieure, ils ont observé la dif-
lérence de pression du dedans au dehors, au moven d'un manometre
adapté au ballon, et ils ont trouvé la pression intéricure moindre que
Pextérieure de 13, 81. En ouvreant ensuite le robinet, P'air extéricur
est entré dans le ballon; lorsqu’il a cessé de s’y introduire, ce qu'tls
onl jugé soit par la cessation du brait que lair faisait en v entrant,
soit par le manomelre qui était revenu au niveau, ils ont prompte-
ment fermé le robinet, en sorte que P'intervalle entre son ouverture el

2 de scconde. Le manomelre ensuite a re-

sa fermeture n'a pas élé
monté, et, lorsqu'il a été stationnaire ou lorsque la température nté-
ricure est redevenue la méme que 'extéricure, il a indiqué une
pression intéricure plus petite que Pextérieure de 3™, 6r1. Celte
expérience, la meilleure de soixante expériences de ce genre qu'ils
ont faites, en est le résultat moyen. On peut voir dans le Journal cite
une description plus étendue de appareil et des-précautions qui ont
¢Lé prises.

Dans cette expérience, la chaleur absolue ¢ + ¢ de chaque molécule
d'aiv intéricur et Ta température w de Pespace peuvent élre supposcées
sensiblement constantes, comme dans le son, pendant la courte durée
e louverture du robinet. Mais, en désignant par I la pression inté-
rieure immédiatement avant Pouverture du vobinet, Iair intérieur,

pendant P'ouverture du robinet, a pass¢ de celte pression i la pres-
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sion P de I'atmosphire, puisqu’au moment de la fermeture du robinet
il faisail équilibre & cette dernitre pression. En nommant ensuite ¢ la
densité de I'aiv atmosphérique, o celle de la masse de Paiv intérieur
immédiatement avant Pouverture du robinet et &7 la densité de cette
masse au moment de la fermeture du robinet, les suppositions de ¢ -7

¢t de « conslants donneront

0= I_’.__,,p_' 4 AN L — o oV’

T U )

Vo, P2 étant ee que deviennent pour air du ballon, avant Pouver-
ture du robinet, les quantités V, P, o relatives it Pair atmosphérigue.
I1 est facile de-voir que Ta densité 2" est & tres-peu pres celle de Pair
mtéricur i la fin de Texpérience, @ cause de la trés-petite quantité
d'air introduite dans le ballon pendant Touverture du robinet. Cette
densité est done proportionnelle i la pression intérieure a la fin de

I'expérience, pression (ue nous désignerons par P, ce qui donne

on a done

o pp
TN T e

Ainsi, la température de Uatmosphere étant supposée de 12°,5 centi-
grades et sa pression élant P ou 752,69, la vitesse du son sera,
d"apres cette expérience,

137 81

e

T
1 ()"”", 19()

l):ll'(’('. (lll(' I’Ol] d
P— =3 8,
P—P7z 3o Gy,

Le rvapport des deux chaleurs spéciliques de Pair est done, suivant
|
celle expérience, égal o 1,354, lorsque la hauteur du barometre est
752™", 69 et lorsque sa Lempérature est 12°,5.
19,
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Les expériences sur I'air donnent, & cetle température, 2/ égal i
286", 1, d'olr résulte la vitesse du son égale & 332™,9. Les Académi-
ciens francais 'ont observée de 337™,2 4 la température de 5°,5. 1
faut I'augmenter de 3™, 2 pour la faire correspondre & une température
de 129, 5, ee qui donne 340™,4, résultat qui ne surpasse celui de la
théorie que de 7™, 5.

MM. Gay-Lussac et Welter ont bien voulu me communiquer une
des nombreuses expériences qu'ils ont faites sur cet objet, par un
moyen qui parait encore plus précis, tant par la brieveté de Uinter-
valle pendant lequel Pair intérieur communique avee I'air extéricur,
itervalle qui n'est pas de & de seconde, que par les précaulions
prises pour s'assurer (ue le manometre indique & la fin de cet inter-
valle [ méme pression a Uintéricur u'au dehors. Au licu de varéfier
Patr intérieur, comme MM. Clément ¢t Desormes avaient fait, ils le
compriment de maniere que, avant la communication avee latme-
sphere, Ia pression intérieure surpasse Fextérieure. Dans Uexpérience
cilée, cet exets était de 16™™,3644. Apres celte communieation, cl
lorsque 'air intéricur cut repris la température extérieure, Ia pression
itéricure ne surpassait plus celle de P"atmosphere que de 4™, 1509.
Cette dernitre pression a é1¢é, pendant Ia durée de Pexpérience, égale
A 757 millimetres, et la température extérieure a ¢té de 13 degrés. On

adone cu, dans cette expérience,

P = ';5',""'", PP—P-= IG““', 3 ’-ll i, | Ly L i""",.ﬁo_q.

ce qui donne
P

- V.l
eI T '13/’111'

Clest le rapport des deux chaleurs spécifiques de air, rapport -qui,
par Pexpérience précédente, est 1, 354. On voit ainsi que les résultats
des deux expériences, faites & peu pres i la méme pression et i la
méme températuve, dillerent peu entre cux, ce qui en’prouve la jus-
tesse. La vitesse du son conclue de expérience de MM. Gay-Lussac

et Welter est 335™, 2. Elle rapproche la théorie de 2™, 3 du résultat de
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Pobservation. D'autres expériences des mémes savants donnent un
résultat encore. plus rapproché de cclui de I'observation: mais ces
expériences ont été faites sur de Iaiv desséché, ce qui peut produire
une légere différence entre ces résultats. D'ailleurs, Fobservation des
Académiciens francais, consignée dans les Mémotres de I Académie des
Seiences de I'année 1738,  doit étee répétée avee plus de soin et en v
employant toutes les précautions suggérées par les progres de la Phy-
sique.

Cette considération me fit proposer au Bureau des Longitudes la
répétition de cette expérience. Elle donne 350™,88¢9 a la température
de 15°,9 centésimaux; la hauteur du barometre était 755™2,6. Pour
comparer & eette expérience ma formule de la vitesse du son, jai
conclu la valeur de 4 des expériences de MM. Biot et Arago sur le
rapport de la densité de Pair & celle du mereare. Jai déduit la valeur
de = de Pexpérience du pendule par Borda, et I'ensemble des nom-
breuses expériences de MM. Gay-Lussac ¢t Welter m'’a donné 1,3748
pour le rapport des deux chaleurs spécifiques de Pair. Vai trouve
ainsi 337", 144 pour la vitesse du son & 15°,g de température. On doit
faive & ee résultat une petite corvection dépendante de I'état hygrome-
trique de aie. Toutes les expériences de MM. Biot, Arago, Gay-Lussac
et Welter ont é1¢ fartes sur un air privé d’humidité. La vapeur aqueuse
répandue dans Pair atmosphérique ¢tant plus légere que ce fluide, il
doil en résulter, dans la vitesse du son, un effet analogue i eelui de la
chaleur. Dans la nouvelle expérience, les hygrométres i cheveu indi-
quaient 72 degrés. En partant des expériences de M. Gay-Lussae sur
cet hygrometre et sur la densité de la vapeur aqueuse, je trouve o™,571
pour Ueflet hygromdtrique de Paiv; en Pajoutant i la vitesse préee-
dente, on aura 335", 715, ce qui ne dillfere du résultat 350™, 889 que
de 37, 174. Cette différence me parait étre dans les limites des petites
erveurs dont la nouvelle expérience ct les ¢léments du caleul dont j'ai
fail usage sont encore susceptibles.

Les savants francats el espagnols envovés au Pérou pour mesurer

un degré du méridien ont fait & Quito Pobservation de la vitesse du son,
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quils ont trouvée la méme & fort peu pres que I'on avait observée i
Paris, quoiqu’il y ait une grande dilférence entre les pressions de I'at-
mosphere dans ces deux villes, la hauteur movenne du baromitre
n'étant h Quito que de 544 millimetres. Cette obscrvation fournit le
moyven de vérifier le théoreme que j'ai donné pour corriger la formule
newtonienne sur la vitesse du son. La vévité de ce théoreme exige que,
C désignant la chaleur spécifique de Pair lorsque la pression est con-
stante, et €, désignant cette chaleur spécitique lorsque le volume est
Gy
harométriques 544 et 760 millimetres : ¢’est en ellet ce que MM. Gay-

constant, le rapport =~ soit & peu pres le méme sous les deux pressions
Lussac ¢t Welter ont (rouve par I'expérience.

La fonction ¥V est inconnue, ct 'avantage des expériences préeé-
dentes est de donner le rapport des deux chaleurs spécifiques de 'air
sans faire aucune supposition sur cette fonction. Il serait cependant
bien intéressant de la connaitre pour la théorie des phénomenes de
pression et de chaleur de 'air atmosphérique. Pour v parvenir, j'ob-
serve que, depuis la pression représentée par 144 millimetres jusqu’a
la pression 1460 millimetres, et depuis la température — 20° jusgu'i
[x température 4o0°, intervalles dans lesquels MM, Gay-Lussac el
Welter ont étendu jusqu'ici leurs expériences, les résultats de ces

expériences comparées a mon analyse donnent c constant el a tres-
.

peu pres égal & 1,3748. En supposant cetie quantité rigourcusement
conslante, ona

N _ €0V
B ]
’ott I'on lire, en intégrant,
[
- t . '
\ - l'{ __a__ \ . lJl

b ¢tant ici le signe d’une fonction arbitraive. La valeur la plus simple
de ¥V comprise dans celte ¢équation est
[

T
V=F-H P— )
f
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I et I étant des conslantes. En v substituant au licu de ; sa valeur
donnée par I'équation
P =qov,

5 ¢tant la température, on aura

Gy

Ve lgule

Dans cette supposition, la chaleur absolue d'une molécule d’uir croit,
sous une pression constante, comme la température », ce qui est con-
forme aux phénomences.

Cette expression de Vosatisfait i la vitesse du son et aux expériences
de MM. Gay-Lussae ¢l Welter. Yoyons comment elle veprésente les
expériences sur la ehaleur que ate abandonne en passant d'une tem-
p(-falurc ¢levée » i une lempératare inlérieure », sous une pl'cssinn
déterminée P La chaleur abandonnée par une molécule d'aiv scra,
dapres Pexpression précédente de V,

A
g (v — v\ PF
el la chaleur abandonnée par un volume d’air i cette pression sera
proportionnelle i cette quantité multipliée par P, paree qu'il y a d’au-
tant plus de molécules d'air dans ce volume que I est plus considé-
rable. En prenant done pour unité cette chaleur abandonnée, celle
qu'abandonnera un égal volume dair dans les mémes circonslances,

mais sous la pression P, sera

)"

MM. Lavoche et Bérard ont consigné deux expériences de ce genre

-

dans leur Mémoire sur la chaleur spécifique des gaz. Dans ces expi-

riences, P’ était égal & 1o05™™,8 el P élait ¢gal & 740", 5.0 s onl

trouvé, dans une premiere expérience, 1, 2127 powr le rapport des cha-

leurs “abandonnées, ¢t 1, 2665 dans une seconde expérience. La frac-

. . . . G

ton précédente, en y substituant 1, 3748 pour ) donne 1,249, ce
a

qui tienta peu pres le milica entree les résultats des deux expériences.
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Les suppositions de Vet « constants donnent

de dp( C ) :
_ = — == - ::—l’l.
. ?.l."

. C . . C o ; .
lant que i sera plus petit que 2, la compression, qui fait nécessaire-
]

ment eroitee la densité o, diminuera la chaleur libre ¢ de la molécule
acrienne ot augmentera sa chaleur latente 1.

Si l'on nomme R le rayonnement de la molécule, on aura R propor-

. b
tonnel i ; on aura done

dn_(c ~ |) do.
_"— - (_:| ’ 7]

La compression augmentera done le rayonnement de la molécule tant

(ue L_. surpassera 'unité; elle le diminuera dans le cas contraire.
Dans le premier cas, il y aura augmentation de température par la
compression el production du froid par la dilatation; dans le second
cas, il v aura production de froid par [a compression et augmentation
de température par la dilatation.

La théorie newtonienne sur le son est fondée sur les deux ¢quations

sulvantes :

dsw O
o = T o
P=qov,

s etant la température et P étant la pression. La premiere de ces équa-
lions esl inexacle, parce que 'air n’agil point sur une couche aérienne
d'une épaisseur infiniment petite par une simple différence de pres-
sion, comme il agirait sur un plan d’une épaisscur sensible. De plus,
la seconde équation n'est vraie que dans I'élat d’équilibre de Tair,
Cependant il est remarquable que ces équations soient exacles, pourvu
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que P, au’lien d’exprimer la pression comme dans I'état d’équilibre,
exprime la quantité Ag?¢?, qui ne représente la pression que dans
I'état ’équilibre; cela donne

Nr 2P dope 2P

P Tralry N U v
. . [ - . T (Ip -
d'ott I'on tire, en substituant pour " sa valeur,

Jd2r P N
= Iy —8Y___
T = 5 T8k

¢quation identique avee celle qui résulte de notre analyse.

lsquations gc'nc'mlcs du mougement des flutdes clastiques.

8. On peut déduire de cette analyse les équations générales du
mouvement des fluides élastiques. Si I'on considere une molécule A
du Nuide, son calorique ¢ sera repoussé par le calorique ¢, des molé-
cules qui forment I'élément dedyds du méme fluide. En nommant /
la distance de cet ¢lément a la moléeule A, o, la densité du méme
¢lément, et représentant par Ilo( /) la lot de répulsion du calorique,
I'action répulsive du calorique de I'élément sur le calorique de la
moléeule A sera

el flpicicdzdyda.

En la multipliant par la variation 3/ de sa direction, le produit sera
I ‘?r(f)Pc cycdfdrdyds.

Sotent X, Y, Z les trois coordonnées orthogonales de la molécule A,
cl.r, y, 5 celles de I'élément; on anra

f= @ = X DY )R (z = 2)y
ce qui donne

of = — (= X)X (o= X)9y o+ (5 — 2)32

S

OFuvres de I.. — V.
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action entiere répulsive du calorique du gaz sur le calovique de la

molécule A, multipliée par I'élément de sa direction, seva ainsi

— llc/ / /p.c. -—IL)[U —X)oN - () — Y)oY + (2 — Z) 67 ) dwdyds,
fa triple intégrale étant prise depuis les valeurs infinies négatives de .,
¥o 3 jusqu'i leurs valeurs infinies positives. On a ensuile

\0.0c Jd.oc Jd.pc

P|C|—-OC‘+(1—-\I 0\ _[ __") ()\' "i-(Z""/t)'*“'{"”’

: étant la densité du fluide correspondante aux coordonnées X, Y et Z.

Solt

r—X=2, y—YVY=y, z-7=2,

la fonction précédente deviendra

it J0.0c  ,0.pc  _,d.pe\o(f)
_"c’ U("“" ox Vo TP o)

X (28X -i- )" 8Y + ' L) dx'dy'dz’.

(RN}

Par la nature de la fonction o( /), on a, entre les limites infinies posi-

tives et négatives,

/ {‘ [ a! _Fr!—)dx'd.r'dz':"'
[[[r tFawara=.
/‘f ?l(j(‘)(lx'd)"([‘:': ™

2L
!

[/jz “—(/Q dz'dy dz’ :[// (’/ ) drdydt
:/Ij/ (—,l dx'dy'd3';

hY

-

[—

dx'dy'dz' = o,

.\
‘
\
&
"
_O
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-

ainsi la fonction précédente devient

—lle f / ‘ / (%(f 3N - ‘—)(-;—f.? Y + 9['):,”‘557.) .1."22‘(7'&111"(1_)"113'.

Concevons un plan perpendiculaire & Taxe des X, a la distance
X -2’5 menons, du point dintersection de ce plan avee 'axe des X,
une droite i la molécule dont les coordonnées sont X -+, Y+,
Z -+ 2. Soient s celte droite et & angle qu’elle forme avee le plan des
X et des Y. On pourra substituer a Pélément da'dy’ds’ I'élément
dv'sdsde. L'intégrale relative o doit étre prise depuis o nul jusqu'i e
¢gal & la circonférence 2z, L'intégrale relative & s doil étre prise
depuis s nul jusqu'a s infini, et l'intégrale relative it 27 doit étre prise
depuis @’ égal it moins infini jusqu'a a” égal & plus infini. De la on

tirera, par ce qui précede,

/ , , 22dz'dy’ ds’ ?—(’—) = 4ak.

Ainsi, en faisant
P=-rnllKp2c?,

la foncetion précédente ou la somme des produits des forces répulsives
du calorique des molécules du gaz sur le calorique de la molécule A

par les éléments de leurs directions sera

6['.

e

Soienl R, S, T les autres forces qui sollicitent cette molécule paral-
lelement aux axes des X, des Y et des Z; 1a somme des produits de ces

lorces par les eléments de leurs directions sera
RGN - 86Y -+ TdZ.

Enfin, les produits des mouvements détruits par les éléments de leurs
directions seront
97

PEDN 1Y d
Jrt

jin 0% g

IPTE d)

e7;

19.
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on aura done, par le principe des vitesses virtuelles,

2\ Ny 27
(L) 0= —aP + sRAX 4+ pS3Y + oTok — p o> aX —p* \6\'—93—,:

or? Porr a2.

Il faut joindre & cette équation celle du rayonnement de la molécule,

(qui est, en représentant 2=1K par £,
Il"DCT: fqu.

Il faut y joindre encore I'équation (K) du n° 33 du Livre I*%, équation
qui est relative & la continuité du fluide. On aura ainsi les équations
générales du mouvement des Qluides ¢lastiques.

Du melangc de pluswur; gas.

9. Si plusieurs gaz, soumis & Ia pression I et a la température «,
sont mélés ensemble dans un espace tel qu'tls conservent la méme
pression et la méme température, alors, en nommant ¢, ¢, ... les
volumes respectifs de ces gaz avant le mélange et U le volume total
apres le mélange, on aura, comme il est [acile de Ie démontrer par ce
(qui preécede,

U=v-+v'+....
Les divers gaz finiront par se méler entre eux de maniere que la
plus petite partic du mélange renlerme dans la méme proportion les
molécules des divers gaz. Dans cet état, la chaleur libre ¢ d'une molé-
cule A séra la méme qu’avant lIe mélange. En eflet, les équations (A)
du n° 5 donnent, avant comme apres le mélange,

eIl =qu.

La chaleur absolue ¢+ ¢ de la molécule A reste encore la méme;
car, la molécule A étant soumise dans le mélange a la méme pression
et & la méme température quavant le mélange, ct sa chaleur libre ¢
élant la méme, sa chaleur absolue ¢ + ¢, qui ne peut dépendre que de
ces trois choses, doit rester la méme.



LIVRE XIL 19

La chaleur spécifique du mélange, sous une pression conslante ou
sous un volume constant, est visiblement, p, ¢', ... ¢lant ici les nombres
de grammes de chaque gaz,

On peut done facilement'la conclure des expériences sur la chaleur
spéeifique de chacun des gaz.

Considérons présentement les mouvements des molécules du mé-
lange. 1l est facile de conclure de Panalyse précédente que, st 'on
[ait

P=arzllK(pc+p'c'+...)3,
Ia somme des produits des actions répulsives du calorique des molé-
cules du mélange sur le calorique ¢ d’une molécule A du premier gaz
par les éléments de leurs directions sera

VanllK
C s O
Ve

P;

I'équation du mouvement de la molécule A sera done

92X MY, 0,
__VRARIK e esv man . PNy PV ey 0,
0= — Y25 G0 4 REX - SOV + TaZ — 5.3 90X — 28y — S o7

Pour une molécule A" du second gaz, infiniment voisine de A, I'équa-
tion du mouvement sera

la < TIK )
0= — ¢ ‘“%"‘ 3P 4 WX’ - &Y -+ T'8%
:

ED 9y’ Jd?7

— o N G Y G o

et ainsi de suite. Toules ces équations sonl différentes si e, ¢, ...
sont différents. Relativement aux gaz azole ct oxygene, éléments de
notre atmosphere, ¢ et ¢’ sont peu différents. Les molécules des divers
gaz se sépareraient dans I’état de mouvement si elles n’étaient pas
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relenues par des forces incomparablement -plus’ puissantes que les
lorces qui accélerént lears mouvements. Dans les corps solides, ces
forces sont les altractions ‘mutuelles de lTeurs molécules, 'qui font
qu'elles s'entrainent réciproquement. Dans les gaz, ces forces sont
celles qui dépendent des premitres puissances de 27, », =° dans 'ana-
Ivse précédente, el qui se déteuisent mutuellement dans Pétat d’équi-
libre et d’'un mélange complet des divers gaz. Ces forces, par la nature
de la fonction 5( /), sont incomparablement plus grandes que les forces
accélératrices du mouvement, qui dépendent des carrés de 2, y', 5"
Llles renaitraient pour peu que les molécules des divers gaz se sépa-
rassenl, ¢t par L elles s'opposent & leur séparation, comme clles éta-
blissent I'équilibre stable du mélange en répandant les molécules des
divers gaz suivanl la méme proportion dans toutes les parties de ce
mélange. On peut done, dans I'état de mouvement, considérer comme
molécule du mélange un groupe inliniment petit des molécules des
divers gaz, dans lequel ces molécules sont en méme proportion que
dans le mélange total, et Pon peut supposer les molécules de chague
groupe lides fixement entre elles. C'est aux forces dont je viens de
parler quest due P'équation de continuité dans le mouvement des
fuides.

Déterminons, dapres ce qui précede, la vitesse du son dans un
mcélange de plusicurs gaz, et, pour simplifier les calculs, ne considé-
rons ue deux gaz. Soient g et p’ les nombres de grammes de chaque
waz contenus dans 1 litve du mélange, sous fa pression I et & la tempé-
rature . Soient, & Ln méme pression et i la méme température, (o) et
(¢') les nombres de grammes de chaque gaz venfermés séparément dans
t litre pris pour unité d’espace. Désignons encore par G et G, les deux
chaleurs spécifiques du premier gaz et par (7, € les mémes quan-
tités pour le second gaz. Ces deux chaleurs refatives au mélange se-
ronl '

Ainsi Pexpression de la vitesse du son dans une atmosphere formée de
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ce mélange sera

/”‘l' pli4-p'C
\ p+p pCia-0'C)

[’exces du carré de cetle vilesse sur le earré de la vitesse du son dans

le premier gaz sera done

P opCpCC PG
p+4-p" pli+p'Cy  (p) Gy
on a ensuite, comme il est facile de le voir, :

P
o')

p

P _*, -

(p)
On conclut de li ee singulier paradoxe, savoir que, dans le mélange de
deux gaz, la vitesse du son peut n'étre pas inteemédiaive entre les deux
vitesses du son dans chaque gaz; elle peut surpasser la plus grande ou
étre inférieure @ la plus petite. En supposant égales les vitesses du son

dans chacun de ces gaz, ce qui donne

on trouve l'exces du carré de la vitesse du son dans le mélange sur le

carré de Ta vitesse du son dans chaque gaz égal i

Pep'[(e) — (p)]{C"—- C) |
(0) (') (p+p') (ply -+ ')’

ainsi, dans ece cas, la vilesse du son dans le mélange surpassera
celte vitesse dans chaque gaz ou lui sera nlérieure, suivant (que
[(o") — ()] (7= C) sera positif ou négatil.

Des atmospheres.

10. Les fluides élastiques ne peuvent exister qu'autant qu'ils sont
conlenus par une cause extérieure qui les empéche de se dissiper, telle
(que les parois d'un espace limité, ou par une force intéricure, telle

que Paltraction d'un grand corps qu'ils environnent : ¢’est e cas des
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atmospheres de la Terve et des corps célestes. Je vais considérer ici
o L) - N ~ > - b
spéeialement Patmosphere terrvestre.
Imaginons un tuyau conique trés-étroit dont le sommelt soit au centre
de la Terre et qui s'éleve jusqu’aux limites de 'atmosphere. Représentons
par R le ravon terrestre et par s Ia hauteur, au-dessus de la surface de

la Terre, d'une moléeule aérienne située sur I'axe du cdne; sa pesan-
i

teur sera -, F—, —5’; ¢tant la pesanteur i la surface de la Terre. Soient
(R=5)7" R
¢ la chaleur de la molécule, « la température de I'espace ou de la par-
tie du tuvau qui correspond & cette molécule; on aur
kper—qu;-
ensulle on aura, par ce qui précede, dans I'état d'équilibre,
ar r
_T B s
P (R +s)?
On peut ici changer § en d, parce que 'on ne doit considérer que la
seule coordonnée s, et alors on a
gods
dp = — &
(“ -+ Sl-l
P est égal a £3%¢?, e, dans I'état d’équilibre, il exprime la pression.
On a donc
P =qpu,
ce qui donne
1 ds
dp = — 6

qu(R =52’
d’otr I'on tire, en intégrant,

gds

P = (p) c_-} :T,I_{I:-:-r_s,_',
MBI P
(P), (2)y (1) étant ce que deviennent P, ¢ et wi la surface de Ia Terve,
et ¢ ¢tant ici le nombhre dont le logarithme hyperbolique est 'unité.
Ces deux équations servent de fondement aux théories du baronietre
el des réfractions.

Pour déterminer la vitesse du son dans le sens vertical, j"observe
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A v . . - - -
que, si Pon suppose 'aie renfermé dans un tube vertical exlindrique,

ce qui ne change point 'expression de la vitesse, comme il est facile

stant la hauteur initiale de

’ “u
'

de s'en assurer, el

la molécule, on aura; par ce qui précede,

N5t P ) do
orr =y AT T

T
X

Si|og

'on développe cetle équation, les termes indépendants de s se
détruisent par les conditions de I'équilibre, et T'on trouvera, pour

I'expression fort approchée de la vitesse du son,

G étant la chaleur spécifique de I'aie sous une pression queleonque P
et correspondante i la température u; G, est sa chalewr spéeifigne sous
un volume constant, a la pression P et & la température . Cette
expression est une fonetion de S; en la désignant par M, on aura, &

tres-peu pres, pour le temps ¢ ue le son emploie & s'é¢lever a la hau-

teur S,
_ /'5’5
Jw

Dans le systeme des ondes lumincuses, il faut considérer chague
molécule de lumicre comme un point répulsif, dont la répulsion ne
s'exerce sensiblement qu'a des distances sensibles. Iei la considéra-
tion de la température devient inutile et ¢ doit étre supposé constant;
on peut le prendre pour la molécule méme, au licu que, dans les gaz,
la chaleur qu'il représente est distinete de la molécule et varie avee la
température, ce qui distingue essentiellement le fluide tumineox des

«az (qui nous sont connus. On a, dans le cas de I'équilibre,

v Rods

== e
I': Il'pec‘z,

AC (’p (l{—{—‘y;'-',

OFuvresde L. — Y, i IV



15% MECANIQUE CELESTE.

e, enndégrant,

o

b R R (L

() étant Ta valeur de 5 lorsque s est infini.

St Fon concoit maintenant que le corps dont le fluide est Fatmo-
sphiere le fasse vibrer pour produire la lumiere, on trouvera, par Pana-
Ivse exposcée ci-dessus, que Favitesse de Ta lumiere est, i fort peu pris,
dans le sens vertical, \24:¢% on

/
\,/ ahifole? 4

o
S

TR

En supposant done qu'ainsi que dans les atmospheres de Ta Terre el

—5 elle sera

des astres, () soit nul, fa vitesse de la lumiere sera \/"ﬁ .

nulle & une distanee infinie, et i la surface elle sera \/ﬁ

A i surlace du Soleil, cette vitesse n’est pas la sept-centieme partie
de celle de Ta Tumicre, telle qu'on 'a observée; car, en nommant «
Pespace dont la pesanteur fait tomber les corps v eette surlace dans la
premiere seconde prise pour unité, on a

g
2z == -

SRR 1t

’

ee qui donne

It

Celte devmiere quantité est d’envivon 437 8ro metres, et elle n'est pas
la sept-centieme partie de Pespace déervit par la lumitre dans une
seconde. Il fant done supposer (g), dans Pespace, incomparablement
plus grand que Paceroissement de densité du fluide da i la pesanteur
solaire; nous ne connaissons, dans I'espace eéleste, aucune foree com-

primante qui puisse donner a (p) cette valeur.
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De la vapeur aqueuse.

(1. SiPon introduit un volume d’eau dans un vase vide Iwrnu’-iiqm--
ment fermé et placé dans un espace d'une lomp(-r:llurc:(lnnn(-v. il
Sélevera de la sweface du liguide des vapeurs qui continueront de
sélever jusqu'i ce que leur pression aveéte cet effet.” La pression et la
densité de la vapeur parvenue i cet état d’équilibre sont d’autant plus
arandes que Ta chaleur de Pespace est plus considérable. On a formé
par Uexpérience des Tables du rapport entre la pression et la tempé-
rature; mais la loi rigourcuse de ce rapport n'est connue ni @ priori ni
par les observations. Appliquons i cette vapeur naissante la formule
suivante, que nous avons donnée dans le n° 7 pour les gaz:

) I

V=4 Illgult
Il est facile d'en conclure que, st P'on désigne par V' le nombre de
arammes d'eau bouillante sous la pression barométrique o™, 76 dont
la chaleur employée & former o gramme de sa vapewr peut élever de
1 degré la température; si Fon nomme ensuite § et 5, les nombres de
agrammes de ce hguide dont la tempérvature peut étee élevée de a de-
aré par les chaleurs employées pour élever de 1 degré la température
de 1 gramme de vapeurs lorsque la pression P oreste constante el
lorsque le volume est constant; enlin si Fon nomme (5) ¢t {5) e que
deviennent § et s, lorsque PP est ¢gale i la pression l):n'mn('lriqlu.- o",~0,

\
: - ! f s
" 1 L — v |,

I ¢tant une constante et P exprimant ici le nombre de fois que la pres-

[
Yy

Vi 1" 4-

sion P contient la pression bavométrique o™, 76. I est facile de voir
(que F'— ¢ est le nombre de grammes d'ean i fa températore de roo de-
grés dont 1 gramme de vapeurs de cetle température el sous la pres-
sion 0™, 76, réduites en liquide, éliverait de 1 degré Ia température.
Ce nombre, d'apres un arand nombre d'expériences, est a peu pros

20 .
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caal & 3505 ainsi 1 gramme de vapears, en se véduisant en cau a la
température de roo degrés, éleverait de 1 degré la température d'un

nombre de grammes d’eau égal
h L,
sse e ) e ).
- ‘u ’

On aura, par ce qui précede, les valeurs de s et de (o) en ajoutant aux

températures tndiquées par un thermométre d'air 266°3, ee qui donne

Suvanl quelques physiciens, e terme

€ I

L [u p? . (J\]
o .

se réduil a ?;;#'—}, ce qui suppose (5) =1, c’esl-d-dive que la chaleur
spécifique de Ia vapeur aqueuse est égale & celle de 'eau bouillante.
g
Cela suppose encore que %' est égal & I'unité. Mais ces deux supposi-
tions pourraient n'étre quwapprochées et représenter les expériences
de ces physiciens dans les limites des erveurs dont ees expériences
délicates sont susceplibles. D'autres physiciens ont eru trouver ce terme
nul par leurs expériences. Ce terme ne peut devemr nul qu'en suppo-
sanl (%) nul, ce qui est impossible et ce qui parvait d'ailleurs contraire

aux expériences que 'on a faites pour déterminer (6).

Considérations sur la theéorie précédente des gaz.

12. Je terminerai ces recherches par les considérations suivantes.
La théorie précédente du son est fondée sur la seule hypothse (ue
I'état élastique d’un gaz est da i la force vépulsive du ealorique libre ¢
de chagque molécule du gaz, hypothese hien naturelle et qui me parait
clairement indiquée par I'aceroissement du ressort des gaz lorsque
leur chaleur augmente. Alors on a, comme je l':!i fait voir ci-dessus,

P = fp2e?,
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et Pon en conclug, par ce qui précide,

f!i:l‘ dp

oF T pdX’

Ensuite, le peu de durée d'une vibration aérvienne permet de supposer
insensible la perte qu'éprouve la chaleur absolue ¢ + ¢ de la molécule
vibrante pendant la courte durée de sa vibration, durée qui n'excide
pas une lieree. Considérant donc cctte chaleur comme une fonction v
de la pression P et de la densité 5 du gaz, ce que F'on peut faire
puisque, celte pression et cette densité étant déterminées, la chaleur
absolue ¢ + ¢ el la chaleur libre ¢ sont déterminées, on peut supposer v

constant pendant la durvée de la vibration, ec qui donne

. fll'

0= I'-

JOV dp oV

T P

d’oit 'on tive Pexpression précédente vake(1—%) de lavitesse du son
et le théortme que j'ai publié dans les Annales de Physique et de Clhimic
de 1816, suivant lequel il faut, pour avoir cette vitesse, multiplier la
S . g . , DI

formule newtonienne y2/e par la racine carrée du rapport & G étant

N

la chaleur spécifique du gaz lorsque la pression est constante, el
(, ¢tant sa chaleur spécifique lorsque son volume ou sa densite sont

constants.

Ayant supposé précédemment

d.pc do
CPE (1 —8)s,
pe ¢
il en résulte
de do
— = .
La supposition de la chaleur absolue ¢ +- ¢ constante donne de = —di:
on a donc
. d
di =6c¢ —E',
g

ainsi la chaleur latente ou combinée ¢ de Pair s'acevoil par la pression,



138 MECANIQUE CELESTE.

du moins o la surface de Ia mer. A cette surlace, les observations sur

£ =0,3. \insi 'existence d'une chaleur

le son donnent & peu prés
lateute ¢ et son aceroissement par la pression sonl des résultats de I'ob-
servation. L'existence d'une chaleur latente £ est encore indiquée par
les expériences de MM. Laroche ¢t Bévard sur la chaleur spécifique de

Iair. En ellet, on a

r])
[ == W
! \ e
L'équation .
P =qau
donne
Il
P
on a done
qu
[ fopemnny 'LTL'
\/pll'

St la chaleur libre e était 1a chaleur absolue ¢ -=¢ ou si la chaleur
L. A D o1 .

atente ¢ ¢tait nulle, on aurait 71 ¢gal & =+ On aurait done, dans I'ana-

Ivse que nous avons donnée sur les expériences de MM. Laroche el

Bérard,
t,

() e

\

el ces expeériences donnent, par un milieu, le premier membre de cette
cquation égal or, 24,

La théorie que jwi proposée sur la chaleur suppose le ravonnement
du caloviques; la faeilité d'expliquer par ee ravonnement les divers
phénomenes de la chalear T'a fait admettre par le plus grand nombre
des physiciens. Mais ma théorie ajoute i la supposition de ce rayonne-
ment celle de sa production par la foree répulsive du ealovique hibre
des molécules environnantes. Cest ce que je vais déduire des phéno-
menes a Pegand des gaz.

La loi de Mariotte donne

P=polu’
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a clant la température, que je représente iei par la densité du Nuide
diseret produit par les rayonnements des divers corps renfermés dans

un espace. Pour un autre gaz, on a
P =5 dlu),

¢ ¢tant la densité de e nouveau gaz. Suivant la loi de M. Gay-Lussac,
la pression P restant la méme, le rapport de ¢ i ¢ reste le méme, quelle
que soit la température u; le rapport de o(u) i 4(u) est done constant.
quel que soit &, ce qui donne

olw)=q I,
e =q" i,

g ¢l ¢" étant des constantes et 1i{w) étant une fonetion quelcongue

de 2, commune i tous les gaz; alors on a
P=gollu}=ko2c2.

Désignons par R le rayonnement d’une moléeule d'un gaz; ce ravon-
nement est égal & Pabsorption du calorique discret de I'espace par a
molécule, en vertu de I'équilibre de température, et cette absorption

doit élre supposée proportionnelle i u#; on a done
R = fu,
/ ¢lant une constante dépendante de la nature du gaz; done

R == k- ef kpe _¢fu_

g Hiu) RIS
Ainsi, en considérant le rayonnement comme produit par une force
agissant sur le calovique ¢ de la molécule proportionnellement i ce
calorique, Uintensité de cette force sera proportionnelle & ces or e
est, parle n® 6, proportionnel i la force répulsive du calorique du gaz:
la force productrice du rayonnement est done proportionnelle i cette
force répulsive. La méme chose a lieu relativement au mcélange de plu-
sicurs gaz, car, ce mélange élant supposé sowmnts a la méme pression

cLa la méme température que le gaz dont je viens de parler et que je
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suppose entrer dans ce mélange, le ravonnement d’une molécule A de
e gaz sera le méme dans ces deux cas. Lorsque le gaz est entré dans le
mélange, les forces extérieures ui agissent sur la moléecule; savoir

la température et la force répulsive du calorique environnant, qui est

. P , -
proportionnelle & z¢ +-7'¢’-+... ou 2 \/E’ ¢tant supposées les mémes,
'état intéricur de la molécule A doit étre encore le méme; amnsi la
chaleur libre ¢ de la molécule, sa chalewr absolue ¢ +1 el son rayonne-
ment R doivent étre les mémes dans le cas ol le gaz existait seul el
dans le cas ou il entre dans le mélange. On a donc encore dans ce
dernier cas, comme dans le premier,

efu

—  cfu
R=yDF- ¢ s
b=yl g N )

g1l u)

=={sec=2-0¢ .. )k

Le vavonnement est ainsi proportionnel i la force répulsive du calo-
rique du mélange. Il est done naturel de prendre cette foree vépulsive
pour la force méme qui fait ravonner le calorique de Ta molécule.
Cette force produit par son action I'état gazeux du fluide, sa pres-
sion P et le ravonnement R de ses molécules, en détachant les pareelles
du calorigue qu’elles tendent & vetenir par leur attraction. Si, comme
il est naturel de admettree, ce dernier eflet ne dépend, comme le
second, que du produit de eette foree par le calovique ¢ contenu dans

1
I ee)
niere la plus simple de concevoir ue la fonetion Ti( ) soil commune i

la molécule A, alors devient une constante. C'est d’ailleurs la ma-

tous les gaz, et nous Pavons adoptée. On voit ainsi que les hypotheses
sur lesquelles ma théorie de la chaleur est fondée sont toutes indiquées

par les phénomines.
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LIVRE XIII.

DES OSCILLATIONS DES FLUIDES QUI RECOUVRENT LES PLANETES.

T =

CIIAPITRE PREMIER.

NOTICE HISTORIQUE DES RECHERCHES DES GEOMETRES SUR CET OBIET

ET SPECIALEMENT SUR LE FLUX ET LE REFLUX DE LA MER.

I. Newton a donné le premier la vraie théorie du flux ¢t du rellux
de la mer, en la rattachant & son grand principe de la pesanteur uni-
verselle. Kepler avait bien reconnu la tendance des caux de la mer
vers les centres du Soleil et de a Lune; mais, ignorant la loi de cette
tendance et les méthodes néeessaives pour la soumettre au caleal, il
n'a pu donner sur cel objet quun apercu vraisemblable. Galilée, dans
ses Dialogues sur le svstéme du monde, exprime son élonnement et ses
regrets de cc qu'un apereu qui lui semblait ramener dans la philo-
sophie naturelle les qualités occultes des anciens cat été présenté par
un homme aussi pénétrant que Kepler. I expliqua le flux et le reflux
par les changements diurnes que la rotation de la Terre, combinée
avee sa révolution autour du Soleil, produit dans le mouvement ah-
solu de chaque molécule de la mer. Son explication lui parut tetle-
ment incontestable, qu'il la donna comme 'une des preuves prineipales
du systeme de Copernic, dont la délense lui suseita tant de persécu-
tions. Les découverles ultéricures ont confirmé I'apercu de Kepler et
détruit Pexplication de Galilée, entierement contraive aux lois de

21.
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I'équilibre et du mouvement des fluides. Je n'en parle ici que pour
montrer jusqu'a quel point les meilleurs esprits s'abusent quelque-
fois sur leurs propres conceptions.

La théorie de Newton lk)m'ﬁ‘l; en 1687, dans son Ouvrage des Principes
mathématiques de la philosophie naturelle. Ce grand géometre, dans le
Corollaire 19 de la Proposition 66 du premier Livre, concoit un canal
circulaire environnant la Terre -et rempli d'un fluide qui, tournant
avec elle, est attiré par un astre. Il observe que le mouvement de
chaque molécule luide doit étre accéléré dans ses conjonctions el
dans ses oppositions avee cet astre, et qu'il doit étre retardé dans ses
quadratures, en sorte que le fluide doit aveir un mouvement de flux
el de reflux analogue & eelui de la mer; mais il ne donne ni la loi ni
la mesure de ce mouvement. L'explication véritable de ce phénoméne
est renfermée dans les Propositions 26 et 27 du troisieme Livre, ol
Newton détermine les forces du Soleil et de la Lune pour mouvoir les
caux de la mer. Il y considere Ia mer comme un fluide de méme den-
site que la Terre, qu'il recouvre tolalement, et qui prend & chaque
mstant la figure ol il serail en équilibre sous I'action du Soleil. Ln
supposant ensuile que cette figure est celle d'un ellipsoide de révolu-
tion dont le grand axe est dirigé vers le Soleil, il détermine le rap-
port des deux axes par le méme procédé qui lui avait donné le rapport
des axes de Ia Terre aplatie par la force centrifuge de son mouvement
de rotation. Le grand axe de Dellipsoide aqueux élant dirigé constam-
‘ment vers le Soleil, Ia plus grande hauteur de la mer dans chaque
porl, quand le Soleil est & 'équateur, doit arriver & midi et a minuit;
le plus grand abaissement doit avoir lieu au lever et au coucher de
cet astre. L’action de la Lune produit un ellipsoide semblable, mais
plus allongé, parce que I'action de cet astre est plus pijissanlc. Le peu
d’excentricité de ces ellipsoides permet de les concevoir superposés
I'un a I'autre, en sorte que le rayon de la surface de la mer soit Ia
somme des rayvons correspondants de leurs surfaces, moins le rayon
correspondant de la surface d'équilibre que la mer prendrait ‘sans
I’action des deux astres.



LIVRE XIIL 163

De i naissent les prineipales variétés du flux et du reflux de la mer.
Dans les syzygies, les deux grands axes coincident, et la plus grande
hauteur de la mer arrive aux instants de midi et de minuit. Le plus
grand abaissement a lieu au lever et an coucher des astres. Dans les
quadratures, le grand axe de Pellipsoide lunaire et le petit axe de
I'ellipsoide solaire coincident. La pleine mer a done licu au lever el
au coucher des astres, et elle est le minimum “des pleines mers; la
basse mer arrive aux instants de midi et de minuit; elle est le maxi-
mum des basses mers. En exprimant done Iaction de chaque astre
par la dilfévence des deux demi-axes de son cllipsoide, qui lui est
évidemment proportionnelle, on voit que, si le port est situé¢ i P'équa-
teur, Pexces de la plus haute mer syzygie sur la plus basse mer syzyuie
exprimera la somme des actions lunaire et solaive, et Uexces de la
plus haute mer quadrature sur la plus hasse mer quadrature exprimera
la différence de ces actions. Si le port n'est pas i I'équateur, il faut
multiplier ces excis par le carré du cosinus de sa latitude. On peut
done, par l'ebservation des hauteurs des marées syzygies el quadra-
tures, déterminer le rapport de I'action de la Lune & celle du Soleil.
Newlon conclut de quelques observations [aites a Bristol que ce rap-
port est celui de six et un tiers & I'unité. Les distances des astres au
centre de la Tevee influent sur tous ces effets, 'action de chaque astre
¢lant réciprogue au cube de sa distance.

Quant & lintervalle des pleines mers d’un jour a Pautre, Newton
observe qu'il est le plus petit dans les syzvgies, qu'il croit en allant
d'une syzygie a la quadrature suivante; que, dans le premier octant, il
est ¢égal & un jour lunairve et qu'il est & son maximum dans la quadra-
ture : qu'ensuite il diminue; que, & l'octant suivant, il redevient égal
au jour lunaire, et que, enfin, dans la svzygic il reprend son minimum.
Sa valeur moyenne est le jour lunaire, en sorte qu'il v a autant de
pleines mers que de pnésages de la Lune au méridien supéricur et infe-
ricur. »

Tels scraient, suivant la théorie de Newlon, les phénomines des
marées si le Soleil et la Lune se mouvaient dans le plan de équateur.
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Mais I'observation a fait connaitre que les plus hautes mers n’arrivent
point au moment méme de la syzygie, mais un jour et demi apres.
Newton attribue ce retard au mouvement d’oscillation de la mer, qui se
conserverait encore quelque temps si 'action des astres venait & cesser.
La théorie exacte des ondulations de la mer produites par cette action
fait voir (ue, sans les circonstances accessoires, les plus hautes pleines
mers coincideraient avec la syzygic et que les pleines mers les plus
hasses coincideraient avee la quadrature. Ainsi leur retard sur les in-
slants de ces phases ne peut étre attribué a la cause que Newton lut
assigne : il dépend, ainsi que Uheure de la pleine mer dans chaque port,
des circonslances accessoires. Cet exemple nous montre combicen on
doit se défier des apercus méme les plus veaisemblables, quand ils ne
sont point vériliés par une rigourcuse analyse.

Cependant la considération de deux cllipsoides superposés I'un a
I"autre peut encore représenter les marées, pourvu que 'on dirige le
grand axe de I'ellipsoide solaire vers un Soleil fictif, toujours égale-
ment ¢loigné du vrai Soleil. Le grand axe de P'cllipsoide lunaire doit
é¢tee parcillement dirigé vers une Lune fictive, toujours également éloi-
gnée de la véritable, mais & une distance telle que la conjonction des
deux astres fictifs n’arrive qu’un jour et demi apres la syzygie.

Cette considération de deux cllipsoides, étendue au cas ot les astres
se meuvenl dans des orbes inclinés a I'équateur, ne peut se concilier
avee les observations. Si le port est situé a I'équateur, elle donne, vers
le maximum des marées, les deux pleines mers du matin et du soir &
tres-peu pres égales, quelle que soit la déclinaison des astres; scule-
ment I'action de chaque astre est diminuée dans le rapport du carré du
cosinus de sa déclinaison i I'unité. Mais, si le port a une latitude, ces
pleines mers pourraient étre fort diflérentes, ct, quand la déclinaison
des astres est égale a 'obliquité de I'écliptique, la marée du soir a Brest
serail environ huit fois plus grande que celle du matin. Cependant les
observations tres-multipliées dans ce port font voir qu'alors ces deux
marées y sont presque égales et que leur plus grande différence n'est
pas un (rentieme de leur somme. Newton attribue Ia pelitesse de cette
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diflérence & la méme cause par laquelle il avait expliqué le retard de
la plus haute mer sur I'instant de la syzygie, savoir au mouvement
d’oscillation de la mer, qui; suivant lui. reporte une grande partie de
la marée du soir sur la haute mer suivante du matin et rend ces
deux marées presque égales. Mais la (héorie des ondulations de la mer
fait voir encore que celle explication n’est pas exacte el (ue, sans les
circonslances accessoires, les deux marées conséeulives ne seraient
¢gales que dans le cas ot ln mer aurait partout la méme profondeur.

Newton, dans les éditions suivantes de son Ouvrage, n'a presque
rien ajouté i sa théorie du flux et du reflux de la mer, exposée dans
la premiere; seulement il a cu égard, dans le caleul de I'action de la
Lune, au changement de la distance lunaire, produit par I'mégalité de
la variation. La plus haute mer suivant d'un jour ¢t demi I'instant de
la syzygie, il a eru que dans le caleul du maximum de Ia marée I'ac-
tion du Soleil devait étre multipliée par le cosinus du double du mou-
vement synodique de la Lune pendant cet intervalle. Mais cette cor-
reclion est lautive, parce que la marée dans un port n'est pas le
résultat de 'action immédiate des astres, mais celui de leur action
antérieure d'un jour et demi. On peut assimiler ces marées a celles
qui, ¢tant dues a Paction immédiate des astres, emploteraient un jour
et demi & parvenir dans le port. -

En 1538, I'Aeadémic des Sciences proposa la cause du flux et du
reflux de la mer pour le sujet du prix de Mathématiques qu’elle
décerna en 1740, Quatre pieces furent couronnées : les Lrois premieres,
fondées sur le principe de la pesanteur universelle, étaient de Daniel
Bernoulli, d’Euler et de Maclaurin. Le jésuite Cavalleri, auteur de la
(uatrieme, avait adopté le systeme des tourbillons. Ce fut le dernier
honneur rendu i ce systeme par I'Académie, qui se vemplissait alors
de jeunes géomelres dont les heurcux travaux devaient contribuer si
puissamment aux progres de la Mécanique céleste.

Les pieces qui ont pour base la loi de la pesanteur universelle sont
des développements de la théorie de Newlon : elles s'appuient non-seu-
lement sur cette loi, mais encore sur I'hypothése adoptée par ce grand



168 MECANIQUE CELESTE.

géometre, savoir que la mer prend i chaque instant la figure our clle
serait en équilibre sous lastre qui Pattire. La pivee de Bernoulli est
celle qui contient les développements les plus étendus. L'auteur re-
cherche d'abord la figure d’équilibre de la mer attirée par le Soleil,
dans le cas ol ce Mluide recouvrirait la Terre entiere, supposée sphé-
rique et formée de couches sphériques dont la densité varic du eentre &
la surface, suivant une loi quelconque. 11 congoit deux canaux commu-
niquant ensemble au centre de la Terre, le premier étant dirigé vers le
Soleil et le second étant perpendiculaire au premier. Ces deux canaux
sont remplis des parties des couches terrestres et de la mer gu’ils tra-
versenl; il suppose toutes ces parties fluides dans Uintérieur des
canauy, ct il détermine I'allongement de la colonne dirigée vers le
Soleil pour qu'elle soit en équilibre avee 'autre colonne. La loi de
densité des couches du sphéroide terrestre peut étre coordonnée de
maniere que la formule & laquelle on parvient ainsi donne un allonge-
ment propre i satisfaire aux hauteurs observées des marées, pour les-
quelles Bernoulli juge que la formule de Newton donne des résultats
trop faibles. En appliquant a I'atmosphere la formule de Bernoulli, on
trouve que, dans U'intervalle de la haute mer & la basse mer suivante, la
hauteur du barometre varierait d’environ 150 millimetres vers les
syzygies; et eependant les observations n'indiquent alors aucune varia-
tion sensible dans le bhavométre, ce que Bernoulli attribue au ressort
de I'aiv, qui, suivant lui, rétablit trés-promptement I'équilibre de I'at-
mosphere. Un rétablissement aussi prompt, dans une masse fluide
aussi élendue, est trop conlraive aux principes du mouvement des
fluides pour étre admis; mais d’Alembert, dans ses recherches sur la
cause des vents, a remarqué le vice de la formule de Bernoulli, en ce
que, le globe terrestre étant solide, on ne doit point élendre jusqu'a
son centre I'équilibre des canaux, qui n’a lieu que pour les canaux
extéricurs i ce globe. Cette formule n’est exacte que dans le cas ol la
densité de la mer est égale a la densité movenne de la Terre, et alors
elle donne le résultat de la formule de Newton.

Bernoulli détermine les hauteurs et les heures des marées, en sup-
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posant d'abord le Soleil et la Lune mus dais le plan de Péquateur. 11
donne lés expressions de ces quanltités, en avant égard aux varviations
de la distance de la Lune &' la Terve, et il réduil ces expressions en
Tables. H conclut le rapport des actions du Soleil et de la Lune sur la
mer des retards journaliers des marées, vetards qui sont a leur mini-
mum dans les syzygies et a leur maximum dans les quadratures. Ce
moyen d’obtenir ee rapport lui semble préférable i la considération du
maximum el du minimum des hauteurs, employée par Newlon. Cepen-
dant, I'observation des hauteurs des pleines mers ¢lant plus lacile et
plus sire que celle des heurves de leur arrvivée, elle doit donner une
valeur plus préeise de ce rapport; pourvu qu'on ait égavd i toutes les
causes qui peuvent la modifier. Par cetle raison, j'ai préféré pour cet
objet la considération des hauteurs des marées. Quant au retard des
maxima et des minima des marées sur les instants des syzygies el des
quadratures, Bernoulli 'atteibue, comme Newton, i Uinertie des eaux
de la mer, et peut-étre, ajoute-t-il, une partiec de ce retard dépend du
temps que Paction de la Lune emploie & parvenir & Ta Terre. Mais jai
reconnu que lattraction wmiverselle se transmet entre les corps
célestes avee une vitesse qui, si elle n'est pas inlinie, surpasse plu-
sicurs millions de fois la vitesse de la lumiere, et Ton sait que la
lumiere de la Lune parvient en moins de deux secondes i la Terve,
Bernoulli considere ensuite le cas de ta natare, dans lequel les orbes
du Soleil et de Ia Lune sont inclinés i équateur. Il trouve que excis
des hautenrs de deux pleines mers conséculives 'une sur Pautre serait
tres-grand dans nos porls vers les syavgies solsticiales. 11 explique,
comme Newlon, le peu de dillérence que Fon observe entre ces hau-
teurs par le mouvement d'oscillation de Ia mer, en vertu duquel Ia
plus grande ‘marée donne, & tres-peu pres, i la plus petite ce qui
manque & celle-ci pour I'égaler. Mais nous avens remarqué ci-dessus
le vice de celte explication. Bernoulli termine sa piece par la re-
cherche du point fixe auquel it convient de vapporter les hauteurs des
pleines mers. 11 place ce point i la surface d’équilibre que la mer pren-
drait si le Soleil et la Lune cessaient de Pagiter, et il trouve qu'il est

OFucres de 1. — V. 22
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aux deux tiers de 'intervalle du maximum des hautes mers au mini-
mum des basses mers, ce qui n'est pas exact, par les considérations
suivantes. L'expression des actions du Soleil et de la Lune, développée
en cosinus d’'angles proportionnels au temps, est formée de deux par-
ties, I'une indépendante du mouvement de rotation de la Terre, I'autre
dépendante de ce mouvement.'La premiere partie néleve pas, a Brest,
la mer d'un tiers de metre au-dessus de sa surface d’équilibre. Elle
n'est point sensiblement modifiée par les circonstances accessoires.
L'autre partie, considérablement augmentée par ces circonslances,
¢leve la mer autant au-dessus de sa surface d’équilibre qu’elle 'abaisse
au-dessous. C'est donc & fort peu pres au milicu de Uintervalle de la
plus haute a la plus basse mer que le point dont il s’agit doit étre
place.

Luler, dans sa picce, congoit d'abord, ainsi que Newton et Daniel
Bernoulli, la mer en équilibre sous I'action du Soleil. Il détermine la
figure qu'elle doit prendre pour étre en équilibre par la condition que
la force dont chaque molécule est animée soit perpendiculaire a cette
surface. En n'ayant point égard & P'attraction mutuelle des molécules
de la mer, ce qui simplific beaucoup le probleme, il trouve une figure
clliptique dont l'extrémité du grand axe, dirigé vers le Soleil, s'éleve
au-dessus de la surface d'équilibre de Ia mer non soumise a 'action du
Soleil d'une ¢uantité égale a la masse du Soleil divisée par le cube
de sa distance au centre de la Terre, Ia masse de cette planete et son
rayon élant pris pour unité. Ce résultat n'est qu'envivon le quart de
celut de Newton. Luler en conclut que la méthode de Newton est
erronée el que ce grand géomelre n'a pas méme louché la question.
Mais le peu d'accord de leurs résultats provient de ces deux causes :
I'une que Newton donne la dillérence des deux demi-axes du sphéroide
aqueux ou la hauteur de la pleine mer au-dessus de la hasse mer,
tandis qu’'lluler ne donne que la hauteur de la pleine mer au-dessus de
sa surface d’équilibre, hauteur qui n'est que les deux tiers de la pre-
miere; la seconde cause est 'attraction mutuelle des molécules de la
mer, que Newton suppose de méme densité que la Terre et qui aug-
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mente la différence des deux démi-axes du sphéroide aqueux. Par
la véunion de ces deux causes, le vésultat d’Euler est & eelui de
Newton dans le rapport de 4 & 15,7 Ainsi, au licu des reproches que
Euler fait & la méthode de Newton, il devait’ plutot en admirer la
linesse. Luler, s’élevant au-dessus de hypothese que‘la mer est i
chaque instant en équilibre sous Faction du Soleil, essayve dans sa
picee de soumetire au caleul les oscillations de ce (luide. Mais I
théorie du mouvement des {luides, & laquelle il a tant contribué lui-
méme, n'élail pas encore connue. Il v a suppléé par la supposition
qu'une molécule de la mer en mouvement tend i revenir i sa position
verticale d’équilibre avee une force proportionnelle & sa distance ver-
ticale de cetie position. Ln combinant cette force avee l'action du
Soleil, il parvient, pour déterminer celte distance, & une équation
dilférentielle linéaire du second ordre. Euler donne une méthode pour
itégrer ce genre d’équations, qui se rencontrent si feéquemment dans
Ia Physique céleste. Cest Ia chose Ia plus remarquable de sa piece.
et la seule & laquelle on reconnail le grand analyste qui, par ses décou-
vertes dans toules les branches de I'Analyse et par Ia perfection qu'il
a su donner a la langue analytique, peut étre regardé comme le pere
de I'Analyse moderne.

Je viens enfin & la picce de Maclaurin, dont j'ai déja parlé dans le
premicr Chapitre du Livie XI. Elle offre peu de détails sur le flux et le
reflux de la mer; mais, par 'importance et la nouveauté des théortmes
qu'elle contient sur les attractions des sphéroides et par I'élégance de
lenrs démonstrations synthétiques, elle méritait au moins de partager
fe prix de I'Académie.

D'Alembert, dans son Traité sur la cause gencrale des vents, qui
remporta, en 1746, le prix proposé sur cet objel par I'Académie des
Sciences de Prusse, considéra les oscillations de 1'atmosphére pro-
duites par les attractions du Soleil et de la Lune. En supposant la Terve
privée de son mouvement de rotation, dont il jugeait la considération
inutile dans ces recherches, et supposant 'atmosphire partout égale-
ment dense el soumise d P'altraction d’un astre en vepos, il détermina

- 22.
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les oseillations de ce Nuide. Mais, lorsqu’il voulut traiter le ecas on
Pastre est en mouvement,*la difliculté du probleme le forga de recou-
viv, pour le simplifier, i des hypothéses préeaires, dont les vésultats ne
peuvent pas méme étre considérés comme des approximalions. Ses
formules donnent un vent constant”d'orvient ‘enoccident, mais dont
Pexpression dépend de I'état initial de Patmospheres or les quantités
dépendantes de cet état ont di disparaitre depuis longtemps, par
toutes les causes qui rétabliraient 'équilibre de Tatmosphire, si Uac-
tion des astres venail & cesser; on ne peut done pas expliquer ains
les vents alizés. Le Trait¢ de d’Alembert est remarquable par les solu-
tions de quelques problemes sur le Caleul intégral aux diflérences
partielles, solutions dont il fit, un an apres, 'application la plus heu-
reuse au mouvement des cordes vibrantes.

Le mouvement des fluides qui recouvreent les planeles était done un
sujet presque entievement neuf, lorsque j'entrepris, en 1774, de le
tratter. Aidé par les découvertes que I'on venait de faire sur le ealeul
aux différences partielles et sur la théorie du mouvement des fluides,
découvertes auxquelles d’Alembert eut heaucoup de part, je publiai,
dans les Mcmotres de U Académie des Sciences pour I'année 1775, les
équations dilférenticlles du mouvement des fluides qui recouvrent la
Terve quand ils sont atlivés par le Soleil et la Lune. Yappliquai d’abord
ces équalions au probleme que d’Alembert avait tenté inutilement de
résoudre, celui des oscillations d'un fluide qui recouvrivait la Terre
supposée sphérique et sans rotation, en considérant Pastre attirant en
mouvement autour de cette planete, Je donnai la solution générale de
ce prableme, quelle que soit la densité du fluide et son état initial,
en supposant méme que chaque moléeule fluide éprouve une résis-
tance proportionnelle & sa vitesse, ce qui me fit voir que les conditions
primitives du mouvement sont anéanties a la longue par le frottement
et par la petite viscosité du fluide. Mais 'inspeetion des équations dif-
(¢ércaticlles me fit bientol reconnaitre la nécessité d’avoir égard au
mouvement de rotation de la Terrve. Je considérai donc ce mouvement
et je m'attachai spécialement i déterminer les oscillations du (Inide
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indépendantes de son élat initial; les seules qui soient permanentes.
Ces oscillations sont de trois espeees. Celles de la premiere espiree sont
indépendantes du mouvement de votation de la Terve, et leur détermi-
nation oflre peu de dillicultés. Les oscillations dépendantes de la rota-
tion de Ia Tevee, et dont la' période est d’environ un jour, forment’ la
seconde espece. Enfin la troisteme espice est composée des oscillations
dont la période est a peu pres d'un demi-jour; elles surpassent con-
sidérablement les autres dans nos ports. Je déterminai ces diverses
oscillations, exaclenmient dans les cas on eela sé peut, et par des ap-
proxumations tres-convergentes dans les autres cas. L'exces de deux
pleines mers conséeutives U'une sur autre, dans les solstices, dépend
des oscillations de la seconde espice. Cel exces, trés-peu sensible
Brest, y serait fort grand suivant la théorie de Newton. Ce grand géo-
metre et ses successewrs atlribuaient, comme je Pai dit, cette diflo-
rence entre lenys formules et les observations & Uinertie des ecaux de
'Océan. Mais I'Analyse me fit voir quelle dépend de la loi de profon-
deur de la mer. Je cherchai done Ia loi qui vendrait nul cet exees, el
je trouvai que la profondeur de la mer devait étre pour eela constante.
En supposant ensuite la ligure de Ta Terre elliptique, ce qui donne
paveillement & la mer une fignve elliptique d*équilibre, je donnai T'ex-
pression générale des inégalités de la seconde espece, et j'en conclus
celle proposition vemarquable, saveoir, que les mouvements de 'axe
terrestre sont les mémes que si la mer formait une masse solide avee
laTerre, ce qui élait conlraire i I'opinion des géométres et spécialement
de d’Alembert, qui, dans son important Ouy age sur fa précession des
¢quinoxes, avail avancé que la (luidité de la mer lui éotait toute in-
lluence sur ce phénomene. Mon analyse me {it encore veconnaitve la
condition générale de la stabilité de I'équilibre de Ta mer. Les géo-
metres, en considérant I'équilibre d'un Anide placé sur un sphéroide
clliptique, avaient remarqué que, en aplatissant llll'lll'.ll sa figure, 1l
ne tendait & revenir & son premicr ¢lat que dans le cas ou le rapport
de sa densité a celle du sphéroide serait au-dessous de 3, et ils avaient
fait de cette condition celle de la stabilité de Péquilibre du fluide. Mais
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il ne sullit pas, dans celte recherche, de considérer un état de repos
du fluide tres-voisin de I'état d’équilibre : il faut supposer & ce fluide
un mouvement initial queleonque tres-petit et déterminer la condition
nécessaire pour que le mouvement reste toujours contenu dans
d'étroites limites. En envisageant ce probleme sous ce point de vue
aénéral, je trouvai que, si la densité movenne de la Terre surpasse
celle de Ia mer, ce finide, dérangé par des causes quelconques de son
ctat d'éqguilibre, ne s'en écartera jamais que de quantités tres-petites,
mais que les écarls pourraient étre fort grands si cette condition
n'était pas remplie. Enfin je déterminai les oscillations de I'atmosphere
sur 1'Océan qu'il vecouvre, et je trouvai que les altractions du Soletl
et de la Lune ne peuvent produire le mouvement constant d’ovient
en occident que Fon observe sous le nom de vents alizés. Les oscilla-
tions de Patmosphere produisent dans la hauteur du bavometre de
petites oscillations, dont P'étendue & I'équateur est d'un demi-milli-
metre et qui méritent Pattention des obscrvateurs.

Les recherches précédentes, quoique fort générales, sont encore loin
de représenter les observations des marées dans nos ports : elles sup-
posent la surface du sphéroide terrestre régulitre et recouverte entie-
rement par la mer, et 'on sent que les grandes irrégularités de cette
surface doivent madifier considérablement le mouvement des ecaux
dont elle n’est qu’en partie recouverle. ['expérience montre, en effet,
que les cireonstances accessoires produisent des variétés considérables
dans les hauteurs et dans les heures des marées des ports méme tres-
rapprochés. 11 est impossible de soumettre au caleul ces variétés,
parce que les circonstances dont elles dépendent ne sont pas connues,
el, quand méme elles le seraient, U'exteéme difficulté du probleme em-
pecherait de Te résowdre. Cependant, au milieu des modifications nom-
breuses du mouvement de la mer dues aux circonslances, ce mouve-
ment conserve avee les forces qui le produisent des rapports propres
aindiquer la nature de ces forces et i vérifier la loi des attractions du
Soleil et de la Lunc sur la mer. La recherche de ces rapports des
causes a leurs effets n’est pas moins utile dans la Philosophie naturelle
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que la solution directe des problémes, soil pour vérifier existence de
ces causes, soit pour déterininer les lois de leurs eflets; elle est d'un
usage plus fréquent, et elle est, ainsi que le Caleul des probabilités, un
heurcux supplément i 'ignorance et & la faiblesse de Pesprit humain.
Dans la question présente, j'ai fait usage du principe suivant, qu peult

étre utile dans d’autres occasions :

L'état d’un systéme de corps dans lequel les conditions primitives du
mousement ont disparu par les rcsistances que ce mousement éprouve est

periodique comme les forces qui 'animent.

De Ia jai conelu que, si la mer est sollicitée par une foree pério-
dique cxpriméc par le cosinus d’un angle qui croit proportionnelle-
ment au temps, il en résulte un flux partiel, exprimé par le cosinus
d'un angle croissant de la méme maniere, mais dont la constante ren-
fermée sous le signe cosinus et le coeflicient de ce cosinus peavent
¢lre, en vertu des circonstances accessoires, tres-différents des mémes
constantes dans expression de la foree, et ne peuvent étre déterminés
que par Pobscervation. L'expression des actions du Soleil et de la Lune
sur la mer peut étre développée dans une série convergente de pareils
cosinus. De la naissent autant de Qux partiels, qui, par le principe de
la coexistence des pelites oscillations, s'ajoutent ensemble pour former
le flux total que I'on observe dans un port. Cest sous ce point de
vue que jai envisagé les marées dans le Livee IV. Pour lier entre
elles les diverses constantes des flux partiels, j'ai considéré chaque
flux comme produit par Paction d’un astre qui se meut uniformément
daus le plan de Péquateur. Les flux dont la période est d’environ un
demi-jour sont dus & 'action d’astres dont le mouvement propre est
fort Ient par rapport au mouvement de rotation de la Terre, et, comme
I'angle du cosinus qui exprime I'action d'un de ces astres est un mul-
tiple de Ia rotation de la Terre, plus ou moins un multiple du mouve-
ment propre de l'astre, ct que d'ailleurs les constantes des cosinus
qui expriment les flux produits par deux aslres auraient les mémes
rapporls aux constantes des cosinus (ui expriment leurs actions si les
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mouvements propres élaient égaux, j'ai suppos¢ que les rapports
varient d'un astre & l'autre proportionnellement” i la différence des
mouvements propres. L'erver de cette hypothese, s'il v en a une,
n'a point d'influence sensible sur les principaux résultats de mes
caleuls. .

Les plus grandes variations de la hauteur des marées dans nos ports
sont dues i l'action du Soleil et de Ia Lune, supposés mus uniformément
dans leurs orbites et toujours a la méme distance de la Terre. Mais,
pour avoir la loi de ces variations, il faut combiner les observations de
maniere que loutes les autres variations disparaissent de leur résultat.
Cesl ce que I'on obtient en considérant les hauteurs des pleines mers
au-tessus des basses mers voisines, dans les syzygies el les quadra-
tures, prises en nombre égal vers chaque équinoxe et vers chaque
solstice. Par ce moyen, les flux indépendants de la rvolation de la
Terre et ceux dont la période est d’environ un jour disparaissent, ainsi
que les flux produits par la variation de la distance du Soleil & la
Terre. Iin considérant trois syzygics ou trois quadralures consécutives,
¢(, en doublant Pintermédiatre, on lait disparaitre les flux que produil
la variation de la distance de la Lune, parce que, si cet astre est
perigée dans une syzyvgie, 1l est @ peu pres apogée dans la syzygic
suivante, et la compensation est d’antant plus exacte que 'on emploie
un plus grand nombre d'observations. Par ce procédé, Uinfluence des
vents sur le vésultat des observations devient presque nulle, car, si le
vent ¢leve la hauteur d'une pleine mer, il éleve @ peu pres autant la
hasse mor voisine, et son cflet disparait dans la diflérence des deux
hauteurs. C'est ainsi que, en combinant les observations de maniere
que leur ensemble ne présente qu'un élément, on pavvient d déter-
miner successivement lous les éléments des phénomenes. L'analyse
des probabilités fournit, pour obtenir ces éléments, une méthode plus
stire encore et que 'on peut désigner par le nom de méthode la plus
avantageuse. Llle consiste i former entre les ¢léments autant d'équa-
tions de condition qu'il y a d’ebservations. On réduit, par les rvegles de

cette méthode, le nombre de ces équations i celui des éléments que



LIVRE XII1L 177
'on détermine en résolvant fes équations ainsi réduites. Cest par ce
procédé que M. Bouvard a construit ses excellentes Tables de Jupiter,
de Saturne et d’Cranus. Mais, les observations des marées étant loin
d’'atteindre la précision des observations astronomiques, le tres-grand
nombre de celles qu'il faut employer pour que leurs erreurs se com-
pensent ne permel pas de leur appliquer la méthode la plus avanta-
geuse. '

Sur 'mvitation de I'Aeadémie des Scienees, on fit au commencement
du dernier sieele, dans le port de Brest, des observations des marées
pendant six années consécutives. C'est i ces observations, publiées par
Lalande, que j'at compavé, dans le Livre cité, mes formules. La situa-
tion de ce port est tres-favorable i ce genre d’observations; il commu-
nique avee la mer par un vaste canal au fond duquel on I'a construil.
Les irrégularités du mouvement de la mer pavviennent ainsi dans le
port tres-allaiblies, & peu pres comme les oscillations que le mouve-
ment irrégulier d’un vaisscaw produit dans le barometre sont atlé-
nuées par un étranglement fait au tube de cet instrument. D'ailleurs,
les marées ¢lant considérables i Brest, les variations accidentelles
n’en sont qu'une faible partic. Aussi I'on remarque dans les observa-
tions de ces marées, pour peu qu'on les multiplie, une grande régula-
rité, que n'altere point la petite riviere qui vient se perdre dans la rade
immense de ce port. Frappé de cetle régularité, je proposai au Gouver-
nement d'ordonner que I'on fit & Brest une nouvelle suite d’observa-
tions des marées et qu’elle fat continuée au moins pendant une période
du mouvement des nceuds de Vorbite lunaire. C'est ce que P'on a entre-
pris. Ces nouvelles obscrvations datent du 1 juin de 'année 1806, ¢t
depuis cette époque elles ont ¢té continuées chaque jour sans inter-
ruption. On a considéré celles de I'année 1807 et des quinze années
suivantes. Je dois au zele infatigable de M. Bouvard pour tout ce qui
intéresse I'Astronomic les calculs immenses que la comparaison de
mon analyse avee les observations a exigés. Il y a employé pres de
six mille observations; les résultats de ces calculs sont consignés dans
les Tableaux que I'on verra ci-apres. Pour aveir les hauleurs des

OFuvres de L. -- V. 23



178 MECANIQUE CELESTE.

pleines mers et leur vaviation, qui, pres du maximum et du minimum.
est proportionnelle au carré du temps, on a considéré, vers chaque
équinoxe et vers chaque solstice, trois syzygics conséculives, entre
lesquelles Uéquinoxe ou le solstice était compris; on a doublé les
résultats de la syzygie intermédiaire pour détruire les elfets de la pa-
rallaxe lunaire. On a pris, dans chaque syzygie, la hauteur de la pleine
mer du soir au-dessus de la basse mer du matin du jour qui précede
la syzvgie, du jour méme de la syzvgie et des quatre jours qui la
suivent, parce que le maximum des marées tombe & peu pres au
milicu de cet intervalle; le choix des heures est fondé sur ce que les
observations faites pendant-le jour en deviennent plus sures et plus
exactes. On a fait, pour chacune des seize années, une somme des
hauteurs des marées des jours correspondants dans les syzygies équi-
noxiales et une parcille somme relativement aux syzygies solsticiales,
et 'on en a conclu les maxima des hauteurs des pleines mers pres des
svzygies, soit équinoxiales, soit solsticiales, et les varviations de ces
hauteurs pres de leurs maxima. L'inspection de ces hauteurs et de
leurs variations montre la régularité de ce genre d’observations dans
le port de Brest.

Dans les quadratures, on a suivi un procédé semblable, avee la seule
différence que 'on a pris l'exces de la haute mer du matin sur la basse
mer du soir du jour de la quadrature et des trois jours qui la suivent.
L'accroissement des marées quadratures i partir de leur minimum
¢tant beaucoup plus rapide que la diminution des marées syzvgies 2
partir de leur maximum, on a du restreindre & un plus petit intevvalle
la loi de variation proportionuelle au carré du temps. On a formé
pour chacune des seize années des Tableaux parveils & ceux des marées
svzygies.

Tous ces Tableanx montrent avee ¢évidence P'influence des déelinai-
sons du Soleil et de la Lune, non-seulement sur les hauteurs ahsolues
des marées, mais encore sur leurs variations. Plusicurs savants, el
spécialement Lalande, avaient révoqué en doute cette influence, parce
que, au licu de considérer un grand ensemble d’obscrvations, ils
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s'étaient attachés i quelques observations isolées, ot la mer, par I'ellet
de causes accidentelles, s’était élevée i une grande hauteur vers les
solstices. Mais Papplication la plus simple ‘du Calcul des probabilités
aux résultats de M. Bouvard suflit pour voir que la probabilité de I'in-
fluence de la déclinaison des astres est excessive et bien supérieure
i celle d'un grand nombre de faits sur lesquels on ne se permet aucun
doute.

On a conclu des variations des marées pres de leurs maxima et de
leurs minima I'intervalle dont ces maxima et ces minima suivent les
syzygies et les quadratures, et 'on a trouvé cet intervalle d’un jour
et demi & fort peu pris, ce qui est parfaitement d'accord avee ce
que les observations anciennes m’ont donné dans le Livee IV. Le
méme accord a licu relativement aux grandeurs de ces maxima et de
ces minima, el par rapporl aux variations des hauteurs des marcées i
partiv de ces points, en sorte que la nature, apres un sieele, s'est
retrouvée conforme & elle-méme. L'intervalle dont je viens de parler
dépend des constantes renfermées sous les signes cosinus dans les
expressions des deux flux principaux dus aux actions du Soleil et de
la Lune. Les constantes correspondantes de I'expression des forces
sont différemment modifiées par les circonslances accessoires : au
moment de la syzygie, le flux lunaire précede le flux solaire, et ce
nest qu’un jour et demi aprées que, le flux lunaire retardant chaque
jour sur Ie flux solaire, ces deux flux coimncident el produisent ainsi le
maximum des marées. Une modification semblable a liecu dans les
constantes qui multiplient les cosinus; il en résulte un accroissement
dans ['action des astres sur la mer. I'ai donné, dans le Livre IV,
le moyen de reconnaitre cet accroissement, que j'avais trouvé de ;%
par les observations anciennes; mais, quoique les observations des
marées quadratures s’accordassent sur ce point avec les observations
des marées syzygies, j'avais dit qu'un élément aussi délical exigeait
un bien plus grand nombre d'observations. Les calculs de M. Bouvard
ont confirmé I'existence de cet accroissement ct I'ont porté a 1,
a fort peu pres, pour la Lune. La détermination de ce rapport esl

23,
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nécessaire pour conclure des observations “des marées les rapports
véritables des actions du Soleil ¢t de la Lune dont dépendent les phé-
noménes de la précession des équinoxes et de la nutation de I'axe
terrestre. En corrigeant les actions des astres sur la mer de leurs
accroissements dus aux circonstances accessoires, on {rouve, en se-
condes sexagésimales, 97,4 pour la nulation , 6”,8 'pour I'équation
lunaire des Tables du Soleil, ¢t la masse de la Lune ;% de celle de la
Terre. Ces résultats sont & tres-peu pris ceux gque donne la discussion
des observations astronomiques. L’accord de valeurs obtenues par des
moyens si divers est bien remarquable. C'est en comparant & mes for-
mules les maxima et les minima des hauteurs observées des marées
(que les actions du Soleil et de Ia Lune sur la mer et leurs aceroisse-
ments ont é1¢ déterminés. Les variations des hauteurs des marées pros
de ces points en sont une suile néeessaire; en substituant done les
valeurs de ces actions dans mes formules, on doit retrouver a fort peu
pres les variations observées : ¢'est ce que 'on retrouve en elfet. Cet
accord est une grande confirmation de la loi de la pesanteur univer-
selle; elle regoit une nouvelle confirmation des observations des ma-
rées syzygies vers I'apogée et vers le périgée de la Lune. Je n'avais
considéré, dans le Livre IV, que la différence des hauteurs des
marées dans ces deux positions de la Lune. Je considere de plus la
variation de ces hauteurs & partiv de leurs maxima, et sur ces deux
points mes formules représentent les observations.
~ Les heures des marées et leurs retards d'un jour a P'autre offrent
les mémes variétés que leurs hauteurs. M. Bouvard en a formé des
Tableaux pour les marées qu'il avait employées dans la détermination
des hauteurs. On y voil évidemment 'influenee des déclinaisons des
astres et de la parallaxe lunaire. Ces observations, comparées & mes
formules, oflrent le méme accord que les observations des hauteurs.
On ferait sans doute disparaitre les petites anomalies que ces compa-
aisons présentent encore en déterminant convenablement les con-
stantes de chaque flux partiel. Le principe par lequel j'ai lié entre
elles ces constantes diverses peut n’élre pas rigourcusement exacl.
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Peut-étre encore les quantités que 'on néglige en adoptant le principe
de la coexistence des-oscillations deviennent sensibles dans les grandes
marées. Je me suis ici contenté de noter ces anomalies légires, afin de
diriger ceux qui voudront reprendre ces ealeuls lorsque les observa-
tions des marées, que I'on continue i Brest et qui sont déposées &
I’Observatoire royal, seront assez nombreuses pour donnet la certitude
que ces anomalies ne sont point dues aux erreurs des observations.
Mais, avant que de modifier les principes dont j’ai fait usage, il faudra
porter plus loin les approximations analyliques.

Enfin j'ai considéré le flux dont la période est d’environ un jour.
En comparant les différences de deux hautes mers et de deux basses
mers consécutives dans un grand nombre de syzvgies solsticiales, j'ai
déterminé la grandeur de ce flux et 'heure de son maximum dans le

1

port de Brest. J'ai trouvé § de métre & forl peu pres pour sa gran-

deur et 75 de jour environ pour le temps dont il précede, & Brest,
heure du maximum de la marée semi-diurne. Quoique sa grandeur
ne soit pas 55 de la grandeur du flux semi-diurne, cependant les forces
génératrices de ces deux flux sont it peu pres égales, ce (qui montre
combien dilféremment les circonstanees aceessoires influent sur la
grandeur des marées. On n'en sera point surpris, si 1'on considere
que, dans le ecas méme ou la surface de la Terre serait régulivre et
recouverte enticrement par la mer, le flux diurne disparaitrait si la
profondeur de la mer était constante.

Les circonstances aceessoires peuvent encore faire disparaitre dans
un port les inégalités semi-diurnes ct rendre tres-sensibles les inéga-
lités diurnes. Alors il n’y a chaque jour qu'une marée, ‘qui disparail
lorsque les astres sont dans équateur. C'est ce ue Pon a ohservé i
Batsham, port du royaume de Tonquin, et dans quelques iles de la
mer du Sud. JFobserverai, relativement i ces ‘circonstances, que les
unes s'étendent i la mer entiere et se rapportent it des causes triss-
¢loignées du port ol I'on observe les marées; on ne peut douter, par
exemple, que les ondulations de Pocéan Atlantique et de la mer du
Sud, réfiéchies par la cole orientale de I'Amérique, qui s'étend presque
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d'un pole a I'autre, n'aient une grande influence sur les marées du
port de Brest. Cest principalement de ces eirconslances que dépendent
les phénomenes, qui sont & peu pres les mémes dans nos ports. Tel
parait étre le retard de la plus haute marée sur U'instant de la syzygie.
D'autres circonslances plus rapprochées du port, telles que les cotes
ou les détroits voisins, ‘produisent les différences que I'on observe
entre les hauteurs et les heures des marées, dans des ports peu dis-
tants entre cux. De T il suit qu'un flux partiel n’a point avee la lati-
tude du port le rapport indiqué par la force qui le produit, puisqu'il
dépend de lux semblables correspondants a des latitudes fort ¢loignées
el méme i un autre hiémisphere. On ne peut done déterminer (ue par
Pobservation le signe et la grandeur de ce Nux.

Les pllélloﬁlblws des marces, dont je viens de p;il'lor, dépendent des
termes du développement de 'action des astres, divisés par le cube de
lewrs distances a la Terre, les seuls que U'on ait considérés jusqu'ici.
Mais la Lune est assez rapprochée de la Terve pour que les termes de
I'expression de son action, divisés par la quatrieme puissance de sa
distance, soient sensibles dans les résultats d’un grand nombre d’ob-
servations; car on sait, par la théorie des probabilités, que le nombre
des observations supplée v leur défaut de précision et fait connaitre
des inégalités heaucoup moindres que les erreurs dont chaque obser-
vation est susceptible. On peut méme, par cette théorie, assigner le
nombre d’observations nécessaires pour acquérir une grande probabi-
lité que Perrcur du-résultat obtenu est renfermée dans des limites
données. J'ai donce pensé que Uinfluence des termes de Paction de la
Lune, divisés par la quatrieme puissance de sa distance & la Terre,
pourrait s¢ manifester dans I'ensemble des nombreuses observations
discutées par M. Bouvard. Les flux correspondants aux termes divisés
par le cube de la distance ne donnent aucune différence entre les
marées des nouvelles lunes et celles des pleines lunes; mais ceux qui
onl pour diviscur la quatrieme puissance de la distance metlent une
dilférence entre ces marées : ils produisent un flux dont la période est

d'environ 3 de jour. Les observations de M. Bouvard, discutées sous
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ce point de vue, indiquent avee une grande probabilité I'existence de
ce flux partiel: Elles établissent encore, sans aucun doute, ue 'action
de 1a Lune pour élever la mer i Brest est plus grande lorsque sa déeli-
naison est australe que lorsqu’elle est boréale, ce (ui ne peut étre du
qu'aux termes de action lunaire,’ divisés par la quatrieme puissance
de la distance.

On voit, par cet exposé, que la recherche des rapports généraux
entre les phénoménes des marées et les actions du Soleil et de Ia Lune
sur la mer supplée heurcusement a I'impossibilité d'intégrer les équa-
tions dilférenticlles de son mouvement ct a I'ignorance des données
nécessaires pour déterminer les fonctions arbitraives qui entrent dans
leurs intégrales; il en résulte une certitude entiere que ces phéno-
ménes onl pour unique cause I'attraction de ces deux astres, conformé-
ment i la loi de la pesanteur universelle.

Jai insisté particulierement sur le flux et le reflux de la mer, parvee
qu'il est de tous les elfets de 'attraction des corps célestes le plus pris
de nous et le plus sensible; d'ailleurs il m’a paru tres-propre & montrer
comment on peul reconnaitre et déterminer, par un grand nombre
d’observations méme peuw précises, les lois et les causes des phéno-
menes dont il est impossible d'obtenir les expressions analytiques
par la formation et I'intégration de leurs équations dillérentielles. Tels
sont les elfets de la chaleur solaire sur I'atmosphiere dans la produc-
tion des vents alizés et des moussons et dans les variations régulieres,
soil diurnes, soit annuelles, du barometre ¢t du thermometre.

Pour arriver a I'Océan, I'action du Soleil et de la Lune traverse
'atmosphere, qui doit, par conséquent, en éprouver 'influence et étre
assujettie it des mouvements semblables a ceux de la mer, mouve-
ments dont j'ai donné la théorie dans le Livre IV. De 1a vésultent
des vents et des oscillations dans le baromttre, dont les périodes
sont les mémes que celles du-flux et du reflux. Mais ces vents sont
peu considérables et presque insensibles dans une atmosphere d'ail-
leurs fort agitée : I'étendue des oscillations du harometre n'est pas de
rmillimetre & 'équateur méme, ot elle est le plus grande. Cependant
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les circonstances lociles qui augmentent considérablement les oscilla-
tions de la mer peuvent également aceroitre les oseillations du baro-
metre, dont I'observation suivie sous ce rapport mérite I'attention des
physiciens.

Le flux atmosphérique est produil par les trois causes suivantes : la
premicre est Faction divecte du Soleil ¢t de la Lune sur I'atmosphere;
la sceonde est I'élévation et I'abaissement périodique de 1'Océan, hase
mobile de 'atmosphere; la troisitme enfin est Pattraction de ce fluide
par la mer, dont la figure varie périodiquement. Ces trois causes déri-
vant des mémes forces attractives du Soleil ¢t de la Lune, elles ont,
ainsi que leurs eflets, les mémes périodes que ces forees, conformé-
ment au principe sur lequel j'ai fondé ma théorie des marées. Le flux
atmosphérique est done soumis aux mémes lois que le flux de I'Océan;
il est, comme lui, la combinaison de deux flux partiels produits, 'un
par Paction du Soleil, I'autre par I'action de la Lune. La période du
flux atmosphérique solaire est d'un demi-jour solaire, et celle du flux
lunaire est d'un demi-jour lunaire. L’action de la Lune sur la mer, &
Brest, ¢tant triple de celle du Soleil, le flux lTunaire atmosphérique
est au moins double du flux solaire. Ces considérations doivent nous
guider dans le choix des observations propres & déterminer d’aussi
petites uantités, et dans la maniere de les combiner pour se sous-
traire, le plus qu'il est possible, & l'influence des causes qui pro-
duisent les grandes variations du harometre.

Depuis plusieurs années on observe chaque jour, & I'Observatoire
royal, les hauteurs du barométre et du thermometre, i g heures
sexagésimales du matin, & midi, & 3 heures apres midi et & g heares
du soir. Ces observations, fiiles avec les mémes instruments et
presque toutes par le méme observateur, sont, par leur préeision el
par leur grand nombre, propres a indiquer le flux atmosphérique, s'il
est sensible. On voit avee évidence la variation diurne du barometre

dauns les résultats de ces observations; un mois sullit pour la mani-
fester. I exces de la plus grande hauteur du barometre observée, qui

répond & g heures du matin, sur la plus pelite, qui répond a 3 heures
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du soir, est i Paris de 5 de millimetee, par le résultat moyven des ob-
servations faites chaque jour pendant six années consécutives.

La hauteur du harométre due au flux solaire redevenant chaque
jour la méme & la méme heure, ce flux se confond avee la variation
diurne, qu’il modific, et il n’en peut étre distingué par les obscrvations
faites 2 I'Observatoire royal. Il n'en est pas ainsi des hauteurs baro-
métriques dues au flux lunaire et qui, se réglant sur les heures lu-
naires, ne redeviennent les mémes aux mémes heures solaives qu’apres
un demi-mois d'intervalle. Les observations dont je viens de parler,
comparées de demi-mois en demi-mois, sont disposées de la manitre
la plus favorable pour indiquer le flux lunairve. Si, par exemple, le
maximum de ce lux arrive i 9 heures du matin le jour de la syzygice,
son minimum arrivera vers 3 heares du soir. Le conlraire aura licu le
jour de la quadratare. Ce flux augmentera done la variation diurne du
premier de ces jours, il diminuera la variation diurne du second, et
la diflérence de ces variations sera le double de la grandeur du flux
lunaire atmosphérique. Mais, le maximum de ce lux n’arvivant pas i
g heures du matin dans la syzygie, il faul, pour déterminer sa gran-
deur et I'heure de son arrivée, emplover les observations baromé-
triques de g heuves du matin, de midi et de 3 heures du soir, [aites
chaque jour, soit de la syzvgie, soit de la quadrature. On peut égale-
ment faire usage des observations des jours qui précedent ou qui
suivent ces phases du méme nombre de jours et faire concourir i
la détermination d’éléments aussi deélicals toutes les observations de
I'année.

On doit faire ict une remarque importante, sans laquelle il serait
impossible de reconnaitre une aussi petite quantité que le flux lunaire,
au milicu des grandes variations du barometre. Plus les observations
sonl rapprochées, moins I'ellet de ces varviations est sensible; il est
presque nul sur un résultat conclu d’observations faites le méme jour
¢t dans le court intervalle de six heures; le barometre varie presque
loujours avec assez de lenteur pour ne pas troubler alors sensiblement
Peffet des causes végulieres. Voild pourquoi le résultat moyen des
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variations diurnes de chaque année est toujours le méme a forl peu
pres, quoiqu'il v ait des différcnces de plusicurs millimetres dans les
hauteurs movennes absolues barométriques des diverses années, en
sorte que, si Pon comparait la hauteur moyenne de g heures du matin
d’une année a la hauteur moyenne de 3 heures du soir d'une autre
année, on aurait une variation diurne souvent tres-fautive, quelquefois
méme d’un signe contraive a la véritable. 11 importe done, pour déter-
miner de tres-petites quantités, de les déduire d’observations faites le
méme jour et de prendre une moyenne entre un grand nombre de
valeurs ainsi obtenues. On ne peut conséquemment déterminer le flux
lunaire que par un systeme d'observations faites chaque jour, au
moins 2 trois heures dilférentes, conformément au systeme suivi @
I'Observatoire.

M. Bouvard a bien voulu relever sur ses registres les observations
barométriques du jour méme de chaque syzygie et de chaque quadra-
ture, du jour qui précede ces phases et des premier et second jours
qui les suivent. Llles embrassent les huit années écoulées depuis le
1¢c octobre 1813 jusqu’au 17 octobre 1823. J'ai employé les observa-
tions de g heures du matin, de midi et de 3 heures du soir; je n'ai
point considéré les observations de ¢ heures du soir, pour diminuer
Ie plus qu'il est possible V'intervalle des observations. D'ailleurs, celles
des trois premieres heures ont été faites plus exactement aux heures
indiquées que celles de g heures du soir, et, le barometre étant éclairé
par la lumiere du jour dans ees premitres heures, la dillérence qui
peut venir de la maniere diverse dont les instruments sont éclairés
disparait.. En comparant & mes formules les résultals de ces nom-
breuses observations, qui correspondent a 1584 jours, je trouve 5 de
millimetre pour la grandeur du flux lunaive atmosphérique et trois
heures et un tiers sexagésimales pour I'heure de son maximum du soir,
le jour de la syzygice.

(Cest ici surlout que se fait sentiv la néeessité d’employer un (res-
grand nombre d'observations, de les combiner de la maniere la plus

avantageuse et d’avoir une méthode pour déterminer la probabilité
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que Perreur des résultats obtenus est veafermée dans d’éwroites li-
mwites, méthode sans laquelle on est exposé @ présenter comme lois de
la nature les eflets des causes irrégulitres, ce qui est arrivé souvent
en Météorologic. J'ai donné cette méthode dans ma théorie analylique
des probabilités. En Pappliquant aux observations, j'ai déterminé la
loi des anomalies de la variation diurne du barometre, et j'ai reconnu
que 'on ne peut pas, sans quelque invraisemblanee, attvibuer les vésul-
tats précédents d ces anomalies seules; il est probable que le flux
lunaire atmosphérique diminue la variation diurne dans les syzyvgies,
qu'il augmente dans les quadratures, mais dans des limites telles, que
ce flux ne fait pas varier-la hauteur du barometre de 5 de milli-
méetre en plus ou en moins, ce qui montre combien peu Iaction de la
Lune sur Patmosphire est sensible & Paris. Quoique ces résullats
aient été conclus de 4752 observations, la méthode dont je viens de
parler fait voir que, pour leur donner une probabilité sullisante el
pour obtenir avee exactitude un élément aussi petit que le flux lunaire
atmosphérique, il faut emplover au moins 4oooo observations. L'un
des principaux avanlages de cette méthode est de faire connaitre
jusqu’i quel point on doit multiplier les observations pour qu'il ne
reste aucun doute raisonnable sur leurs résultats.

Quelle est sur le flux lunaire influence vespecetive des trois causer
du flux atmosphérique que j'ai citées? Il est difficile de vépondre &
celte question. Cependant le peu de densité de la mer par rapport i la
moyenue densité de la Terre ne permet pas d’attribuer un effet sensible
au changement périodigque de sa ligure. Sans les circonstances acees-
soires, Ieffet direct de Paction de la Lune serait insensible sous nos
latitudes. Ces cireonstances onl, il est vreai, une grande inflnence sur
Ia hauteur des marées dans nos ports; mais, le fluide atmosphérique
¢tant répandu autour de la Terre beaucoup moins irrégulierement que
la mer, leur influence sur le flux atmosphérique doit étre beaucoup
moindre que sur le flux de I'Océan. Ces considéralions me portent i
regarder comme cause principale du flux lunaire atmosphérique, dans

nos climats, I'élévation et 'abaissement périodiques de la mer. Des

I4

20
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observations barométriques faites chaque jour dans les ports o la
marée s'éleve & une grande hauteur éclairciraient ee point curicux de
Météorologie. _

M. Bonvard a trouvé que la vaviation diurne movenne du haro-
mitre, de g heures du matin i 3 heures du soir, a été positive pour
clacun des soixante-douze mois des six années écoulées depuis le
1° Janvier 1817 jusqu'au 1 janvier 1823, d’olt il a conclu la varia-
tion diurne moyenne ¢gale i 0™™,8o14. La loi de probabilité des
anomalies de la varviation diurne & laquelle je suis ‘parvenu donne &
tres-peu pres 3 pour la probabilité de ce résultat.

lin examinant le Tableau des hauteurs moyennes du haromitre pour
chacun des soixante-douze mois considérés par M. Bouvard, j'ai reconnu
que le résultat moyen des variations diurnes de g heures du matin a
3 heures du soir, des trois mois de novembre, déeembre et janvier, a
¢té constamment plus faible, chaque année, que le résultat moyven des
trots mois suivants, (évrier, mars et avril. La variation movenne des
SIX années a éL¢ o™", 5428 pour les (rois premiers mois el 1™, 0567
ou presque double pour les trois mois suivamlts. La moyenne de ces
six mois est i fort peu pres 55 de millimetre et par conséquent égale
i la varation diurne moyenne. Les six autres mois n'ollrent rien
de semblable. Une dilférence aussi considérable indique une cause
annuelle qui diminue la variation diurne dans les (rois mois de no-
vembre, décembre et janvier, et qui 'augmente dans les trois mots
suivants. En appliquant & cette diflérence 1'Analyse des probabilités,
je trouve qu'il y a une probabilité¢ de plus de 300000 contre 1
quelle n'est pas Pellet du hasavd. Ce qui augmente encore celte
probabilité est gue la variation diurne movenne de ¢ heures du matin
a midi a été 0™, 1933 dans les trois premiers mois et o™, 3733 dans
les trois mois suivants; pareillement, la variation diurne moyenne de
3 heures du soir & g heures du soiva été 0™, 3033 dans les trois pre-
miers mois ¢l 0™, 6ooo dans les trois mois suivants; ces variations
sont a peu pres dans le rapport des variations corvespondantes de
o heures du matin & 3 heures du soir. Je ne cherche point ici la cause
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de ce phénomene; je me borne i constater son existence. La période
de la variation diurne, réglée sur le jour solaive, indique évidemment
que cette variation est due a I'action du Soleil. L'extréme petitesse de
I'action altractive du Soleil sur I'atmosphere est prouvée par la peti-
tesse de I'action attractive de la Lune. Cest done par P'action de sa
chaleur que le Soleil produit la variation diurne. Mais il est presque
impossible de soumettre les effets de cetle action a I'Analyse, ct toute
explication de ee genre de phénomenes qui n'est point fondée sur le

caleul doit étre bannie de Ia Philosophie naturelle.

- C—— — ——
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CHAPITRE “1I.

NOUVELLES RECHERGHES SUR LA THEORIE DES MARFES.

2. Ma théorie des marées, exposée dans le Livree 1V, repose sur
ce principe, savoir, que Udlat d’un systéme de corps dans lequel les
conditions primitices du moucement ont dispare par les resistances
quil éprouce est périodique comme les forces qui Uaniment. Ce prin-
cipe, comthiné avee celui de [a coexistence des oscillations (rés-petites,
explique (’une maniere singulicrement heurcuse tous les phénomenes
des mavées indépendants des eirconstances Tocales. Les forees produc-
trices de ces phénomenes, velatives a action d'un astre L, sont,
comme on le voit dans le n® 16 du Livre IV, exprimées par tes diflé-
renees partielles de Ta fonetion

3L
zr“(

. . . 1
[cosfsine = sinf cosvcosint - o — Y12 — 3

L
\
I désignant la masse de Uastre, r sa distance au centre de la Terre,
r s déclinaison, & son ascension droite comptée de interseetion de
son orbite avee I'équateur, ¢ le temps, nt -+ o 'angle horaire de ectle
intersection et 9 le complément de la latitude du port. Soient ¢ I'in-
clinaison de Porbite i Péquateur et o a distance angulaire de 'astree L
a P'intersection de 'orbite et de I'équateur; on aura, par les formules
de Ia Trigonométrie sphérique,
sine ==:sine sing,

cosvsing == cosesing,

o5V COSYy = cus g,
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c0Os2p ==

R |
(14 cos?e) 5- —sine cosay,
> .

b

cos?p sinad == cosesinap,

1 H ) I 2
cos*v cosah = —sin?: + ;(l -I- C0S%e} COS2 5]

la formule (@) devient ainsi

\
. 1 . ', . . !
I, — 0826 sine -1 1 4- cos?e) sin? g — '
IL Y2 1" : 5
——— )
ap! 1 ' 3
( — -{eosth — - smfﬁ) sinfecosay ’
2 2
sinecosesin'nt -+ g} .
. T -- Cosg
AT — sing -— infnt -77'——-:".'
- == sinf eosh ¢ e 2 A nbA- — 2y g
o
ih { . 1—cosg |,
: S S g e sin il - o )
2 * .
1 . \ "
cost—-c cos anf-1-20 — 29!}
2
3L .. Lo . (
4 p=sintg (o sint e cos(anl 25 - 29) ;-
qr ’ 2 '
‘ 3

sin?z cos 20l 4 25

V|-

Si Pon ne considere, dans les observations des marées, que Pexces
d’une haute mer sur Pune des deux hasses mers voisines; si, de plus,
on prend ces exces en nombre égal, dans les syzygies el dans les qua-
dratures des équinoxes du printemps, des équinoxes d’automne, des
solstices d’été el des solstices d’liver; enfin, si, pour détruive I'eflet
de la parallaxe lunairve, on considere les trois syzyvgies ou les (rois
quadratures les plus voisines de I'équinoxe ou du solstice, en douhlant
les observations relatives a la syzygie ou a la quadrature intermeédiaive,
les vésultats de Pobservation ne dépendront que des flux relatifs anx
angles ant + 26, anl + 26 — 25, 200 -4- 26 -1- 29, {lux dont la période

est denviron un demi-jour et dont les deux premiers sont, dans nos

- 1 .
ports, beaucoup plus grands que tous les autres flux. sin'-¢ élant une
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tres-petite fraction, on peut négliger le terme qu’elle multiplie. Alors
les flux partiels, dont la période est d’environ un demi-jonr, dépendent
des lermes

T
COs' —
G 2

¢ sin20 cos{ant + 2@ — 2¢)

3L o0
4+ — sin2f .~ cine cosl2nl + 2w).
qr 2
Ces termes produisent, comme on Pa vu dans le n® 17 du Livee 1V,
deux flux partiels, que Pon peut représenter par

AL I .
~=cost—¢ cos(2nl —aml + 2o — 21}
r 2 ’

BL 1
+5 sin?¢ coslant + 26— 27),
me ¢tant le moven mouvement de I'astre L dans son orbite. A, B, 2
el y sont des constantes dépendantes des circonstances du port.

Ces deux Mlux sont les mémes que ceux ui seraient produils par
deux astres mus dans le plan de équateur, i la distance » du centre
de la Terre, ¢t dont le premier, représenté par Lcos‘ée, aurait le
méme mouvement moyen que 'astre L dans son orbite el passerail
en méme temps que lui par U'intersection de cette orbite avee I'équa-
(cur. Le scecond astre, représenté par i L sine, correspondrait constam-
ment au point de celte intersection. Le maximum des hautes marées
correspond i la conjonction ou a I'opposition des deux astres fictifs:
alors la haute mer du premier comncide avee celle du second. Le mini-
mum des hautes marées correspond aux quadratures de ces astres
fictifs : alors la haute mer du premicer coincide avee la basse mer du
second. Ce maximum et ce minimum donneront done fa valeur de Ia

. . A ) , . .
fraction ;—l’ et par conséquent le rapport des deux actions. Si cette
fraction surpasse P'unité, P'action de Uastre L est augmentée par son
mouvement propre me dans son orhile, en vertu des circonslances

accessoires : je nomme ainsi Pensemble de toutes les eauses qui modi-
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fient les mavées dans un port.”J'ai fait voir la possibilité de celle aug-
mentation dans le n® 18 du Livre 1V.

Au moment de la coincidence des hautes mers des denx astres
fictifs, on a, en désignant par = la demi-circonférence,

anl + 26 —2ml — 2)—2in,

a2nt 4+ 2w — 27 — 2I'z,

{ et & étant des nombres entiers, ce qui donne, pour le temps ¢ de Ia
coincidence,
(i —dlm | y— 2

{ = o - )

m m

nt o —mt est I'angle horaive de I'astre L, védutl en jours mesurés
par les retours de cet astre au méridien, et il exprime heure de la
coineidence. Si, comme nous le supposerons dans la suite, Pastee L
est le Soleil, 2 sera 'heure de la haule marée solaire, et, comme il v o
deux marées chaque jour, nous supposcrons que ) se rapporte a la
pleine mer du soir, en sorte que, les heures étant comptées de minuil,
> surpassera la demi-circonlérence. in désignant par T le temps de Ia

conjonction ou de l'opposition des deux astres fictifs, on aura

ml=("—i)m;
done

t—T= 7:—)

m

Si v surpasse ), instant de la coincidence des hautes mers suivra le -
moment de la conjonetion ou de 'opposition des astres. C'est done de
la différence de ces deux constantes, différence qui tienl aux circon-
stanees du port, que dépend le retard du maximum des pleines mers
sur ce moment. Ce retard serait tres-pelit si le mouvement de Pastre
dans son orbite ¢tait lort petit. Mais on verra dans la suite qu'il est
tres-sensible pour la Lune dans le port de Brest, oiv il s’éleve & un
jour et demi. ' '

OFveres ole 1. — V. 2
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Supposons maintenant que les leltres L, r, m, A, ¢, 2 el ¥ s¢ rap-
portent au Soleil, et marquons d’un trait pour la Lune les mémes
lettres. On aura, par 'action réunie de ces deux astres et en n'avant
égard qu'aux inégalités dont la péviode est d’environ un demi-jour, la

hauteur de Ia mer au-dessus de son niveau égale &

:\la 1
—- cos' =z cos{anl-+2w — aml — 2})

'..1 2

t BL . / .

- P sin?e  cos(2nl 4-2m — 27)

(\) q )

AL 1, s i ,

=y costogcos{anl 425 - 2am’t — 2}
t BLS |

\ A fin?e’  cos{anl 4- 2w — 2¢'),

la constante B devant étre la méme & (res-peu prés pour le Soleil et
pour la Lune, parce que les angles ant— 2y et 2nr — 25" varient
tres-peu pres de la méme maniere, vu la lenteur du mouvement des
neuds de Forbe lunaive. < serait égal a y si intersection de 'orbe
lunaire avee I'équateur coincidait avee I'équinoxe du printemps. En
comptant les angles met et m't de cet équinoxe, et désignant par 3 I'as-
cension droite de Uintersection de 'orbe lunaire avee I'équateur, on
aura
Y =7 -i- 0.

Les constantes A, A, B, ¥» % ¥ ne peavent étve déterminées que par
les observations; mais, comme elles ne diflerent d’un astre a Vautre
qua raison de la dilférence des moyens mouvements de ces astres
dans leurs orbites, différence toujours trées-petite velativement i nz ou
au mouvement de rotation de la Terre, il est assez naturel de supposer
que ces constanles varient d’un astre i P'autre proportionnellement &
la différence des moyens mouvements; ainsi, en désignant parx ety
deux constantes indéterminées, nous ferons

A={t+ma)B, A=({+m'z)D,.

L=y —my, V=y—-my.
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Les observations feront connaitre jusqu'a quel point ces suppositions
sont approchées.
Les deus plus grands termes de la fonction (A) étant ceux qui
dépendent des cosinus des angles

anl +2w —aml—2) el 2nl -2 —2m'l — 27,

ces cosinus doivent, au moment de la pleine mer, différer peu de
Punité; en faisant done

n+w—mil— =i =1,

n+wg—mt—)=ir410,

£ el ¢ élant des nombres enliers, on pourra supposer £ et £ fort pe-
lits. Ces deux équations donnent

—{m—mt=("—d7 -+ ¥ U=

faisons

t==T 0,

T étant le temps de la syzygie moyenne. Au moment de cette phase,
les angles 2T et T doivent étre ¢égaux ou différer d'un nombre

enlier de demi-civeonférences, en sorte que 'on a
fm'— m\T ="z,

¢ ¢tant un nombre entier; on a donc, en observant que 2 -- 2" est égal
a(m—m)y,

—g— (M —m)l' ="~ i)r— (m -—m)y+-— L

Les angles (m'— m) ¢, (m’'—m)y et I'—{ ¢tant peu considérables, on

doit avoir —” égal & ' —1; en faisant done

l’: [’I _}_J‘,
on aura
U =1—(m —m)t".

~
Cr
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Ainsi 'on aura

cos{onl + 25— 2mt — 21} —=coszl,

cos{2nl -~ 2g —2m't — 22 )==cos[ 2l — 2(m' — m)t”].

1772

On a

cos{anl + 2@ —2y) == cos(anl + 25— 2ml —2) +2ml - 22 — 27)

=cos(2!/ +a2ml— amy).
Substituant pour me sa valeur m'T' -+ me”+my, on aura
coslont +arm—a2y)==cos{a2m'l 4- 2{ - 2m!"}.
On trouvera pareillement
cos(ontl 425 —27') = cos(2m'l' 4- 21 - 2mt” — 23).

Cela posé, si Pon [ait

AL I
a = —-cos' —¢,
rl 2
1y 7
1\ l 1
= ,3' cost — ¢,
r 2
1 BL - 1 BL) .
b=~ — sin?e cosamT + - —=sin?e’ cos(2mT — 23), -
2 r’ 2 3 '
1 BLL ] - 1 DL . . .
ho== — = “sin2e sinamT + — —= sin?¢’ sin(2mT — 24},
Y r.l 2 7 3 ¢

expression (A) de la hauteur de fa mer deviendra, au moment de la
pleine mer, en la réduisant en série par rapport aux puissances de /,
[ — (' —m)t", L+mt’, et en négligeant sculement les produits de
quatre dimensions de ces quantités et les produits des troisiemes puis-

sances de [ -+ mt” par sin*e el sin?e,
(B) aliv—28) 5 a'zl— afl— (m/—-m)t']? z—l- b[r—o(l--mt”)*] —2h{l+-mr").

Aux imnstants de Ia haute et de la basse mer, cette fonction est & son
maximum ¢t 2 son minimum; sa dilféventielle prise par rapport au

temps ¢ est done nulle. On ne doit ¥ faire varier que £ et ¢”, le temps T
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de la syzygie devant étre supposé conslant, et alors on a

dl=(n —m)di, di" = dt;
on a donc

o= —fjal(n —m)--fd'l(n—m') - fa'(n — m')(m'— m)l

C
() —anh — 4lnb — fnmbr”,

ce gui donne

. |
(n —m}a'lm" — m)t" — nmbt" — - nh
2

=
(n—mja+ (n—m')a" -+ nb

[ —ma -+ nub] (m'— m) 1"+ nmbt” - Qi nh

[—(m'—m)l' = —
( ) (n —mja+-(n—m')a" - nb ’

(n—m")a (m'— m)t"+[(n —m)a=+"n—m')a'lmi"— 1' nh
ly-mt” = ' =

(n—mja+(n—m')e S-nb-

La fonction (B) donnera ainsi celle expression lort approchée de la
hauteur de la pleine mer:

d b h? ahd (m' — m)t”
a+ad+b— e —
2(a--a+b) a+da-+b

, m' -+ m
20 (a + b ,-,,__,_)

{m'—m)2e",

On peul, dans Uensemble d’un grand nombre de svzygzies, supposer le
AR |

lerme
aha'(m' — m)t”

alternativement positif ¢t négatil, cn sorte que la somme de ses di-
verses valeurs soit nulle ¢t puisse étre négligée; cela est d’autant plus
permis que ce terme est fort petit, l'un des deux termes de son expres-
ston ¢lant multiplié parsin®e et Pautre ¢tant multiplié par sin?s’. De

. =, ' - 1
plus, ayant négligé les termes qui ont pour facteur sin'~¢, nous pou-
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— A o
= la formule

vons, i plus forte raison, négliger le terme m':"br)‘

précédente devient ainsi

! m' - m
2a’'{a+ b —,—-)
( m —m

mi a+ta--b— .
T a--a -+ b

(m' — m)2 "3,

3. Introduisons présentement leés inégalités du mouvement et de la
distance des astres dans P'expression de la hauteur des marées. Pour
cela, développons le terme de la fonction (&) du n° 2, rapportée a la
Lune,

I

L 1
H r , '
5 Sin?9 cos! ¢ cos(2nl + 2w — 29').

41

Soient fsin{st + ') une des inégalités du mouvement lunaire et

14

heos(st-+07) I'mégalité correspondante du rayon vecteur 7 de la
Lune; ces deux inégalités introduisent dans le terme précédent les

lermes

14

3
3 (f——/l) COS(‘zI:l+2m_2m,l_s[_0,)
. i I, @
— sin?f cos' —¢ ] ’
"ll,s 2 5 ’ ’
o EI' +f)eos(antl -+ 21— 2m’l - st + 0')

r' étant la moyenne distance de la Lune a la Terre. Ces termes donnent
naissance d deux flux partiels, que 'on peut considérer comme pro-
duits par I'action de deux astres mus uniformément dans le plan de
I'équateur & la distance 7, et dont les masses sont respectivement

N\

, . .
L' cost L ¢ kf— %/1) . L’cos! %s(; h-+ f) ,

2

. . b} ’ ) .
leurs moyens mouvements élant (m + ;)l el (m — ;) . On a vu pre-

cedemment quce le terine

3L N, . '

—=- cos' — £'sin?f cos(2nl + 2@ — am't)
73 2

41
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produit dans P'expression de la hauteur de la mer le terme
, .4 BL 1, , .
(t++m'x) - cost ~¢' cosf{anl + 2w —2m't +2m'y —27).
'3 2]

1l est [acile d’en conclure que les termes dus a 'action des astres sup-

posés produisent, dans celle expression, les lermes

o o2 ey 29

’ ’ . s.
> cos[znl—i—zm— om't — st — 0 —a2y + 2<m - —)_)‘I,
‘3

- [1 + (m'— f) .v] E-[- cos ~ & (f—i— jIn)
) 2/ | ) 2

- . , s
> COS[ZIII 2m—amil sl -+ — 2y +2 (m — —) )'l.
2 -

Nous avons supposé, au moment de la haute mer,
nm—n't+w—y+my=iz-r,

i élant un nombre entier.
Les deux termes précé(lcnls deviennent ainsi

[ )

—[l —r< - f) mr-cos‘ql ’(f—i— 3Il) cos(2l 4 st + 6 —5)).

r '

Ill y

S —5 (/‘~ —/z) cos(2l' — st - 0" -5y,

[

On a, par ce qui précede,
=T )+ 17,

ce ui réduit les deux termes précédents & ceux-ci :

[ )

. ' BL
— [1 + (m’— 2) ]-f— cos‘ (f+ gh) cos(sT -5 + st” + 2l').
d i

lll

(f— g/l) cos(sT + 0" 4 st" — o),

Ces deux termes, développés en séries, ajouteront done & I'expres-
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sion (B) de la hauteur des marées la quantité

—a (3/: — f“‘;—) cos’sT+~ %)

1-r- v

+a'sl”(3/ — T—f::z ) sin{sT + 6')

-+ 4 a'l'[f~ '|\|3_|/_'—snl,;)] sin/sT + %)

=- 57/‘ T f:“—l )]{s’-‘ "2 402 cos(sT + 9')
».Lli{t'[;f—— o ';is’Z—iTJsl”l’Ct)s ST 4 6).

La dillérenticlle de celte quantité, prise par rapporl au lemps £ ct
divisée par dt, doil ¢tre ajoutée au second membre de I'équation (C)
du numéro préeédent, pour avoir Uinstant de la haute mer. On peut,
dans L difTférentiation, ne faire varier que I el supposer dl' = ndt,
cause de la petitesse de m' et de s relativement & #. On aura ainsi,

pour la différentielle de la quantité, divisée par dt,

sz
{a’ — | sin(sT -+ 5’
la'n f e J in(s )
’ ’ IS-I, g i
- fa'nl'. 3/ — —=— [coslsT =6
- 'y '
, B 3hsy
= qd'nst"| f— »;-—L, —-cos(sT--0'}.
N q(r+mx)|

Nous pouvons supposer que; dans U'ensemble d'un grand nombre
d’observations, les valeurs de sin(sT <+ 67) ont é1¢ alternativement posi-
lives el négalives, en sorte que leur somme soit nulle i fort peu pres.
En nommant 4X la somme des deux derniers termes de la quantité
précédente, on voil qu'ils ajoutent aux numérateurs des valeurs de /,
{—{m'—m)t" et - mt", données dans le numéro précédent, la guan-
Lté X, et que, en négligeant le carré de X et le produit 2X, eelte quan-
ite disparaitra de Pexpression (B) de la hauteur de la marée. Mais il

faul ajouter & celte expression, et par conséquent a I'expression (D)
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de la méme hauteur, la quantité

- (3/1 — »J—"si——) cos(sT + &')

1 -m'z

Ll (3/. _ i“_) (20724 1) cos(sT -+ 0')
T
3hsx ~

i / I o R 4 4 "_._ f’

fa [f T ,",I)_Ilsl cos(sT = 6').

L.e terme

1 .

G sin10sin?e’ cos(2nt - 25 — 29)

rs

8

de la fonction (&), transportée i la Lune, produit les deux suivants :

sT 1 k3
1+ =-) cos(2nl - 2@ — st - 0'— 2y -+ 5) — 20,

’;]— ST
d —l—(l———) cos(z2nl -+2@--sl + ' — 2y — sy — 23)
> , .

. . A ; | v,
in substituant pour B sa valeur ---—;-; pour sin®¢’, 4sin®~¢ cos? - <,
I-+-mux 2 2
I
AL cost ¢

2 -

el @ pour ———-— ces deux lermes deviennent
r

- ST -
L, T, (1—!—- cos[o.nl—{—213——51-:-3)‘—0’« uy — 20)
3a'hang?—¢ 2
2

\

T e mr ) (:— S—L) cos{anl - 2@ - sl — 5y -+ 0" — 27 — 20}
On trouvera par I'analyse précédente, en supposant nulles dans 'en-
semble des observations les moyennes de sin(sT-+0), sin(2m'T — 21}
et de leurs produits, qu'ils ajoutent i expression (D) de la hauteur
de la pleine mer la quantité

. [ ' o
6a’'/itang?—¢ . s A - m )2
2 , , — —_—
— ————cos(2m'T — 20) cos(sT - ') 2
1+ m'z

+- s st - m't”)

OFuvres de L. — V. 20
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Uexpression de la hauteur de la pleine mer devient ainsi

b.m'-+

1 {— —-——

m'—um

a-+-a'4-b=-2a - = —m

w-2-a'+ b
- 1,
’ - 6/ ang? ¢
3h— -t ——— ——cos(am’T —24)
) I--m'a 1+=mx

- 1 (3 ll —_— —'_’E’__.) ,:s-g lr/._, - ,' l,._,)

—Xd'cos'sT-+-6") ) y
P isx .

— S — ——— st
l[f .’|(|+l)z'.l";]

. 3 L
5’! |.ﬂl|n ?E \) I»sr_.lm_. '1‘4(1’4— ’”rln

s ——cos{am'T — 24
I—-mdx

le signe intégral X embrassant tous les termes semblables relatifs a
diverses inégalités de la Lune.
On a par ce qui précede, au moment de la pleine mer,

nl+o—ml— h=1Iir+{;

"
/
—asx(l+m't"st"| !

ux

il est facile ’en conclure que la valeur de /, réduite en temps, a rai-

son de la circonférence entiere pour un jour, exprime le retard des

maiées. On (rouvera par 'analyse précédente que, en désignant pa

A

la partie de Uexpression de la hauteur des marées indépendante de /

v

el de ¢7, on aura

mb

:IIlT——_III )77

sh—BE_ s [,-_ ,‘_’M,’_]
-l o' —m Y {14 m'x)

N d="m' —mit"d ¢ ]
L . ‘ 3hang? ~ ¢’ cos{am’' T -- 29)
2 1
e, . amt’— —sx.st” \
v - . (14 m' 2y [(m'— mli 2 j
—2cos(sT=- %) "—————-—- - )
(' - mja m'b
n—m' n—m'

On fera entrer, par la méme analyse, les inégalités du mouvement

solaire dans les expressions de la hauteur et du retard des marées.

|

g




LIVRE XIIL 203

Parmi les inégalités lunaires, celle que 'on nomme variation aug-
mente, dans les syzvgies, la parallaxe de la Lune et sa vitesse angu-
laire de quantités constantes; clle les diminue des mémes quantités
dans les quadratures. Relativement i cette inégalité, s est égal i
a(m’'—m), ct, dans les svzygies, le cosinus de 20— m)T est 'unité;
il est —1 dans les quadratures. La théorie lunaive donne, par rapport
a cetle inégalité, 34 = —0,02334 ¢t f=o0,01. De plus, on verra dans
la suile que m'a esti fort peu pres égal i 7:’ en sorte que l'on peut

supposer, ea négligeant la valeur de m,

fsr
—'— ,—=o0,001,
151 .
ce qui donne
h & .
35— _-_f_'__ = — 0,0273].
1-Fm.uy

. 1, . .
On peut, vu Ia petitesse de l:mg’;s , substituer sans errcur sensible
—0,02734 au lieu de 34 dans le facteur de celte quantité; on aura
done égard i I'inégalité de la variation, dans la valewr de =, en mul-
tipliant L” par 1,02734 dans les syzyvgies, et 'on ¥ aura égard dans
les quadratures en multipliant L’ par 0,972066.

4. Sott p le carré du cosinus de la déelinaison du Soleil i 'instant
de Ta syzygie; on aura, parle n® 2,

I -t c0s2g

(. 0
p=—- - -} —sin?ecosom’T;
i) a

or on a
I 14 cos?e L1
COSY — g o= -~ — 8N — €]
o 2 2

en négligeant done, comme nous 'avons fait, sin*~<, on aura

-

L 1 . I. o
2\ — cost —¢+4- Bsin?e — cosam’l
ri 2 r

L

=2\
"

=\ — ll)%sin'—'scusmn"l'.
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En nommant pareillement p’ le carré du cosinus de la déclinaison de

la Lune & Pinstant de la syzygic, on aura

I 1 I C e
2\ = cost ~ ¢’ - Bsin?e = cos am'T — 243)
rs 2 3
L L
=2\ = p' — (A" — B)sin?e’ =——cos{2m'T — 23).
’.'3 i ’.’J

1 . rp s - . <}
Dans les syzygies des solstices, mT et m"F sont & peu prés égaux a =
N P i Y I rpe e L1
ln désignant alors pav o=+ mT et ~=-4- 2T les angles w'T et md'T,

ve qui revient & compter du solstice les ares mT’ et T, on aura
cos2mT = —cos2m’l”, cos oam’T —28) == — cos{am’T" — 24};

en désignant done par g et ¢’ les carrés des cosinus des déclinaisons

solaires ¢l lunaires & I'instant de la syaygie solsticiale, on aura

. 1 . L -
2\ —cos' — z4- Bsin?e — cosam’l
r 2 r
\l" - (A — B) sin? L cos T
Ny Fq-.—(; — ]blll'ErJCthm ,
roas 1 LN HEC W l" . rr .
2N = cos' —&' - Bsin?e’ = cos(am'T — 24)
P 2 r'3
B P , T M yorer .
mza N = ' - [A — B sin?e’ == cos(2m' T — 14).
’-'3 '.'(]

On peut supposer, dans 'ensemble d'un grand nombre de syvzygies,
que la somme des cosinus de 2m7 est égale & la somme des cosinus de
am’T’, el que la somme des cosinus de 2m'T—- 23 est égale & Ia
somme des cosinus de 2m'T'— 23, parce que ces cosinus dillerent
peu de P'unité, et que dailleurs ils sont multipliés par les facteurs
tres-petits (A —B)sin*e et (A'—B)sin?¢. En supposant done que P
¢t Q expriment les sommes des carrés des cosinus des déclinaisons du
Soleil aux instants des syzygies équinoxiales et solsticiales, et que 1”
et Q' expriment les mémes sommes pour la Lune, on aura, en ne con-
stdérant que Pinégalité lunaire de la variation, pour un nombre ¢ de
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svzygies équinoxiales,

. | PR . , L',
211:2;\’—3[’T3,\.|,0173 ';7_3"

L

—(A—B)3 i

et, pour le méme nombre ¢ de syzygies solsliciales, on aura

-3[1':9..—\—1:()—%—21\'.1,027'}_1-1' Q
r 3
L., , \ , L ,
—‘.—(A—ll);i(l — Q4+ (N —B).r,02931 . = (" —Q'),

r'3

2 ¢lant ce que devient = dans les syzvgies solsticiales.

La hauteur de la pleine mer syzygie, donnée par la formule (M) du
numéro précédent, étant de laforme 2—3¢7%, il est clair que la basse mer
syzZvgic sera — # -+ 2¢"%, ce qui revient 4 changer L et L' dans - I, ¢l
— L. Dans les quadratures, labasse mer solaire coincide avee la haute
mer lunaire. De L il suit que, si 'on désigne par P, et Q, les sommies
des carrés des cosinus des déclinaisons du Soleil dans les quadratures
¢quinoxiales et solsticiales, si 'on désigne par Q' et I, lIes sommes des
carrés des cosinus des déclinaisons de la Lune dans les mémes quadra-
tures, enfin si 'on désigne par 2" el 2 ce que deviennent # et «” dans
les quadratures, on aura, pour 7 quadratures équinoxiales, en n'avant
¢gard qu'a 'inégalité de la variation,

L L

2o = 2_\'.0,97266-;_’; Q,— 24 3 P,

4+ (N — Il).0,97266-% (r,—Q\ 4 (A~ ll);—;—!l’, —Q,
r :

cl, pour i quadratures solsticiales, on aura

. . L l.
27" = z,\'.o,_()';'zG()-_Tl I, a2\ 5 Q.
;

A n}.o,97zﬁa._'_jJ(V,— Q) --(A--B) L p, —qy
r

B
TR /-
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Dans le caleul des valeurs de 6272 et I, données par les formules (M)

¢t (N}, on fera, pour les ¢ syzygies équinoxiales,

L1 _P+Q 1. PP Q
cost—e= ——=, cos'-¢&' = -
2 21 2 21
. PP . . M —-qQ
sin?ecosam’T = - sin?e’cos{zm'T ~- 28) = -,

.

W -
=3
+
-
~

L I
tang? ~¢' cos{am'T —- 28) =

I faut, dans les syzygics solsticiales, changer les signes des scconds

membres des trois derniéres équations.
Dans les quadratures, il faut changer L en — L et faire
P24 Q

g=— ---—- -3 cos"
21

v 0,
21

cost =

&

b

e | -

Dans les quadratures ¢quinoxiales, 1l faut {aive

: o Pi—Q . « Q,— P
sinzecosamT = l.—‘~ y  sin?g’ cos(2m'T —20) = —"—[.—'-,
1 N hy 1 Q’I T I"|
tang? —¢' cos{am' T — 20) = - ,— -
o ‘_).5 \ ) 5 ]'|+Q|

Dans les quadratuves solsticiales, il faut changer les signes des seconds

membres de ces Lrois derniéres équations.

i o S——
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CHAPITRE TII.

COMPARAISON DE L'ANALYSE PRECEDENTE AVEC LES OBSERYATIONS DES IAUTEURS
DES MAREES DONT LA PERIODE EST D’ENVIRON UN DEMI-JOUR.

5. On a considére les syzygies équinoxiales suivantes :

TADBLE L. — DES UAUTEURS DES MAREES.
1807....... 9 mars. | 23 mars. | 8 avril. 2 sept. 16 sepl. 1 oct.
1808....... 2 » 27w 1 » o 20 0w i o
1809....... 2 2 15 » 31 mars. 9 » 23 9
1810....... 3 o 2 §f avril. | 13 » 28 12
1811....... 10 » 21 » 8 2 17 » 2 v
1812....... 13 » 27 » I » > a 20 » 3 0
1813....... 2 v 7w ( ! o v 2 v 1w v
1814....... 6 21 » A [ 20 » 13 a
I8I5....... [ ) 23 9 3 » 18 2
I1816....... 3w 28 12 6 » 20 v 6 »
1817, ... 3 00 | 1 1 BT PV 10
1818....... 7 22w oo 3raoal. | 1§ » 3o sepl.
1819....... n 25 0 i sept. 19 v 3 ocl.
1820....... 2 [évrier.] 14 v 29 mars. | s o» 22 9 s
1821....... 4 mars. | 18 » 2 avril, | or o» ab » | I
1822....... > 23w 6 » [ 15 » 3o sepl.

On a pris, dans les svaygies, 'exces de la haute mer du soirv sur la
basse mer du matin, relatif au jour qui précede la syzygie, au jour
méme de la syzygie el aux quatre jours qui la suivent. On a fail, pour
chaque année, une soinme des excis relatifs & chacun de ces jours, en
doublant les résultats correspondants i la syzygie la plus voisine de
I'équinoxe et qui est la moyenne des (rois syzygies considérées dans
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chaque équinoxe. On a obtenu ainsi les résullats suivants exprimeés

maelres :

TABLE M. — SYzyGIES FQUINOXIALES.

en

(—1 (©h | (0 | (=2 | =3 | (4
I807....... 11,12 19,020 31, iGo 50,520 18,830 13,050
1808....... fi,7iv 19,135 31,120 31,060 48,795 13,910
1809, ... M 18,520 30,910 51,135 19,305 fi.910
IS1o....... 16,300 19,711 31,7{v 30,279 i7.711 13,079
IS, .. ... 11,209 19,030 31,290 51,100 18,8060 13,8%0
1812, ... 13,327 18,110 51,318 31,630 {9,619 i6.015
I813....... 13,330 19,0069 1,041 3.801 17,928 i3,.60
113 5 SO Pf,211 18,0651 30,331 30,70% 18, 165 if.707
1815. ... 13,007 18,768 31,852 30,917 18,611 13,857
1816....... 13,9% 18,350 31,380 3,350 iy,000 ii,180
1817....... 13,730 18,2350 30,0630 30,580 ia,000 11,200
I818....... 13, %00 18,0060 50,330 50,230 18,360 13,610
1819....... 13,798 8,220 30,592 50,281 i8,802 13.316
1820....... 13,028 19,702 5,857 31,140 {8,063y 13,800
1821....... 11,265 18,603 50,660 19,630 8,819 i2,107
1822, ... .. 11,133 18,361 30,777 19,0983 17,750 12,670
Sommes. . ) 7°®901 | 770,087 [ 817,538 [ 810,886 | 778, {29 | 702,807
' | ST I I A s

LSS0 S ST sont les sommes des hauteurs relatives a chacun

des six jours. Sil'on désigne la loi de ces sommes par

¢ étant le temps écoulé depuis la haute mer du soir du jour qui pre-

cede la syzygie, l'intervalle de deux marées consécutives du soir ¢tant

cr--gt -t

pris pour unité, on aura les six équations de condition suivantes :

r

S

C+ CI_!__ cl!:fl'
fE 428 + == f",
9l + 3+ g7 = f",
lG.C_+iIIC,+C,,:fl'l
25 + 50 4- "= f".
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Si F'on multiplie chacune de ces équations respectivement par les coel
ficients de Z, et que 'on fasse Ia somme des produits, si Pon fait des
sommes semblables relativement aux coeflicients de 77 et 27, ces trois
sommes donneront les équations suivantes :
0700 + 2030+ 5507 = [T+ [ 74 g f Tl frv 05
225: + 5rit_l+ l".’:-/:”:f'—!— 2/-”_1‘ 3/1,:-_*_ ,’Lf'r‘l' .‘,j‘r'
I-Dt_’—:— GC,’:f . ‘/‘I - ‘/‘l.’+ ./'r." +L/‘l‘-_?_,/"-

Ces équations donnent

L o At Mt M Sk AV AT ¥ S )

[ )
g T )3 e T,
T 35 Fay
o LAl T 5, 53,
= T () 2-_- () .

Maintenant on a, le metre ¢lant pris pour unité,

S =1709.911, S ==779,98;, ["=817,538,

S7=811,886, [=778,129, [T==702,89;.
On (rouve ansi
z = — 18,06957,
g 89,01710,

L'expression

(717" ou ¢'—

-_—
e
L
i
N
P
e~
A

2 !~
WN o~
~——

B

des valeurs de /, /%, /7, ... devient
81g,%70 — 18,06977.1t — 2,16399,2.

Exprimons par 2 [a distanee d’une haute marée du soir i instant
de la syavgie, ¢ élant supposé posilif pour les marées qui suivent b
svzygie. Soit y une constante arbitraire, dont nous disposcrons de ma-
niere que 7 -— 4570 — y;® représente cette haute marée, La basse marée
qui la préeede séra, comme on I'a vu d’apres la loi de la pesantewr uni-

OFnvres de L. — V.

-
‘
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,

. , N2 o, . R -
verselle, — 7.+‘3(l —y— 7) - L’exces de 1a haute mer sur cette basse
: {

mer sera done

6 1\2
~ — e Ly '__ Y —— - -
2% 33 LES (I ) 8)
Ainsi, en nommant ¢ le nombre des syzygies employées pour former
les valeurs de /, /7, /7, ..., expression générale des sommes de ces

valeurs sera

el a2
.- . (R} cof T\~
a) 207 — — — 2o\l —)y—z} -
: T ( ; 3)

Désignons par & la moyenne des quantités dont les syzygies onl preé-
cédé, dans les observations préeédentes, les instants des hautes marées
du soir des jours mémes des syaygies; on aura

U'—y=t-—-1=2-k—).

La formule (@) devienl ainsi

)_Eié:_ "'_Q_'_l-__-z
2o 61 210(1 g / ‘)) .

Celte Tormule doit coincider avec expression

D A g'\?
i)’

b
( iz

/

on a done

4 — 9 _ .
——'C_ -3 4-k »
ce (Illi (ll)llll('
7.9 4
)= k 8 ; ;

En substituant les valeurs précédentes de 7 et de 2, on a
3 =1,338¢8 +- /.
Dans les syzygies précédentes, le vetavd journalier des mavées a éte
0,026136. On a ainsi, en parties du jour solaire,
1,33898 == 13, 37398,

La valeur moyvenne £ dont les syzygies ont préeédé les mavées du



soir est o), 1o615. On a ainsi
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y==11,480m3.

La comparaison des expressions (a) et (&) donne

272 = 819,5895,

216 = 18,0648,

¢ ¢lant égal & 128, parce que I'on a employé 128 syzygies, ¢n complaint

pour deux chaque syzygie intermédiaire dont on a doublé les résultats.

Pour que l'on puisse appréeier la régolarité des observations des

marées faites dans le port de Brest, on a déterminé, comme ci-dessus,

les valeurs de 272 et de 264 pour chacune des scize années, cl. comme

le nombre des observations de chaque année n’est qu'un seizieme du

nombre (olal des observations que nous venons d'employer, on a mul-

tipli¢ les divers résultats par 16, pour les comparer aux précédents.

On a forme ainsi la Table suivante :

TABLE 11I. — VALLURS DE 2/% LT DI 27 % CONCLUER DER MAREES EQUINOXIALES ») ZVGHIs.
i, P B
1807...... ... 16,884 81, 3%5
ISo8.......... 18,037 Sz 071
1800, ...l 1H, 851 R0 878
ISI0.. ..., .. 16,739 Sun, g2
ISt 19,193 823,188
IS12.... ... .. 17,656 Bar ar
[R] 1 17,230 B8, 212
[N I S 16,113 S1f,3f0
| 151 1+ T 19,576 dab, 075
ISI1G.......... 19.300 825,987
IS17.. ... ... 17,702 Sro.gha
ISIS. ... ... 15,009y Sir, 03
1819, ... 18,617 81§, j66
1820, .. ..., 19. 19 Bl i
1820, ......... 11,200 81,109
1822, ... ... 18,902 Sro, 998

Moyennes.. ..

-
18,071

819,8320
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Le peu de difiérence de ces valeurs de 205 et de 207 & leurs
movennes montre la régularité des marées dans le port de Brest, ces
cearts avant ¢té rendus seize fois plus grands, en vertu de leur multi-
plication par 16.

6. On a considéré de la méme manitre les syzvgies solsticiales sul-

vanles, qui correspondent aux mémes années.

TABLE IV.

7. 6 juin. | 20 juin. y julle | 1) dée. 29 dic.

1803.. ... 13 janv, 8 21 juin. 7 juill. 3w 17 dée.
1809, ... [ 13 27w 1 o ) 20 »
IS0, ...... 3 0w 3 0» 17 » 1 9 w9 ab »
ISih....... 9 o 6 » 0 G » 15 2y
ISI2....... 1] n g o 2] 5 S » [ | B
IS13. ... .. 2 o p » 28 13 ; v 22 o
Isti....... 6 3 » 17 TR I o» 20
18k, ... 1o ) 7 ] | ) 6 16 o
IStG. . ... 1y v 10 23 g » P I8
1 3o 3o mai. 1 » 28 juin. b 23
IRIR. ... 6 ) 3 juin. 1S » 1 junl. | 27 »
] FUNRR I " 8 22 » VR 1o {17031 e
1820....... 1o juin. | o6 » 1o juill. 5 dée. 19 y
IR21, .. ... I 31 mai. 15 juin. | 20 juin. 9 v 2] )
1822.... ..] 7 o ijune | g o i juill. 13 » 28
IS23.. .. e

On a [ait, comme ci-dessus, les sommes des excis des hautes marces
du soir sur les basses mers du matin du jour qui précide la syzygie,
du jour méme de la syzygie et des quatre jours qui la suivent, en dou-
blant les résultats relatifs a la syzygic intermédiaive dans chaque sol-

sliee. On a obtenu ainsi les résultals suivants :
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TABLE V. -— SyzZVGIES SOLSTICIALES.

(—. (o). (+1). (+ 2. (+=3). (+ 1)
IN07. ... 1,030 13,070 1.7 13,741 13,830 11.57)
I1S03....... 41,365 11,260 16,079 13,970 11.870 12.945
1809, ... ... 1,195 ii1f0 {6,885 3,013 5,610 3.3
IS10..... .. 1,012 1,181 16,6273 i tn 1,129 fr,2qe2
ISV 10,6495 11,103 ENEN 13,736 195,219 13,289
iI812....... 12,058 11,75 13,932 17,178 3.7 {0,901
1813 ... .. i, =33 11,867 05,821 1,81 i3.300 | 30,08 |
IS1f....... 10,380 3,665 19,767 13,0% fi.017 fr,00) l
IS15....... j0,00) 3,013 5,190 1,831 i3,289 fo, 86 {
IS1G. ... ... {0,830 2,390 11.090 13,850 J1r.640 10,620 f
ISI7....... 349, {{o 12,720 11.3% 13,880 11,910 U DI
1818, ... 30,71 2, joo 3,975 i1 2,078 . i68 |
1819, ... .. 3y, 137 fr 030 12,733 2,329 Jr,008 8,000
I820....... 38,320 10,990 f, 220 12,171 {1,208 39,000 |
1820 ..., 39,220 f2,130 f2. 160 11,825 1,229 18,035 :
18220 ... 133,107 11,821 13,357 13,924 12,73 39,170 \
Sommes. .. | 675,358 Ggn, o AT 712,813 igo, 872 Hi8,-gn i

L'ensemble de ces hauteurs donne

S =045,358, [ :=0Ggo,q02, [f"=r1],%,
JST=712,813, [r:==0go,872, f*=10648,702.

On trouve ainsi
= — 11,0853,

2= 55,863-53,

o @
"= 0] ),6.i’;80.

. . 7 . < R .
L’expression 27— 7 —:~C<l 4 TG) des valeurs de /, /7, ... devient
i7 : I,

716,2293 - 11,08313{t — 2,519;6)2,
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(’oir on tive, comme dans le numéro préeédent,

202 =710, 3020,

‘o

25 = r11.08M01).
On u, comme dans le méme numeéro,

¢ 9

sr=Tg ke,
ve qui donne
r==1,39176 -+ k.
Dans les syzygies des solstices, le vetard journalicr des marées a éé
o, 0283-6, en sorte que Pintervalle pris pour unité est ici v, 028356.
On a ainsi, en parties du jour solaire,

Dans les syzygies solsticiales précédentes on a

k= ol 11350,
ce qui donne

~—

e ) SlQ
=1J,71b81.

Pour apprécier la régularité de ces observations solsticiales des ma-
rées, on a déterming, pour chaque année, les valeurs de 209 el de 204,
clton les a mualtiphiées par 16, pour les comparer aux valeurs préce-
dentes des mémes quantités relatives aux seize années d’observations.
On a lormé ainsi la Table suivante :
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TABLE VI. — VaLerns i 246" LT 242" CONCLUES DES MAREES SOLSTICIALES SYZYGIES,
205 20z
1807.......... 9,681 RIS BY
1808.......... 10,717 38,931
1809.......... 12, 121 51,119
I810.......... 13,557 717,930
18 ... .. 9,118 733,995
I812.......... 1,rf7 732,925
IS13.... ... .. 12,3957 731,550
IBLE.......... 12,208 -aq, 610
1815, . ... ... 11,893 ~a0, 831
I8IG.......... 9,983 701,618
I817.......... 1,392 =006, 605
1818.......... 13,03 -03,201
IS19. ... .. 9,697 682,111
1820 . ...__... 9,65 679,981
1I821...... ... 9, {06 680,378
1822.......... 12,116 700,525
Movennes.. .. 1,185 7106, {630

Le peu de dilférence de ces valeurs de 209 et de 2ai2” a leurs
moyennes prouve leur régularité. En les comparant aux mémes va-
leurs relatives aux syzvgies équinoxiales, on voit clairement Pinfluence
des déclinaisons sur les valeurs de 22 et de 2%: Ia plus petite des
valeurs de 20%, dans les syzygies équinoxiales de la Table M1, est
810,998; clle surpasse la plus grande des valeurs de 274" dans les syzy-
gies solsticiales de [a Table VI, qui ne s’éleve qu'a 551, 449. Pareille-
ment, la plus pelite des valeurs de 274, dans les svzygies équinoxiales
de la Table 1T, est 16, 443; elle surpasse la plus grande des valeurs de
206" dans les syzygies solsticiales, qui, par la Table VI, ne s’éleve qu'a
13,034 (*). Une telle disposition n’est point Ueffet du hasard ; car alors,

{(*) La plus grande voleur de 274" dans la Table VI e~t 13,537 ¢l non pas 13,034. 1l ¢n
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en admettant que Ia plus grande des trente-deux valeurs de 204 et de
205, qui, par la Table 11, est 19,7756, et la plus petite de ces valeurs,
qui, par la Table V1, est g,406, sont les limites entre lesquelles ces
valeurs ont pu ¢galement s'étendre, on aura la supposition la plus
favorable au hasard; un plus grand intervalle de limites diminuerait
sa probabilité. Dans cette supposition, la probabilit¢ qu'une valeur

svzygie équinoxiale de 205 ne sera pas au-dessous de 16,443 sera

19,77(5—16,_“} . 3,333

- oL o
19,7506 — 9, job 10,350

Parcillement, la probabilité qu'une valeur syzyvgic solsticiale de 2%

ne sera pas aun-dessus de 13,034 sera

13.03] — 9. 400 3.628
ST LT 7 T (_ P
19,550 — 9,400 10,370

De Ly il suit, par les principes connus de la théorie des probabilites,
que la probabilité qu'aucune des seize valeurs syzygies équinoxiales
de 205 ne sera au-dessous de 16,443, en méme temps qu'aucune des

valeurs svzygies solsticiales de 20% ne surpassera pas 13,034, est

3.333\1¢ (3.6:8\1¢
10,3750 Tu_,'jjo)

Ce produit est moindre qu'une [raction qui, ayant 'unité pour nu-

cale i

mérateur, aurait pour dénominateur 15, suivi de quatorze zéros. L'ex-
cessive petitesse de cette fraction prouve incontestablement U'influcnce
des déclinaisons du Soleil et de la Lune sur les valeurs de 205 et de
21%". Un raisonnement semblable, appliqué aux valeurs de 217 et de

ar2, montre pareillement Pinfluence des déclinaisons sur ces valeurs.

7. Jai considéré, d'une maniere i peu pres semblable, les quadra-
tures équinoxiales suivanles :
rézulte que la fraction dont il est question & Ja fin de ce numéro, au lieu d'avoir pour déno-

micaleur 15 =uivi de quatorze zéros. a pour dénvminaleur 17 suivi de treize zéros. Elle n'en
esl pas woins. coinme le dit Fauteur. d'une excessive petilesse. A L
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TABLE V. — QUADRATURES EQUINOXIALES.

1807....... pomars. |y mars. | 3o mars. | 8 sepl. | »f sepl. 8 ocl.
1€08..... .. o 19 » faveil. |13 » a5 12 »
1809....... 8 » 21 I 7 » 1 n ih » 1 »
1810....... 13 28 » . » 6 = 20 T
ISty. ... 2 9 ;v e omars. [ 9w | 25 0w 9
1812....... 6 o g v favril. 113 = 27w 13
1813....... g 2y » 7 2 m 7 ) ) om
IS1f....... 1 n 1 " 1 ) 7 » 2l ) 6 »
I815..... .. 2 9 18 . 1o 0w » 6 » o »
I816....... T o» 20 » ) 20 aonl. | 1§ a8 sepl.
IS17....... 10 o 260 8 o 3osenl. [ a7 o» 3 ecl.
ISIS....... 28 [évr. 15 » 20 1nArs. s ° = w
1819, ... ... 3 mars. | 19w 2 aveil. [ r s ah s [T
1820....... 7 a1 6 o Jo aodl. | 13 o sepl.
1821....... 0 alh o» 9 iosept. | 8 i ocl.
1822, ......] »8 [¢évr, 15 s 29 MaLs. 8 » 23 - o»

On a pris I'exces de la haute mer du matin sur la basse mer du
soir, relatif au jour méme de la quadrature et aux trois jours qui la
suivenl. Je n'ai pas considéré six jours, comme je l'ai fait relative-
mentl aux syzvgies, parce que, la variation des marées quadratures
¢tant plus rapide que celle des marées syzvgies, la loi de variation
proportionnelle au carré du temps ne pourrail pas, sans erreur sen-
sible, s’é¢tendre & un intervalle de six jours. On a fait, pour chaque
marce, une somme des exces relatifs & chacun des quatre jours, en
doublant les résultats relatifs i la quadrature intermédiaire des trois
gquadratures considérées dans chaque équinoxe. On a formé ainsi la
Table suivante :

Olwvres de [.. — V. a8
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TABLE VIII. —- QUADRATURES EQUINOXIALES.
\0) () (2). (3)-

ISOT.. ..l 15,130 20, 100 20,180 26, 106
(£ 1 S 16,770 20,950 20,933 26,3120
8O0, .. ... 26,130 21, {00 21,130 23,280
1I810............. 1,300 20,974 a1, 183 27,080
(1.7 | [ 16,055 21,0 21,130 26, 167
1812 ..o 26,917 21,500 20,625 23,111
1I813............. 23, {19 20,311 20,0681 23.916
ISIf............. 23, 861 19,754 20,00 23,913
IS5 . 21,367 20,1006 19.9{9 26,153
I816............. 25,250 19,380 21130 23,720
IR17... ... .. 23,380 18,610 18,360 22,520
[ 13 £ 23,860 18,330 19,010 23,610
0. 2,573 17,178 17.281 27,234
| 1.1 23,002 16,798 16,828 L2319
1821............. 23, 140 157,060 17,080 22,759
1822, 23,228 18,102 17,027 22,015

Sommes.. ... 301,097 312,023 313,013 ST B11)

Si Fon nomme f, /7, /7, /7 les sommes des hauteurs relatives & cha-

cun des quatre jours, et que Fon représente la loi de ces sommes par

IR I RN 2
"-.l T

¢ élant le temps écoulé depuis la haute marée du matin du jour de fa

quadvature, I'mtervalle de denx marées quadratures du matin étant

pris pour unité, on aura les quatre équations de condition suivantes :
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Si I'on multiplie chacune de ees équations respectivement par leurs
coeflicients de Z et que I'on fasse nulle la somme de leurs produits, si
I'on fait les sommes semblables relativement aux coeflicients de £ et
de 77, ces Lrois sommes, égalées i zéro, formeront les équations sui-

vantles :
98% 4+ 36% - fr =[G f" - of.

367 = 147 = G == f o f 3 fT,
l’l: =S GC"!‘ -,l'c,”: [‘ 'E'fl »}x/‘l.'_'_fm;

ces ¢quations donnent

S

§
=2 e L e U S AU )
pem
e f_»/’:—f;—_[: — é'('_ iy
] 2" 2

Maintenanl on a
[==39%,094, ['=312,023, ["= 313,033, [7==3906,159.
ce qui donne

¢=41,20025, U= -—123,1812, {"=3g}.051).

L'expression
: cer g7

devienl ainsi
{a 302,2010 -+ f1,29925(1 — 1,49131}*.

Nommons ¢ la distance d’'une haute marée du matin i Pinstant de
la quadrature, et représentons par 2”-=67(£/— v)* celte haute marée.

La hauteur de la basse mer qui la suit sera

1’ ”I' [ 2
— " — 8 (I —)‘+—/I-> ;
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I'exces de Ia haute mer sur cette basse mer sera done

28" ' 1\?
20"+ - 426" ('— )y - —) .
4 Fs
Nommons 4 la valeur moyenne des quantités dont les quadratures
ont suivi les hautes marées du matin du jour de la quadrature; on aura
{'==t— K. La formule précédente devient ainsi, en la multipliant par
le nombre ¢ des quadratures considérées,
-, 218 .. ; 1\?
207"+ 65 +’116”(l — kK —y-+ g) .
Cette formule sera Pexpression des valeurs de /, /7, ... en la compa-
rant & la formule (@), on a

-y — 8:1,49|3|,

ce qui donne
¥ =1,61631 — k'
L'intervalle pris pour unité est U'intervalle de deux marées consécu-
tives du matin vers les syzygies équinoxiales, et 'on verra ci-apres que
cet intervalle est 1},057828; on aura ainsi :

1,61631 == 13, 70938.

La valeur de & relative aux marées précédentes est of, 200145 on
aura done
7 — 1, 50964;
on a ensuile

212" — 301,5506g0.
' MR [ o

Pour apprécier la régularité de ces marées i Brest, on a déterminé
les valeurs de 2:2” et de 204”7 pour chaque année, ct on les a multi-
pliées par 6, ce qui a produit la Table suivante :
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TABLE IN. — VALEURS DE 2/6” Er 242" CONCLUES DES MAREES LQUINOXIALES
EN QUADRATURES.

26", 207",

1RO7.......... 13,821 310, 167
1808.......... ii,820 323,148
1809, ........ 33,520 330,55
I810.......... 36, j92 318,768
181 . ... ... 38,608 330,099
1812, ... ... 39,732 327,982
1813.......... 11,251 317,168
1814 .. ....... 36,171 310,179
1815.......... 3,90 308, 368
1816.......... 35,000 102,939
I817.......... 31,920 287,981
1818 ......... fo,520 287,957
1I819.......... 19, {67 262,213
1820.......... S0,1 40 271,685
1821.......... ir,019 268,339
1822 .. ...... {0,389 209,891

Moyennes. . .. Fr,2533 Joa, 562§

Le peu de dilférence de ces valeurs de 2027 et de 2047 i leurs

moyennes prouve la régularité de ees valeurs.

S. Jai considéré de la méme maniere les quadratures solsticiales

swivantes :
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TABLE X. — MAREFS QUADRATURES SOLSTICIALES.
1807....... 13 Jquin. | 28 juin. | 12 juill. 6 déc. 22 dée.
1803 ... 5 jaav. [ 2 15 juin. 1 juill. 1o -~ 27 dée.
1809. ... ... g > oo 20 v i " 13 s ) »
[ 1 ] J (DR 100 23 Qg 3 0w 19
TE] | I [, 13 - ) v 12 » 6 o 22
IS12....... 6 » 2 6 [ 1o 25
1813....... 9 = 30 21 v 5w I » 1,30 »
IStE... ... tojuin. | 2j  o» 10 juill. ) 19 ’ »
1.} E P 2 janv. | 31 mai. | 17 juin. | 29 juin. § » 23
IS 7 » 3 juin. 1y o2 juill. 12 » PIU
I817....... TN H 2 , 6 » [ 15. 31 =
I8I8....... ojuin. | 23 s e juill. 3 dée. 20w » ’
1819, ... ... 3 janv. o ti juin. | 3o juin. 9 23
|S"-..)” ....... S ) ‘} » IR N » ) 12 n ‘2" n
1821....... o0 ; 0 20 - juill. 2 v 16, 31 »
1822, ......] 12 juin. | a6 o 1 juill. 3 dée. 21 »
1823, ..., ToJanv.

On a fait, comme ci-dessus, les sommes des exces des hautes mers
du matin sur les basses mers qui les suivent, pour le premicer jour de
la quadrature et pour les trois jours qui la suivent, ce qui a donné la

Table suivante :
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TABLE XI. — QUAUR\TURES SOISTICIALES.

223

(o). (1)- (20, (3~

1807............. 28,720 20, 195 25,310 27,13
1808............. 28,910 23,765 25,175 27,120 .
1809 .. ... ... 28,950 26,3863 29,80 25,815
{51 1) S 29, 586 25,750 20, {77 27.910
1811...... ... 29,319 26,113 25,913 28,01
i1812.. ... ... .. 28, 106 25,837 23,823 27,709
I813... ... ... 26,38 21,908 20,273 28,681
1557 1 PO 27,196 21,431 23,500 28,38
1815, .. ... ... 25,780 24,78 25,285 28,9221
1816.. ... ._.... 26,850 25,500 21,900 28,370
| 1] Iy A 25,610 24, 100 23,370 238,930
I8I8... ... 26,607 21,713 21,853 20,769
1I8f0... ... ... 26,611 21,677 21,301 26,57
1820..... ... ... 26,9314 21, §12 23,700 26,220
1820, ... ... ... 27,335 23,180 21,115 20, 130
1822, 28,047 25,017 21,20 26,036

Sommes.. ... ... ff,215 jo4,877 402,312 438,356

L’ensemble de écs hauteurs donne
S=441,215, ['=404,877, f”=ju2,312, f7=-438,3706,
d’ol1 'on tive
¢=18,1005, '-==—55% 4097, {"==141,4598.

L'expression
e+t

devient ainsi
399,0324 + 18,1003 (1 — 1,53062 )2,

ce qui donne, par un calcul semblable & celui que nous venons de faire
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relativement aux quadratures équinoxiales, -

on Lrouve ensuite, comme ci-dessus,
) =1,63561 — /.

L'intervalle pris pour unité est ici 13,046847, et la valeur de & vela-

tive i ces marées quadratures o, 22048, d’ott 'on tive
3 =1),51206q.
Les marées quadratures équinoxiales ont donné

2 =13,%096%;
la moyenne est

y=nr51n06;
¢'est la quantité dont le minimum des marées suit la quadrature. On a
vu précédemment que les marées syzygies équinoxiales el solsticiales

donnent, pour les valeurs correspondantes de y,
11,4803, 14,54681.

La moyenne de ces deux valeurs est 13,51349; ¢’est la quantité dont
le maximum des marées suit la syzvgie. On voil ainsi que cet inter-
valle ést & tres-peu pres égal o Uintervalle dont le minimum des
marées suil la quadrature; ces deux intervalles peuvent done étre
supposés égaux. Les observations anciennes m’ont donné pour ces
intervalles 13, 50724 et 13,5077 (Livre 1V, n® 2% et 31), ce qui est a
tres-peu pres d’accord avee les résultats des nouvelles ohservations.
Pour juger de la régularité des marées quadratures solsticiales dans
le port de Brest, on a déterminé, pour chaque année, les valeurs de
22" et de 2047, en les multipliant par 16, ce qui a produit Ia Table

suivante :



LIVRE XIII. 223

TABLE XII. — VALEURS DE 2i%” ET 2/2" CONCLUES DES MAREES SOLSTICIALES
EN QUADRATURES.

—
2657, izl

1807. .. ...._. 16,200 jo8.713
1808.......... 20, {30 joo, 719
1809 ... ..... 12,218 jo3,736
1810, ......... 21, 196 “jrr,b6
1811.......... 19,860 » f3,200
1812, ..., 16,001 508,811
1813.......... 16,504 o2, 196
1814, ... 22,596 392,835
I8t5....... .. 15.728 3g3,822
IS16........ .. 19,360 397,530
1817..... ... 20, foo 396, 1i8
1818, ... ..., 15,270 396, {66
1819.......... 16,816 387.3:1
1820.......... 20,160 377,789
1821, ......... 16,760 Jo1,3%

1822, ... ..., 19,427 387,007 |

Moyennes. ... 18,0312 398,750 '

|

Iln comparant ces valeurs de 2¢2” et de 2067 i celles qui sont rela-
lives aux marées quadratures équinoxiales, on voit clairement l'in-
Nuence des déelinaisons des astres sur ces valeurs. Dans les quadra-
tures équinoxiales, la déclinaison du Soleil est presque nulle et la
déclinaison de la Lunc est vers son maximuin; l¢ contraire a lieu dans
les quadratures solsticiales, out la déclinaison de la Lune est fort petite,
ct celle du Soleil vers son maximum. Dans les quadratures équi-
noxiales, la plus grande des valeurs de 270" a été, par Ia Table IX,
égale i 330,551, valeur inféricure & la plus pelite des valeurs de 202"
relalives aux quadratures solsticiales, et qui, par la Table XI, est
377,789. Au contraire, la plus petite des valeurs de 206" des marées
quadratures équinoxiales de la Table IX, qui est 34,920, surpasse

OFuvrecde L. — V. 29
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la plus grande des valears de 2067 des marées quadratures solsticiales
de laTable XI1, qui est 22,596. En appliquant a ces valeurs le raison-
nement que nous avons fait, dans ce qui précede, sur les valeurs de
a0z et de 265 relatives aux marées syzygies, on verra que celle dispo-
sition n'est point Ueffet du hasard et qu’elle indique, d'une maniére
icontestable, U'influence des déclinaisons des astres sur ces valeurs,

dans les marées quadratures comme dans les marées syzygies.

9. Toules ces valeurs de 24z el de 25 sont autant de phénomenes
tres-propres a vérilier la théorie du flux et du reflux de la mer, fondée
sur la loi de la pesanteur universelle. Mais, avant de les comparer &
cetle théorie, je vais les comparer aux valeurs semblables que jai
deduites, dans le Livee 1V, des observations anciennes. Ces ohserva-
lions sont relatives & vingl-quatre syzygies et a vingl-quatre quadra-
turves, tandis que les observations modernes se rapportent i cenl
vingl-huit syzygies ¢t A cent vingt-huit quadratures. Il faut done, pour
comparer les résultats anciens aux modernes, diminuer ceux-ci dans
le rapport de 3 & 16. On aura ainsi :

Obsertalions modernes. Olhsereatllnne anciennes,
. n - n _—
. . 48.2 = 153,~11 150,239

Syvzyvgies équinoxiales Vo > ’
TeeEn T e | 48.8 = 3,388 3,163
. . . : \ 48, = 134,325 132,371
Syvzygies solsticiales . ... .. ] . _
48.6" == 2,078 1,945
Ouad ainoxial 48.a" == 56,561 38,033
uadralures ¢quinoxiales . ,

48.€7= 7,744 72490
{ 48. 0% = ~4,-0 3, 51-
Quadratures solsticiales. . . \ ! ; ',I ! ? R
| 48.6"= 3,391 3,410

On votl, par I'inspection de ce Tableau, que les résultats des ohser-
vations modernes s'accordent avee ceux des observations anciennes
aussi bien qu'on peut 'attendre, vu les différences que peuvent y pro-
duire les dillerences des déclinaisons de la Lune aux deux époques.
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10. Comparons maintenant les résultats des observations avee les
formules du Chapitre précédent. Dans les syzygies et dans les qua-
dratures que nous venons de considérer, on a, comme on vienl de le
voir,
20 ==819,5895, 27z == 710,025,
202" = 301 0560, 2127 = 343,090,
On a trouve ensuile
Q =108,46525
P =126,86461, (Q'==108,3 |08q,
Py=125,24138, Q,=108, {6814,
-I"I =1206,77883, Q,==108, 027",

I =:127,242%,

Iin substituant ces valeurs de P, Q, P, ... dans les expressions de
2z, 207, ... du Chapitre précédent el comparant ces expressions
leurs valeurs données par les observations, on a formé les quatre ¢qua-
tions suivantes

8|q.,8<) =127, 1’,13()-?_7:‘\1'- —:—126,8616,’;.l,oz-;'},’l-%’;l’l'
(r) : — 9,38866.:‘.:-1‘ ?_ﬁ]'t
\ — 9,26187.1,0273] - _'"_;“_‘ Z"J'_J'_',
716,.1025:|03,116527-?'_"'_:,',. -1-108,3408g.1,02737- - ;,.IL,
(2} = 0,38866- L_—\,'_‘ 2L
+  9,26185.1,0273]" \,\* L _’,\_'l_',,
g30|,'3569:108,:’|02')3 0,07266- _il‘_;i_m— ajuag. "M
3) ! o o.38660. ! B )’\ll,
\ 4- 9,18812.0,97466- y( I ',\"J_l_l,
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308, 7696 = 126,77883.0,07266- 221 — 108,468+ _‘_‘L
r?
. A-—B AL
(4) ‘ — 9,38()62-—;\—— =
\V'—B2AL

—  9,18512.0,972606- AL
VT A
Dans toutes ces équations, r et r* sont les moyennes distances du
Soleil et de la Lune a la Terre.
e systeme - (1)-+(2) des équations précédentes donne

I 1330, 1920 == -.135,70786-%E +235,20351.1,0253%- T%_JIJ— .
Le systeme des équations +(3)-+-(4) donne
i 2 A1/ AL
16, 00,3265 = 235,18141.0,97266 . ———3—— — )3),'09)'! e
r
De ces deux équations on lire
2 AL 7 '.".l\l‘ .
== 4,75468, PR 1,64308.
Le systeme des équations 4- (1) —-(2) donne
103,380 =18,757732. \fl- -2-18,52355.1,02934- —};?l‘—
r
1\ B2 \L
(7) - IS’T}I 1\ r
, - A—B 2N
-—18,52373.1 ,0273.’|--~K,— e
e systeme des équations +-(4)—(3) donne
2 AL AL

97,2127 :18,77324-»—"3 +-18,37625.0,972066- o
r

A— B 2AL
(S:‘ ‘ —_ I8,773'lli . ——‘[\—> ?’-J_

—18,37625.0,972066 - - A :B ié_]‘__

r'
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. P 2 AL 2A'L : o e
in substituant pour —3= et === leurs valeurs précédentes, I'équa-
r

tion (7) donne

0! 17,9481 = 30,8527 ‘—\—TJ—; -- 90,4824 \—\_l—;
L’¢quation (8) donne
(10) |8,6159:30,8’|Go-i\—_—\—~l_‘ - 84,9826-1\——C—l—l-

On a, comme on I'a vu dans le Chapitre préeédent,
A=04m2)B, V=(2-m2)},

ce qui donne

nt . ’ - .
On a, de plus, e ==0,0748; on a done, en ajoulant les équations (g)
et (10),

. . m'x o s m'x
B 36,5640 == 4,6151 ———— " . 195,46 --—=" —
(r1) y A 1-+ 0,0718.m'x 70 Vo ma

d’ou I'on tire
m'x = 0,232q1,
ce ui donne

2 BI
—- =3,79491,
,-:!

2B,

= 06125752,
el par conscquent

IA'

r -

S = 2.35333.

ri

Ce rvapport est tres-timportant pour I’Astronomie. En appliguant
aux formules du n® 35 du Livre Vet du n® 30 du Livre VI, on trouve,
en secondes sexagésimales, g7, 4 pour le coeflicient du prineipal terme
de la nutation et 67,9 pour le cocflicient de Péquation lunaire des
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-

Tables du Soletl. Il donne de plus la masse de la Lune égale i celle de
la Terre divisée par 54,946. o

On a considéré, dans chaque syzygie, la hauteur de la pleine mer
du soir au-dessus de la basse mer du matin, pendant six jours consé-
cutifs, & partiv du jour qui précede la syzygic; or, Uintervalle de la
syzygie au maximum de la pleine mer étant d'un jour et demi, celui
des marées extrémes de ces six jours A ce maximum serait au moins de
deux jours et demi, ce qui peut paraitre trop considérable pour y
appliquer la loi d’une variation de la haute mer, proportionnclle au
carré de sa distance au maximum. 1l étail done intéressant de voir ce
que T'on obtiendrait en se bornant & considérer quatre jours dans les
svzygies, comme on I'a fait dans les quadratures. On a obtenu ainsi,
relativement aux syzygies équinoxiales précédentes, la loi des valeurs

de /, /', ..., représentée par

819,1650 — 15,7520t — 2,470092)2,
2107 = 19,4424,

202 = 175,7020.

Les six jours avaient donné, par ce qui précede,

819.5070 —18,06g55 1 — 2,46398,2,
212 = 819,899,
218 = 18,0098,
ce qui diflere tres-pen des quantités préeédentes.

Parcillement, dans les svzygies solsticiales, quatre jours ont donné

=16,3526 — 11,4155(¢ — 2,49194 )2,

el, par ce (ui précede, six jours avaient donné
=16,2293 — 11,0815t — 2,51976)?,
207 =2 516, foado,

2i¢ == 11,0815,
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ce qui dillere peu des quantités précédentes. En substituant ces nou-
velles valeurs de 202 dans les équations (1) et (2), on voit qu’il n’en
peut résulter qu'une variation presque insensible dans le rapport de
LA :—;, ce (qui conflirme la valeur que nous en avons donnée.

'.’J

On voit encore, par I'inspection de Péquation (11), que cette valeur
ne dépend que fort peu de la supposition ue nous avons faile, savoir
que, A'— B étant m'a, A — B seva mu; car en faisant méme A —B==2ma,
ce qui revient i changer m’a en 2m'x dans le premier terme du second

membre de cette équation, la valeur de m'a: sera peu changée, ainsi

’
a

wale L.
que la valeur du rapport de =- a ;-
r'i3 - r

Les valeurs de arx, 202, 202" et 202”7, déduiles des obscrvalions,
nous font connaitre ces quatre choses : les actions des deux astres et
leurs accroissements dus aux circonslances accessoires; elles sullisent
pour déterminer les valeurs de 2:%, 209, 2027, 2/%” au moven des
¢quations (M) et (N) du Chapitre précédent, dans lesquelles on doit
observer que I'=1{—(m'— m)¢r".

On ne doit avoir égard ici qu’a I'incégalité lunaire de la variation, ot
s==2(m’'-—m). En prenant ensuite pour unité, comme nous l'avons
fai, Pintervalle d’une pleine mer & la pleine mer correspondante du
jour suivant, la partic de la formule (M) qui dépend de £ et de ¢
donnera les valeurs de 244, 2/%°, ...; en y changeant ¢ en 14-R,

R étant le retard journalier de la marée, retard que donnent les

Tables XII, XIV, XV ¢t XVI; en faisant /== 278, parce que 7 est le

1
retard journalier de la mavée véduit en are, i raison de la circonlérence

Y

enticre pour un jour; enfin, en multipliant les résultats par 24, Jai

oblenu ainsi les valeuwrs suivantes :

Porinuale, Heersation

L (8]
Syzygies équinoxiales . ... ... 276 =18,82 18,07
Srzygies solsticiales.. . ... ... 208 == 12,41 11,00
Quadratures équinoxiales. . .. 26 == 3,1 .30
Quadratures solsticiales.. .. .. 208"==10,12 18,03

St 'on considere toutes les causes d'erreur, soit des observations,
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soil des approximations des formules, soit enfin des hypothises em-
plovées, causes que nous avons développées dans le Chapitre I, on
verra dans le peu de différence des valeurs calculées-aux valeurs
observées une grande confirmation de la loi de la pesanteur univer-

selle.

11. Je vais présentement considérer 'influence des variations des
distances de la Lune & la Terve sur les marées. On a choisi, dans les
observations syzygies équinoxiales ci-dessus employées, celles ot le
demi-diametre de la Lune surpassait de 118 secondes centésimales son
demi-diametre moyen apparent; on en a trouvé 34. On a choisi pareil-
lement les observations syzygies ot le demi-diamétre moyen surpas-
sait de 118 secondes le demi-diametre apparent; elles sont au nombre
de 24. Les époques de ces syzygies sonl comprises dans la Table sui-
vanle :

TADLE XL

ANNEES. APOGEE. FERIGEE.

1807...... g mars, 8 avril, 16 septembre. 23 mars, 2 septembre, 1* octobre.
1808...... 257 mars, { oclobre. 12 mars, 1o avril, 20 seplembre.
) 31 mars, g oclobre.
ISt ... 17 septembre., 2 septembre, 2 oclobre.
1812... ... 27 mars, 5 seplembre, 5 octobre. | 13 mars, 12 avril, 2o seplembre.
1813..% ... | 17 mars, 27 seplembre. 2 mars, 1 avril, 10 oclobre.
1815, .. ... 1§ septembire, 3 seplembre, 2 oclobre.
1816.... .. 2% mars, 6 seplembre, G octobre. | 13 mars, 12 avril, 21 seplembre.
1817...... 17 s, 25 seplembre. 3 marz, " avril, 11 sepl., 1o oct.
ISIB. .o ] e e 92 INATS.
1820.. ... 2q [évrier, 29 mars, 7 sepl., 7 ocl. | rf mars, 22 sepleinbre.
I82)...... 18 mars, 26 septembre. 4 mars, 2 avril, 11 sept., tr ocl.
1822......| Gavril. 23 mars, 3o septembre.

24 ohservalions apogées. 34 observations périgées.
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On a pris, comme ci-dessus, dans chaque syzygie, les hauteurs des
marées du soir, au-dessus des basses mers du matin, du jour qui pré-
cede la syzygie, du jour de la syzygie et des quatre jours qui la suivent.
En faisant une somme de ces hauteurs, on a obtenu les résultats sui-
vants pour les 24 syzygies apogeées :
S ==123,103, ' =131,148, ["=133,739,
S7=132,186, [ =127,6:8, fr=1 18, 300,
L.es 34 syzyvgies périgées ont donné
f =200,009, [’ =227,162, f"==242,857,

fM=1214.178, [ "=231,.18, fr—=20f,301.

Le nombre total de ces syzygies étant 58, pour les véduire au méme
. ., 2 -
nombre, on a multiphé pm',—? les valeurs de /, /7, ... rvelatives aux

. y 2( . . .
24 svzygies apogées, el par = les mémes valeurs relatives aux 34 sy-
AR o 34 A

zygies perigées, el Pon a trouve, par la méthode du n® 4,
AL 8

161,83 — 2,5150 (1 — 2,45189)?
pour la formule qui représente les valeurs de /; /7, ... apogées, mul-
- .. 2(
tipli¢es par 2, el

24

209,07 — 3,86~ ({ — 2,573g0 )

pour la formule qui représente ces valeurs périgées ¢l multipliées
20
R
par 5%
De lion a conclu, pour les observations apogées,

alz=1061,87, 206 =1,M),
et, pour les obscrvations périgées,

2l == 200,14, 2i%f=75,803,
On voit ainsi la grande influence des vaviations de Ta distanee de la
Lune i la Terre sur les valeurs de 202 et de 204, Dans les observations

(')uvres de L. -— Y. 30
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précédentes, U'exces des valeurs périgées sur les valeurs apogées a été
47,27 relativement & 202 et 3,352 relativement & 24%.
La somune des deux valeurs de 272 et celle des deux valeurs de 20€
vépondent i 58 syzygies équinoxiales dans lesquelles Ia Lune servail a

] N . - : 128
samoyenne distance. En multipliant done ces sommes par =g’ on

doit retrouver a fort pea pres les valeurs de 212 et de 2¢6 trouvées dans
le n® 5. Cette multiplication donné

arz = 8138,7829, 218 =18, g8,

ce qui dillere tres-peu des valeurs 819, 7895 et 18,0098 données dans
le n° 5.

Pour comparer ces résultats & la formule (M) du Chapitre précédent,
nous observerons que cette formule donne, pour 'exces des deux

valeurs de 217,

1AL - . s P4 3hm'zx
i:~ros&sl—'.—9) —3hP - _J — Q - - —-
e ' I~ ner 2 2 14-mux;

(r—aq)
On doit observer ici que 4 et f ne sont pas velatifs i la seule équation
du centre de la Lune, mais encore i l'inégalité de I'évection, et que

I'on peul supposer i tres-peu pres, relativement i ces deux inégalités,

f=-—a2hecls=m'. On peut observer encore que
. C o e 3 IS
—Gh ('Ob\sl _LJ):ﬁ — ,‘_;,'Js

r’ ¢lant le rayon vecteur de la Lune dans les svzygies périgées préce-
dentes, el r” étant cc méme rayon dans les svzygies apogées. La fone-

tion précédente prend ainsi cette forme

2N L p’ g P 2 max P4+ mzx -
I —— Ty =T Tuy 1 "i" Y T Y e Y .
7 r' e 3ar+m'x 2P t+m'x 2

Pour déterminer le lacleur

on a fait, dans chaque syzygic périgée, le produit du carré du cosinus
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de la déclinaison de la Lune au moment de la syzygie par le cube du
rapport de sa parallaxe, au méme moment, i sa parallaxe moyennec;

- . . .. 2
on a fait la somme de ces produits, et on I'a multipliée par ?? On «
fait une somme semblable pour les svzygies apogées, et on I'a multi-
.. 2 . . . . -
plice par 2—(,) On a cu ainsi avee exactitude la valeur numérique du
% .

facteur précédent, que Pon a trouvée égale i g,7689. On a ensuite i
| 8 0, 7L0C

. . m'x 1 , , . .
fort peu pres -———= = z» et l'on peut déterminer sans erreur sensible
1+mx J
PM+Q M= . ,
les facleurs — .= ¢t ~———, en faisant usage des valeurs de P’ el
20 21 <

de Q' relatives aux 128 marées syzygies des n® 5 et 6. On a cu ainsi,
pour I'exces de la valeur de 207 périgée sur sa valeur apogée, 51,52.
I’observation a donné 47,27. La dilférence 4, 25 doit-clle ¢tre attri-
buée aux erreurs soit des observations, soit des approximalions, soit
enfin des suppositions dont nous avons fait usage? C'est ce qu'un plus
grand nombre d’observations et des approximations analytiques por-
tées plus loin pourront décider.

Quant a I'exces de la valeur de 265 périgée sur la valeur de 2:%
apogée, la formule (M) du Chapitre 11 donne 3,3 pour cet exces. el
I'ohservation donne 3, 4. Ainsi l'observation et la théorie s’accordent &

(res-peu pres.

i & —— ——

3n.
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CHAPITRE - 1V.

COMPARAISON DE L'ANALYSE AVEC LIS OBSERVATIONS DES IIEURES

ET DES INTERVALLES DES MAREES.

12. Pour déterminer les heures et les intervalles des marées, on a
considéré, dans les syzvgies employées précédemment pour leurs hau-
teurs, les heures de la basse mer du matin et de la haute mer du soir
du premier jour qui suit la svzygie, et leurs accroissements au jour
suivant, en doublant les vésultats velatifs i la svaygie la plus voisine
de I'équinoxe ou du solstice. On a fait une somme des heures relatives
@ chaque année, et, en La divisant par 8, nombre des syzygies em-
ploxées, on a formé les deux Tables suivantes. Les heures observées
onl ¢le comptées en temps vrai. Mais il est facile de s’assurer que
Péquation du temps disparait des heures suivantes conclues de Ven-

semble des syvzygies.
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Sroygies équinociales,

-— DEs HEURES ET DES INTERVALLES DES MAREES.

HEURES
du premicer jour

ACCROISSEMENT

de I'beure

I'LEMIEDIU JOUR.

ACCROISSEMENT.

apres
la syzygic- au second jour,
ANNEES. ;
HAUIE MIR-
] i
1807......... 0,6579) 0, 026690
1808......... 0,687 {2 0,00378 1
IS0, ... 0,678 1 0,026 {01
1810......... 0,68367 0.027776
ISH ... ... 0,6583) o, 020057
ISi2......... 0,681 0,027311
I813......._. 0, 68880 0,027
181, ... 0,68591 0,026 70
1815, ... ... 0,6867 1 0,00613]
1816......... 0,6818) 0,026 {31
I817......... 0,6R368 0,020215
ISI8......... 0,681 0,021{39;
IS10. ... ... o, 65438 0,00378)
1820, ... ... 0,6818) 0,02 {652
| 152 [ 0,678 0,023011
1822, ... ... 0,67760 0,02;685

Moyennes. ..

DASSE

MLrR.

0, 1224972
) {2209
o,132173
o, 12890
o, 13003
o, 2317
o, {2760
0, {2961

122731

i
0,027710

002751

0,027880

YN 4
o o2bo 1

0,027130
0,007077
0,027167
o, 0267737
0 006017
0,03621)
0,02317
0,023938
0021907
00271213

0,027338

0,681767

0,0260006

0, 12920

0,02026)
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TABLE XV. — DES HEURES ET DES INTERVALLES DES MARKES.

Sroygies solsticiales.

HECALS ACCROISSEMENT
du l'r;[':]r': Jour de Fheure PREMIER JOUK. | ACCROISSEMENT,
\NNEES, 1a syzsgie. au second jour.
HAUTE MER. BASSE MER.

1807......... oi(‘;SBi'z 0:028'398 0: 13169 0{02;81'}.
1808......... 0,68500 0,027475 0, 12951 0,026333s
1800, ........ 0,68030 0,028253 0,42170 0,0268063
I810......... 0,68923 0,027 {20 o,{3177 0,025600
|3 I D 0,67792 0,027106 0, {20306 0,027908
IR12......... 0.68117 0,029328 o, 13141 0,028%803
I813......... 0,68220 0,028388 0, 12509 0,027{32
[£:1 1 SR 0,65830 0,028qo1 0, {2153 0,028032
I8I5..... ... 0,65361 0,029511 0. 51806 0,028913
I816......... 0,067,882 0,027871 0, {2197 0,028287
IS17......... 0,68030 0,0283 16 0,1231% 0,028819
I818. ... - 0,67977 0,025685 0, §2282 0,025778
1819, ... .. 0,06838) 0,02916;7 0,4§2865 0,0285064
I820......... 0,65613 0,028218 o, 1213 0,028218
I821... .~ ... 0,67797 0,029122 0,{22}0 0,030996
1822......... 0,66623 0,029259 v, f1o9{ 0,030{063

Moyennes. . . 0,68028) 0,028 {51 o, {24292 0,028301

On a considéré pareillement, dans les marées quadralures em-
ployées ci-dessus pour la détermination des hauteurs, les heures de la
haute mer du matin et de la basse mer du soir du premier jour qui

suit le jour de la quadrature, et leurs accroissements au jour suivant,



LIVRE XIII. 239

en doublant les résultats relatifs & la quadrature la plus voisine de
I'équinoxe ou du solstice. On a fait une somme des heures relatives i
chaque année, et, en la divisant par le nombre des qu:{(lr-alm'cs cmn-
ployées, on a formé les deux Tables suivantes :

TABLE XVI. — DES HEURES ET DES INTERVALLES DES MAREES.

Quadratures cyuinoriales.

[
HEURES ACCROISSEMENT
du "':‘;:_l’ Jour de T'heure PREMIER JOUR. | ACCROISSEMENT.
ANNEES. la quadrature. au second jour.
HAUTE MER. CASSE MER.
] | i J

1807......... 0,3838y 0,061633 0,019% 0,063195
1808. ........ 0,3-813 0,031501 0,63201 0,052210
1809......... 0,395 0,023 0,65417 0,05721%
I810......... 0,j0183 0,057352 0,66302 0,0596;6
I811......... 0,392135 0,05 {167 0,65616 0.0529106
1812 ........ 0,381 0,0%301{3 0,0651{8 0,0%17069
1813......... o foji 0,032523 0,66657 0,053391
IStf......... 0,39879 0,03929 0,66051 0,062028
1815, ........ o, {0720 u,057210 0,66656 0,05953§
1I816......... a, job16 0,03399] 0,66935 0.061{6}
1I817......... 0,39583 0,062327 0,66016 0,0062153
ISIR......... 0,38919 0,03716) 0,063258 0,068 (-
I819......... 0,39975 0,060069 0,66163 0,0605q1
1820......... 0,38117 0,056138 0,098 0,056690
I821......... 0,39i62 0, 060509 0,65312 0,061203 .
1822, ........ 0, jofs 0,0580681 0,60858 0,053903

Moyennes.. . 0,3955{ 0,037000 0,658181 0,058566
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TABLE XVII. — DEs nutnREs ET LES INTERVALLES DES MAREES.

Quadratures solsticiales.

HEURES ACCROISSEMENT
du premier jour T . < .
. de I'heure PHEMIER JOUR. | ACCROISSEMENT.
aprés i
Ia quadvature an second jour,
ANNEES.
INUTE MER. DASSE MER.
= J . i - - i el g i -
INO7 ... o, 101l 0,050520 0, 66806 0,071087)
) o 3gb1} 0,06y 12 0, 66072, 0, 07561
1 S o, 39770 0,0153y] 063371 0,017030
ISl ..o 0, joib] 0.0{8703 0, 666732 0,013833
51 I [ 03943 0,0(73096 0,633;7; 0,073{19
ISI2. ... 0, 10313 0,078 0,663 (5 00303506
ISI3. ... 0, 10701 0,0{7999 IS 0,0(8{26
ISHE. ... o, 1175 0,0{8-0 0,6;9%1 0,0j59132
IS .o 0, 3990 0,073 0,63386 0,0{3579
ISI6G. .. 0, 11363 v,013211 0,65301 0071325
B £7 I S o, jo816 0,01608¢9 0,608 o010
ISIS ... 0, {0338 0,073 oGOG8 § 0,013636
IS19. ..o 0, 30157 0,07383 0, 63005 0,0f{7070
1820, ... ... 0, 3913) o,0§801q 0,615773 o,0193006
IR20 ... 0, j0%y3 o.0i7a 0,673y; 0,016272
1822, - .. .. 0,0 0,0i6136 0,609 1§ 0,0 {6008
Movennes. .. o, o206 0,061 0,665 18 a,0i6502

I’ellet des déclinaisons des astres sur les retavds journaliers des
marces est évident dans les seize années : le vetard le plus grand des
marées syzygies équinoxiales a é1é au-dessous de la moyenne des re-

tards des marées syzygies solsticiales, et le plus petit retard des marées
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syzygies solsticiales a surpassé la moyenne des retards des marées
syzygies équinoxiales. Dans les quadratures équinoxiales, le plus petit
retard journalier des marées quadratures équinoxiales a surpassé le
plus grand retard des marées quadratures solsticiales.

En prenant une moyenne entre les retards journaliers des hautes et

des basses mers, on a, pour ces retards,

Nyzygies Jualratures
Equinoxes..... 0i,026136 Equinoxes. . . .. 01,037828
Solstices . ..... 0},0283-6 Solstices ... ... 0),046816

Les observations anciennes m’ont donné, dans le Livee IV, les re-
tards smivants : -

Syrygies. Quadratures
Equinoxes..... of,025503 Equinoxes.. ... 0,05~ 495
Solstices. .. ... ol, 028600 Solstices. .. ... 0, 016643

Nous retrouvons done ici, entre les observations anciennes et mo-
dernes, le méme accord que nous avons trouvée dans le troisieme Cha-
pitee, relativement aux hauteurs des mavées et i lear variation.

L'heure de la basse mer du matin du jour qui suit la syzygie équi-
noxiale a é1é o}, 425259. En lui ajoutant un quart de jour, plus un quarl
du retard journalicr des marées syzygies ¢quinoxiales, on doil avoir
'heure de la haute mer du soir, si Ia mer i Brest emploie autant de
Lemps @ monter qu'a descendre; on a ainsi pour cette heure of, 681-g3.
L'observation donne 0f,681464. La dilférence est 32%,9. Les syzvgies
solsticiales donnent 1105, 8 de dillérence.

L’heure de la haute mer du matin du jour qui suit la quadrature
¢quinoxiale est of,395542. En lui ajoutant un quart de jour, plus un
quart du retard journalier de la marée, on a o),G59g99 pour U'henre de
la basse mer du soir. L'observation donne of, 658481, La dilférence est
151%,8. Les quadratures solsticiales donnent — 6%,3 pour cette dilfe-
rence. Toutes ces dillérences me paraissent étre dans les limites des
erreurs des observations. Suivant les observations anciennes, le lemps
de la descente de la mavée surpassait de 1Goo tierces environ eelui de

OFEuvres de I.. — V. 31
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"ascension. Cette différence peut teniv a la manitre dont on évaluail
les moments de la haute et de la basse mer. On a preserit, dans les
observations modernes, de prendree un milicu entre les deux instants
ou la mer revient & la méme hauteur,”un peu avant ct'un peu apres
SON maximum ou son minimumn.

La moyenne des retards journaliers des marées est o), 027256 dans
les syzyaies et of,052337 dans les quadratures. Les observations an-
ciennes w'ont donné dans le Livre IV, pour les nombres corrvespon-
dants, of,027052 et 0%,052067, ce qui saccorde a fort peu pris.
L'heure de la haute mer du matin du jour de la quadrature est égale i
I'heure de la haute mer du matin du jour qui la suit, diminuée du re-
tavd journalier des marées quadratures; mais 'heure moyenne de eetle
derniere marée est 01,3988 : 'heure de la haute mer du matin du
jour de la quadrature est done of, 34653+,

Cette heure a précédé la quadrature, dans les observations em-
ployées, de of, 2103, En prenant done un jour et demi pour la distance
du minimum des marées a la quadrature, la distance de la mavée du
matin du jouwr de la quadrature i ce minimum sera o, 7103, ce qui,
a raison d'un aceroissement de 0%,052337 pour 1),052337, donne
o}, 085063, qui, ajouté & 'heure o1,346537, donne, pour I'heure du
mimimum des hautes marées a Brest, ol, 431600 ¢'est 'heure de la
basse marée solaire. On trouve, par un procédé semblable, o), 441170
pour heure du minimum de la basse mer dans les syzygics, et, par
conséquent, pour I'heure de la basse mer solaive, conclue des obser-
vattons™ syzygies; la dillérence g57° indique une anticipation des
heures des marées quadratures sur les heures des marées syzygics.
Les observations des heures des hautes mers syzygies el des hasses
mers quadratures, dont les maxima correspondent a la haute mer so-
laire, indiquent & peu pres la méme unlici'pnlion. Les observations
anciennes w’avaient donné cetle anticipation égale it 850°, dans le
n° 39 du Livre IV. Tient-elle, comme je le pensais alors, & de légers
c¢carts du principe de la coexistence des oscillations tres-petites, ou
des autres suppositions que nous avons employées? Ne peut-elle pas
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dépendre des erreurs des approximations? (Uest ce que les observations
ultéricures et de nouvelles recherches pourront faire connaitre.

Nous allons maintenant comparer les intervalles observés des ma-
rées 3 la formule (N) du Chapitre préeédent. Cette formule donne les

résullals numériques suivants (*):

Lelards obsereés

Tetards calculés en temps Dieyen

i i
Syzygies ¢quinoxiales. ... .. 0,024506 0,258
Syzygies solsticiales.. ... ... ... 0,020047 0.2861)
Quadratures équinoxiales.. ... ... 0,00%320 0,05761
Quadratures solsticiales . ... ... .. 0.016187 0,01668

La réduction des retards en temps moven a été faite en observant
que, dans les équinoxes, le jour moyen surpasse le jour vraide
o’,000218, ct que, dans les solstices, le jour vrai surpasse le jour
moyen de ¢),000238.

Le retard journalier des marées est augmenté quand la parallaxe
lunaire augmente, ct il est diminué quand elle diminue. Les heures
observées des marvées du premier et du second jour apres la syzygie
ont donné, dans les syzygies périgées considérées ci-dessus, ol,028qq,
el, dans les syzygies apogées, of,02227. La formule (N) du Chapitre

précédent donne o,02878 et o, 01912,

{*) Ce Tableau est reproduil ici tel qu'il se trouve dans I'édition princeps: mais les denx
nomhres 0,25918 el 0,28615 de la derniére colonne doivent probablement étre divisés
par 1o, V. P
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CIIAPITRE V.

DES FLUX PARTIELS DONT LA PERIODE EST A PEG PRES D'UN JOUR.

13. Ces flux étant fort considérables i Brest, on peut négliger dans
leur expression les quantités tres-petites. ls dépendent des sinus
de nt4- el nt+o— 25, dans U'expression des [orces données dans
le Chapitre II. Si l'on néglige le cube de sing, I'expression de I'ac-

tion solaire relative i ces flux sera
3L o cosline sin{nt 4 i (Ml
7 Sindcos [sinzsin(ut @) — sinzcin(nl + w5 — 24)].

Elle produit deux flux partiels que nous pouvons exprimer par
[l sinesin{nt + & — I') — W sine sin(nl + @ — >2mt — I},

A O et F, étant des constantes arbitraires. L'action lunaire pro-
I, I, U, et F, é¢tant des constantes arbitraires. 1

duit pareillement deux flux partiels que nous pouvons exprimer par

’

IV sing' sinfnt 4o — V) — IV, sine’ sin(nt +w — 2m’t — I\,

On dott observer que 'on a
L'
IV =-—- S
L M
Au moment de la pleine mer syzygie du soir i Brest, on a, par le
Chapitre I, _
anl 4+ 25— 2l —2) =207 + 2,

anl 4-2m—am't —2) —=ai'n+al;

on a ensuite
=T+ )+ ",
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ct e M —
y élant égal & =

m —m

Les flux partiels dont la péviode est i peu pris
d’un jour seront ainsi
Il sine sin{2 4+ mTt +my — ¥ 4 {4 mt”)
— Iy sine sinf2 — mT — my — Fi+- 1 — mt")
=W sinesiniz - m'l - my — V' 4+ 1+ mt”)

— I sing’sin[2—{am' —m)p—2{m' —m)T—mT—F, ~ivn' —mit" = 1],

Dans les syzyvgies ‘solsticiales d’été, 2(m’— m)T est nul ou un mul-

tiple de la circonlérence, et mT = ; 'expression précédente se trans-
forme par la dans celle que 'on obtient en v faisant T nul, en chan-
aeant le Sigl:l(;' sin dans le signe cos, et en donnant le signe -+ au
deuxieme ¢l au qualrii-md terme. Si P'on développe celle expression
ainsi (ransformée dans une série ordonnée par rapporl aux puissanees
de ¢”etde Z, et i leurs produits, fa partie indépendante de ces quantites
sera Pexpression du flux dont Ta période est d’un jour au moment du
maximum de la marée dont la période est d’un demi-jour. Donnons i
cette expression la forme

Msin2 = N\ cos?.

On aura, a fort peu pris, Pexpression de ce flux au moment de la hasse

mer du matin en changeant 2 en % — =, ¢e qui donne

— M cos2 - N sin?,

et P'on aura a4 peu pres Pexpression du méme flux au moment de [a

. . . .
haute mer de matin en (-h:mgcunl en n—=, e qui donne

— M sin2z — Ncosh.

Dans les solstices dhiver, ot m'T=3%, loutes ces expressions
changent de signe. '
Lxprimons Pensemble des ftux partiels, dont Ia période est i peu
pres d'un jour, par
Reosint o —mt — 1),
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comme on peut le faire pendant le jour du maximum de la mavée semi-
diurne. 2, sera Pheure de ce flux le soir. Au moment de la pleine marée
du soir & Brest, au solstice d'été, ce flux d’un jour sera .l{('ns().—).,),
en substituant pour nf -+ & sa valeur % +me. Au moment de la basse
mer du matin, ce flux sera Rsin(2 —2,), et, au moment de la pleine
mer du matin, il sera — Reos() —)2,).

Pour comparer ces résullats aux-observations, on a pris, dans 43 sy-
zvgies solsticiales ’été, I'exees de la haute mee du soir sur la haute
mer du matin du premier et du second jour apres la syzvgie, et 'on
a obtenu 14™, 706 pour la somme de ces excis dans les quatre-vingt-
six jours d'observation. On a pris semblablement, dans 3o syzygies
solstictales d'hiver, I'exees de la haute mer du matin sur la haute mer
du soir du premicr et du second jour apres la syzygie, et 'on a ob-
tenu 10", 798 pour la somme de ces exces dans les soixante jours
d’observation. En ajoutant cette somme a la précédente et en la divi-
sant par Go + 86, le quotient 0™, 1747 sera la valeur de 2R cos(3. —2,).
Le maximum de la marée semi-diurne tombant i tres-peu pres i I'in-
stant du minuit qui sépare le premier du second jour apres la syzygie,
la variation de cette marée est trés-petite, et devient presque insen-
sible dans la somme des excis dont je viens de parler; car la marée du
soir du premier jour est plus vapprochée de I'instant du maximum
que la marée du soir du sccond jour; mais aussi la marée du matin du
premier jour est plus éloignée de cet instant que celle du second jour,
en sorte que la varviation de la marée semi-diurne augmente, dans le
premier jour qui suit la syzygie, 'exces de la haute mer du soir sur
la haute mer du matin, ct le diminue dans le second jour. L'effet de
cette variation est ainsi tres-petit dans la somme de ces exces; il serail
nul si I'on considérait autant de solstices d’été que de solstices d’liver,
et j'ai reconnu que cel eflet est insensible dans les observations pre-
cédentes, ou 'on a considéré 46 solstices d’été et 3o solstices d’hiver.

Yai trouvé, dans le n® 28 du Livre 1V, la valeur de 2Rcos(2—?,)
¢gale d 0™,183. J'avais considéré, dans les observations anciennes des

marées a Brest, 17 syzygies solsticiales d'éte, qui, traitées comme les
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précédentes, m'avaient donné 6,131 pour la somme des exces des
marées du soir sur celles du matin dans les (rente-quatre jours d'ob-
servation. 1 syzygies solsticiales d’hiver m’avaient donné 4™, 109 pour
la somme des exces des hautes mers du matin sur celles du soir dans
les vingt-deux jours d’observation. En ajoutant ces deux sommes aux
deux précédentes données par les observations nouvelles, on a 35™,744,
qui, divis¢ par 202, somme des jours d’observation, donue 0", 17695
pour la valeur de 2Rt cos(2 —2.,\.

" Pour avoir la valeur de 2R sin(2-—2,), on a pris, dans 23 syaygies
solsticiales d’¢té, les exces des basses mers du matin sur celles du soir
du premier et du second jour apres les svzvgies, et Pon a trouvé 5™,3¢4
pour la somme de ces exeis, qui, divisée par 46, nombre des jours
d’observation, a donné o™, 117 pour la valeur de 2R sin(. —2,%. Mais
ici la variation des basses mers semi-dinrnes a un eflet sensible et que
je trouve & peu pres égal & o™, 009, quiil faul ajouter i la valeur pré-
cédente, qui devient par L o™, 126.

On peut obtenir encore cette valeur de Ta maniere suivante. Dans
[e n®5, on a considéré Vensemble des syzvgies solsticiales d’hiver el
d'éte. Fai prié M. Bouvard de caleuler separément les syzvgies solst-
ciales d'¢té ct les syzygies solsticiales d’hiver; il a trouvé, pour les
premiecres,
tn S =344,607, f"=1354,807,

J301, fr=1311,160, [*=319,397,
et 1l en a conclu, pour P'expression géncrale des valeurs de /)
35,7546 — 3,485 (1 — 2. 1138212,

d'ou il a conclu

Les svzygies solsticiales d'hiver lui ont donné
S =320,6%0, 7 =316,389, ["=1359,81],

S7==338,5%0, [*=1319,517, fr=7329,1ys,
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et pour Fexpression de ces valeurs
360,661 — 3,6029.11 — 2.62075)?,
dotvil a conclu
2ia’ = 36o, 7188,
208 = 3,6o2.

La somme des exces des pleines mers du soir sur les basses mers du
matin, dans les G syzygics solsticiales d'été, réduits & leur maxi-
mum, a é¢ 353, 7746. Dans les G4 svzygies solsticiales d’hiver, cette
somme a ¢1¢ 360,6612; elle a done surpassé la somme précédente de
41,8866, qui, divisé par 64, donne, pour la dillérence relative i chaque
s_\'z_\'gic, 0,075635. Au solstice d’hiver, le Soleil est plus pres de la Terre
que dans sa moyenne distance d'une quantité i fort peu pres égale
au soixanticme de cetle distance; son action est done augmentée de Ia

(uantité :
AL 3O
T Go 128’

Q ¢tant, comnre dans le n° 3, Ia somme des carres des cosinus de
déclinaison du Soleil dans les 128 svzvgies d'été et d'hiver; elle est
diminuée de la méme quantité dans les syzygies du solstice d'é¢té : Ia

différence de ces denx actions est done

1 2AL Q

1o 14 18
N - 2 AL . ]
Iin substituant pour === et Q leurs valeurs trouvées dans le n” 9,
cette différence est 0,13924; mais clle est diminuée par le flux solaive
divrne de la quantité
2R cos 2 — ) —2Rsin(z — L4}
on a done

0,1392f — 2R cos{2 — &) -+ 2R sin(2 — ) = 0,07635.
Iin substituant pour 2R cos(2--2,) sa valeur 0,15695, on

aRsin (2 — 2,) = 0,114006,
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ce qui differe peu de la valeur 0,126 trouvée cizdessus ol ce qui
prouve l'influence de Ia variation des distances du Soleil & la Terre.
En prenant la moyenne de ces valeurs, on a

2t sin{2 —2,) =o0,12003.
Les valeurs de 2Reos(2. —2)) et de 2R sin(. —2.,) donnent

tangi2 —2'= —'30.—0—:,

15095
d'ott Pon tive 'angle 2. —,, qui, réduit en temps i raison de la cir-
conlérence entiere pour un jour, devient 0,005 : ¢'est le temps donlt
le lux d'un jour precede Te moment des maxima des marées du soir
d'un demi-jour, et, comme ce moment est 04,688, I'heure correspon-
dante de Ia pleine mer du flux particl sera o), 593, La valeur de 2Rt est
o™, 2138; cette valeur n'est pas la vinglieme partie de la hauteur de la
marée semt-diurne, qui, dans les 128 svzyvgies solsticiales, @ donné
716", 402, ou 5™, Go par svzygie. Ainsi, (quoique les deux forces qui
produisent ces deux Mlux soient presque ¢gales entee elles i Brest,
Petlet des civeonstances est heaucoup plus grand sur le flux semi-
diurne que sur le Nlux diurne. Pour micux juger de ces ellets, nous
allons déterminer ces deux Nux, en supposant, avee Newton, la mer
en équilibre & chaque instant sous I'astre qui 'attive. Nous avons
donné, dans le n° 12 du Livee IV, les expressions de ees flux; eelle du

lux diurne velatif a 'action du Soleil est

Ty S cosv sinfcosGcos{nt +- o — d)
l‘“g(l — _—)
o

Lexpression correspondante du ftux semi-diurne est

31, . e , .
oo costrsintfeosiont + o — 2¢,.

3
ol — —
\ °( 59)
L'action de Ia Lune produit deux flux semblables, que 'on obtient en
accentuant les lettves L, r, v, .

OFuvresde L. — V. 32
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On a, par le n® 11 du Livee 1V,

—,%;; = 0"‘,985?8.
Nous prendrons ensuite pour cos?e la valewr de Q du n® 9, divisée par
1285 on a, de plus, 0 égal a fort peu pres au complément de la latitude
de Brest, ou, en degrés sexagésimaux, égal 2 41°36°46”. Nous suppo-
serons encore la densité 5 de la Terre égale a 5, celle de la mer ¢lant -
enlin Von a, par le n® 9,

L3

r

el nous ferons ¢'=r, ce qui est exacl i tres-peu pres. Cela posé, les
doubles des coeflicients de cos(nt + 6 --) et de cos(2nl -+ 26— 27),
dans les expressions précédentes, ajoutés aux doubles des mémes coel

lictents velatils & la Lune, seront vespectivement, dans les svzvgies,
o™, 0654, o™, 350,

Ces nombres sont les hauteurs des pleines mers syzygies des deux ux

dinrne et semi-diurne; les hauteurs observées sont
o™, 2131, 5",06o.

Ainst, par elfet de Ta votation de la Terre et des circonstances acees-
soires, le flux diurne est véduit i peu pres au tiers, tandis que le flux
semi-dinrne devient seize lois plus grand. Au reste, cette grande diffe-
rence ne doit point surprendre, si Uon considere que, par le Livee 1V,
la votation de la Terre détruit, dans une mer partout également pro-

]
720

du

fonde, le flux dinrne, et que, st la profondeur de la mer est
rayon terrestre ou d'environ gooo metres, la hauteur de la marée semi-
diurne dans les svzyvgies est de 1o melres.

Déterminons présentement Veflet du flux diurne sur les marées (ua-
dratures équinoxiales. Par ce (qui a éte dit, dans le Chapitre 11, sur les

marées (uadratures du matin, on a, pour ces marces,

w
)

nt4@—5=17—
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L.e lux diurne devient ainsi, an moment du minimum de la marée
quadrature,

H sing sin (). — '1-' — F -mT ,").\)
— Hy sing sin (). - T-: —mT— F, — my)
4 II' sine’ sin (). -~ 7:- — F 2-mT-- ,”_).>
— I sine’sin [7- — g —mT— 2 (m'T—mT)—F,— (2m' — m','): .

I, doit peu dilférer de I, i cause de la lentear du mouvement du
Soleil, comparé i celui de Ia Lune; les deux premiers termes de cette
fonction se détrnisent done & fort peu pres dans les équinoxes. Dans lex
quadratures des équinoxes d’automne, on a mT égaliv =, et 2(m’T— m T
¢gal i = oud 3=; les deux derniers teemes deviennent

II' sine’ cos(2 — "+ my) =+ W sine cos[2 — F, — (2m — m)y],
etil est facile de voir qu'ils sont les mémes que dans les syzygies des
solstices d’été. Donnons-leur cetle forme
M sin2 - N'cosz.

Dans les quadratures de 'équinoxe du printemps, cette quantite
prend un signe contraire.

Dans les svzygies des solstices d’éte, le flux diurne, au moment de
la haute mer du soir, est, par ce qui précede,

M sin2 - N cos?.

Au moment de la haute mer du matin, il prend un signe contraire.
[ exces de I'un sur Pautve, qui, par Pobservation, est 0™,1769, donne
done
2Msind + 2N cos2 = o™,1569.

1. excis de la basse mer du matin sur celle du soir eslt

— 2M cosh - aN sin;
32.
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cet exces est 0*,1200, ce qui donne
— aM cosk 4 2N sind = 0%,1200.
Celte équation, ajoutée i la précédente, donne
la} 2Msin2 — cos2) 4 2N(sin2 + cos2) = o, 296y.

Le ttux diurne de la basse mer du soir qui suit la haute mer du matin

dans une quadrature d’automne est
M cos?z — N'sinl.
Ainsi, ce flux étant, au moment de la haute mer,
M sinz 4- N'cos),
son excis sur sa valewr au moment de la basse mer suivante sera
W sinz — cos2) -+ N'{sin2 -+ cos ),

ct il Pemporte sur la méme dilférence, dans une quadrature du prin-

temps, de la quantité

2\ sin2 — co0s)) + 2N sin2 +- cos)).

En comparant cette quantité au premier membre de Péquation (a),
on voit qu'elle doit étre positive, et, si I'on supposait les rapports de M
et N it M et N égaux i celui de la somme des actions lunaire et solaire
a action lunaive, rvapport ¢ui, par le Chapitee 111, est eelui de 3,35
4 2,35, ce qui ne peat étre regardé que comme un simple apereu, les
hautes mers, dans les quadratures d’automne, surpasseraient celles du
printemps de o™, 2r. Mais cette évaluation mdique seulement la supé-
riorité des marées quadratures d’automne sur les marées semblables
du printemps; ¢'est en ellet ce que Pobservation confirme. M. Bouvard
a calenlé séparément les hauteurs des marées quadratures du prin-
temps et celles des mavées quadratures d’automne, dont il avait con-

sidéré I'ensemble, et il a trouvé, relativement aux premicres,

f=189.,282, f'=149,468, f"=15,658, f"= 200,791,



LIVRE X111, 233
d’oir il a conclu, par les procédés du Chapitre T11; la formule
146,4858 + 21,4867 (1 — 1, 4056)2,
ce qut lui a donné
202" = 146,1503, 2i6" == 21,4865.

Les mémes procédés, appliqués aux marées quadratures d’automne,

lui ont donné
S=20f,597, [ =162,540, J"=158,369, f“=195,350,
d'olt 1l a conelu la formule

57,3712 + 19,8115 ¢ — 1,581812

\
202" =15%,0616, 278" = 19,8145.

La diflérence des deux valeurs de 272" ost 8", qgr13; celte dilférence,
divisée par 64, nombre des quadratures de I'¢quinoxe de Mautomne,
donne 0™, 140, & fort peu pres, pour la supériorité d'une marée (quadra-

ture d’automne sur celle du printemps.

- e o i
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CHAPITRE VI

DBES ULUN PARTIELS QUL DEPENDENT DE LA QUATRIEME PUISSANCE INVERSE

DE LA DISTANCE DE LA LUNE A LA TERLF.

On sait, par la théorie des probabilités, que le grand nombre des
observations peut suppléer leur précision, pour reconmaitre des ingé-
salités beaucoup moindres que les erreurs dont elles sont susceptibles.
Yai done pensé que les flux dépendants des différences de Paction de
Ia Lune dans les nouvelles lunes i son action dans les pleines lunes
et de son action dans les quadratures horéales it son action dans les
quadratures australes pouvaient devenir sensibles dans Pensemble des
nombreuses observations des marées que M. Bouvard a discutées. Ces
Nux sont produits par les termes de expression de action lunaire
qui sont divisés par la quatrieme puissance de Ia distance de la Lune
i la Terre. Les termes divisés par le cube de cette distance, les seuls
que Pon ait considérés jusqu'ici ne donnent avcune dillérence entre
les Mlux lunaires des nouvelles lunes et les flux lunaives des pleines
hines. Les termes divisés par la quatrieme puissance de la distance

funaive sont, par le n° 23 du Livee HI,

-
(p ~' :

, \' [cos sinv’ 4- sind cosv' cos{nl - @ — Y') ] )
Y| — 5lcostsiny’--singcosvicosnt 4w '] ’
i t
On peut, dans le déeveloppement de cette fonetion, négliger les
termes qui dépendent de Pangle ne-+- 5 — 4/, paree qu'il résulte du

Chapitre préeédent que les flux partiels relatifs & cet angle sont trés-
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petits dans le port de Brest et deviennent insensibles lorsqu'ils sont
divisés par la distanee 7 de la Lune i la Terre. Nous allons d'abord
considérer le terme dépendant de angle 3ns -3 — 34, Ce terme
est

I

;T sin g cos v’ cos[3nl + 3w — 3y — (& — W)

fo' = ]

IZn substituant pour sine’, cosv’, sin’ el cosy” leurs valeurs données
dans e Chapitre 11, on voit que ce terme produit un flux parctiel de la
lorme

Geos|3nt-+3m — 33 —3 o' —-2}--3Q],
G et Q étant des constantes que Vobservation seule peut déterminer.
Les autres flux partiels dépendants de angle 3n7-=36 - 35 son
multipliés par le carré du sinus de Pincelinaison ¢ de Porbite lunaire &
I'équateurs; ils sont peu consiudérables et produisent la dillérence entre
les observations équinoxiales et les observations solsticiales. On v an-

rail ¢gard en considérant I'inégalite
Geos[3nt+35 — 30 —36"—9) —30Q]

comme représentant Pinégalité relative aux équinoxes, et en la mulu-
pliant pav cos®»” pour la rapporler aux solstices, ce qui diminuerail
d'un cinquietme i peu pres la valeur de G odans les solstices; mais
peut-étre cette corvection n'est pas sullisante. Dans les nouvelles lunes
¢quinoxiales, o'— o est nul. De plus, au moment de la haute mer du
soir, nt 4w —g ou Pangle horaire du Soleil est 2 Pinégalité préce-
dente devient ainsi
Gicos(37.--30Q);
c'est la quantité que ce Qux partiel ajoute a la hauteur de Ta pleine

mer du soir i Brest. Pour avoir sa valeur dans la basse mer du matin
qui la précede, il faut changer ). en %-- =5 ce qui donne
— Gsin(32 —30);

ce flux ajoute done it Pexees de la haute mer du soir a Brest dans les
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nouvelles lunes, sur la basse mer qui précede, la quantité

Gcos 32 —3Q 4+ Gsinl32 -~ 30",

On verra de la méme maniere que dans les pleines lunes, on o' — 5

est égala =, ce flux ajoute & cel excis une quantilé conlraire
- eos{32—30Q; —Gsini32—30Q);

ce llux doit done, s'il est sensible, se manifester dans la dillérence d’'un
arand nombre de ces exces dans les nouvelles lunes et dans les pleines
lunes.

Ce méme flux doit se manifester encore dans les observations des
marées quadratures. Dans ces observations, on a déterminé 'exees de
la hauteur de la pleine mer du matin sur la basse mer du soir; I'inéga-

lité préeédente devient, au moment de la pleine mer du matin,

G cos [’S ('/.— g) —3Q—3(7 — ',9)» .

el au moment de la basse mer du soir, elle devient

Gcos[3) —3Q -3 — ol

\

Dans le premier quartier, 7'— o est égal & =5 Uexces de la haute

mer du matin sur la hasse mer du soir est done
—Geos{32—13Q) -+ Gsin{32 — 30Q°. .

Gel excies prend un signe contraire dans le second quartier, ou

, 3
o — 0= -
7 v 2

m

Dans les quadratures solsticiales, la Lune est pres de I'équateur;
dans les quadratures équinoxiales, elle est vers son maximum de décli-
naison. La diflérence entre les marées quadratures du premier quar-
tier et celles du second quartier doit done étre plus pelite dans les

¢quinoxes que dans les solstices.
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L'exces d'une marée d'une nouvelle lune sur celle d'une pleine
lune est
2Gsin(32—3Q) +2Gcos 32 —30Q7;

nommons I cet exces. L'exces d'une marvée du premier quarticr sur

une marée du sccond quarlier est )
2Gsin (32— 30V —2Geos 32— 30Q);

nommons ¥ cel exees. On aura

.- E+E
tng 3% — 30) = ¢ “_L-l?,
VLAY
(‘ = = 1 -+ (' ;) *
! ?.\?_ \ h

Pour. comparer ces résultats aux observations, M. Bouvard a fait la
somme des hauteurs des pleines mers du soir au-dessus des hasses
mers du matin du jour de la syzygie ¢t des trois jours suivants, dans
les soixante-quatre nouvelles lunes équinoxiales qu'il avait consi-
dérées, et il a trouve celte somme égale 2 1583, 594. Le méme caleul,
relalif aux soixanle-quatre pleines lunes équinoxiales, Tui a donné
pour cette somme 1583,594 + 21,419, Les pleines mers des lunes

solsticiales lui ont donné les sommes
1jouv,016, 1400,016 4-10,1755.

Ainsi les marées des pleines lunes ont excédé les marées des nou-
velles lunes tant dans les équinoxes que dans les solstices, el, con-
formément a la théorie, cet exees a été plus grand dans les équinoxes
que dans les solstices.

Les hauteurs des pleines mers quadratures du matin au-dessus des
basses mers du soir du jour de la quadrature et des trois jours sui-
vants ont donné, relativement aux quadrvatures équinoxiales du pre-

mier et du second quartier de Ia Lune, les sommes

710,850, 710,850 — 5,005,

OFxvres de . — V.

<2
[
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et, relativement aux quadratures solsticiales, les sommes
833,75, 833,595 — 20,54=.

Conformément & la théovie, la dillérence est plus grande dans les
quadratures solsticiales que dans les quadratures équinoxiales; mais
une partic de cet excts est due aux errewrs des obhservations. L'en-
semble des dillérences’dans les nouvelles et pleines lunes équinoxiales
et solsticiales est 1281, et ensemble des dillérences dans les quadra-

tures équinoxiales et solsticiales est 12815 on a done :

18E = — 21,006 — 10,1755,

1281 —= 5,605 - 20,54,
d'out I'on tire, en degrés centésimauy,

37 — 30 == 5,50,

~

G-=—o0m,11681,

Un aussi petit lux exige un plus grand nombre d’observations pour
¢tre déterminé avee exactitude; mais son existence est indiquée par
les observations précédentes avee une grande probabilité.

Considérons maintenant les termes de la fonetion (p) dépendants
de "angle 20t + 26 — 24’5 ces termes vésultant du développement de

la quantité

1h L)

= ’—,'; cos % sinv’ sin?f cos?e’ cost(nl + @ —- 1),
2 r
ils correspondent aux termes de expression de Paction tunaire divisés
par le cube de la distance »" de la Lune, qui, par le Chapitee 11, sont
le développement de la quantité
LRI 4 enea :

5 ,_,—Jsm’G cosv’ cos?(nl 4w — '),

Si Pon suit I'analyse du Chapitre cité et si 'on observe que sine’
est égal @ sine’sing’, o' élant la longitude de la Lune, comptée de.

I'intersection de son orbite avee I'équateur, on voit qu'il en vésulte
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dans la hauteur de fa marée i Brest, soit dans les syzygies solsticiales,
soit dans les quadratures équinoxiales, une quantité égale & =T, e
signe supéricur se rapporm‘nl' 2 la déclinaison boréale de la Lune, ol
le signe inféricur a sa déclinaison australe. L'observation peut seule
déterminer la constante F. Si les (lux partiels avaient, relativement i

. - - . Vo - [ Y'Y .
la latitude 2 —0 du port, le méme rapport que les forees, la valeur de

S

I serait & la partie de la hauteur de la mer due i Paction de la Lune

' . 15 .~ ,. 3 .

pea pres dans le rapport de —=cosf sin<”a = Mais nous avons yemar-
21 2

qué dans le Chapitre T que, chaque flux partiel étant la résultante
de tous les flux semblables qui émanent de chaque point de la sur-
face de la mer et qui recoivent un nombre presque infini de modili-
cations avant que de parvenir dans le port de Brest, la résultante n’a
point avee la latitude de Brest le méme rapport que les forees produc-
trices de ce flux; elle peut méme avoir un signe contraire a celui que
ces forees indiquent, en sorte que observation peat scule le faire
connaitre. Pour cela, M. Bouvard a séparé, dans le caleul des syzy-
gies solsticiales, les marées ou la déclinaison de la Lune était australe
des marées ou la déelinaison de la Lune était boréale, et il a fait sur
ces marées ainsi séparées le méme caleul qu'il avait fait sur leur en-
semble, et dont nous avons donné le résultat dans le Chapitee 111: il a
fait le méme caleul velativement aux quadratures équinoxiales, et il a
formé la Table suivante:

33.
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TABLE XVIII.

Marces .\‘_)':)g’[(‘.r solsteciales, Lune australe.
S =326501, f =318,393, [7=3062,0%,
ST=71361,652, f*=350,733, f*=329,636,
362,820 — 3,5778 1 — 2,50m1)2,
362,906 = 27",
53,5758 =21¢".
Mardes syzvgies solsticiales. Lune borcale.
S =308,582, [ =342,721, ["=332,60),
S"="130,299, ['*=310,0006, [*'=319.273,
353, 1223 — 5,436 — 2,1584)2,

= ot
333 ,2052 =214,

"), 13]6:‘_“21.5'.

Marces quadratures dquinoxiales. Lune australe.
S=199.504, [f'=160,878, f’:=161,350, [7=n101.08qy,
136,2010 + 19,6412 {f —1,4882)?,

35,3925 = 2i 2",

19,6112 = 2i5”.
Marces quadratures cquinoxiales. Lune borcale.
T=191,118, [ ==131,304, f"=151,6106, [f"=19",100,
146,0460 -+ 21,6510 (¢ —1,4915)?

115,5077; = 202",

21,0510 2= 278",
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On voit d’abord, par cette Table, que Paction de la Lune australe
sur la mer 'emporte sur I'action de Ia Lune boréale. La valeur de 2l
est donnée, soit par la différence des valeurs de 242, relatives aux
marées syzygies solsticiales, soit par la' différence des valeurs de 2ix”,
relatives aux marées quadratures. La premiere “de ces dillérences
donne

128F = — ¢, 5024,

parce qu'il ¥ a 128 syaygies solsticiales.

La seconde de ces différences donne
128F = — ,6848.

L’accord de ces valeurs de 128F ne permet pas de douter que 'ae-

tion himaire australe sur I'Océan 'emporte sur I'action lunaive horéale,

- — ) e ——— —
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CITAPITRE VIL.

DU FLUX ET REFLUX DE l.'.\T_\lO'SPIII-:'.IlE.

1. Les observalions dont j'ai fait usage corvespondant i loutes les
saisons, les flux lunaires partiels qui dépendent des déclinaisons de la
Lune ct de sa pavallaxe disparaissent dans I'ensemble de ces observa-
tions. Le flux lunaire atmosphérique peut alors s’exprimer, comme

celui de Ta mer, par la formule
Reos[2nl + 28 — 2mt — 2(m't — mt) — )],

R el ¥ ¢tant des constlantes indéterminces. me est le moyen mouve-
ment du Soleil pcn(l-;ml le temps ¢, m't est celui de la Lune, nt est [a
rolation de la Terre, » est la longitude du licu; tous ces angles sont
comptés de Péquinoxe du printemps. nt -+ o —mt est Pangle horaire
du Soleil, que nous ferons partir de midi. Cet angle réduit en temps,
i raison de la circonférence entiere pour un jour, sera le temps compté
depuis midi; 2 sera ainsi Pheure du maximum du flux atmosphé-
rique du soir; R dépend de Paction de la Lune sur Uatmosphire, soil
divecte, soit transmise par la mer.

Si I'on suppose que la syzygie arrive & midi, ee que I'on peut ad-
mettre ici sans erreur sensible comme le résultat moyen des heures de
toutes les syzygies considérées, la formule précédente donne It cos 2>’
pour la hauteur du flux au midi du jour de la syzygic. En désignant
par ¢ le mouvement synodique de la Lune dans un jour, la hauteur

e

du flux i g heures du matin du jour de la syzygie ser:

— R sin(a).’ — Z),
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a 3 heures du soir, clle ser:

-+ R Sill(').).' - 2)
4/

o . . . N P Y A | -, . R N .
Soient done A, A, A” les hauteurs observées du barometre, le jour
de la syzygie, & 9 heures du matin, 3 ‘midi, & 3 heures du soir; on
aura

7

C — Rsin (2).’~ q) =\,
-1

C' -+ Rcos2) =4\,

"= Rsin (27.'+ 2) =\,
B

G, (7, C" ¢tant les hauteurs du barometre qui auraient licu sans Pac-
tion de la Lune. Ces équations subsistent ¢galement pour le jour de
la quadrature, pourvu que 'on y change R en — R et A, A/, A" dans
B, B, B”, ces trois derniires lettres exprimant respectivement les hau-
teurs du barometre observées, le jour de la quadrature, i g heures du
matin, & midi et & 3 heures du soir.
Ces six équations donnent les deux suivantes :
fRcosLsinad =\ — A1,

4

i (1 — sin%) cosad =2 A" —— (A -+ ) — 2+ (B - 1),

Ces deux équations sont indépendantes des hauteurs absolues du
barometre; elles n'emploient que les différences A — 1A', A-—A", A'— \”
du jour de la syzygic et les dillérences correspondantes du jour de
la quadrature.

Le jour i apres chaque syzygie et apres chaque quadrature donne
les deux équations suivantes :

iR cos % sin (22 - 2ig) =AY — Ay 4 B — B,

AR (l — sin %) Cos {22 -20g) =2\ — (A; -+ AZ) A B (B B
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A A, o BL B, L osont es valeurs de A, A L B, B, L, relatives
aee £ jour; ¢ est négatif pour les jours qui précedent la syzygic
ou la quadrature.

On peut conclure des observations de chaque jour les valeurs de R
et de 2. Mais il ¥ a des jours plus propres & déterminer I'une de ces
inconnues. La méthode que jai désignée sous le nom de méthode la
plus avantageuse combine toutes les équations de maniere i donner les
valeurs les plus probables des inconnues. Les deux équations du jour

Jiemce
{

donnent, en laisant
qRsin22' =, fRcos22'=,
les sulvanles :

¢ . s . .
acos 4 cos21q -+ _rcosg sinaig = A — Aj4- B — I3,
‘ -

_)‘( 1 — sin %) cos ig—.x (l — sin %) sin2ig =2\ —- (\i+ Al — 2B+ (B =B

N

. -, . . g o [ | 10
sind est une quantité tres-petite et a fort peu pres égale 4 o Si 'on
-} .

néglige son carré et si Pon nomme I, la quantité
2 )= (ArA]) — 2 B+ (B )

angmentée de sa dix-neuvieme partie, si lon nomme pareillement E;
la quantité
Ai—Ai—=B;— D,

les deux équations précédentes deviendront

xcos2ig 4+ ysinadg =L,

yeosaig — xsinzig = I

Lin faisant ¢ successivement égal & —r, 0, 1, +2, on aura huit é¢qua-
tions qui, résolues par le procéde de la méthode la plus avantageuse,
détermineront x et y. Mais cetle méthode exige que I'on connaisse la loi
des ¢earts des hauteurs du barometre de leur hauteur moyenne, dus
aux causes irrégulieres, pour les diverses heures du jour : ce que nous

ignorons. Dans eet état d'incertitude, nous supposcerons cette lot Iy
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méme pour les heures diverses, I'inexactitude de cette supposition
n‘ayant que peu dinfluence sur les résultats cherehés. Alors, pour
former les deux équations finales qui doivent donner v et y, il faut,
suivant le procédé que jai donné dans le Troisicme Supplément 3 ma
Théorte analytique des probabilités, multiplicr chacune des qualtre
équations relatives & la lettre I par 3 et par son cocflicient de il
faut multiplier chacune des équations relatives a la lettre I° par son
cocfficient de y; enfin il faut ajouter tous ces produits, ce qui donne

z(8-+-Zcosqig) + yEsinfiq == 32 E; cos2ig — Xlisinaig,

le signe X exprimant la somme de toutes les quantités qu’il affecte el
o

que Pon obtient en faisant successivement 7 =—1, 7 =o, [=1,({=2.

En opérant de la méme maniere sur le coellicient de y, on aura la

seconde équation finale
Y(8—ZXcosqiq) -+ xXsinfig == 3XE;sin2iq — XF; cosaiq.

Toules les syzygices et toutes les quadratures, depuis le 1roctobre 1815
Jusqu’au 17 octobre 1823, ont donné, en réduisant la colonne de mer-

cure du harometre i zéro de lempémlure,

mm mia mm

Ay=1705,925, AL, =-35,712, A == 795,155,

B_i=756,315, B ==1756,03f, B, = 755,519,

A ==7586,195, A" =755,-88, A" = 555,270,

B =1756,072, B =755,692, B” =:55,0]1,

Ar =1755,504, A, =755,416, A, = 155,010,

By ==755,296, W, ==755,015, B} =754,386,

A2 =1755,631, A, =755,407, A} =754,955,

By =:7565,555, I, ==755,329, B, —=751.891.

De la on conclut
mm am men o

E_i=-+0,006, Ej—=1+o0,105, E;==-0,216, L,=—.- 0,008,
Foi=40,126, Io=--0,168, Fy=—0,202, F,=5 0,053.

OFucres de .. — V. 3.i
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On a ainsi les deux équations finales

10,18716. 2 - 0,99136. ) = 1,056815,
4151927,y 4 0,99136.2 = 0,025033,

d’ou Von tire
x =o0,10713, )= —o0,0179g1.

L'¢tendue 2R du flux lunaire est égale i --ya?-i-y?; elle est done
8 2\

o™ 05443.

On a

&
langa2 == —,
)

ce qui donne, en degrés sexagésimaux,
L =19"39".

Cette valeur, réduile en temps, donne, pour 'heure sexagésimale du

Vus haut flux tunaive du jour de la syzyeie, 3* 1836 du soir.
] yeyg

2. Déterminons maintenant la probabilité avee laguelle les observa-
tions préecdentes indiguent un flux lunaire atmosphérique. 11 résulte
de ce que jai fait voir dans le n° 20 du Livre 11 de ma Théorie ana-
Ivtique des probabilites que, s1 'on prend un tres-grand nombre n de
valeurs de la vartation diurne du barométre, que 'on divise leur
somme par 2 pour aveir la valeur moyvenne, que I'on nomme ¢ la
somme des carrés des différences de ectle valeur moyenne i chacune
de ces valeurs, si 'on nomme ensuite « I'erreur moyenne d'un nombre
considérable s de valeurs de la variation diurne, la probabilite de «

sera proportionnelle &

¢ ¢tant le nombre dont le logarithme hyperbolique est Punité. Le
nombre 2 des obscrvations diurnes comprises dans les observations
précédentes est 1584, et 'on a (rouvé, relativement i ces observations,
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Ia valeur moyenue de la variation diurne égale i 0™, Bo45, et e égal i
5572,93, ce qui donne

te millimetre étant pris pour Punité. La probabilité de w est ainsi pro-

portionnelle &
c— 0. 18211050

lin supposant que s exprime le nombre des variations diurnes obser-
vées vers les syzygies, on a s==792, ¢t la probabilité de I'erveur
moyenue « sera proportionnelle &

—112,55.u8
¢ >3-t

s'il 'y a point de cause conslante qui influe sur ces varialions. La
probabilité de I'erreur moyenne « des 792 observations vers les qua-

dratures sera parcillement proportionnelle a .

¢c—"112.55.u""

Soit = I'exces de « sur u; la probabilité des erreurs simultanées «
el ' sera proportionnelle

c—||2.55.[(u+:)'+u‘];
la probabilité de z sera done proportionnelle i I'intégrale
j‘(["_cﬂ|2.5.'.-[(u+-z)'+u']'

intégrale étant prise depuis « égal & Uinfini négatif jusqu'a « égal a

infint positif. En donnant a 'intégrale précédente cette forme

-1 =\1
—12,58 = —112,55 2 (u+:)
e ¢ t fdu.c e/,

on voil que la probabilité de = est proportionnelle a
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Les observations précédentes donnent pour z

v/ By —IB, DB — B - ll.-B',-i—Bg—ll'.'_.)
{7 N L NI T I L BT WY LA Wy
d’o 'on Lire

z == 0,08065.

La probabilit¢ que les scules anomalies du hasard donneront une

valeur de = plus petite est done

11283
Jdz.c
L
Jdz.¢
I'intégrale du numérateur étant prise depuis = --= jusqu’a :=0,0865
et celle du dénominateur étant prise depuis == — %= jusqu'a z == .
St Pon fait
112,59
[ . \// 0
i 1}
cette fraction devient
[dt.c"
— Y
\ "

v . . ” - - . Tl‘)
intégrale du nmnérateur étant prise depuis £ = 0,0865- \/—

.05 .
Jus-
o

qu'a ¢ anfini et = étant le vapport de la circonférence au diamétre,
Ainsi la probabilité que la valeur observée de = n'atteindrait pas 0,0865
pav les seules chances du hasard est 0,843 1l vy a done quelque invrai-
semblance i leur attribuer cette valeur; mais cette invreaisemblance
est si petite, que, pour allicmer quelque chose & cet égard, il faut mul-
tiplier considérablement les obscrvations. Neuf fois plus d’observations

donneraient

12,90 r

Q.

{ —= 0‘0865. \//

Si la valenr de s restait égale 40,0865, la probabilité que cette
valeur ne serail pas Ueflet du hasard sevait a fort peu pres 3555 celte
valeur indiquerait donce alors avee beaucoup de vraisemblanee le flux

lunaire atmosphérique.
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REMARQUES

SUR LA PAGE 113 DU PHEMIER YOLUME DE LA MECANIQUE CELESTE.

J'ai dit, i la 6° ligne de cette page, que je ferais voir, dans la théorie
du flux ¢t du veflux de la mer, que la valeur de 8V est a (rés-peu pros
[a méme pour toutes les molécules situées sur le méme rayon terrestre.
Jai omis de le faire en exposant cette théoric; pour réparer celle
omission, je vais considérer Ia parlie de 8V’ relative & I'attraction de la
couche aqueuse. Cette partie est donnée par I'expression de AV de a
page 39 du second Volume. Si I'on fait varier 0 et w, dans I'intéricur,
des mémes quantités zu et 2 qu'a la surface, ce qui revient a consi-
dérer les molécules situées primitivement sur le méme rayon comme
restant constamment sur un méme rayon, alors SV’ ne varie de 'inté-
ricur & la surface qu'i raison de la variation %y du mouvement de Ia
molécule dans le sens vertical, variation d'un ordre inférieur a celui
de la varviation zu de son mouvement horizontal dans le sens du méri-
dien. Or il résulte de Pexpression de AV que la varviation zy de 7 a
pour facteur une quantité de l'ordre de la profondeur de la mer; on
peut done négliger Ia variation qui en résulte dans 8V’ et supposer 8V’
le méme i Uintéricur qu'a la surface, ce qui rend I'équation (M) com-
mune i lous ces points. Comme cette équation donne, pour lous les
points situés sur le méme rayon, les mémes valeurs de 7w et de 2y,
on voit que la supposition des points restant sur le méme rayon pen-
dant la durée du mouvement satisfait aux conditions de ce mouve-
ment; car il est facile dappliquer v Ia force attractive des aslres
ce que nous venons de dire relativement a lattraction de la couche

ueusce.

- P R ——— -
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LIVRE XIY.

DU MOUVEMENT DES CORPS CELESTES AUTOUR DE LEUR CENTRE DE GRAVITE.

CHAPITRE PREMIER.

DE LA PRECESSION DES FEQUINOXES.

Notice historique des tracawr des astronomes et des geométres

sur cet obyjet.

1. La plus ancienne observation de la position sidérale des solstices
ou des équinoxes remonte au commencement du xu€ siecle avant notre
ere. Tcheou-Kong, qui gouvernait alors la Chine pendant la minorité
de son neveu, fixa la position du solstice d'hiver & 2 degrés chinois
de nu, constellation chinoise qui commengait par ¢ du Verseau. Celle
détermination, que I'on peut rapporter & I'an 1100 avant notre ere,
ne diflere pas de g2 minutes centésimales du résultat des formules
du Livre V1, différence qui paraitra bien petite si 'on considere 'im-
perfection des moyens dont on pouvail alors faire usage pour obtenir
un élément aussi délicat. La méme tradition qui nous a (ransmis ec
précicux résultat nous a parcillement transmis 'observation des
ombres du gnomon aux solstices d’hiver et d’été, faite par le méme
prince. L'accord de Uobliquité de I'éeliptique qu'elle donne pour cette
¢potue avee les formules du Livee VI ne permet pas de révoquer en
doute cette obscrvation, regardée comme incontestable par le mission-
naire Gaubil, 'homme le plus versé dans I'Astronomie chinoise, qu'il

OFuyres de L. — V. 35°
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avait approlondie pendant un long séjour i la Chine. Dans le ve sivcle
avant notre ere, les astronomes chinois plactvent le solstice d’hiver au
commencement de la constellation chinoise nicou, dont la premiere
étoile était % du Capricorne. 1 est fort viaisemblable, dit le savant 6t
judicieux Gaubil, que ces astronomes, en comparant celte position
du solstice d’hiver avee celle que Teheou-Kong lui avait assignée et
qui leur était hien connue, remarquérent le mouvement rétrograde
des solstices par rapport aux étoiles; mais rien dans I'Astronomie
des Egypliens, des Chaldéens et des Grees n'indique que ces peuples
alent eu connaissance des observations chinoises. 11 faut deseendre
de huit sieeles depuis Tcheou-Kong pour avoir des observations de
leurs astronomes sur la position sidérale des équinoxes. Aristille ct
Timocharis, premiers observateurs de I'école d’Alexandrie, détermi-
nevent la position de plusicurs éloiles par rapport i 1'équinoxe du
printemps, et ce fut en comparant leurs observations aux siennes
qullipparque reconnut le changement de la position équinoxiale des
¢toiles, changement que les Egyptiens et les Chaldéens paraissent
avoir ignoré. Les périodes que les Chaldéens assignaient aux mouve-
ments sidéraux du Soleil, de la Lune, de ses necuds et de son périgée,
périodes que Geminus et Ptolémée nous ont transmises, supposent une
année sidérale de 36514, la méme (que 'année tropique admise géné-
ralement par les anciens astronomes; ils ne supposaient done pas dans
les étoiles un mouvement par rapport aux équinoxes. Ptolémée, (qui
pouvail micux que nous connailre ce que 'on avait avant lui pensé
sur cet objet, dit expressément qu'llipparque soupconna le premier
ce mouvement, et qu’il v fut conduit uniquement par la comparaison
de ses observations avee celles d’Avistille et de Timocharis. Hipparque
reconnut que, depuis le temps de ces astronomes, les étoiles s'élaient
avancées en longitude, comptée de I'équinoxe du printemps, de 1 de-
gré sexagésimal par siecle, sans changer de latitude au-dessus de
I'écliptique, ce qu'il expliqua en faisant mouvoeir la sphere des étoiles
autour des poles de I'écliptique. Plolémée confirma par ses propres

observations la découverte d’Hipparque; mais, ayant conclu de ses ob-
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servations délectucuses des équinoxes la inéme durée de I'année (ro-
pique qu'Hipparque avait donnée,’il dut retrouver, et il vetrouva en
elfet, le méme mouvement des étoiles en longitude. Les astronomes
équinoxes de Ptolémée. En comparant ceux (u'ils observerent avee
les équinoxes d'Hipparque,”ils donnerent une durée ‘de V'année tro-
pique plus exacte que celle qui fut depuis déterminée par Copernice, el
ils en conclurent le vrai mouvement des ¢toiles en longitude.

Copernic, ayant substitué¢ les mouvements réels de la Terre aux
mouvements apparents des astres, expliqua la précession des équi-
noxes par un mouvement des péles de la Terre autour des poles de
["éeliptique, ce qui maintenant est généralement admis; mais il ne
s'occupa point de la eause de ce mouvement, se hornant i déméler,
dans les mouvements apparents des astres, ce qui est di aux mouve-
ments véels de la Terre. Kepler, porté par une imagination active i la
recherche des causes, essava de découvrir celle de la précession des
¢quinoxes; apres diverses tentatives, il avoua Uinutilité de ses eflorts.

Il était réservé a Newton de nous faire connaitre la cause de ce phe-
nomene, en la rattachant i sa découverte de la pesanteur universelle,
dont 1l est T'un des plus curicux résultats et Fune des plus fortes
preuves. Apres avoir reconnu par sa théorie aplatissement de la Terre
et la cause du mouvement des nceuds de Povbite lunaire, Newton, con-
sidérant le renflement graduel du sphéroide terrestre, des poles i
I'équateur, comme le systeme d'un nombre infint de satellites, vit
bhientot que P'attraction solaive devait faire rétrograder les naeuds des
orbites qu'ils décrivent, comme clle fait rétrograder les nceuds de la
Lune, et que I'ensemble de ces mouvements devait produire un mou-
vement rétrograde dans intersection de P'équateur de Ia Terre avee
I"écliptique. Voici comment il détermine ce mouvement.

Ce grand géomitre, supposant la Terre homogene, Ia concoit formée
1 d’une sphere intérieure dont le diametre est 'axe des poles, 2° de
I'exces du sphérvoide terrestre sur cette sphere. I imagine d'abord cet
excis réuni autour de 'équateur sous la forme d’un anneau détaché

35.
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du globe, en conservant lo-ujoiii's son mouvement de rotation. Il trouve
qu’alors ses nauds auraient sur I'écliptique un mouvement rétrograde,
(qui serait au mouvement rétrograde des nwuds de Porbe lunaire
comme le jour sidéral est & la durée d’unc révolution sidérale de la
Lune, résultat exact et que 'on peut facilement déduire de Pexpres-
sion dillérenticlle de la précession des équinoxes donnée dans le n° 4
du Livee V, en y supposant, comme Newton I'a fait d’abord; Pinclinai-
son de Pécliptique sur I'équaleur tres-petite. Newlon remarque en-
suite (ue I'anncau, par son adhérence a I'équateur du globe terrestre,
doit communiquer & la masse enticre de ce globe une trés-grande
partie du mouvement rétrograde de ses nccuds, qui par la se trouve
extrémement affaibli. Mais de quelle maniére cette communication
doit-clle se faire? quel est le mouvement rétrograde qu'elle produit
dans I'intersection de I'équateur et de P'écliptique? C'est dans la solu-
tion de ces deux questions que consiste la principale difficulté du pro-
bleme.

Il était naturel que Newlon fit usage, pour cet objet, de la regle sui-
vanle, qu'il a donnée dans le scoliec qui termine I'exposition de la
troisitme loi du mouvement ou de I'égalité de I'action a la réaction,
dans I'Ouvrage des Principes :

St Lon estime Uaction de I'agent par sa force muluplice par sa vitesse,
et que l'on estime pareillement la réaction du corps résistant par les
vitesses de chacune de ses parties, muluplices respectivement par les forces
qu’elles ont pour resister en vertu de leur cohcsion, de leur attrition, de
leur pm?ls et de leur accélération, l'action et la réaction se trouseront
cgales dans les cffels de toutes les machines.

Pour appliquer celte regle a la question présente, il faut observer
que la force imprimée & Pannean par action solaive est égale a la
masse de 'anneau multipliée par son mouvement de précession. Ainsi
I'action de I'agent sur le corps résistant ou sur le globe terrestre est
ict Ie produit de cette masse par son mouvement de précession, dimi-
nué de la précession qui lui reste et qui lui est commune avee le globe,
el par sa vitesse, qui est celle de rotation de la Terre a I'équateur.
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Chaque molécule du globe recoit une force égale a son accélération
multipliée par sa masse, ct, en vertu de la cohésion des molécules,
celle accélération est la précession terrestre multipliée par la distanee
de la molécule a I'axe des poles, la moitié de cel axe étant prise pour
unité. Lavitesse de la molécule est la vitesse de rolation & Péquateur,
multipliée par cette distance; la réaction du corps résistant est done
¢gale & la somme des produits de chaque molécule par le carré de sa
distance a I'axe, par la précession terrestre et par la vilesse de rota-
tion i I'équateur. Newlon eiit pu facilement déterminer cetle somme;
en égalant ensuite 'action de I'agent i la réaction du corps résistant, il
aurail trouvé la précession Lerrestre égale i la précession primordiale de
anncau multipliée par le rapport de la masse de Panneau & celle de Ia
Terre et par le facteur . Au licu de ce vrai facteur, Newton déduit de

3
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considérations inexactes le facteur 'unité divisée par 35 du carré de Ia
demi-circonférence dont le rayon est I'unité. En supposant, comme
Newton Pa fait d’abord, 'excts du sphéroide Levrestre sur la sphere dont
le diamétre est 'axe des poles réuni sous la forme d’un anneau i I'équa-
teur, on obtient une précession plus grande que la véritable, car P'ac-
tion du Soleil sur les molécules de cel exces, pour faive rétrograder les
¢quinoxes, est plus pelite et a moins d’énergie que dans cette hypo-
these; il Taut done diminuer la précession qui en résulte. Newton,
dans la premicre édition de son Ouvrage des Principes, la véduisait an
quart; depuis, il ne I'a réduite qu'aux deux cinquitmes, ce qui esl
exact. Il la multiplic ensuite par le cosinus de P'inclinaison de I'éelip-
tigue & I'équateur, pour teniv compte de cette inclinaison, ce qui esl
encore exacl. Ainsi la solution newtonienne du probleme de la préces-
sion des équinoxes n’est en défaut que par le facteur erroné dont je
viens de parler, facteur qui réduit la précession au-dessous de la moi-
li¢ de sa vreaie valeur. 1l est vraisemblable que ce grand géométre el
reclilié celle erreur capitale, mais bien excusable dans le premier
inventeur, si, moins liveé & des occupations d’un toul aulre genre, il
cit donné une attention plus particuliere aux découvertes des géo-
metres du contlinent, telles que le principe par lequel Jacques Ber-
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noulli a déterminé les oscillations des pendules composés, et le prin-
cipe des vitesses virtuelles, publié sans démonstration par Jean Ber-
noulli, principes dont le premier a une grande analogic avee la regle
¢noncée ci-dessus et dont le second est une généralisation de cette
regle. Mais alors la correction de son erreur lui cat fait éprouver
quelque difticulté i concilier avee I'observation son résultat de la preé-
cession des équinoxes, qui par la-devenait heaucoup trop grand. Pour
avoir la précession totale, il faut ajouter la précession solaire a la
précession lunaire, et, pour obtenir celle-ci, Newton multiplie la pre-
miere par le rapport de P'action lunaire sur ce phénomene i 1'action
solatre. Ce rapport est le méme que le rapport de ces actions sur les
marées. Newlton, dans la premiere édition de ses Principes, le trouvail,
par les observations des marées, égal & 65. Il Pa réduit ensuite a
4, 4815, L'incertitude des observations dont il a fait usage lui permet-
(ait de le diminuer encore, et I'on a vu, dans le Livee XIII, que des
observations tres-nombreuses des marées, faites chaque jour a Brest
pendant seize années conséeutives et disculées avee un soin particu-
lier, donnent ce rapport égal it 23, ee qui rapproche considérablement
de 'observation la formule newtontenne de la précession, corrigée de
son erreur. Newton cat pu remarquer encore que 'hypothese de
I'homogénéité de la Terre est peu vraisemblable et qu'il est naturel
de penser que les couches du sphéroide terrestre croissent en densité a
mesure (u'elles se rapprochent du centre. C'est ce qu'il supposail dans
la premiere édition de ses Principes; mais il croyait que celte suppo-
sition remdait la Terre plus aplatie, et par conséquent augmentait la
préeession des équinoxes, ce qui est entierement contraire aux résul-
tats de I"Analyse, qui a fait voir qu'en rectifiant toutes ces crreurs la
théorie de Newton devenait parfaitement conforme a 'observation.
Newton a remarqué Uinégalité de la nutation, produite par I'action
du Svleil, et dont la période est de six mois. Mais il se contente d’ob-
server qu'elle est tres-petite. 11 n'a point considéré les inégalités de Ia
précession et de la nutation dépendantes du mouvement des nocuds

de lorbe lunaire. Dans la production de ces inégalités, I'action lunaire,
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déja insensible dans les lm'gr.lllloq de ce genre qui sont mtlcpomlanl(m
de Pinclinaison de cet orbe, cit mulhphco par celle pelllo lIl(‘lllldl\Ol]
et il ﬁllml une analyse délicate ol (s cpmemc pour reconnaitre que
les O\plncsmns de ces mc"ahle “acquierent par les mlv"mllom un
res-petit diviseur qui les vend ‘sensibles. Ainsi la théorie, qui, perfee-
tionnée, a sul l)eaucoup de points devaneé Pobscivation, a é1é sur ce
point dev ancée par elle. Bmdlev ‘dut & une longue suite d’observations
la découverte de la’ l]lll'lllOll de Paxe Lerrestre, découverte I'unc des
plus lc-mmqlnl)lcs et des plus importantes de I'Astronomic, en ce
qu'elle affecte toules les observations des astres. Ce grand astronome,
ayant reconnu, par la précision de ses observations, I'aberration des
étoiles ef sa cause, s"apercut bientot qu'elle ne suffisait pas pour repré-
senter les observations de plusicurs années, et que ces observalions
indiquaient une inégalité, qu’il suivit pendant une période de dix-huit
ans, apres laquelle les étoiles lui parurent revenir a leur premiire
position. Cette période, la méme que celle du mouvement des neends
de la Lune, lui fit penser que I'axe de la Terve avait un mouvement
périodique dépendant de la longitude de ces neeuds. Machin lui pro-
posa I'hypothese du pole vrai de la Terve déerivant uniformément au-
tour du pole moyen, pendant une période du mouvement des neeuds
lunaires, un petit cerele, de maniere que le pole vrai fat le plus pros de
Pécliptique lorsque le nead ascendant de T'orbe lunaire coincide avee
I'équinoxe du printemps. Bradley reconnul que, par li, ses observa-
tions étatent a forl peu prés représentées, mais qu’elles le seraient un
peu micux encore si on substituait au cercle une ellipse peu aplatie.
Machin n’a point fait connaitre la théorie qui I'a conduit a son hypo-
these, et qui, si elle et été juste, lui aurait donné Iellipticité de la
courbe décrite par le pole vrai de la Terre et soupconnée par Bradley.
Il aurait vu que le grand axe de celte ellipse, loujours tangent a la
sphere céleste, passe constamment par le pole moyen de Ia Terre et
par celui de Pécliptique. Mais la découverte de ces résultats était alors
au-dessus des moyens de I'Analyse et de la Mécanique; il fallait en

inventer de nouveaux pour y arriver. L'honneur de celte invention
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ctait reserveé & d’Alembert. Un an et demi aprés la publication de
Péerit dans lequel Bradley présenta sa découverte, d’Alembert fit pa-
raitve son Traité de la précession des équinoxes, Ouvrage aussi remar-
quable dans 'histoire de la Mécanique eéleste et de la Dynamique que
I’écrit de Bradley dans les annales de 1’Astronomie.

D’Alembert détermine d’abord les résultantes des attractions du
Soleil et de la Lune sur toutes les molécules du sphéroide lerrestre,
qu’il suppose étre un solide de vévolution, résultantes auxquelles il
applique en sens contraire la résultante de ces attractions sur le centre
de la Terre, que 'on doit ici considérer comme immobile. Pour avoir
la vraic situation de la Terre autour de ce point, d’Alembert choisit
pour coordonnées I'inclinaison de I'axe du sphéroide au plan de I'éclip-
tique, I'angle que l'intersection de ces deux plans ou la ligne des équi-
noxes forme avec une droile fixe menée sur I'écliptique par le centre
de la Terre, enfin I'arc compris entre un point déterminé de I'équateur
terrestre et le point ol cet équateur coupe I'éeliptique a I'équinoxe
du printemps. Les variations de ces coordonnées pendant un instant
donnent la vitesse correspondante de chaque molécule du sphéroide.
D’Alembert, en appliquant ici son principe général de Dynamique,
décompose celle vitesse en deux, 'une qui subsiste dans I'instant
suivant, et I'autre qui est détruite ct qui ne peut 1'étre que par les
résultantes des attractions du Soleil et de la Lune. En déterminant
ensuite les résultantes de ces vitesses détruites et en les supposant
en équilibre avee les résultantes des attractions des deux astres, il
parvient, au moyen des conditions de I'équilibre d’'un nombre quel-
conque de forces, conditions qu'il a le premier établies, & trois équa-
tions différenticlles du second ordre cntre les (rois coordonnées.
L'une de ces équations est facile & intégrer; elle donne la vitesse
de rotation du sphéroide. D’Alembert n’integre point les deux autres
¢quations; il se contente de faire voir que Ia nulation du péle ter-
restre observée par Bradley en est une conséquence nécessaire, ct il
détermine le rapport des deux axes de la petite cllipse déerite par le
pdle vrai de la Terre et la loi du mouvement de ec pole sur cette
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cllipse, résultats précieux qui sont généralement adoptés dans les
Tables astronomiques. En comparant aux observations les expressions
analytiques de la nutation et de la précession, ' Alembert en conclal
le rapport de Paction de la Lune i celle du $oleil; mais il observe
qu'une tres-petite différence dans la valeur de Ia nutation changerait
sensiblement ce rapport et celui de la masse de Ia Lune i la masse
de la Terre, que I'on conclut de ce rapport.

D'Alembert détermine ensuite les vapports de la précession et de la
nutation avee la figure de Ia Terre, et les lois de la densité et de Pellip-
Licité de ses couches; depuis son centre jusqu'a sa surface; il en con-
clut que Pellipticité 15, qui résulte de la comparaison des degrés
mesures en L:l-ponic en 1736 et a I'équateur, ne peut satisfaive a ces
rapports. Ce grand géométre croit cependant qu'il est possible de con-
cilier avec ces mesures la théorie de Pattraction, en considérant que
la Terre est recouverte en grande partie par la mer, dont les molécules,
cédant & Paction des astres, ne doivent point, suivant lui, contribuer
aux mouvements de I'axe terrestre; en sorte qu'il ne faut employer
dans le calcul de ces mouvements que Uellipticité du sphéroide recou-
vert par Pocéan, ellipticité qui peut étre supposée moindre que celle
de la surface de la mer. Mais, avant soumis i une analyse exacle les
oscllations d’un fluide qui recouvrirait le sphéroide terrestre et Ila
pression qu'il exerce sur la surface du sphéroide, j'ai fait voir que ce
fluide transmet & P'axe terrestre les mémes mouvements que s'il for-
mait une masse solide avec la Terve. M. Plana, par d'ingénicuses et
savantes recherches sur les oscillations des fluides qui recouvrent les
planetes, vient de confirmer ce résultat important, auquel javais
donné, dans le Livre V, la plus grande généralité, en élablissant, par
Ie principe de la conservalion des aires, que I'action des astres sur la
mer, quelle que soit la maniere dont elle recouvre le sphéroide ter-
restre, produil sur la nutation et la précession les mémes eflets que si
la mer venail a se consolider. La difficulté que la théorie de Pattrac-
tion présente sur cet objet subsiste done si Pellipticité de la Terve
est 5. Cet aplatissement ne peut encore se concilier, dans cette théo-

OFuvresde L. — V., 36



282 MECANIQUE CELESTE.
rie, avee les observations du pendule de I'équateur aux péles, qui
donnent un aplatissement au-dessous de 5. Mais une vérification du
degré de Laponie, faite par M. Swanberg, astronome suédois, a montré
que la mesure de ce degré, a laquelle on avail aceordé trop de con-
liance, est fautive.' La nouvelle mesure de M. Swanberg, comparée aux
degrés mesurés en Franee, dans U'lnde et a U'équateur, donne un apla-
Lissement au-dessous de 35, et par la concilie avee la théorie de I'at-
traction les phénomenes de la précession et de la nulation et les
observations du pendule. L'erreur de d’Alembert que nous venons de
signaler n’est pas le seul exemple que Thistoire des Sciences nous
oflve de savants célebres induils en erreur par trop de confiance dans
des mesures fautives. Ce fut par la mesure inexacte de la bauteur du
barometre, faite parle P. Feuillée au sommet du pic de Ténérifle, que
Danicl Bernoulli fut conduit i 'étrange hypothese de I'aceroissement
de la chaleur & mesure qu'on s'¢leve dans 'atmosphere au-dessus de Ia
surface de la Terre. I} importe done au géometre de ne s’appuyer que
sur des observations tres-exacles et vérifiées avee un soin particulier.
D’ Alembert applique sa solution du probleme de la précession des
équinoxes aux deux cas que Newton avait considérés, celui out la Terre
serait réduite a 'enveloppe qui recouvre une sphire dont le diametre
serait I'axe des poles, et le cas olt les molécules de cette enveloppe
seraient réunies sous la forme d'un annean a I'équateur. II examine
le cas ou la Terre n’aurail point de mouvement de rotation. Je liens
de ce grand géometre qu'il avait d’abord pensé que, la Terre étant
supposée un solide de vévolution, sa rotation ne devait aveir aucune
inlluence sur les phénomenes de la précession et de la nutation, paree
que, tous les méridiens étant semblables et se présentant successive-
ment de la méme maniere au Soleil et & la Lune, Paction de ces astres
sur Paxe terrestre est la méme, soil que la Terre tourne sur elle-méme,
soit quelle ne tourne pas. C'était, en ellet, conformément i cette idée
quil avait précédemment constdéré les oscillations de 'atmosphere,
dans sa picee Sur la cause des vents. 11 parvint ainsi, sur la précession

et sur la nutation, i des vésultats contraives aux observations. Mais,
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avant que de rien prononcer sur un objet de cetle importance, il voulul
revoir avee le plus grand soin ses calculs ¢t soumettre & un nouvel
examen les principes qui leur servaient de base, et spécialement eelui
de la non-influence de la volation de la Terre sur les mouvements de
I'axe (errestre. Ayvant done traité cetle question en considérant le
mouvement de rolation, il parvint & des résultats fort dilférents de
ceux qu'il avait d’abord obtenus, el ces nouveaux résullats se (rou-
verent parfaitement conformes aux observations de la précession et de
la nutation. '

’Alembert détermine la position de I'axe instantané de rotation el
la vitesse de rotation. N'avant point intégré les équations différen-
tielles qu’il avait trouvées, il n’a point considéré les indégalités du
mouvement de 'axe terrestre qui dépendent de sa position et de son
mouvement primitifs, inégalités que j'ai déterminées dans le n” & du
Livee V. Les observations les plus précises n'avant point fait recon-
naitre ces inegalités, il est naturel de penser que, si elles ont eu licu
primitivement, les fluides qui recouveent le sphéroide terrestre les
ont & la longue andanties par leur frottement et leurs choes multipliés
contre sa surface. On concoit, en eflet, que ces causes diminuent sans
cesse la force vive du systeme de ces fluides et du sphéroide ; mais
clles n’alterent point la somme des aires que toutes les molécules de
ce systeme déerivent sur le plan du maximum des airves. La diminu-
tion de la force vive doit done avoir une limite, qu'elle finit par at-
teindre, ce qui ne peut arviver que dans le cas ou ces fluides sont en
repos sur la surlace du sphéroide, axe de rotation de la Terre élant
immobile autour de son centre. J'ai prouvé dans le Livee X1 qu'un
tel axe est toujours possible, quelle que soit la maniere dont 'océan
recouvree le sphéroide terrestee. 11 devient, lorsque 'équilibre est
¢tabli, perpendiculaire au plan du maximum des aires, et la rolation
de la Terve autour de cet axe doit ¢tre (elle que la somme des aires
déerites par chaque molécule de la Terre soil la méme qu'a Povigine.
Ainsi cette somme et le plan du maximum des aires, qui restent lou-
jours I'un et P'autre les mémes qu'a Porvigine, s'il w'y a point d’action

36.
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ctrangere, déterminent la position de I'axe de rotation de la Terve et
sa vitesse de rotation, lorsqu'elle parvient & Pétat d’équilibre.

D'Alembert a étendu, dans les Memoires de I Académie des Sciences
pour l'année 1754, sa solution du probleme dé Ia précession des équi-
noxes au cas out I'équateur et les parvalleles terrestres seraient ellip-
tiques, ce qui donne la solution générale de ce probleme, lorsque dans
I"action du Soleil et de la Lune on ne porte approximation que jus-
quiaux termes divisés par le cube de leurs distances a la Terve. Enlin
il a déterminé, par la méme analyse, le mouvement d’un corps solide
animé par des forces queleonques autour de son centre de gravité.

Euler a traité depuis les mémes sujets avee heaucoup d'élégance,
soit dans les Mémotres de U Académie de Berlin, soit dans son Traité
de la Mccanique des corps durs. Son premier Mémotire sur la précession
des équinoxes parut dans le Volume des Memoires de cette Académie
pour I'année 1749, 11 0’y fait aucune mention du Traité de d’Alembert;
mais, dans le Volume suivant, il reconnut expressément qu'il n’avait
composé¢ son Mémoire qu'apres la lecture de I'Ouvrage du géomitre
lrancais. La méthode d’Euler est identique avee une seconde solution
du probleme de la précession des équinoxes, que d’Alembert avait
donnée dans son Ouvrage, solution moins rigourcuse que la premiere,
mais qui conduit fort simplement aux mémes résultats.

Cest & Euler que 'on est redevable des équations générales du
mouvement d’un corps solide animé par des fovees quelconques, que
jai développées dans le Chapitre VI du Livre 1. La découverte des
(rois axes principaux de rotation, due & Segner, apporte d’uliles sim-
plifications dans un sujet aussi compliqué, et les ¢quations auxquelles
Euler est parvenu me paraissent étre les plus simples qu'il soit pos-
sible d’obtenir.

Plusieurs géometres ont essavé de (raiter synthétiquement le pro-
bleme de la précession des équinoxes; mais leurs solulions inexacles,
du moins pour la plupart, sont autant d'exemples de la supériovité de
I"analvse sur la synthese.

Les recherches de d’Alembert et d’Euler laissaient encore a consi-
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dérer plusicurs points importants, que j'ai discutés dans le Livre V.
L'un de ces points est 'influence de la fluidité de la mer, de ses cou-
rants et de ceux de 'atmosphere sur les mouvements de Paxe terrestre;
j'at reconnu, comme je I'ai dit pr(:cé(lemm(-lil; (que cette influence est
la méme que si ces fluides formaient une masse solide adhérente au
sphéroude terrestre.

Un second point est U'influence de Paplatissement de la Terre sur
Pobliquité de I'éeliptique et sur la longucur de P'année. Si le Soleil et
la Lune agissaient seuls sur la Terre, 'inelinaison moyenne de I'équa-
teur & U'écliptique serait conslante. Mais 'action des planetes change
continuellement la posttion de Torbe terrestre, et il en résulte, dans
son obliquité sur I'équateur, une diminution confirmée par toutes les
observations anciennes et modernes. La méme cause donne aux équi-

noxes un mouvement annuel direet d'environ ;5 de seconde centési-
male. Ainsi la précession annueltle produite par Paction du Soleil et
de lTa Lune est diminuée de celle quantité par Paction des planetes.
Ces ellets de I'action des planetes sont indépendants de Faplatissement
du sphéroide tevrestre. Mais I'action du Soleil et de la Lune sur ce
sphéroide doit les modifier et en changer les lois.

Rapportons & un plan fixe la position de l'orbite de la Terre et le
mouvement de son axe de rotation. 1l est elair que 'action du Soleil,
supposé mu constamment sur cette orbite, produira dans cet axe, en
vertu des variations de I'éeliptique, un mouvement d'oscillation ana-
logue & la nutation, avee cette différence que, la période de ces varia-
tions étant incomparablement plus longue que celle des variations du
plan de l'orbe lunaire, I'étendue de T'oscillation corvespondante dans
I'axe de la Terre est beaucoup plus grande que celle de la nutation.
L'action de la Lune produit dans ce méme axe une oscillation sem-
blable, parce quer I'inclinaison moyenne de son orbe sur I"écliptique
vraie est constante. Le déplacement de I'éeliptique, en se combinant
avee I'action du Soleil et de la Lune sur la Terre, produit done dans
son obliquité sur I'équateur une vaviation tres-diflérente de ce qu'elle

serait en vertu de ce seul déplacement. L'étendue entivre de cette
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vartation due a ce déplacement se trouve par la véduite environ au
quart de sa valeur. |

La variation du mouvement des équinoxes, produite par les mémes
causes, change la longueur de P'année tropique dans les diflérents
siecles. Cette durée diminue quand ce mouvement augmente, ce ui a
licu présentement, et année actuelle est plus courte d’environ 13 se-
condes centésimales qu'au temps d*Hlipparque. Mais cette variation dans
la longueur de "année a des limites qui sont encore restreintes par
FFaction du Soleil et de la Lune sur le sphéroide terrestre. L'étendue de
ces limites serait d'environ 00 secondes, par le déplacement seul de
I'éceliptique; elle est véduite i 120 secandes par cetie action.

J'ai recherehé, avee tout le soin qu'exige I'importance de 'objet dans
I"Astronomie, si les inégalités séeulaires des mouvements de la Terre
¢t de la Lune pouvaient déplacer sensiblement I'axe de rotation sur la
surface du sphévoide terrestee et altérer le mouvement de rolation.
Far reconnu que ces elfets seront toujours insensibles. M. Poisson a
confirmé depuis ce résultat important, par une savante analyse insérée
dans le Tome VUI du Journal de U’ Ecole Polytechnigue. 1l restait i dis-
culer une cause de variation du mouvement diurne de rotation, (ue
les expériences laites sur la température des mines profondes m’ont
paru indiquer. Ces expériences donnent un accroissement de tempéra-
ture & mesure que I'on s’enfonce au-dessous de la surface de la Terre.
Il est naturel d’en conclure que la Terre a une chaleur intéricure,
croissanle de la surface au centre, el qui diminue sans cesse par les
perles qu'elle éprouve & cette surface. In vertu de cette diminution,
les pm'livs de la Terre se resserrent, e, comme cette cause n'altere
pomnt 'aire déerite par le rayon vecteur de chaque molécule du sphé-
roule terrestre projetée sur le plan de I'équateur, le mouvement de
rotation doit par Fa s'aceélérer. On a vu dans le Livee XI que I'eflet de
cette cause est jusqu'a présent insensible, en sorle que I'on peul
regarder comme constante la durée du jour, que les astronomes onl
prise pour élalon du temps.

Enfin un troisicme point de discussion est la nutation de Porbe
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lunaire, correspondante a la nutation e I'équateur terrestre. 11 résulte
du n° 10 du Livee I que, vu la grande distance du Soleil & la Terre ot
d la Lune, le centre de gravité du systeme de ces deux derniers corps
est A tres-peu pres altivé par le Soleil comme si toutes les molécules de
ce systeme élaient véunies i ce centre. De lail suit que la somme des
aires déerites autour de ce point par le ravon vecteur de chaque molé-
cule projetée sur le plan mené par le méme point parallelement i
I'écliptique est toujours la méme en temps égal, quelle que soit Ia
maniere dont ces molécules agissent et réagissent les unes sur les
autres. Or, en vertu de la nutation de 'axe terreestre, la somme des
aires décerites par les moléeules du sphéroide terrvestre, autour du
centre de gravité du systeme de la Terre et de la Lune, est assujetlie
it une iégalité semblable i la nutation; Paive déerite par le ravon vee-
teur de la Lune doit done étre assujettie i une inégalité contreaire, o
qui ne peut avoir lieu qu'autant que Pexpression de la latitude de
la Lune contient une inégalité proportionnelle au sinus de la longitude
movenne de la Lune, et dont le cocllicient dépend, comme ecelui de Ia
nutation, de I'aplatissement de la Terre. Je retrouve ainsi Pinégalité i
laquelle je suis parvenu dans le Chapitre IT du Livee VII, par la consi-
dération directe de T'action du sphéronde tervestre sur la Lune.

Javais négligé, dans le Livee ¥, Ia petite nutation dépendante du
double de la longitude du nacud lunaive, parce qu'elle me paraissait
devoir étre insensible. Mais, comme on peut facilement la comprendre
dans les Tables de la précession et de la nutation, j'en donne ici 'ex-
pression, qui confirme ce que j'avais dit i son égard.

Quelques astronomes ont pensé qu'il serait avantageux, dans le eal-
cul de ces phénomenes, d'emplover la longitude vraie du neead de la
Lune au licu de sa longitude moyenne. Mais il est aisé de voir, par
I"'expression différentielle de Ta nutation, réduite en sinus et cosinus du
temps, que la dilférence entre la longitude vraie du naud de la Lune et
sa longitude moyenne serait insensible dans Tintégrale, pavee qu'elle
n‘acquierl point, par U'intégration, pour diviseur le (res-petit coelticient

du temps dans la valeur de Ia longitude du neead; en employant done
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la longitude vraie du neceud au licu de sa longitude moyenne, on s’ex-
poserail & une erreur qui pourrait devenir sensible.

Enfin, pour ne rien négliger sur un objet de cette importance dans
I"Astronomie, j'ai considéré les termes dépendants des variations sécu-
laires des mouvements de la Lune et ceux qui dépendent de la qua-
tricme puissance de sa parallaxe et de celle du Soleil, et jai trouve

(u'ils sont insensibles.

Formules geéncrales du mousvement de I'équateur terrestre.

2. Les expressions diflérentielles de ce mouvement, que j'ai données
dans le n°® & du Livee V, me paraissent étree les plus simples auxquelles
on puisse parvenr. Mais on peut leur donner la forme suivante, qui
présente quelques résultats utiles que nous allons exposer.

Soient ', ¥, =" les eoordonnées d’une molécule dm de la Terre, rap-
porlées au centre de aravilé de celte planete et un plan fixe. Désignons
par &”, 3", =" les coordonnées de la méme molécule, rapportées au
méme centre et au premier, au second el au troisicme axe prineipal de
[a Terre, que nons supposerons élre a trées-peu pris son axe de rota-
tion. Nommons 9 le complément de Pangle que ce troisieme axe forme
sur le plan fixe et 4 le complément de 'angle que la projection de cet
axe sur ce plan forme avee 'axe des 2’5 ¢ sera angle que ce dernier
axe fait avee la ligne d'intersection du plan fixe et du plan formé par le
premier el le second axe principal. Désignons encore par o Pangle que
cette ligne intersection fait avee le seecond axe principal. Cela posé,

on aura, par le n® 26 du Livre I,
2'=a"cos¥ cind sing -+ cosd cosy)
<4-)7(cosf siny cosg — cosd sing ) -I- 27 sing sin'd,

) — 2"(cos% cosd sing — sind cosp)

-t 37 (c0s9 cos'h cosy + sind sing ) -+ 2" sin b cos,

2= z"cos¥ — y"sinh cosy — 27 sind sino.
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Soient

SO dm =, f(272+2")dm =B, [{)"*4-2")dm =(;

on aura, par les propriétés des axes principaus,
J2y'dm =o, [fx":"dm—=o0, [)y’z"dm=o,

toutes ces intégrales étant ¢tendues i Ia masse entiere de la Terre. On
' o]
aura, par la nature du centre de gravite,
Jx'dm=o0, [y'dm=o0, [z'dm==o,
Jz'dm =0, [y'dm—=o0, [z"dm=o.

-"‘ <

Considérons 'action d'un astre L sur la molécule dm. Soient @,
les coordonnées de cet astre, rapportées an centre de In Terre el aux
|

axes des a7, des » et des ' Faisons

r= \/.;L"-' —‘;—7"}_—»{—;7:";

cl

. L,__,_, _ =V
Vie—2' 2+ (y— )" ) + {2 —2')?

de étant I'élément du temps, supposons

dt 7 " (l 9 -7 0.1.")’
dN' _ /‘III" T’ N — ﬂ:)
de " tor T f Jdz’
ANT__ o LOV OV
i —‘/( m () 97 "oy )

Voest fonetion de @, y, z, &', ¥/, 5'. En v substituant pour &', y/, =’

leurs valeurs précédentes, V devient fonction de neul quanlités @, v, =,

7, 3", 5% 9, b et 0, parmi lesquelles &7, y”, 5”7 sont invariables pour la

méme moléeule. On a done

ov ., oV, oV ,, oV oV oV

e dx’ -+ o’ dy’ + 97 dz' = PA do + D dy - 57 d5,

b et 0 dans les valeurs précédentes de @,
37

cn ne faisant varvier que o,

OFEuvres de L, — V.
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¥, 5. Sil'on diflérentic ces valeurs, et qu'apres les différentiations on

[asse, pour plus de simplicité, ¢ nul, on aura

dz' = dg(3' sing — )’ cos?) + y’dy,
dy’ = ' coshdo — &'dY + 2'd9,

d3' = — z'dg sin¥i — y’d).

Substituant ces valeurs dans I'équation précédente aux différences par-
tielles, on aura, en comparant séparément les coeflicients de dp, dy et

di, les (rois équalions suivantes :

N . cosy (= N _ ¥ -i—'zinﬁ("21 —a d—v)
Jp oy Y ur) Tt T oar 9z’ )’
AN
dy P oy T 9"’
av LV oY
ds 9y’ A

d’ott 'on tire
- o + osfjgY
A 700

9z’ 0z sinf
Maintenant, les variables o, ¢ et § étant les mémes pour toutes les
molécules dm, il est clair que, si l'on fait

dm
vz =2 )i+ (y—)y)2+ (2 — FOEN

(Y OVN OV
“n I())" Yoz )T dup’
oV’ oV’

— cosf

OV OV dg Y
fthn (r 907 0_1:')_ - e

A , OV av’
f(lm ()' 97 ¢ e ) =— 55"
dN dN’

Les seconds membres de ces équations sont les valeurs de s~

V= fVdm= Lf

011 aura

0

IN . .
(—7’—, présentées sous unce aulre forme.
[{



LIVRE XI1V. 91

Soient
P q r

—_— b ———= - ——
Vpr+ g2+t \/P2+ g+ ,.2’ \/P1+ g+ r?

les cosinus des angles que I'axe instantané de rotation de la Terre fail

avee le troisieme axe, le second et le premier de ses axes principaux;
soil encore vp?+ ¢* 4+ la vitesse angulaire de rotation autour de
cet axe instantané: on aura, par les n° 26 et 28 du Livre 1, les équa-
tions

Gdp + (B—A)qgrdt = — dN cos — dN' sin¥,

Adq + (C—B)prdt = — (dN sin7 + dN' cos?) sing + dN" cosg,

Bdr + (A — C)pgdt = — (dN sin + dN' cos0) cosg — dN” sing.

dN dN' dN”

Substituant pour —=s ~zr» —- leurs valeurs précédentes, on aura
dp A
Cm-}-(l}—x\)qr»— 09,
. dq sing [oV' oV’ IV’
A= —_— = — — - s\ — ——¢ >
(F) \d’—l(C B)pr smg<d¢ l—cos/d?) 55 COS %
dr . coso [V’ a0V AN
B—(ﬁ — (L—.\)[lQ— sing (—‘)TP- -+ cosd '5?—') -+ —t—)a—Slll.'/.

C'est sous celte forme générale que M. Poisson a présenté les ¢qua-
tions (G) du n° & du Livre V.
Si 'on développe V' ou

lf dm
V= =y (a2

dans une séric ordonnée suivant les puissances négatives de la distance
r, de I'astre L au centre de la Terre, on aura, en ne portant approxi-

- . i
mation que jusqu'aux (ermes de Pordre =1

Vi LT L fdm(x'?-+)y"2 4 2'2) 4 3L /‘(Im(.r.v' + 1)’ -+ 3z')?
o 2, r 2 r ’

(%

3;.
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T étant la masse entiere de la Terve. En substituant pour 27, y7, " leurs

valeurs précédentes, on trouvera

. __L¥ 3L {[X2— (Ycos% —Zsinf)?] cosay
V= —I'B—-A\): . ’
ry +4r,’ . '\)4 +2X(Y cos% — Z sinf) sin2¢
3L, . S _— 2
+4’_;‘2(,—;\—l}) ACEES | cosO—I,smO)Q—gr? )
1

X, Y, Z étant les coordonnées a, y, = de Pastre L, rapportées, par la
supposition de % nul, a I'équinoxe du printemps et aux deux axes per-
pendieulaires i la ligne des équinoxes, Pécliptique fixe d'une époque
donnée étant prise pour le plan lixe.

Quoique cetle expression ne renferme point explicitement 'angle 4,
elle le venferme implicitement, parce que les coordonnées X et Y en
dépendent. Si 'on nomme R la projection du rayon 7, sur I'éeliptique
eLn Iangle que cette projection fait avee Paxe fixe d’olt Fon compte lex

angles, on aura
X=Rcosv+¢), Y=DNsinv+),

d’ott l'on tre

(L\ =—Y, ﬂ =\;
9y )

par conséquent,
NV v
a9y T oY T X

Les équations (F) donneront ainsi

. , o, 3Ldi i[(Yecost —7Z sin0)?— X2] cinag )
Cdp+B—=A)q dl_?:—-(ll—_\)-( +2X(Y cos§ — 7 sin¥) cos2gt’
3Ldt, | i (Yeost—Zsinf)(Y sinG + 7 cosh) cosy

i __ -_ _ h
Adg+{C—B)prdi= r; (¢ B)( — X{Ysinf + Z cos%) sing v

3L.dt

ry

(A—C § X(YsinG +7 cosf) coso

Bdr + (A —C)pgdt= ) | --{Ycos0—7Zsinh){YsinG+7 cosh) sing |

Ces équations sont identiquement les équations (G) du n®4 du Livee V.

Elles donnent, en les intégrant, les valeurs de 9, ¢ et 0 au moyen desx
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¢quations suivantes, données dans le n® 26 du Livre 1,

dy — dy cosl = pdt,
d¥ sinf sing — df cosp=qdi,
d sinf cosg +- df sing = rdt.

de

On peut substituer
di

au licu de p dans les termes (C — B)pr el

— (C — A)pq des équations (F); car, la différence i—%?
. dd , ) V) «
) afl E— . . A (e v Y Rt
w7 cosh, et les valeurs de ¢ et de » étant de T'ordre de g Lo on

ne fait que négliger des termes de Pordre des carrés et des produits des

—- p élanl égale
d! 19

différenticlles dy et d0, et qui, de plus, ont les facteurs tres-pelils
C—4A et C—DB. Cela posé, st I'on multiplie la seconde des équa-
tions (I) par cosy, el qu'on retranche le produit de la troisieme de ces
¢quations multipliée par sing, on formera la suivante :

A+B rsing—qcosp
od
2 dt

A—B ,qcosprsing

—— T
dy N\
—C m(: COSy +- q sing) = o
Ona
. 49
rsing —qcosg = n.
!
rcose—+ ¢ sing = dr sin4,
. dy . . df
rsing +qcosg=—p sinf sin2¢ — a1 C052

p serait égal & une constante n si la Terre était un solide de révolu-
tion, et, dans le cas général, la valeur de p est une constante plus le
produit de A--B et de la force perturbatrice par sin2g et cos29; en
négligeant done ce produit et celui des differenticlles b et di, on

d, . . . . .
pourra supposer ﬁ’ = n dans I'équation précédente, qui devient
A+ d2y &b A=—B , 7dd db \ IV’
—— —— = Cn5sing — “-—d [ = sinf sinery — —=cosae ) oo o .
v di? dt . (d: R A J9
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Si le sphéroide était de révolution, le terme qui a pour facteur A—B
disparaitrait; dans tous les cas il est insensible, parce que, vu la rapi-
dité du mouvement de rotation, les termes dépendants de sinz2¢ et de
cos29, (¢jh insensibles par cux-mémes, acquierent encore par les
intégrations le grand diviseur 2n. L'équation précédente devient ainsi

. \ + B d?9 dy av’
i Y H— —_.
L 2 di? Cn dt” sinf = Jd5

On trouvera de la méme maniere, en multipliant la seconde des
¢quations (F) par sing et en ajoutant a la troisieme multipliée par

080,
1

! ) 5
(ly sinf d" sinf cos29 + o s

\+B ,dt A—DB ,dt

2

— +Cn-—=——
dt P dt dt ~ sin®

B’ y P (ov' oV’

oY 95

Si I'on néglige, comme nous venons de le faire, les termes multipliés

1 d5
parA —B et par “‘Jcosp ou par —sin2g; si 'on observe, de plus,
dt ? dt r

que la rapidité du mouvement de la Terre permet de négliger les
Ty

oV

termes dépendants de sing el de cosg, et par conséquent 95" I"équa-
tion précédente donnera

dy .

—+ sinf re
(i) A+ B d dt . Cn ds 1 dN

2 de 7N dE T sing 0y

Si 'on n’a égard, dans les équations (7) et ('), qu'aux termes de 0 et
(qui dépendent de I'action des astres, et si I'on considere que le mou-
vement des astres est fort lent par rapport au mouvement rapide de
rolation de la Terre, on pourra négliger dans ces équations les se-
condes différentielles de 0 ct de , ainsi que les produits de l(‘lllb pre-

mieres difTérences, et alors on a

()‘YI
dy 99
dt — 7 Cusinb’

()‘H
db oy

dt Cnsinf’

056 -

)
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Si, dans I'expression de V' donnée ci-dessus, on néglige les termes
multipliés parsin2¢ et par cos29, et si I'on suppose

P :3;—5' (Ycost — 7 sin0)(Y sin9 4 Z cos¥),
1
r 3 L4
r =5 X(Y sin% + Zcos?),
l
on aura
dy 2C—-A—B
T[‘S"]O— 42"(:— p,
dj _ 20—A-1D
dt — an(C

Ces ¢quations sont identiquement celles que j'ai données dans les
n° 5 et 6 du Livre V. Elles sont les plus simples auxquelles on puisse
parvenir,

Si I'on multiplic la premigre des équations (F) par p, la seconde
par g et la troisieme par r, qu’ensuite on les ajoute, ct que, dans le se-
cond membre de 'équation résultante, on substitue pour p, g ct r
leurs valeurs, on aura

A 0\”

i
Cpdp + Agdq -+ Brdr= (:)‘ o dy + — dO,

ce qui donne, en intégrant,
Cp2+ A2+ Bri= consl. + 2d [ V'dt,

la caractéristique dillérenticlle d se rapportant aux scules variations
dua mouvement du sphéroide. Ainsi, en désignant par V7 la fonction

LT
V— —-» On aura
]

Cp?+ Aq?+ Br2=consl.+ ad fVdt.

Quelque loin que I'on porte I'approximation de la valeur de fV7d,
lout ce qui dépend de la précession ¢ des équinoxes, de Vinclinaison 0
de I'axe terrestre o I'écliptique et de Pangle nt -+ ¢, nt élant le mouve-
ment de rotation de la Terre, ne peut avoir été introduit que par ces
quantités, puisque les coordonnées des astres ne les renferment point.
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On aura done dfV"dt en faisant tout varier dans cette intégrale, i
Fexeeption des angles introduits par les inégalités du ‘mouvement des

d [Nt =\ — / (‘f—l‘l_) \t,

rr

astres, ce gui donne

la dilférence partielle ('l\
dt

du mouvement des astres. L'équation préeédente devient ainsi

! - - N - .
) ¢lant uniquement relative a la variation

A -:4_,:_5"‘7_-\“' (q2+ 1) _\__ll( . 2\ o '(ll\_" |“
Pr=1= 5C R A P C cl/ ar )

On a, par ce qui précede,

2. o (Iq;'-'_,_,+119'1
q.l"_m sin m‘)

e A d9 d!
—r-:[(‘“) —(Tf) sm-o]coszq—zdl [7':1"0 sinag;

ces termes sont du second ordre, en considérant comme des quantités

)

du premier ordre celles qui sont de ovdre /, &z étant la précession des
cquinoxes. En ne conservant done que les quantités du premier ordre,
qui sont multiplices par le sinus ou le cosiuus d'un angle croissant
avee une grande lenteur ou dans lequel le coefficient du temps soit
de Povdre 4, on voit que g*-+-r* et ¢ — r* ne renferment point de
termes semblables. Ainsi, en n'ayant égard qu’a des quantités de ce

genre, on l)Cll[ supposcr

pr-qrrr=nr+ 9‘\ ——f((ll\l ) dt.

Maintenant, ne considérons dans V" que la partie qui est indépendante

de sin2g et de cos2g. Celle partie est, par ce qui précede,

3L
qry

(z(‘—\—ll)[ 4+ {Y cost — 7 sing)? —gr?].

Dans le cas d’un sphéroide de révolution, dans lequel A=B, on a vu
dans le n° 8 du Livee V, et il vésulte, de la valeur donnée ci-dessus
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de dp que p devient une constante el qu'ainsi p? + ¢ -1-r* ne conlient
point de quantités dn premier ordre multipliées par le sinus d’un
angle croissant avee une tres-grande lenteur. Mais la supposition de
A= B ne détruit point les quantités de ce genre ui pourraient exister
dans le cas 'un sphéroule quelconque, puisque celle supposition ne
fait que changer 2€C —A —B en 2(C— A) I n'existe done point de
quantités semblables dans le cas d’un sphéroide quelconque, 3 moins

(que, dans une seconde approximation, elles ne soient introduites dans

aV7 o [ dNT
- r/ (d—z) dt

par les valeurs de 87, 30 ¢t 8% dépendantes des sinus el cosinus de 2+,

la lonction

Mais ces valeurs ayant acquis par les intégrations de grands diviseurs
de Pordre 422, comme il est facile de le conelure des équations difleé-
renticlles données ci-dessus, avant de plus le facteur A —B qui est
isensible jusqu’ici pour la Terre, et acquérant encore ce lacteur dans
les termes indépendants de o qu'ils prodmsent dans la fonction pré-
cédente, nous nous dispenserons d'y avoir égard. D'ailleurs, il résulle
de P'analyse citée de M. Poisson que ces valeurs ne produisent dans
cette fonction aucun terme du premier ordre multiplié par le sinus
ou cosinus d'un angle croissant avee une extréme lenteur. Les indéga-
lités de Uintégrale
Sdoyp? - q2 -2

ou de la rotation de la Terre sont done insensibles.

Le sinus de Pangle formé par I'axe instantané de volation et par axe
principal étant

il sera

. . .. dy . o -
el I'on vout, par les expressions précédentes de —;{ sinf et de T(J’ qu'tl
[{ {

sera toujours insensible. Ces deux vésultals sont tres-importants. en ce
OFucresde I.. — V. 35
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qu’ils assurent 'uniformité de la rotation de la Terre et la stabilite des
latitudes (errestres.

Je w’ai point eu égard, dans le Livee V, a 'inégalité dépendante du
double de la longitude du nwud de l'orbite lunaire, par la raison
qu'elle est tres-petite relativement i la nutation. Cependant, vu la
précision des observations modernes, et parce qu'il est facile de la
comprendre dans une méme Table avee la nutation, je vais et la
déterminer.

Pour cela, je rapporterar "es coordonnées X, Y, Z au plan de U'éelip-
lique vraie, en [ausant abstraction des variations séculaires de cette
celiptique, ee que 'on peut faire ici. En désignant par » la longitude
de la Lune, comptée de I'équinoxe du printemps, et par A la longi-

tude de son noeud ascendant, on aura
X = r T~y sin? o — A} cosv,
Y =r| Vi —7'/1 7Silit-;a'.—> A sing,
7 =ryy7sin{vs — A\,

r, etant Ia distance de la Lune & la Terre,  ¢tant Pinclinaison de Fovhe
lunaire i I'écliptique, inclinaison dont nous négligeons les puissances
supérieures au carré. On aura, a trés-peu pres,

’2
,l

. 1 1 R - ’
Y=L [l — =%+ -y2cosa — 2.-\\] sin2v'.
2 | 2 2 7
En substituant au licu de " sa valeur approchée
I . ,
m't — yrsing2v’ — 2\,
' B

on trouvera que XY contient le terme

r2

r .
—sin2.\;
i
I'expression de P* contient done le terme

!
4

4ry

sinf.y? sin2 \.
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l.e terme

31 X7 cos0

s
ry

de la méme expression contient le terme

4
2

3
ry

cos 9.y sin\;

les deux inégalités dépendanites de cos et de cos 24, dans 'expression
de 0, ont done des coeflficients qui sont dans le rapport de

I
P I/ N — -2 <ing
> 7 COSY t 38 7° sy
. seos 1 - .
ou dans le rapport de 'unité i — v tangf. On trouve. pareillement
]

que le terme
3L

r
-—-Y2 ¢inf cos%
’.I-'
de 'expression de P produit le terme
I

31
— o= sinaf. 2 cos2 0,
8'.|.l /

¢l que le terme

31, .
S YZ{cos26 — sin?6)
ry

produit le terme

!
o cos2b.y cos .
ar /

Les inégalités de la précession dépendantes de sind et de sin2\ ont

L » P 1
done leurs coeflicients dans le rapport de 'unité & — -+ tang 26,
q°

le la nutation de Uorbe lunaire correspondante a la nuwtation

de Uéquateur terrestre.

3. Le centre de gravité du systeme formé de la Lune et de la Teree
estattivé par le Soleil & tres-peu pres comme si toutes les moléeules de
ce systeme élaient réunies a ce centre, ce qui, par le n° 10 du Livee I1,

35.
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résulte de la proximité de la Lune & la Terre relativement a sa di-
stance au Soleil. De lail suit que la somme des aires tracées & chaque
instant par le ravon vecteur de chaque molécule projetée sur Péclip-
tique autour de leur eentre commun de gravité est constante. Soient
done X, Y, Z les coordonnées du centre de gravité de la Terre rap-
portées au cenlre de gravité du systeme et au plan de I'éeliptique
solent a7, ¥, 57 celles d'une molécule dm de la Terve, ¢t @, y, = celles
du centre de la Lune, rvapportées toutes au centre de gravité de la

Terre. On aura

It . LAY — dy! ; n X —do’
. ) L/ (Im[(\ R R Pati (Y —) —d—l———]
1
. o dy —dY W dr — dX
.~ DR ey o _— o
'\ +L '(.1 \) Al [y —Y) It ]_con.l.,

L étant Ta masse de la Lune. Mais on a, par la nature du centre de
aravileé,
Jx'dm=o, [f)y'dm=—=o0, [3'dn=o.

Soit T L masse de la Terre; on aura
T=fdm.
On a de plus, par la propriété du centre de gravité,

Lix —X)=TX,
ce qui donne

.2
No=
=1L
On auwra parcillement
. Ly
AR
I'=4- L
L'équation (1) deviendra donc
* 2dy —y'dx TL xdy—yde
, dm =—"— g = consl.
dt r— 1L dt

La premiere des équations (C) du n® 26 du Livee 1 donne

. . . Poady —yda
{({, \gsingsing 4-Brsingcosy — Gp cosh = — /(Im rar e,

%
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et 'on a, en vertu des expressions de p, ¢ et r du numéro précédent,

A sing(q sing + rcose)+ (B — \) sinf.rcoss

Y o
dy . B—A\ db . B—A \ dt sin?% cosay
= A SCsin?0 4 — - Tsin?20 4+ - —: -
di 2 dt 5

s

<
L4 G si
- == sing sin29
dt v

1’équation précédente (1) deviendra, en négligeant les termes mul-
tipliés par le sinus et le cosinus de 29, ce qui, par le numéro préce-

dent, véduit p i la constante n,

A+ l! (Iv{{ . TL fid—’;f-,’:dr

2 ntcosy — = Twin?f 4 o - eete—— == consl.
(2) _ 2 dt I'4- L dt

L'atre tracée dans 'instant d¢ par le rayon vectleur de la Lune esi
Hady —y dx). En désignant par a le demi-grand axe de Porbe lu-
naire, par e son excentricité el pary Uinelinaison de cet orbe i I'éclip-
tique, on a, en regardant cet orbe comme une ellipse variable,

m’t ¢tant le moven mouvement de la Lune. La partie de V' qui produit
la nutation de I'équateur tevvestre est, par le numéro précédent,
3L . ..
— —5(2C—\N-—-Blysing cosfcosy,

ARE]
15

A étant la longitude du naud de 'orbe lunairve. Jai donné, dans le
n° 1 du Supplément au Traité de Meécanique celeste, les expressions dil-
[érenticlles des éléments d'une ellipse varviable par une force pertur-
batrice R. Cette foree est augmentée, par la considération de Papla-
tissement de 1a Terre, de la fonction — V', comme il est facile de le voir
par le numéro cité. Il vésulte encore, des expressions différenticlles du
demi-grand axe et de I'exeentricité e, que la partie de V' dont je viens de
parler ne produil aucun terme sensible dans ces expressions, en sorte
que 'on peut supposer, relativement a celle partie, a el e conslants.

. . . xdy —ydx
L'équation (2) donne done, en y substituant pour -%h—f’—— sa valeur



302 MECANIQUE CELESTE.

précédente, en désignant par 39 et 3y les nutations de I'équateur ter-
restre et de 'orbe lunaire, et en observant que (% peut étre négligé
relativement & 39, qui par Pintégration a acquis pour diviseur le tres-
petit coefficient du’temps dans expression du mouvement des nceuds

de Uorbe lunaire, enfin en négligeant le carré e?,

TI. :
nC39 sinf=— ~-——— a?m’ 5y sin7y.
I'+ L / /
Telle est 1a velation fort simple qui existe entre les nutations de I'équa-
teur terrestee et de Porbe lunairve.
On a, par le n® 5 du Livee 1,
. Im? de', . . , .
n(iof sin§ = —= j—,,\-.w.(. — A —B)sin%cosf cos( f'1+ 6},
. f T
¢ ¢lant I'inclinaison de lorbe lunaire, que nous désignons ici par

el — /"t —% étant la longitude de son neeud ascendant. On a

mi =

ar’ «a?

on aura done, en comparant les deux expressions précédentes de 30
et désignant /7t par (g —1,m't,
3 20— A —

]
Ny — —— — sl ' 0 3 r—- ’ & R
oy @ (g1 cmo_cos cos[{g—)m't +¢]

On a, par le n° 2 du Livre V,

20—~ —DB= ﬁT(zh — lzo) D2,
3 2

vk étant Pellipticité du sphéroide terrestre, 25 le rapport de la force
centrifuge 2 la pesanteur a Péquateur, et D étant le rayon moven du
sphéroide terrestre; on a done '

- 1 D? sinf cos9 ‘ , :
oy =—=—\|lalt — ;1? (—l__‘ ——E‘:*l—-"toh[\g' — l)lll { + El



LIVRE XI1V. 303

Sotent
Wsin{it 5 K) 4-T0sin (i - K) ...

les inégalités de la latitude de la Lune dépendantes de Paplatissement
de la Terve, les angles it + &, i'¢4- &, ... étant rapportés, comme la
longitude A du ncud ascendant dé Porbite lunaive, a I'équinoxe du
printemps. La latitude lunaire étant

ysin{(m't — A\,

sa variation relative aux variations de ses éléments sera

oy sin(m't — \) —yoN cos(m't — \},
ou

sinm't {6y cos\ — 7oA sin\) — cosm't {3y SinA - 70\ cos ).

En P'égalant a la fonction

W sin{it-+- &)+ i’ d'0 K)o,
mise sous cette forme

sinm't ) Weos[li —m'} 6 + k) + I cos[({—~m'" t + 1" |+

- cosm L TU sin[li——m') e 4 K]+ W sin[Jd'— m" - K] -
on aura

o7 cos N —ya\ sinA = Meceos[ii—m'jt =+ k|5 Weos|[ (' — )t - L' +....

oy sin\ 4-yoX cos A\ =— 1l sin[i—m" )t + L] — W sin[ (' —m'jt 4 L] — ...

St Pon multiplie la premiere de ces équations par cos\ el qu'on

I'ajoute & la seconde multipliée par sinA, on aura
sy =WNcos{ N+ i—m'jt + K]+ 1 cos[A+ & —m'jt+- K]+ ...
En comparant cette valeur de 3y i la précédente, on anra

({—m'jt4-k—o,

at g1

Les inégalités lunaires en latitude, dues & Vaplatissement de Ly Terre,
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se réduisent aingi i la suivante,

1 D? sinf cosb .,
—ah — —ap) —; —— sinm’l,
2 a  g—i

ce qui est conforme & ce que jai trouvé dans le Chapitve 1T du
L]
Livre VIL

Des inégalites de la precession et de la nutation de U'cquateur terrestre
dependuntes de la quatrieme puissance des parallaxes du Soleil et de

la Lune.

4. SiPon nomme ¢ la déchmaison ’un astre L, » sa longitude comp-
tée de 'équinoxe du printemps, ¢ la distance de cet équinoxe a une
ligne fixe sur Iécliptique, V' la somme des produits de Ta masse L de
Iastre par chaque molécule dm de la Terre, divisée par la distanee de
celte moléeule au centre de L, enfin, si 'on nomme T Ia masse de la
Terre et 7 la distance de son centre i celui de L, on aura, par le n° 35

du Livee T,

11? — ah

V= I L2 L »Il,(sm'-‘v—%) —I-%:lll,(sul"('—-ESIIH')—J.—---)

r rl

en supposant que le rayon terrestre soit ,

1—111(‘11.2——%)—!—11](!1.3—% >+---,

2. ¢tant le sinus de la latitude terrestre. Le terme
TL (. 3 .
xq_: (sm“t'— < smv)
r ')

est e terme que la considération de la quatricme puissanee de la paral-
laxe de Loajoute a 'expression de V' donnée ci-dessus. Pour en déter-
miner la valeur, nous observerons que, s ¢lant la latitude de L, ¢ I'in-

clmaison de son orbite et A la longitude de son neeud ascendant, on a

sine = ¢0s’ sins -- sin¥ sinv coss,

tangs == tangy sin{v — \\
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Ces ¢quations donnent

J sine .
—--—- = 8in¥ cosv coss,
Jdi
d sine . C o
— . — == c0&f sinu coss — sin? sins.
a9

n ellet, si F est formé d’angles vapportés a I'équinoxe mobile du prin-
temps, et que ¢ soit le nombre de ces angles pris positivement et ¢ e
nombre des angles pris négativement, on a généralement
L& L& <
J sinl

= = =1li—{jcosl;

Jdy
car, X élant un des angles de Iy en lui donnant cetle forme

A—1 4,

il est clane que par la varation de ¢ Pangle A — 2 reste mvariable.

De Ta il est facile de conclure gue le tevme précédent, dépendant de
dy
dt

1 . N
—- ajoule i la valeur de

s y donnée ci-dessus, la quantité

3aqTL cosv coss [ . a
P sin?e — = 13
nir 5

en néghigeant le carré de 7, cette fonetion devient

\

! ! H 2 ! l .y -y o
JaqTL s,—sm-’j— 5 = 5 Sin?0cosay |

nGr
U — ysinb coshfeos 20 — ) — cos A | )

On voit d’abord que cette fonetion ne contient point le sinus ou le
cosinus de la longitude A du neceud, les sculs qui, affectés de .
puissent deveniv sensibles par 'intégration qui leur fait acquériv un
tres-petit diviseur. Ainsi le coefficient de la nutation ne regoil aucune
angmentation des termes dépendants de la quatvicme puissance de la
parallaxe funatre, ce qui a également licu pour la précession. La seule
influence que puisse avoir cette puissance dépend de Uexcentricité ¢

OFuvres de L.— ¥, Iy
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de TPorbe lunaire. En ellet, 7 élant i peu prés

la fonction précédente donnera le terme

3aqTL 1 L ( 2 4
?),—(:T: '—_I e cosw | sin?g — 5

in nommant iz le mouvement du périgée lunaire, il en résultera

dans la valeur de 0 le terme

/7t étant le mouvement rétrograde du neead. Ainsi, en nommant & le

coellicient de cosA ou de la nutation, le coefficient de sin sera

S TS

s . . ., . . . i .
coellicient insensible; car ¢ est i peu pres égal & 2/, ; est environ

et '—_'l- environ GIB’ et les expériences du pendule prouvent que =g doit
étre beancoup plus petit que «/f — %wp, comme on peul le voir dans
le Livre X1.

Relativement au Soleil, I'expression de esinz est, par le Cha-
pitre YII du Livee I, composée de termes de la forme csin(ic + ¢ .
Lagrange a donné, dans les Mémoires de I” Académie de Berlin pour 1'an-
née 1582, les valeurs numériques de c et dei¢, dapres des supposi-
tions sur les masses des planttes, qui ne sont pas, sans doute, exacles,
mais que l'on peut regarder comme suflisamment approchées pour
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notre objet; il en résulte que la plus grande des valeurs de ¢ est
1 - . N .

au-dessous de — et que les valeurs annuelles de a different peu de

22507 sexagésimales. En adoptant “pour & celte valeur, en faisant
, L . . . I .

régal 3 —, observant ensuile que — est environ —,— et que la for-

10 ry 24000

mule (¢) doit étre divisée par le vapport de 'action de la Lune i celle

du Soleil, rapport égal & 2,3 i fort pea prés, on trouve que la for-

mule (2} est au-dessous d'une demi-seconde sexagésimale multipliée

par
adq

1
-7.’( — = a9
2 B

De 1a il suil que ce aenre d'inégalités sera toujours insensible.

3).
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CIIAPITRE 1l.

' DI LA LIBRAYION DE LA LUNI.

Notice historique des tracaux: des astronomes ¢t des géometres

sur cet objet,

5. Les anciens avaient reconnu que la Lune nous présente lou-
jours la méme face dans son mouvement autour de la Terre; mais, loin
de s'en étonner, ils vegardaient ce phénomene comme naturel & toul
corps qui cireule autour d'un centre. Cette erreur, ou plutot cette illu-
sion, forca Copernic, pour maintenir le parallélisme de I'axe terrestre,
i donner i eet axe un mouvement annuel contraire au mouvement de
la Terve dans son orbite el assujetti aux mémes mégalités, ce qui
compliquait beaucoup son systeme. Kepler remarqua le premier que
I"axe de rotation d'un globe doit conserver toujours de lui-méme une
situation parallele dans les divers mouvements du centre de ce globe.
Par cette remarque, le systeme de Copernie est devenu plus simple, ce
qui lui est arvivé constamment par les progres successils de 'observa-
tion, de 'Analyse et de la Dynamique, progres qui Uont enfin élevé au
plus haut degré de simplicité et de certitude. En étendant la vemarque
de Kepler @ la Lune, e phénomene suivant lequel cet astre nous pré-
sente toujours le méme hémisphere, et qui semblait sinaturel, devenait
tes-difticile & expliquer. 11 fallait admettee une égalité rigourcuse
entre la durée de Ta rotation de la Lune ¢t la durée de sa vévolution
autour de la Terre, ¢galité dontil était impossible alors d’entrevoir Ia

cause.
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Galilée reconnul, par des considérations tirées de I'Optique, que
'hémisphére visible de la Lune varie sans cesse par le changement
de sa parallaxe de hauteur et de sa latitude, et il s'en assura par ob-
servation.

Riccioli reconnut la libration en-longitude, qu'il expliqua, ainsi
qu'Hevelius, par la supposition que la Lune présente loujours la méme
face au centre de son orbite, ce qui ne donne que la moitié de celte
libration si I'on considere P'orhite comme une ellipse, mats ce gui Ia
domne tout entiere st I'on considere, avec Riccioli, eette orbite comme
un cerele cxcenlrique. Newlon, dans une Lettre éerite a Mereator en
1673, donna une explication semblable, en faisant mouvoir uniformé-
ment la Lune autour de son axe de volation, pendant qu'elle se meut
in¢galement autour de la Terre; mais il supposail 'axe de rotation
perpendiculaire a 'écliptique. Enfin, Dominique Cassini reconnut par
'observation que cet axe est inchiné a I'écliptique et que ses neeuds
coincident toujours avee les nazuds de orbite lunaire, en sorte que les
poles de cette orbite, de Iécliptique et de I'équateur lunaire sont
constamment sur un méme cercle de latitude, le pole de I'éeliptique
¢lant entre les deux autres. Cassini, par celie découverte, 'une des
plus importantes qu'il ait faites, et qu'il publia en 1693 dans son Traité
de Uorigine ct des progrés de I’ Astronomie, compléla la théorie astrono-
mique de la libration de la Lane.

Iln 1748, Tobie Mayer confirma la théorie de Cassini par une suite
nombreuse d’observations, dont il caleula les résultats suivant un pro-
cédé fort ingénicux; sculement il trouva Uinclinaison de I'équatenr
lunaire a I'écliptique moindre ue Cassini; mais il assure que des ob-
servations faites du temps de ce grand astronome donnent I'inclinaison
qu’il trouva en 1748.

Lalande, en 1764, parvinl, au moyen de nouvelles observations, aux
résultats de Mayer. MM. Bouvard et Arago voulurent bien, & ma pritre,
entreprendre en 1806 une nouvelle suite d’observations, qui fut con-
tinuc¢e par MM. Bouvard et Nicollet, et qui, par le nombre et Ia préci-

sion des obscrvations, surpasse les précédentes et confirme Uinvaria-
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hilité de U'inclinaison de I'équateur lunaire a Pécliptique et la coinci-
denee constante de ses neuds avee ceux de orbe lunaire.

Newton parle de la libration de la Lune dans les propositions XVII
et XXXVIH du Livee HI de son Ouvrage des Prancipes. Dans la propo-
sition XVII de la premiere édition, antévieurement i la publication du
Traité de Cassini, il attribue la libration en latitude a Pinelinaison de
I'axe de votation de la Lune au plan de son orbite; dans la troisieme
¢dition, il Patteibue & la latitude de la Lune et & Pinelinaison de son
axe sur P'éeliptique, inclinaison que le Traité de Cassini avait fait con-
maitre.

C'est dans la proposition XXXVIf du Livre 1l que Newton parle de
Ia cause physique de la libration de la Lune. 1l détermine d"abord Ia
ligure de la Lune, qu'il considere comme un ellipsoide de révolution
homogine et fluide. Tl trouve que son grand axe doit étre dirigé vers
la Terve, et qu'il surpasse d’environ Go metres le diametre de son équa-
teur. Ce grand géometre n’a point cu égard a la force centrifuge due au
mouvement de rotation de la Lune, sans doute parce qu'il la jugeait
insensible relativement aux forces résultantes de I'attraction tervestre.
Mais elle est du méme ordre, et elle change la figure de la Lune,
supposée Nuide et homogene, dans un ellipsoide qui n’est pas de révo-
lution et dont I'axe de rotation est le plus petit axe. L’axe moyen el
le grand axe sont dans le plan de Péquateur, et le plus grand axe
est dirigé vers Ia Terre; Uexees du plus grand sur le plus petit axe esl
quadraple de Pexces de Paxe moyen sur le plus petit axe el environ

q—'.,— de ce petitaxe. « C'est ce qui fait », dit Newton, « que la Lune
21050

présente Loujours fe méme coté a la Terve; car elle ne peut étre en
repos dans une autre position, mais elle doit retourner sans cesse
celle-Ia, en oscillant. » Cela suppose que le moyen mouvement de
rotation de la Lune est rigoureusement égal & son moyen mouvement
de vévolution. Il y a une invraisemblance infinie & supposer que celle
égalité rigourcuse a cu licu a l'origine, en sorte que I'on peut regarder

comme cerlain qu'il y a eu primitivement une tres-petite dillérence
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entre ces mouvements, et que 'attraction de la Tervé a établi et main-
tient conslamment entre eux une rigourcuse égalité. Newton n'a point
considéré cet effet de lattraction terrestre, qu’il aurait pu cependant
reconnaitre par un de ces concepts au moyen desquels il a souvent
suppléé a I'état d’imperfection ou était de son temps I'analyse de l'in-
fini pour arriver a des résultats que cetle analyse perfectionnée a con-
firmés et généralisés. Concevons que I'on transporte a chaque instant
le mouvement du centre de gravité de la Lune i toutes ses partics et
a la Terre; ce centre sera immobile et la Terre tournera autour de lm
avec une vilesse angulaire que nous supposerons uniforme. Donnons
au sphéroide lunaire un mouvement moyen angulaire de rotation égal
a cette vitesse. Si son grand axe eut ét¢ i I'origine sur le rayon mobile
qui jointles centres de la Lune et de la Terre, et qu’au premier instant
il I'eat exactement suivi, il ne s'en serail jamnais écarvté. Mais, s'il v
avait cu au premicr instant une tees-petite dilférence entre les vilesses
angulaires du rayon vecteur et de I'axe du spheéroide, ces deux lignes
se seraient successivement ¢eartées 'une de Pautre; mais, i cause de
I'extréme petitesse que nous supposons a cetle dillérence, IMattraction
terrestre, tendant sans cesse a ramener I'axe sur le ravon, aurait fim
par la diminuer. On voit @ priori, el un calcul fort simple prouve que
I'axe doit alors osciller sans cesse de part et d’autre du rayon vecteur,
dans des limites d’autant plus rapprochées que la dilférence primitive
des vitesses de I'axe et du rayon aura é1é plus petite. La vitesse angu-
laire de rotation du grand axe ou de la Lune varicra done sans cesse:
sa valeur moyenne sera la vitesse moyenne angulaire de révolution de
la Lune, dont elle a pu différer primitivement d’une quantité arbitrairve
mais extrémement pelite, ee qui fail disparaitre U'invraisemblance in-
finie d’'une égalilé rigoureuse a I'origine.

D’Alembert appliqua ses formules de la précession des équinoxes i
la libration de la Lune. Mais ce grand géometre, qui avait si bien senti
I'influence de la rapidité du mouvement de rotation de la Terve sur les
mouvements de nutation ct de précession de son équateur, ne lit pas
altention aux changements que la lenteur du mouvement de rotation
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de la Lune ot surtout la circonstance de I'égalité de ce mouvement i
cclut de révolution doivent produire dans les mouvements de préces-
ston ¢t de nutation, ce qui le conduisit a des résultats inexacts.
L'Académie des Seiences ayant propos¢ pour le sujet du prix de
Mathématiques qu'elle devait décerner en 1564 la théorie de la libra-
tion de la Lune, Lagrange remporta ce prix. Sa Picce est remarquable
par une profonde analyse, et surtout par I'union du principe de Dyna-
migque de d'Alembert avee le principe des vitesses virtuelles de Jean
Bernoulli, ce qui réduit de la manitre la plus générale et la plus
stmple la recherche des mouvements d'un systeme de corps i I'inté-
aration des équations dillérentielles; alors I'objet de la Mécanique est
vempli, et P'Analyse doil achever la solution des problemes. Clest cv
que Lagrange a fait voir en deétail dans sa Mecanigue analytigue. Ce
arand géometre, dans sa Piece, détermine d'abord la libration de la
Lune en longitude. I prouve que, dans le cas o il y aurait eu a I'ori-
gine une tres-petite diflérence entre les mouvements de rotation et de
révolution de la Lune, Paltraction terrestre a sufli pour ¢tablir entre
ces mouvements une égalité rigourcuse. Cette dilférence primitive a
fait naitre un mouvement d'oscillation du grand axe du sphéroide
lunaire, divigé vers la Terre, de part et d’autre du rayon vecteur de la
Lune. Lagrange détermine les lois de ce mouvement, ainsi que les
petites inégalités du mouvement de rotation correspondantes aux iné-
galités du mouvement de révolution. Passant ensuite i la libration de
la Lunce en latitude, il donne les équations différentielles de incli-
naison de P'équateur lunaire et du mouvement de ses nceuds. Mais
avanl néglige, cn les intégrant, comme on le peut relativement &
Péquatear terrestre, les dilférences secondes, ce qui, par ee ui pré-
cede, simplifie considérablement Pintégration de ces équations, il ne
put expliquer le phénomine singulier de Ia coincidence des n@uds de
I'éqquateur et de Porbite lunaive; seulement il trouva que cetle coin-
cidence existe dans un cas particulier, qui fait entrevoir sa possibilité
dans le cas général. Mais les inégalilés arbitraires introduites par I'in-

tégration complete des ¢équations aux dillérences secondes peuvent



LIVRE X1V, 313
seules expliquer comment, dans le cas infiniment vraisemblable d'une
tres-petite différence initiale entre les positions des naruds de Porbite
el de I'équateur lunaive, attraction tervestre ¢tablit et ‘maintient la
coincidence de leurs neeuds moyens. Lagrange, dans les Mémoires de
I’ Académie de Berlin pour 'année 1780, reprit la théorie de Ia libra-
tion de la Lune, au moyen d’une tres-helle analyse; il expliqua de
la maniere la plus heurcuse la comeidence des nweuds movens de
I'équateur et de Porbite lunaive, etil détermina la loi des osceillations
du neeud vreai de Péquatenr lunaire autour de son neead moyen.

Il restait, pour compléter la théorie de la Lune, & déterminer I'in-
fluenee des grandes inégalités séeulaires des mouvements de la Lune
sur les phénomienes de sa libeation : ¢’est ce que jai fait dans le Cha-
pitre I du Livee V. Les inegalités séculaives de son mouvement de
révolution, sélevant a plusieurs circonférences, devraient i la longue
présenter i la Terve toutes les parties de sa surlace. Mais je démontree
que Patteaction de Ta Terre sur le sphéroide lunaive donne au mou-
vemen( de rotation de ce sphéroide les inégalités séculaives de son
mouvement de révolution et vend invisible & jamais 'hémisphere
opposé i celui qu'elle nous présente. Je fais voir encore que cette
méme altraction maintient les mémes inclinaisons moyennes de I'équa-
teur et de Torbite lunaives sur I'éeliptique vraie, el la coineidenee de
leurs neeuds au milieu des mouvements séculaives de cette éelip-
tique. Ce résultat est analogue i celui que Pattraction da Soleil et de
la Lune sur le sphéroide terrestre produit, en réduisant au quart
envivon les variations séculaires de Pobliquité de I'écliptique et de la
longucur de 'année qut auraient licu par Paction des planetes si la
Terre était sphérique, et qui deviendraient insensibles, i le mouvement
des équinoxes était aussi rapide que celur des neeuds de Porbite lu-
naire.

En discutant avee un soin parvticulier les inégalités de la libration
en latitude, M. Poisson a reconnu une petite inégalité qui depend de
la dillérence en longitude du neeud et du périgée lunairve. Un nouvel
examen de la théorie de ta hibration w’a Lt voir ensmte que rvien de

OEuvres de .. — V. jo
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sensible n'avail été omis, en sorte que celte théorie ne laisse mainte-
nant a désirer qu'une longue suite d’observations, au moyen desquelles
on puisse déterminer avee précision les quantités inconnues que cette
théorie renferme et surtout “les rapports des moments d’inertie des
trois axes principaux du sphéroide lunaive. C'est dans cette vue que
) avais invité les astronomes de 'Observatoire Royal & vouloir bien en-
treprendre cette suite d'observations et & la comparer aux formules de
la théorie. M. Nicollet a exéecuté ce travail important, en y employant
174 observations faites par lui et par MM. Bouvard et Arago. L'incli-
naison de 'équateur lunaire & Pécliptique, qu'il trouve en degrés
sexagésimaux de 1°28°45” et qui ne diflere que de 157 de celle que
Maver avail trouvée, eslt une donnée précicuse, en ce qu'elle déter-
mine avee beaucoup d'exactitude les rapports des moments d'inertie du
plus grand et du plus petit axe du sphéroide lunaire. La plus sensible
des négalités de la libration est I'inégalité de la libration ep longi-
tude, dépendante du sinus de Panomalie moyenne du Soleil. M. Nicol-
let trouve en secondes sexagésimales 4°48”,7 pour le coelficient de
celle mégalité, qui donne le rapport des moments d'inertie du plus
arand axe et de 'axe moven du sphéroide lunaire. Mais, pour que 'on
puisse compler sur ce rapport, il faut un nombre plus grand encore

d’observations.

Nemargques sur la théorie de la libration de la Lune.

6. Les formules que J’ai données dans le Chapitre ILduw Livee V me
pavaissent laisser peu de chose i désirer.

I'expression de la libration en latitude renlerme une petite inéga-
hite qui, pouvant devenir sensible dans des observations exactes, me-
rite d’étee considérée. Pour la déterminer, nous (ransporterons i la
Lune les expressions de dp, dg et dr du n® 2, et nous observerons que,
I"inclinaison de I'équatear lunaive i U'écliptique étant tres-petite, nous

pouvons négliger son carré et son produit par le carré de Finclinaison
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de lorbite lunaive. Cela posé, on aura, parle n® 2,

31 . . . S

Adg—+ (C—-Biprdt = —l':[-l(l — B) sinfy — 2)(7 inv 2 7 sinv’,
1

_ 3L . .

Bdr-+{A—Cpgdi= _{-'-‘d—,("\ — Cleoslv— o)(F sinu -+ ysinu'.

L estict la Terre, » est sa longitude vue de la Lune et vapportée au
nacud de orbite lunaire, en sorte que ysins est sa latitude vue paveil-
lement de la Lune. Soient

fesing=s, Ocosp=s5".

On aura, parlen°2,
(Ir{ oy

P= dt ﬁli"
_ds

1=""ar T

r-= (—[{ — s
= a P

Les équations dillérentictles précédentes velatives i dy et dr devien-

dront, en vy substituant 2 pour p et en négligeant les dillérentielles

dp odp o TR

Sor els 770 tequ Fon peal fatre ici,
d2s A4+DB-—-C  ds .—B o
Tder T AT T T TS

jLc—n . . \ - .
= TN sin‘v — ) sin{v -5t 4-scosiv — @) -+ ysinu|,

drs  A+B -G ds  C—1A\
—_—— g — M 4 — = m2s
dt B

de? B
LG . P .
T T vos(v— wi[s'sinu — )+ scoslv—g)4-ysinv]

s —no est, comme on le voit dans le Chapitee 1T du Livee YV, un tris-
petit angle, en sorte quion peut le supposer nul el faire son cosinus
égal & Punité.

sin(u — ) contient i lort peu pris, par le Ch:lpill't' If du Livree V, e

’
0.
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terme 2esin{mi — ), e é¢lanl excentricité de Porhe lunaire, & étant
L longitude de son périgée, les angles me et o ¢lant complés du neeud
ascendant de Uorbite lunaive. Le second membre de la premiere des

deax équations précédentes contient done le terme

SO—1 - : -
3= — {7+ 5).oesin{ml — m)sinmt,

et par conséquent celui-ci,

— B
3:)13—\-— (7 +9jecosw.

On trouvera de la méme maniere que le second membre de la deuxieme

des mémes équations contient le terme
BN S D . . . :
St — o — (74-7)[3ecosimt — w)sinmt + 2esin{mt — @) cosmt |,

el par conséquent eelui-er,
—

. A : .
Sm?—  — (5 -i-7ie8inw;

+ 1}

ces deux équations deviennent ainsi, en ne considérant dans leurs

seconds membres que ces termes,

d2s ArB—C m (—I'i ‘—:———E m?s'=  jm? C-B (7 -+ 0lecos
" e A di A R S SRS
d*s A+B—0C ds  C—\ C—A .
s AR T e 80l Ats = — 3mr (G4 Nes
e i "o s m - (64 ylesing,

m clant rapporté au neewd ascendant de Porbite lunaive. La longitude
du périgée de laTerve, vue de la Lane, est la longitude du périgée de
Ia Lune vue de la Terre, moins la demi-civconférence de Torhite lu-
naire. S1 Pon suppose i 4L la longitude de e dernier périgée, rap-
“portée dun point fixe, et O — gt Ia longitude du naud rapportée au

méme poinl, on aura

o=z i+ g4 L — O — lademi-circonférence;



LIVRE X1V, B1b]

dors, m C—A ol m"
alovs, m =2 ol m =
Il A

ctant fort Ill‘lll.\‘ par rnppm'l Qi g, on
aura, a lort peu pres,

C—DB (740 . .
s = E’nm‘-’-~—»E L:}f sin['71 +g'jt+ L —0],

-_l T
- t-r-g

wo L, U= N (747 . ,
s'=3m? e (/’ _—L—'r‘,?(‘os[:‘l +- gt 4L — 0]
2 I o

h étant, par le Chapitre I du Livree V, égal &

ImiA —Cy

Tam N =Gl ey

On aura, par ce méme (Ilmpilr(r, pour les expressions completes de s el

de s,
3mit —| - . .
= - —3-’1 — .\)— S ysinfmt =gt —0
aNg —3mC—7\) ' ) g
C—B (y-+5%e . .
-+ 3m? -8 (J Pre sin[({ =~ g4 L -0}

v

{+g

= 3mit —A) 7cos ml 4+ o't — )
5= ;,\g'—— 3m G — \, 7C0%. o :

C—A\y7=9%¢
;

P R wosfii g4 L— 0]
3m ; cos[ii+glt-r 1 )]

M. Nicollet a trouve, par Ia comparaison de 179 observations de [a
libration de la Lune en longitude et d'un méme nombie d’observations
de Ta libration en latitude, Pinclinaison 0 de Péquatear unaire &
I"écliptique, en degrés sexagésimauy, égale @ 12287157, ce qui ne dil-
[ere que de 15”7 du résultat de Mayer, et il en a conelu

€A .
e = 0,000J9501.
Il & trouveé, par les mémes observations, 'équation de la libration en

longitade dépendante de Fanomalie du Soleil égale

1'49", 7 .sinlanomalie moyenne du Soleil
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et il en a conclu

L‘———\ = 0,00056310.

4

Mais cette valear de "—‘_—\ n’est pas aussi sire que celle de ('—_(:;\, i
cause de Ta petitesse de Péquation de la libration en longitude. Un
nombre plus grand encore d'observations déterminera plus exactement
cette valeur, et alors la théorie ph_\:siquo de la libration de la Lune sera

complete.
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CHAPITRE 11

DES ANNEAUX DE SATURNE.

Notice lustorique des travauwx des astronomes et des gcometres

sur cel objet.

Galilée observa le premier Panncaun de Saturne. 11 le vit, dans ses
faibles luneltes, sous la forme de deux corps lumineux contigus i
deux parties opposces de la surface de la planete. Quelquelois Saturne
lui parut rond comme les autres planttes. Ces apparences singulieres
furent ensuite observées par d’autres astronomes. Enfin Huygens, les
avant suivies au moyen d’excellents objectils qu'il avait construits lui-
méme, en découvrit les lois et la cause. Il it voir que Saturne esl
environné d'un anneau large et d’'une tres-minee épaisseur, suspendu
autour de lui & une petite distance et incliné a son orbite d'un
douzieme environ de la circonférence, ce qui Tui donne une forme ap-
parente elliptique. Cet anneau disparait toutes les fois que le Soleil ou
la Terve traverse son plan: il ne nous transmet alors de lumiere que
par ses bords, trop minces pour étre apercus. L'accord de cette théorie
avee loutes les disparitions et loutes les réapparitions de 'annean oh-
servées depuis Huygens ne laisse aucun doute sur sa réalité. Jacques
Cassini reconnut la division de I'anneau en deux anncaux distinels.
Short crut en apercevoir un plus grand nombre. Mais Herschel, avee
ses puissants Lelescopes, qui lui ont toujours fait voir les bords éclaivés
de Tanneau lorsqu'il avait disparu pour les autres observateurs, n'y a

vi, comme Cassini, que deux anneaux situés dans un méme plan,
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separés par un tres-petit intervalle , et dont T'extérieur a moins de
largeur et une lumiere moins vive que Pintérieur. Dans le mois de
juin 1790, il présenta i la Société Royale de Londres une série d'ob-
servations, d’ot il conelut a durée de la rotation de Panneau itérieur
de Saturne d’environ dix heares et demice sexagésimales. 11 avait
préseuté i la Société Royale, en novembre 158¢, une suite d'observa-
tons qui lui donnaient la durée de la rotation de Saturne presque
¢uale @ celle de Tanneau, et plus petite seulement de seize minutes
sexagesinales. Ces deux résultats ont été publiés dans le Volume des
Transactions Philosophiques pour I'année 1590, et qui parul en 1591,
Maintenant, par quel mécanisme les anncaux de Saturne se main-
tennent-ils suspendus autour de la planete? S'ils I'élaient pav la seule
force de cohésion, leurs diverses parties se détacheraient i la longue
les unes des autves et finiraient par se précipiler sur Saturne ou par
former autant de satellites, et, comme cela n’est point arrive, il esl
naturel d'en conclure que leur suspension repose prineipalement sur
les lois de I'équilibre des fuides. CCest ainsi que Maupertuis les a con-
sidéres, dans Pexplication ingénicuse de ce phénomene qu'il a donnée
dans son Discours sur la figure des astres. 11 congoit chaque molécule
d'un anneau fluide sollicitée vers le centre de la planete et vers un
point intéricur de la figure genératrice de I'anncau : je nomme ainsi
[a scetion de I'anneau par un plan mené perpendiculairement & son
plan el passant par le centre de Saturne. En combinant ces deux ten-
dances de la moléecule avee Ia foree centrifuge due a une rotalion de
I'anncau dans son plan autour du centre de Saturne, il détermine la
figure que Panneau doit prendre pour I'équilibre de toutes ses parties.
Mais, dans Ia nature, chaque molécule de anneau ne tend point uni-
quement vers deux points; elle a un nombre intini de tendances vers
les autres molécules de 'anneau et vers la planete. C'est en combinant
loutes ces (endances avee la foree centrifuge qu'il faut déterminer la
figure d’équilibre de la seetion génératrice de 'anneau. Tel est le pro-
bleme que je me suis proposé dans un Mémoire inséré dans le Volume

des Mémoires de U Academie des Sciences de 1787, qui parut au mois
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de février 1789. Jai prouvé, dans ce Mémoire et ensuite dans le
Livee 11, qu'un annéau Nuide peut se mainteniv en équilibre autour
de Saturne en vertu de Pattraction mutuelle de ses molécules, com-
hinée avec un mouvement de rotation, si la figure génératrice de I'an-
neau est une cllipse aplatie dont le grand axe est dirigé vers le centre
de Saturne. La durée de la rotation doit étre alors la méme que celle
de la révolution d’un satellite dont la distance au centre de Saturne
serait celle du centre de la figure génératrice au méme point; jen

5
2

avais conclu que cette durée était d’environ 5 de jour, avant qu’ller-
schel T'eat reconnu par I'observation.

Jai remarqué ensuile que, si P'anneau était parfaitement semblable
dans toutes ses parties, les centres de la planete et de Panneau se
repousseraient mutuellement, pour peu qu'ils cessassent de comneider,
ce qui devrail nécessairement arviver par les attractions étrangeres. Le
centre de Panneau déerirait done alors une cowrbe convexe vers le
centre de la planete, et annean finirait par atteindre la surface de Ia
plantte, i laquelle il se réunivait. 11 est done nécessaire, pour la sta-
bilité de son équilibre, que ses figures génératrices soient dissem-
blables et que son centre de gravité ne coincide point avec son centre
de figure. Dans ce cas, 'équilibre de la masse fluide ne sera point sen-
siblement troublé si les changements des ellipses génératrices ne
deviennent sensibles qu'a des distances vespectives beaucoup plus
grandes que les grands axes de ces cllipses.

Les deux anneaux de Saturne, placés a des distances différentes de
la planete, doivent, par I'action du Soleil, avoir des mouvements dil-
férents de précession, qui, si rien ne s’y opposail, changeraient con-
tinucllement la position respective de leurs plans; ces plans ne con-
cideraient donc sensiblement que pendant de courts intervalles. I
est contre toute vraisemblance de supposer que les anneaux de Saturne
onl été découverts dans un de ces intervalles; il est donc tres-pro-
bable qu'il existe une cause qui maintient ces anneaux a peu pres
dans un méme plan, quoique I'action du Soleil tende sans cesse a les
en écarter. J'ai annoncé comme un résultat de Ia théorie de la pesan-

OLuvres de L. — V., i 1
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teur, dans le Volume cité de I'Académie des Sciences, que cette cause
est Paplatissement du sphévoide de Saturne, produil par un mouve-
ment rapide de rotation de cette plantte, mouvement qu’llerschel a
confirmé depuis par 'observation.’ L’ Analyse fait voir que, en supposant
les anneaux peu inclinés au plan de I'équateur de Saturne, cet apla-
tissement les maintient toujours i peu pres dans ce plan, dont I'action
du Soleil tend & les écarter. En méme temps que ces anneaux tournent
antour de leurs centres de gravilé, ces cenlres se meuvent autour du
centre de la planete. De I naissent, dans les positions respectives des
plans des anneaux, des vartations continuelles, gui produisent, dans la
manitre dont ils sont éclaivés par le Soleil vers leurs apparitions et
feurs disparitions et dans celle dont ils se présentent a I'observateur,
des diflérences propres a expliquer les apparences singulieres que 'on
a (quelquefois observées. Telle est la disparvition d’une des anses avant
Fautre, qui continue de paraitre du méme coté de la planete pendant
une el méme plusicurs périodes de la rotation de 'anneau. Tels sont
encore ¢es points lumineux qui semblent immobiles, el ¢ui ont porté
quelques observateurs a douter de la votation des anneaux, dont cepen-
dant la néeessité est démontrée par les lois de la Mécanique.

Suivant les observations d'Hersehel, la durée de la rolation de I'an-
neau est de of,438; celle de Saturne est de o, 427, presque égale a la
précédente, mais un peu plus petite, comme cela doil élre suivant
I'hypothese que jai proposée sur la formation des planttes, des satel-
lites el des anncaux. Dans cette hypothese, les satellites et les anueaux
de Saturne ont ¢té formés par les zones que 'atmosphere de la plantte
a successivement abandonnées 4 mesuve gu’elle s’est resserrée en se
refroidissant. Le mouvement de votation de Saturne s’est accélére de
plus en plus, en vertw du principe des aires. La durée de la rotation

“d"une planete doit donc étre, d'apres celte hypothese, plus petite que
la durée de la révolution du corps le plus voisin qui circule autour
d'elle, ce qui a licu parcillement pour le Soleil relativement aux pla-
netes, qui sont toutes les produils des zones abandonnées successive-

ment par Uatmosphere solaire. Tout cela, conlirmé par observation,
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augmente la probabilité que beaucoup de phénomenes singuliers du
systeme solaive donnent i I'hypothiese dont il s’agit, eomme on peat le
voir dans I'Eaposition du systéme du monde. On concoil que, dans
cette hypothese, Panneau intéricur de Saturne é¢tant fort voisin de la
plantte, Ta durée de sa rotation ne doit surpasser que tres-peu celle
de la rotation de Saturne. En considérant combien la diflérence ob-
servée entre ces durces est petite, tl est difficile de ne pas admetuee
que atmosphere de Saturne s’est étendue jusqu'a ses anneaux cf

" ’ ’ ’ .
qu'ils ont é1¢ formés par la condensation de ses couches.
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LIVRE XYV.

DU MOUVEMENT DES PLANETES ET DES COMETES.

CHAPITRE PREMIER.

NOTICE MISTORIQUE DES TRAVAUNX DES GEOMETRES SUR CET ODJET.

1. Les anciens astronomes, et spéeialement llipparque et Ptolémée.
déterminerent les mouvements apparents des astres. ls essaverent de
les veprésenter par des mouvements civculaires et uniformes, qu'ils
jugeaient étre les plus parfaits et devoir ainsi appavlenir aux corps
célestes, n'attribuant, par une bizarverie de esprit humain, aucune
imperfection des corps lerrestres i ces mémes astres, dont cependant
ils subordonnaient 'existence & Ia Terve. La complication des cereles
qu’ils avaient imaginés, et u'ils multipliaient & chaque inégalité que
I'observation faisait découvrir, avail frappé de bons esprits el leur avait
inspiré des doutes sur le systeme de Ptolémée. Elle engagea Copernic
a rechercher un moyen plus simple d'expliquer les mouvements cé-
lestes. Considérant que plusicurs anciens philosophes avaient fait
tourner la Terre sur clle-méme et autour du Soleil, il appliqua cette
hypothese aux phénomenes, et il reconnut que le méeanisme de Muni-
vers en devenait beaucoup plus simple. Elle allranchissait la sphere des
¢loiles de P'inconcevable vitesse que sa révolution diurne donnait, dans
le systeme de Ptolémée, a ces astres, dont on connaissait déji le grand

¢loignement. Les mouvements rétrogrades des planites n'élaient que
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de simples apparences produites par leur mouvement réel, combiné
avec celui de la Terre, et le mouvement général du eiel, doit résulte
la précession des équinoxes, se réduisait & un mouvement fort lent
dans I'axe terrestre. Mais, pour expliquer les inégalités des mouve-
ments réels, Copernic adopta I'ancienne hypothese des mouvements
circulaires et uniformes. Kepler, apres avoir essayé longtemps et inu-
tilement de représenter dans cetie hypothese les observations de Tycho
Brahe sur la planete Mars, reconnut enlin qu’elle se meut dans une
ellipse dont le centre du Soleil occupe un des foyers et que son rayon
vecteur trace autour de ce point des airves proportionnelles au temps.
Il étendit ces résultats & la Terre et aux autres planétes, et il découvril
que toutes leurs ellipses sont lices entre elles par ce beau rapport,
savoir que les cubes des grands axes sont proportionnels aux carrés
des temps des révolutions.

Quoique Kepler donne, dans la Préface de son Ouvrage De stella
Marus, des idées justes sur attraction réciproque de la Lune et de la
Terre et sur la tendance des caux de la mer vers Ia Lune, et qu'il
reconnaisse, dans ce méme Ouvrage, que les inégalités elliptiques du
mouvement des planétes sont dues i I'action du Soleil, il attribue
cependant & une auntre cause la périodicité des mouvements plané-
taires : il suppose que le Soleil, par sa rotation, envoic a chaque in-
stant, dans le plan de son équateur, des especes immatérielles douées
d’une activité décroissante en raison des distances, ¢t qui, en s’éten-
dant, conservent le mouvement circulaire qu’elles avaient i la surface
de cet astre et donnent aux planetes, qu’elles entrainent, leur mouve-
ment de révolution. Yat montré ailleurs comment Ia rotation du Soleil
a pu imprimer a chaque planete son mouvement initial. Mais, pour le
rendre presque circulaire, il est nécessaire de le combiner avee une
tendance de la planete vers le Soleil. Borelli a eu, le premier, I'heu-
reuse idée de celte combinaison, qu'il a étendue aux satellites relative-
ment & leur planéte. Newton, Halley, Wren et Hooke, en comparant
celte idée aux théoremes d’Huygens sur la force centrifuge et au rap-
port trouvé par Kepler entre les carrés des temps des révolutions des
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planttes ct les cubes des grands axes de leurs ovbites, trouverent que,
en supposant ces orbites circulaires, les tendances des planttes vers le
Soleil étaient réciproques aux carrés de leurs distances i cet astre. En
eflet, la vitesse d'une planefe étant alors la civconférence de son orbite,
divisée par le temps de sa révolution; le carré de cette vitesse est pro-
portionnel au carré du rayon de 'ovbite divisé par le carré de ce temps,
qui, Capres la loi de Kepler, est proportionnel i la puissance 3 du
vayon; le carré de la vitesse est done réciprogue au rayon. Par les
théoremes d'Huvgens, la force centrifuge d'un corps mu dans un cercle
est égale au carré de sa vilesse divisé par le rayon; elle est done, pour
une plantle, réciproque au carré de sa distance an Soleil; or cetle
foree doit ¢tre balancée i chaque instant par la (endance de la planete
vers le Soleil, pour que 'orbite se maintienne cirvculaire; cette ten-
dance est done réciproque au carré de la distance.

Mais les planetes ne se meuvent point exactement dans des orbes
circulaives. On pouvait d’ailleurs douter qu'une plantte, transportée
sur U'orbite d’une autre planéte, éprouverait la néme tendance qu’elle
vers le Soleil. Il était done nécessaire de démontrer que la méme pla-
nete, dans ses diverses dislances au Soleil, tend vers lui réciproque-
ment & leurs carrés, et que la tendance vers cet astre ne varie d'une
planete d Pantee qu'i raison de la distance. Cette démonstration, alors
tres-difficile, fut vainement tentée par les trois géometres (ui, con-
jointement avee Newlton, avaient déduit des théoremes d'Huvgens la
tendance des planetes vers le Soleil, réeiprogue au eurré de leur dis-
tance : elle commenca la Mécanique céleste. Newton prouva d’abord
que la loi des aires décrites par le rayon vecteur d'une planéte indique
nécessairement une tendance de la planete vers le centre du Soleil. 1l
fit voir ensuite, par une application délicate de sa méthede des fluxions,
que Pellipticité de I'orbite exige une tendance réciproque au carré du
rayon vecteur. Enfin il conclut, de la lot du carré des temps des révolu-
tions proportionnel au cube des grands axes, que la tendance vers le
Soleil ne varie d’une planéle a I'autre qu’a raisor de la distance. Les
trois lois de Kepler furent ainsi ramenées au scul principe d'une ten-

OFEwcresde I.. — V. 4'2
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dance des planetes vers le Soleil, réciproque au carré de leurs dis-
tances au centre de cet astre. Ce principe avait déja été énoncé par
Boulliau; son analogic avee I'émission de la lumiere pouvait le faire
soupeonner. 1l parait étre la loi de toutes les forces qui sont percep-
tibles & des distances sensibles, telles que le magnétisme ct électri-
cité. Mais Phonneur d’une découverte appartient a celui qui, le pre-
mier, I'élablit solidement pav le.calcul ou par des observations déci-
sives, el ¢’esl ce que Newton a fait incontestablement & I'égard de la
pesanteur universelle.

Ce grand - géombtre détermina les conditions de direction et de
quantité de la vitesse initiale qui font décrire au mobile un cerele.
une ellipse, une parabole ou une hyperbole. Quelles que soient ces
conditions, il assigna une section conique dans laquelle le mobile
peut et doit conséquemment se mouvoir; car, avec les mémes condi-
lions, il ne peut décrire qu'une scule courbe, ce qui répoud au re-
proche que lui fit Jean Bernoulli, de n’avoir point démontré que les
sections coniques sont les seules courbes qu’un corps peut décrire en
vertu d'une loi d’attraction réeiproque au carré de la distance. Newton
remarqua que Pon peut, par sa méthode, déterminer la nouvelle sec-
tion conique que le mobile déerirait si, & un instant {uelconque, on
lui imprimait une nouvelle force, et il en conclut que 'on pourrait
suivre ainsi le mouvement du mobile dérangé continuellement par des
aclions ¢trangeres. Lagrange en a déduit, dans les Mémoires de I'Aca-
demie de Berlin pour 'année 1786, les variations dilférentielles des
¢léments du mouvement clliptique; mais, Newton n’avant point fait
cette application délicate, on doit considérer sa remarque comme une
des choses de son admirable Ouvrage qui ont été le germe des helles
théories de ses successeurs.

Newton a étendu sa méthode au cas général d’un point sollicité par
une force centrale, variable suivant une fonction quelconque de la
distance. 1l donne I'expression du carré de la vitesse du point, et il en
conclut, au moven des quadratares des courbes, la nature de la courbe
décrite et e temps employé par le mobile & déerive ses diverses parties.
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Il parvient a ce résultat singulier, savoir, qu'un point qui décrit une
courbe en vertu d'une force centrale pourra décrire de la méme ma-
nicre cette courbe, supposée mabile, si 'on augmente la force centrale
d’une quantité réciproque au cube du rayon vecteur. Alors les vitesses
angulaires du point et de la courbe sont'en raison constante. Newlon
déduit de ce théoreme un procédé fort ingénicux pour avoir le mou-
vement des apsides dans une orbite presque circulaire, décrite en
vertu d'une force centrale exprimée par une fonction quelconque de
la distance. Ce proeédé, réduit en formule générale, donne I'angle
décrit par le mobile, en allant d'une apside & la suivante, égale & la
demi-circonférence multipliée par la racine carrée d'une fraction dont
le numérateur est le produit de I'expression de la force centrale par
le carré du ravon vecteur, et dont le dénominateur est le cocflicien
de la dillérentielle du rayon vecteur dans la dilférentiation du produit
de I'expression de la force eentrale par le cube de ce rayon, cette frac-
lion étant rapportée, apres les diflérentiations, i Ia moyenne distance
du mobile, i I'origine de la force centrale.
Newlon applique son procédé au cas o, la force centrale étant réci-
proque au carré de la distance, une action étrangere la diminue d’une
quantité proportionnelle au rayon vecteur. Ln supposant celle quan-

537 de la force centrale dans les moyennes distances, ce qui a

tité
lieu, & fort peu pres, relativement a I'action du Soleil sur la Lune,
décomposée suivant le rayon veeteur lunaire, il trouve le mouvement
de T'apogée plus petit de moitié que eclui de 'apogée de la Lune.
('esl ce qu'une premiere approximation donna ensuile aux géoméelres
qui appliquerent, les premicers, I'analyse a la (héorie de la Lune. Mais
it est remarquable que Newton, dans la proposition 1V du Livre I
des Principes, cherchant i con.'rigcr Ja tendance de la Lune vers la Terre
de Feffet de Paction solaire, suppose cet eflet ¢gal @ 53 de la pesan-
teur de ce satellite, ¢’est-i-dire tel qu'il résulte du mouvement observée
de I'apogée lunaire. '

Newton transporta facilement ses résultals au mouvement de deux
points matériels A et B, qui s’attirent en raison de leurs masses el
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sutvant une fonction quelconque de leur distance mutuelle. 11 avait
¢labli que le mouvement du centre de gravité d’un systeme de corps
ne recoit aucan changement par leur action réciproque; en imprimant
done i ces points une vitesse égale et contraire & la vitesse initiale de
leur centre commun de gravité,” ce qui ne change point leur mouve-
ment relatif, ce centre devient immobile.'Le point A est attivé vers'lui
par attraction du point B. En substituant ainsi,” dans I'expression de
"atteaction de ce dernier point; au licu de la distance mutuelle des
deux points, le rayon veeteur mené du centre de gravité au point A et
multiplié par le rapport de la somme des masses A et B & la masse B,
le mouvement de A autour du centre de gravité sera ramené au cas
«’un point attiré suivant une fonction du rayon vecteur vers un eentre
de forces immobile.

Pav la nature du centre de gravité, les deux points A et B sont tou-
jours avee lul sur une méme droite, et leurs distances i ce centre sont
en raison constante soit entre elles, soit avec leur distance mutuelle.
De Ll suit que ces points décrivent dans le méme temps des courbes
semblables autour de leur centre de gravité et F'un autour de 'autre
supposé immobile. Le cas de deux points matériels est celui de deux
spheres dont les molécules s’attivent en raison des masses et récipro-
quement au carré des distances, Newlon ayant démontré (u’alors ces
corps s'altivent comme si leurs masses étaient véunies i leurs centres
respeclifs. Cette propriété tres-remarquable de la loi de la nature con-
tribue & la simplicité des mouvements eélestes, parce que, le Soleil,
les planttes et les satellites étant & (res-peu pres sphériques, leurs
mouvements ne sont que tres-peu troublés par leurs figures.

Le systeme de tous ces corps est constitué de maniere que la masse
du Soleil surpasse considérablement celles des planetes, en sorte que
I'on peat, dans une premiere approximalion, négliger, avec Newton,
leur action les unes sur les autres et sur le Soleil. Alors elles obéissent
exactement aux lois de Kepler. Le systeme d’une planéte et de ses
satellites est pareillement constitué de maniere que la masse de la pla-
nete surpasse considérablement celles de ses satellites. En négligeant
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done, dans une premiere approximation, leur action les uns sur les
aulres et sur la planete, ils décriraient autour d'elle des orbes rigou-
reusement ellipliques, sans la force perturbatrice du Seleil. Heurcuse-
ment, la distance de la planete au Soleil étant considérablement plus
grande que celle des satellites 2 la planete, cette force est tres-petite.
Si celle distance était infinie, le Soleil, agissant également sur la pla-
nete et sur ses satellites, ne troublerait point leur mouvement relatif;
la différence de ses actions sur ces dillérents corps est done tres-affai-
blie par sa grande distance a la planete, et elle altére pen ce mouve-
ment. Newton ¢tablit que le centre de gravité du systeme de la planéte
et de ses satellites décerit, i tres-peu pres, un orbe elliptique autour du
Soleil, et il fait voir que la pesantenr du satellite vers la plantte n’est
que tres-peu changée par action solaire; elle n’est diminuée que de
355 au plus pour la Lune. En négligeant done celte action et P'action
mutuelle des satellites, chacun d’eux peut étre eensé déerire un orbe
cHiptique autour de sa planéte.

Newton conclut de ce résultat les rapports des masses des planetes
accompagnées de satellites i la masse du Soleil. Si 'on augmente la
distance moyenne du satellite & sa planete, en sorte qu'elle soit égale
& la movenne distance de la planete au Soleil, le carré du temps de la
révolution de ce satellite autour de sa plantte sera, par la loi de
Kepler, augmenté dans le vapport du cube de la seconde de ces dis-
tances au cube de la premiere. Mais il résulte des théoremes de
[Tuygens sur la force centrifuge que les masses de la planitte el du
Soleil sont réciproques aux carrés des temps des révolutions des corps
qui circulent autour de chacun d'eux i la méme distance. De 1a il est
facile de conclure que le rapport de la masse de la planitte a celle du
Soleil est égal it une [raction dont le numérateur est le produit du cube
de la movenne distance du satellite i sa planete par le carré du temps
de la révolution de la planéte, et dont le dénominateur est le produit
du cube de In moyenne distance de la planéte au Soleil par le carvé du
temps de la révolution du satellite. Newton détermina de celte ma-
niere les rapports des masses de Jupiter, de Saturne et de la Terre & la
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masse du Soleil. La masse étant égale a la densité multipliéé par le
volume, les densités de ces quatre corps sont comme leurs masses
divisées par les cubes de leurs diamétres apparents vus de la méme
distance, ct les pesanteurs i leurs surfaces sont comme leurs masses
divisées par les carrdés de ces diametres. Newton a conelu ainsi ces
densités et ces pesanteurs respectives des mesures astronomiques de
ces diametres.

L'une des plus heureuses applications du principe de la pesanteur
universelle est celle que Newton en [it aux comtles. Ces aslres sec
montrent dans toutes les régions du ciel ; ils se meuvent dans tous les
sens ¢t d'une maniere tres-compliquée, ct finissent, apres quelque
lemps, par disparaitre. On avait essayé vainement, avant Newton, de
déterminer la loi de leurs mouvements. Ce grand géometre considéra
que les cometes devaient élre soumises, comme les planétes et les
salellites, & lattraction du Soleil, et qu'qllcs décrivaient par consé-
quent autour de lut des orbes elliptiques, avee la dillérence que,
n'¢tant visibles pour nous que dans la partic de leurs orbes la plus
voisine du Soleil, ces orbes, au licu d’¢tre presque cireulaires, élaient
fort allongés et pouvaient méme étre des paraboles ou des hyperboles.
Pour véritier ce beau résultat, il fallait le comparer aux observations;
mais celte comparaison oflvait des diflicultés. A la vérité, le grand
allongement des cllipses décrites par les cometes permet, du moins
dans une premiere approximation, de considérer la partie visible de
ces cllipses comme un are de parabole, ce (ui simplifie le probleme :
il reste-cependant encore tris-diflicile. Newton le résolut par une
méthode dans laquelle Ie génie inventeur ne brille pas moins que dans
les autres parties de 'Ouvrage des Principes. Ce grand géometre appli-
qua sa méthode i la fameuse comete de 1680, qui parut pendant un
intervalle de temps considérable, et qui, reparaissant apres avoir été
perdue dans les vayons du Soleil, fut regardée par divers astronomes
comme formant deux comites distinctes. Newton fit voir qu’elles
¢taient identiques, et il représenta (outes les honnes observations de

la coméle avee une précision gui ne laissait aucun doute sur la vérité
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de sa théorie du mouvement de ces astres. Dans la troisicme édition de
son Ouvrage, Newton n’ajoﬁta rien & sa méthode. Seulement il en pre-
senta de nouvelles applications, faites principalement par Halley, qui
soumil & cette théorie les observations de vingt-quatre cometes, parmi
lesquelles il reconnut’l'identité des cometes de 1531, 16075 ¢l 1682.
Il en conclut que cet astre déerit un orbe elliptique dans une période
d’environ soixanle-quinze ans, et qu'il” devait reparaitee a la fin de
1758 ou au commencement de 175¢, ce que Pobservation a confirmé.
La méme théorie a représenté exactement les observations de toules
les cometes qui ont paru depuis Newton, en sorte que chaque appari-
tion de ces astres a fourni une nouvelle preuve de cette adinirable
théorie et du principe de la pesanteur universelle qui en est la base.

Plusieurs grands géometres se sont occupés, depuis Newton, du pro-
bleme de la détermination des orbites des cometes par les observa-
tions. Hs sont parvenus, sur cet objet, it des résultats intéressants,
pavmi lesquels on doit distinguer Pexpression élégante et simple que
Lambert a donnée du temps employé i déerire un are parabolique, en
fonction de cet arc et de la somme des rayons vecleurs extrémes,
expression (u’il a étendue aux ares elliptiques et qui est démontrée
dans le n” 27 du Livre 11.

Les diverses solutions de ce probleme employaient i la recherche
des premicres valeurs des ¢léments trois obscrvalions, assez rappro-
chées pour que I'on pat se permettre de négliger la (roisieme puis-
sance de lintervalle de temps qui sépare les deux observations
extrémes. Il me parut que, au licu de faire porter Papproximation sur
les valeurs analyliques, il serait & la fois plus exact et plus simple
d’employer une analyse vigoureuse, ct de ne faire porter Papproxima-
tion que sur les données des observations. G'est ce que j'ai fait par la
méthode exposée dans les n® 31 et suivants du Livre 11. Les données
dont je me sers sont la longitude et la latitude de la comete a I'époque
de Pobservation moyenne, ¢t leurs diflérences premieres et secondes,
divisées par les puissances correspondantes de I'élément du temps. Au
moyen de ces données, je détermine rigourcusement, par la seule con-
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sidération des équations diflérentielles du mouvement de l'astre, sa
distanee périhélie et Uinstant de son passage pav le périhélie. Cette
méthode a Pavantage de pouvoir employer, pour déterminer les don-
nées, toutes les observations faites dans Iintervalle des observations
extrémes, car, si cet intervalle est peu considérable, on peut étendre
sans erreur sensible Tes mémes données a ces observations et former
atnsi, pour les obtenir, deux [ois autant d’équations de condition qu'il
v a d'observations. Je corrige ensuite, par trois observations ¢loignées
entre elles, Ia distance périhélie et U'instant du passage, directement et
sans avoir besoin de connaitre les autres éléments de I'orbite. Persuadé
que PAnalyse, lorsqu’elle est convenablement appliquée, peut toujours
[ournir aux astronomes les méthodes les plus faciles et les plus abré-
aées pour les caleuls numériques, je me suis étudié a leur en oflvir un
exemple dans ce probleme, I'un des plus dilliciles de toute I'Astro-
nomie. Les nombreuses applications qui ont ¢é1é faites de cette méthode
prouvent son utilité.

Newton n'a point considéré les perturbations que P'action des pla-
netes sur le Soleil et sur elles-mémes produit dans leur mouvement
elliptique. Seulement, il fait voir que, ¢n considérant le mouvement
autour du Soletl de deux planetes qui s’attirent réciproquement au
carré de la distance et qui sont atlirées suivant la méme loi, le mouve-
ment elliptique de la planete inférieure et la proportionnalité des aires
que son rayon vecteur déerit autour du Soleil seront moins troublés,
st cel astre obéit a T'attraction des planttes, que s'il est immobile. 11
observe encore que, P'action de Jupiter sur Saturne dans la conjonction
de ces planetes étanth Paction du Soleil sur Saturne dans le rapport de
Funité & 211, elle ne doit point étre négligée. « De la vient », dit-il,
« que 'orbe de Saturne est dérangé si sensiblement dans chaque con-
jonction avee Jupiter, que les astronomes s’en apercoivent. » Cepen-
dant la théorie analytique des mouvements de ces deux planetes, qui
représente exaclement toutes les observations, nous montre que le
dérangement de Saturne dans sa conjonction avec Jupiter est presque
msensible. Le dérangement correspondant de Jupiter est environ six
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fois plus grand, quoique I'action d¢ Saturne sur Jupiter ne soit i Ia
pesanteur de Jupiter sur le Soleil que dans le rapport de I'unité i 5o0.
Celle remarque, déja faite par Euler, fait voir qu’il ne faut adoptér
qu'avee une extréme réserve les apercus les plus vraisemblables, tant
qu'ils ne sont point vérifiés par des preuves décisives.

Depuis la publication de I'Ouvrage des Principes jusqu’aux premiers
travaux d'Euler sur les perturbations des planites, les géometres n'ont
vien ajouté de remarquable aux grandes découvertes consignées dans
cet Ouvrage. Ils ont (raduit en Analyse les démonstrations de Newton,
qui, probablement, était parvenu par cette méthode i ses résullats,
que sa grande prédileetion pour la synthese lui a fait démontrer syn-
thétiquement. C(;pcndnnt les applications de I'Analyse aux découvertes
newloniennes ont préparé celles qu'Euler et ses contemporains en ont
faites & la théorie des perturbations des mouvements célestes. Les
recherches sur le Caleul intégral et sur la Mécanique, dont les géo-
metres s’élaient fort occupés dans I'intervalle dont je viens de parler,
onl surtout contribué aux progres de cette théorie, qui leur offrait fes
applications les plus importantes de P'Analyse infinitésimale, sans
laquelle il eat été impossible de résoudre les questions difficiles du
systtme du monde. Cest principalement dans Ia considération des
équations différenticlles et dans leur intégration que reéside la puis-
sance de cette Analyse. Newlon ne parait pas s'étre occupé de leur
caleul, si fécond en résultats, surtout depuis son extension aux ¢qua-
tions & diflférences parvtielles. C'est i Leibnitz et aux Bernoulli qu'il
doit ses premiers progres. Ces illustres géometres n'adoptérent point
la découverte de la gravitation universelle & sa naissance; mais leurs
recherches, perfectionnées et appliquées par lewrs disciples & cetle
découverte, I'ont élevée au plus haut point de perfection et de certitude.

Si 'on congoit un systeme de corps sphériques dont toutes les mo-
lécules s'attirent proportionnellement & leurs masses et réciprogue-
ment au carré de la distance, on peut rapporter chacun de ces corps i
trois axes fixes perpendiculaires entre eux et décomposer parallele-
ment & ces axes les atlractions qu'il éprouve de la part des autres

OFuvres de L. — V. ' 4’3
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corps. En égalant ensuite les différences secondes des coordonnées,
divisées par le carré de I'élément du temps supposé constant, & ces
allractions ainsi décomposées, on aura les trois équations dillérentielles
du second ordre qui déterminent le mouvement du corps. Chaque
corps du systeme fournit trois équations semblables, en sorte que le
nombre de ces équations est triple de celui des corps. Leurs intégrales
completes renferment done six fois autant d'arbitraives qu'il y a de
corps. Ces constantes sont déterminées par les coordonnées initiales de
chaque corps et par ses vitesses initiales suivant ces coordonnées.

On a presque toujours besoin de rapporter les corps du systeme a un
corps principal. Il suffit, pour cela, de retrancher les équations dillé-
renticlles de son mouvement suivant chaque coordonnée des équa-
tious dillérenticlles correspondantes du mouvement des autres corps,
dont on aura ainsi les équations diflérentietles velatives i leurs mou-
vements autour du corps principal. ’

On n’a pu obtenir jusqu'ici que sept intégrales des équations difle-
renticlles du mouvement du systeme. Les trois premieres sont finies
el ne sont qu'une traduction du beau théoreme de Newlon sur le mou-
vement du eentre de gravite d'un systeme de corps qui n'éprouvent
point d'actions étrangeres. Les quatre autres intégrales, données par
les principes des aires et des forces vives, sont dillérentielles du pre-
micr ordre; elles sont une générvalisation de la loi des aires proportion-
nelles aux temps et de expression du earré de la vitesse, que Newton
a trouvées dans le mouvement du systéme de deux corps. Le probleme
de ce mouvement est ainsi ramené i Uintégration d’équations dilléren-
ticlles du premicr ordre, qu'il est facile ensuite d'intégrer par les
quadratures. Cest ce que Newton a développé avec une grande élé-
wance, sous unc forme synthétique. Mais, dans le cas d'un plus grand
nombre de corps, le probleme présente d’extrémes difficultés. Heureu-
sement la constitution du systeme solaire apporte des simplifications
considérables qui permettent de vésoudre ce probleme par des approxi-
mations convergentes.

Les planttes, comme nous I'avons déja dit, se meuvent autour du
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Soleil, dans des orbes peu excentriques et peu inclinés a 'écliptique.
De plus, leurs masses sont fort petites relativement i la masse de cel
astre. En négligeant done leur action sur le Soleil el sur elles-mémes,
on a, par une premiere approximation, le mouvement elliptique dont
Newton a développé les lois.” Si 'on constdiere ensuite cette action, en
négligeant les careés et les produits des masses planélaires, on & une
seconde approximation, qui peut étre ordonnée suivant les puissances
¢t les produits des excentricités ct des inelinaisons des orbites. En con-
sidérant de la méme maniere les carrés et les produits des masses des
planétes, on obtient une troisicme approximation, et ainsi de suite. Le
mouvement des satellites autour de leur planite offre des simplifica-
tions semblables. L’action perturbatrice du Soleil est toujours peu
considérable par rapport it Paction dirvecte de la planete sur ces corps,
quoique 'action du Soleil sur cax soit fort grande. Mais, leur distance
ala pl:ﬁlillc ¢lant tres-petite relativement i la distance de la planite
au Soleil, cet astre attire & peu pres de la méme maniere la planete el
ses satellites, en sorte que la force perturbatrice de leurs mouvements
relatifs, qui n'est que la différence de ces diverses attractions du
Soleil, est fort petite par rapport a 'altraction de la planete sur ses
satellites. Malgré toutes ces simplilications, les divers problemes de
la théorie des perturbations des planetes et des satellites présentent de
grandes difticultés, dont la solution exige des considérations délicates
et minuticuses, soit pour choisir les coordonnées qui doivent donner
dans les divers cas les approximations les plus convergentes, soil pour
déméler dans le nombre infini des inégalités celles qui, quoique
res-petites dans les équations différentielles, acquierent par les in-
l(-;lgrulions de grandes valeurs et donnent ainsi la cause et les lois
des singularités observées par les astronomes dans les mouvements
célesles. '

Cesti la premiire pitee d’Euler sur les mouvements de Jupiter el
de Saturne qu'il faut rapporter les premieres vecherches sur les pertur-
bations des mouvements planétaives. Cette piece, couronnée par I'Aca-
démie des Sciences en 1748, fut remise au Secrétariat de cette Aeadeé-

i
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mie le 27 juillet 1747, quelques mois avant que Claivaut et ¢’ Alembert
communiquassent i I'Académie les recherches analogues qu’ils avaient
faites sur le probléme des trois corps, qu’ils nommerent ainsi parce
qutls avaient appliqué leurs solutions au mouvement de la Lune at-
tirce par le Soleil et par la Terve. Mais les dilférences de leurs mé-
thodes & celles d'Luleir prouvent qu'ils n’avaient rien emprunté de sa
picce. Elle fut imprimée en 1749, année ou parut I'Ouvrage de d’Alem-
bert sur la précession des équinoxes, et qui par la est remarquable
dans Phistoire de la Mécanique céleste.

Luler, ainsi que les géométres qui se sont occupés les premiers de
la théorie des perturbations, a choisi pour coordonnées celles que les
astronomes employaient alors dans les Tables astronomiques, savoir,
la longitude de la plauete comptée d'une droite invariable prise sur un
plan fixe, son rayon vecteur, U'inclinaison de I'orbite au méme plan
et la longitude de son naeud ascendant. Mayer a le premier introduit
directement dans les Tables la latitude, au licu de ces deux dernieres
coordonnées, ce ui est plus commode pour le caleul des perturba-
tions ct pour les ealculs astronomiques. Euler donne entre les quatre
coordonnées dont il fait usage et le temps, dont il suppose I'élément
constant, quatre équations différenticlles. Les deux premieres, rela-
tives i la longitude de la planéte et a son rayon vecteur projeté surle
plan fixe, sont dilférentielles du second ordre. Les deux autres équa-
tions sont relatives a I'inclinaison de 'orbite et i la longitude de son
nceud : elles sont différentielles du premier ovdre. Euler ne donne
point, dans sa piece, I'analyse qui I'a conduit & ces équations. La Com-
mission nommée par I’Académie pour juger cetle picee, et dont Clairaul
et d’Alembert étaient membres, persuadée que la formation d'équa-
tions dilférenticlles propres aux approximations et aux usages astrono-
miques était 'un des points les plus intéressants de la théorie des
perturbations, témoigna ses regrets de ce que 'auteur se [t contenté
de présenter ces équations sans les démontrer. L'analyse par laguelle
il ¥ est parvenu est exposée dans deux de ses Mémoires, dont le premier
parul en 1749 dans les Mémoires de I’ Académie de Berlin pour la méme
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année; le sccond parut en 1750 dans le Volume des Mcmoires de
I Académie de Pétersbourg pour les années 1747 et 1748. On ¥ voil que
le procédé d'Buler consiste i transformer les équations diflérenticlles
du second ordre, relatives aux coordonnées paralleles a trois axes
fixes perpendiculaires entre cux, en quatre autres qui se rapportent
aux coordonnées précédentes, et & combiner ces équations difléren-
ticlles ainsi transformées, de maniere & obtenir les équations différen-
tielles qu'il a présentées dans sa piece. Le premicer des deox Mémoires
cités est surtout remarquable en ee que ce grand géométre v parvient
aux équations différenticlles du premicr ordre de Pinelinaison et de
la longitude du neud en faisant varier les constantes avbitvaires qui
expriment ces deux éléments dans I'orbite invariable : ¢’est le premier
essai de la méthode de la variation des constantes arbiteaires.

Euler considere d’abord les perturbations indépendantes des excen-
(ricités el des inclinaisons. Pour cela, il développe les forees pevturba-
(rices en sinus ¢l cosinus d’angles croissants comme le temps. Mais
ce développement, sans lequel Ta formation des Tables astronomiques
des planttes devenait impossible, présentait une difliculté que ce grand
géomelre a Ires-heureusement surmontée. Elle consiste a développer
les puissances du radical, qui exprime la distance mutuelle des deux
planttes, dans une séric d’angles multiples de leur ¢longation. Luler
donne des expressions élégantes des divers termes de ce développe-
ment et, de plus, une relation tres-simple entre (rois termes conséeu-
tifs, au moyen de laquelle on peut facilement conclure des deux pre-
miers lermes tous les suivants. [l fait la remarque importante que
cetle série, quoique peu convergente pour Jupiter et Saturne, le
devient heaucoup par les diviseurs ue ses divers lermes acquitrent
en vertu des intégrations.

Euler ne considere, dans sa picee, que les perturbations du mouve-
ment de Saturne par Paction de Jupiter. Il suppose d’abord les deux
orbites dans un méme plan, et il détermine les pevturbations du rayon
vecleur et de la longitude en faisant abstraction des excentricités des

orbites. Les résultats auxquels il parvient sont peu dillérents de eeux
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que jai donnés dans le Livee VI 1l considere ensuite les inégalités
dépendantes des excentricités des orbites. lei, de graves erreurs de
caleul, qui ne tiennent point & sa méthode, rendent ses résultats
inexacts. Les deux seules inégalités de ce genre qu'luler détermine,
¢l qut sont en effet les plus grandes de cet ordre, ont pour argument,
la premiere Pélongation de Saturne & Jupiter moins 'anomalie de
Saturne, la seconde le double de cette élongation moins I'anomalie de
Jupiter. Il trouve i celle dernitre inégalité un signe contraire i son
véritable signe. La comparaison des observations avee sa formule de
la longitude de Saturne lui fit voir qu’elles s’en écartent considéra-
blement, mais qu’elles s’en rapprochent beaucoup si 'on change le
signe de cette inégalité. Soupconnant alors qu'il s'était trompé dans
son caleul, il le revit, mais sans en reconnaitre erreur, et il en con-
clut que la lot newtonienne de Pattraction réciproque au carré des
distances devait étre modifiée. Dans le méme temps, Clairaut tira la
méme conclusion en appliquant 'analyse différentielle au mouvement
de Tapogée Tunaive. Mais cet illustre géometre, ayant porté plus loin
les approximations, reconnut bientot ue la loi newtonienne donne le
véritable mouvement de cet apogée. Des lors Lous les géometres et Euler
lui-méme admirent cette loi sans aucune restriction, quoique plusicurs
phénomenes astronomiques, tels que les grandes irrégularités de Ju-
piter et de Saturne et aceélération du moyen mouvement de la Lune,
leur parussent inexplicables en vertu de cette loi : plutot que de la
maodifier, ils préférerent de recouriv i des causes élrangeres.

Euler détermine le mouvement de Vaphélie de Saturne, mats sa
formule est inexacte. En considérant les inégalités dépendantes de
'excentricité de Uorbite de Jupiter, Pintégration des équations diffé-
renticlles Tui donna une inégalité en longitude, dont le coeflicient
croil proportionnellement au temps et dont Pargument est la distance
de Saturne @ Paphélie de Jupiter. Lapparition de cet are de cerele
I'embarrassa; mais, dans un Supplément a sa piece, il reconnut que,
cetle inégalité atleignant son maximum dans le méme temps, i peu

pres, que équation du eentre de Saturne, elle pouvait étre représentée
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par une diminution séculaire de I'excentricité de 'orbite de cette pla-
nete. On verra bientot par quel moyen ce grand analyste a fait dispa-
raitre cel arc.

Enfin Buler détermine les variations du nceud et de Pinclinaison
de 'orbite de Saturne sur l'orbite de Jupiter, supposée fixe. 1 fait voir
que I'inclinaison moyenne reste constante, mais que le nwud rétro-
grade sans cesse, ¢l il donne I'expression exacte de ee mouvement
rétrograde. En transportant ses formules au mouvement de Porbite
terrestre produit - par I'action de Jupiter, 11 en conelut la variation
correspondante de la latitude des étoiles, et il en forme une Table
dont I'argument est la longitude de I'étorle. Ce grand géometre n'ayant
point eu égard a I'action de Vénus, dont Uinfluence sur ce phénomene
est plus grande que celle de Jupiter, sa Table est incomplete; mais elle
est la premiere de ce genre.

Cette picee d'Euler étant le premier pas que on a fait dans la théo-
rie des perturbations planétaires, jat cra devowr en donner une ana-
lyse étendue. L'auteur y a tracé la route lIa plus divecte et la plus
simple pour arriver aux divers résultats de cette théorie. I a surmonté,
par son génie ct par son profond savoir en Analyse, des obstacles qui,
des les premiers pas, auraient arrété la plupart des géométres. Enfin,
il a donné les formules des mégalités périodiques et séeulairves du mou-
vement des planetes, dont plusicurs sont fautives, mais qu'il serait
lacile de reetifier en suivant ses méthodes analytiques.

L’Académice, en couronnant la piece dont je viens de parler et vou-
lant donner a la théorie dont elle est I'objet une plus grande perfection,
proposa cetle théorie pour le sujet du prix de Mathématiques qu’elle
devait déeerner en 1750. Aucune picee digne du prix ne lui étant par-
venue, elle remit le méme sujet pour le prix de Pannée 1752, qui lut
adjugé & une seconde picce d’Euler. Ce grand géometre part des équa-
tions diltéventiclles de sa premiere piece, mais il les tansforme en
d'autres dans lesquelles I'élément de I'élongation de Saturne & Jupiter
est supposé constant. Il considere simultanément les mouvements des
deux planetes, et il détermine lewrs inégalités indépendantes des
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excentricités. Passant ensuite aux inégalités dépendantes des excen-
tricités, 1l cherche & obtenir des intégrales sans ares de cerele,’ el
pour cela il emploie un moyen tris-ingénieux et peut-étre le plus
diveet et 'le plus simple que 'on puisse imaginer. On sait que, si
'on néglige le carré de I'excentricité, la partie elliptique du rayon
veeteur d'une planete se réduit au produit de I'excentricité “par le
cosinus e la distance de la plantte i son aphélie. Euler concoit,
dans le rayon vecteur de Jupiter, deux termes semblables rap'pi)rlés
a deux aphélies dilféerents, ce qui revient a supposer une double
excentricité a P'orbite. La partie clliptique du mouvement de la pla-
nete en longitude est alors formée, comme dans le mouvement ellip-
tique simple, des termes elliptiques du ravon vecteur, dans lesquels
on change les cosinus en sinus, en leur donnant pour cocfficients le
double de ceux des cosinus, pris avec un signe contraire. Euler
suppose les parties elliptiques du rayon vecteur et de la longitude de
Saturne formées de termes semblables rapportés a ces deux aphélies.
En substituant, dans l'équation diflérenticlle du rayon vecteur de
Jupiter, les termes relatifs & P'un de ces aphélies, la comparaison des
mémes cosinus lui donne une expression du mouvement de cet aphélie,
qui contient le rapport de I'excentricité de 'orbite de Jupiter relative
A cet aphélie i 'exeentricité correspondante de Vorbite de Saturnc.
La méme substitution dans I'équation différentielle du rayon vecteur
de Saturne lui donne une seconde expression du mouvement de cet
aphélie, parveillement dépendante du rapport des excentricités. De la
comparaison de ces deux expressions il obtient, pour déterminer ce
rapport, une équation du second degré, dont il choisit une des racines,
qu'il substitue dans ces expressions pour avoir le mouvement de
I'aphélie. En considérant de la méme maniere les parties elliptiques
relatives & I'autre aphélie, Euler parvient & une autre équation du
sccond degré, qui détermine le rapport des deux excentricités des
orbites correspondantes 2 cet aphélie. Les racines de celte équaltion
sonl imaginaires; mais il les rend réelles et égales par un léger chan-
gement dans les valeurs des masses des planttes. On est étonné qu'un
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aussi profond analyste n’ait pas cherché ce que signifiait la racine qu'il
néghgeait et ce qui devait faire préférer 'autre racine. Mais, s'il cil
bien fait son caleul, il aurait trouvé que les deux ¢quations du second
degré qu’il obtenait n’en forment qu’une, dont les deux racines sont
réelles et donnent les rapports des excentricités correspondantes dans
les deux orbites. Luler, malgré I'inexactitude de ses vésultats, fit, par
la considération d’une excentricité multiple des orbites, une découverte
importante, dont le développement a démontré la stabilité du systeme
du monde. Ce grand géometre prouve que les excentricités et les posi-
tions des aphélies de Jupiter et de Saturne, déterminées par les astro-
nomes, varient sans cesse, mais inégalement dans les dilférents siceles,
etequ’elles se rétablissent dans une période d’environ trente mille ans.
Il en conclut, dans la longitude des deux planttes, une grande ing-
galité séculaire, la méme pour chaque planete, maintenant additive i
leur longitude, et qui se rétablit dans la période précédente. Les obseir-
vations semblaient indiquer, au contraire, une accélération dans le
mouvement de Jupiter et un ralentissement dans celui de Saturne;
mais les recherches ultéricures ont prouvé que cetle inégalité intro-
duite par Luler n’existe pas.

D’Alembert publia, en 1754, les deux premiers Volumes de ses fle-
cherches sur le systéme du monde. 11 v appliqua au mouvement des
planetes, troublé par leur action mutuelle, les formules par lesquelles
il avait caleulé les mouvements de la Lune. Mais il n’a rien ajouté aux
recherches ’Luler, si ce n'est la remarque de la rvelation qui existe
entre les termes de la série dans laquelle Euler avait développé une
puissance quelconque du radical qui exprime la distance mutuelle de
deux planetes et les termes de la série de ce développement lorsqu’on
diminue de P'unité cette puissance. On doit encore i ce grand géo-
metre, pour calculer les perturbations du mouvement d'une planete
par I'action de ses satellites, perturbations qu’LEuler n'avait point con-
sidérées, le moyen le plus simple, fondé sur Ie mouvement i tris-peu
pres elliptique du centre commun de gravité de tous ces corps autour
du Soleil. D’Alembert avait fait disparaitre, par un moven ingénicus,

QFusres de L. — V. 11/'
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Fare de cercle que sa méthode d’intégration introduisait dans Fexpres-
sion du rayon veeteur de la Lune. Il pensa que le méme moyen peut
ctre appliqué au mouvement des planetes. Mais ce moyen ne réussil
quautant que F'are de eerele est introduit par le mouvement de Papo-
gée, ce qui a licu pour la Lune. Si 'ave dépend de ee mouvement et
d"une variation séculaire de I'exeentricité, ce qui a licu pour les pla-
neles, le moven proposé par d’Alembert ne réussit plus, et la question
devient beaucoup plus difticile. On vient de voir par quel artifice Luler
I'a résolue. D’ Alembert, membre des Commissions nommées par I'Aca-
démie pour juger les pitees d’'Luler, ne parait pas avoir remarqué cet
artifice; mais ce qui doit surprendre, ¢’est qu’Euler lui-méme n’en ail
pas senti limportance et qu'il n’ait pas cherché & 'étendre au systigne
enticr des planetes.

En 1756, I'Académie des Sciences couronna une (roisicme picce
{'Euler sur les inégalités du mouvement des planétes, produites par
leurs actions réciproques. La méthode que ce grand géomelre v expose
est tres-belle et fort importante dans la Mécanique céleste. Elle consiste
a regarder les ¢léments du mouvement elliptique comme variables en
vertu des forees perturbatrices. Ces ¢léments sont: 1° le grand axe de
Forbite qui donne, parla loi de Kepler, le rapport de la différentielle
de la longitude moyenne i Pélément du temps; 2° Uépoque de cetle
longitude; 3° I'excentricité de Porbite; 4° la longitude de Faphélie;
5 P'inclinaison de Porbite & un plan fixe; 6° la longitude de son
nweud. Euler se propose de déterminer les variations que les forees
perturbatrices introduisent dans ces éléments. 11 T'avait déja fait,
comme on I'a vu ci-dessus, par rapport a I'inclinaison el & la longi-
twle du neud de Forbite. Pour cela, il considere qu'a la fin d’un
mstant infiniment petit Pexpression de la tangente de la latitude peut
¢lre censée appartenir également au plan de Porbite de cet instant et
au plan de Porbite de I'instant suivant. En différentiant I'expression
de la latitude dans Uhypothise des deux éléments constants, on a la
ditférentielle relative d Porbite invariable pendant un instant. En dil-

férentiant la méme expression dans 'hypothese oi la longitude et les
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¢léments varient, on a la différentielle relative a Porigine de P'instanm
suivant. En égalant ces deux différentielles, Euler obtient une équa-
tion entre les dilférenticlles de Tinclinaison et de la longitude du
neeud. 11 différentie de nouveau la différentielle de la tangente dé la
latitude, obtenue dans la premiere hypothese, ce qui lui donne entre
les dillérentielles de ces éléments une seconde équation, dans laguelle
il substitue, au licu de la différence seconde de la tangente de Ia luti-
tude, sa valeur donnée par les équations diflérentielles du mouvement
de Ia planete.

La méthode suivie par Euler, pour déterminer les variations des
autres élements du mouvement elliptigue, n’est pas aussi direete que
la précédente; mais, au fond, elle revient au méme. Le plan anquel ce
grand géometre rapporte d’abord les coordonnces est celui de I'ovbite
de la planete dont il considere les perturbations. I suppose ce plan
lixe, ¢c¢ que 'on peut faive dans le caleul du rayon veetenr et de la
longitude, du moins si I'on néglige le carré de la loree perturbatrice.
H détermine les expressions diflérentielles de ces deux coordonnées,
dillérenticlles que I'on déduit immédiatement du principe des aives ¢l
du principe des forees vives. Ensuite il considere 'expression ellip-
lique da rayon vecteur, qui, comme 'on sait, est égal au parametre
divisé par F'unité diminuée du produit de Pexcentricité par le cosinus
de I'anomalie rapportée a Paphélie. 11 dillérentie cette expression en
supposant les éléments constants; en comparant ensuite cetle dilféren-
ticlle & celle du rayvon vecteur qu’il a trouvée en fonction des forees
perturhatrices, il détermine le paramitee et Pexcentricité de manieve
a faire coincider ces différenticlles, ce qui lui donne les expressions
de ces deux éléments. Euler en conelut la diflérenticlle du quotient
de N'unité divisée par le grand axe. 11 est facile de s'assurer qu'elle
est une dillérence exacte des coordonnées de la plantte troublée, ve-
sultat important auquel Lagrange est parvenu d'une maniere divecte
et d'olt il a conclu, comme nous le divons biento(, 'imvariabilite des
moyens  mouvements planétaives. La diflérentielle de Iexpression
cllipuque du rayon vecteur, prise en v faisanl varier les éléments

4
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et Panomalie, donne la différenticlle de anomalie, qui, retranchée
de la dillérentielle de la longitude, donne la dillérentielle de la longi-
tude de Paphélie. Euler ne considere point la variation de I'époque, ce
qui rend incomplite sa théorie de la variation des ¢léments elliptigues.

Dans I'évaluation des forces attractives, Euler rapporte le mouve-
ment de la planete troublée au plan de la planete perturbatvice ; mais
tl observe que la projection de Uellipse de la planete troublée sur ce
plan est une ellipse dans laquelle, le Soleéil n’étant plus au fover, les
lois de Kepler ne sont point observées autour de ce point, ce qui com-
plique les ealeuls. 1 juge done avee raison que, dans le ealeul des
perturbations du rayon vecteur et de la longitude, il convient de rap-
porter le mouvement de la planete troublée auw plan de son orbite. 11
v a de avantage d rapporter ce mouvement au plan de Porbite de la
planite perturbatrice, dans le caleul des vaviations de I'inelinaison de
orbite et de ses neeuds, et sur ecet objet il parvient aux résultats de
s premicre piece.

Plusicurs des formules de ee grand géomitre sont incomplites;
ainsi Pexpression qu'il donne du mouvement de I'aphélie ne venferme
point Ia partic de ¢e mouvement dépendante du rapport de I'excen-
tricité de I'orbite de la planete perturbatrice a celle de T'orbite de Ia
planete troublée. En général, dans cette piece comme dans les denx
précédentes, le mérite des méthodes fait regretter que leur auteur ait
élé souvent, par de nombreuses creeurs de caleul, conduiti des résul-
tats tautifs, qui 'ont peut-étre empéché Tui-méme de reconnaitre fes
avantages de ces méthodes, sur lesquelles il n'est plus vevenu.

Enfin, Euler termine sa piece par une application étendue de ses
lormules au mouvement de la Terve. En partant de suppositions asscz
veaisemblables sur le vapport des masses des planetes a la masse du
Soleil, 1l détermine la variation séculaire de Uobliquité de 1'éclip-
tique, qu'il trouve de 48” sexagésimales, ce ui s'éearte fort peu des
observations. I a mis par [ hors de doute la diminution séculairve de
cette obliquité, que de savants astronomes regardaient alors comme

inecertaine.



LIVRE XV. 319
Cesta fort peu pres i ces trois pitees que se réduisent les travaux
@'Luler sur la théorie des perturbations du mouvement des planites.
On n’a rien ajoulé i cette théorie jusqu'aux rvecherches de Lagrange,
public¢es dans le Tome 11 des Melanges de la Société Rovale de Turin,
qui parut en 1566. Lagrange y considere les objels traités par Euler
dans sa deuxieme et dans sa (roisieme piece, savoir, la vartation des
élements du mouvement elliptique et le moyen d'intégrer les ¢qua-
tions diflérentielles du mouvement des planites sans introduire d'ares
de cercle dans les intégrales. Lagrange ne parait pas avoir connu ces
picces d'Luler, qui n'ont été publices qu'en 1769. Pour obtenir les
variations diflérenticlles des éléments du mouvement clliptique, La-
grange ¢tend au vayon veeteur les mémes considérations par lesquelles
Luler, dans les Mémoires de U Académie de Berlin pour l'année 1550,
avail déduit de U'expression de la latitude les variations dillérenticlles
de Tinclinaison de Porbile et du necud. 1 diflérente I'expression
clliptique du rayon vecteur, et il égale i zéro la partie de cette diflé-
rentielle qui dépend des variations de 'excentricité et de la longitude
de I'aphélie, ce qui lui donne une premiere équation entre les diffé-
renticlles de ces éléments. La diflérenticlle du ravon veeteur devient
ainsi la méme que dans Pellipse invariable. 11 la différentic de nou-
veau, et il obtient entre les variations des deux mémes éléments une
scconde équation, dans laquelle il substitue, au lieu de la différence
scconde du rayon veeteur, sa valeur donnée par les ¢quations dilliéren-
ticlles du mouvement de la planéte. Mais ces ¢qualions sonl inexacles,
parce qu’elles ne venferment point la variation du grand axe, 2 laquelle
Lagrange n’a point cu égard, non plas qu'a la variation de I'époque.
Le moyen par lequel Lagrange obtient les intégrales du mouvement
des planttes sans ares de cevcle, quoique beaucoup moins simple que
celul d’Euler, est tres-igénicux. 1l consiste i ¢galer chaque terme
des équations dillérentielles des mouvements de Jupiter et de Saturne
@ une nouvelle varviable, & dillérentier ees variables et leurs valeurs,
¢t combiner les ¢quations qui en résultent avee les ¢quations diflé-

rentielles des eoordonndées des planétes, de manivre & obtenir, enlre
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toutes ces variables, un systeme d’équations dilférenticlles linéaives a
cocficients constants, qu'il integre pav un procédé fort simple. i
détermine ainsi les rayons veeteurs des deux planttes et il est conduit,
par son analyse, aux deux excentricités qu’Luler avait imaginées pour
chaque planete. Mais, son caleul élant exacl, il ne trouve qu'une scule
¢quation du second degré pour déterminer les rapports des excenlri-
¢ités des orbites des deux planetes, relatives au méme aphélhie. En
appliquant cette méthode aux équations dillérentielles de la latitude,
ce grand géometre représente la latitude de ehaque planete au moyen
de deux inclinaisons rapportées i deux neeuds dillérents, et il déter-
mine, par les racines d'une scule équation du second degré, les rap-
ports des inclinaisons des orbites des deux planetes, velatives au méme
neeud. En développant ses formules en séries, il donne les expressions
analytiques et numériques des variations séeulaives des excentricités.
des aphélies, des inclinaisons et des nacuds des orbites de Jupiter et
de Saturne, expressions dont j'ai reconnu I'exactitude. 11 parvient
enfin i deux équations séculaires proportionnelles au earré du temps,
I"'une additive i la longitude moyenne de Jupiter, ["autre plus grande et
soustractive de la longitude movenne de Saturne. Euler, comme nous
Pavons dit, trouvait ces indégalités les mémes et toules deux additives
A la longitude. Mais le vésultat de Lagrange, quoique plus conforme
que celui d'Euler i ee que les observations semblaient indiquer, n’en
esl pas plus exacl.

Je présentai en 1573, A PAcadémie des Seiences, mes premieres
recherches sur le systeme du monde. Elles ont paru dans le Volume
des Mémoires des Savants élrangers de la méme année, qui n'a élé
publi¢ qu'en 1756, Mon objet principal, dans ces recherches, a été de
douner les expressions exacles des inégalités séeulaires du mouvement
des planetes. Frappé des diflérences quiollraient a cet égard les expres-
sions trouvées par Luler el Lagrange, el considérant u'ils avaient
néglige plusicurs quantités du méme ordre que celles dont ils avaient
tenu compte, je déterminai ces expressions avee atlention la plus

scrupuleuse. Celle du moyen mouvement était surtout importante



LIVRIE XYV, 351

dans IAstronomic; elle paraissait fort sensible dans le mouvement de
Saturne. En substituant dans ma formule les valeurs numériques des
quantités relatives i 'action de Jupiter sur cette planéte, je lus surpris
de trouvér un résultat nul, et jen conclus que 'action de Jupiter n'al-
tere point le mouvement moyen de Saturne. Une substitution sem-
blable, relative & Paction de Saturne sur Jupiter, me donna pareille-
ment un résultat nul. L'égalité & zéro de ces deux résultats me fit
soupconner qu'elle ne tenait point aux valeurs propres des éléments
de ces deux planetes et que Pexpression analyvlique elle-méme élait
identiquement nulle. Cette expression renferme un nombre considé-
rable de termes, multipliés par les coellicients des angles multiples de
I'élongation des deux planetes dans le développement des puissanees
du radical qui exprime leur distance mutuelle. On a vu que ces coelli-
cients ont entre cux des rapports lels, que, si le premier et le seeond
coelticient du développement de 'une de ces puissances sont donnés,
on peul en conclure tous les autres. La formule analvtique de P'inéga-
lité séculaire du moven mouvement pouvait ¢étre ainsi réduite & ne
renfermer que ces deux coeflicients. Je reconnus que, par celte réduc-
tion, chacun de ces cocllicients disparaissait, et que la formule se
réduisait i zérvo. 11 fut ainsi bien prouvé que Paction mutuelle des
planttes ne produit auncune altération séculaire dans leurs moyens
mouvements, du moins en néghgeant les carrés et les produils des
masses des planites, et les produits de quatre dimensions des excen-
teicités et des inclinaisons des orbiles; cav il est facile de s’assurer
que les quantités de dimensions impaives de ces éléments ne peuvent
entrer dans 'expression analylique de inégalite séculaire du moyen
mouvement. Celasullisait aux hesoins de PAstronomie et montrait qu’il
fallait chercher ailleurs que dans 'action mutuelle des planetes la
cause des inégalités séeulaires que les observations parvaissaient indi-
quer dans les mouvements de Jupiter el de Saturne.

Ln réduisant d’une manmere semblable les expressions analytigques
des in¢galités séculaires de Uexcentricité et de aphélie, je leur donnai
la forme la plus simple.
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Je discutai, dans le Mémoire qui contient ces recherches, le prin-
cipe de Ia gravitation universelle et la maniere dont il avait été em-
ployé par Newton et par ses successeurs. La pl'opagalidli'inélahianéo
qu’ils supposaient i celte force me parut peu vraisemblable. Déjia
Danicl Bernoulli avait soupconné que le retard d’environ un jour el
demi des plus grandes marées sur les instants des syzygies pouvail
dépendre du temps que Pattraction de la Lune emploie & se transmettre
a la mer. Une transmission ausst lente n’est pas, sans doute, ad-
missihle; mais eette transmission,” quoique “incomparablement plus
promple, peut cependant étre successive, et il était intéressant d'en
caleuler les eflets. Je trouvai que son effet le plus sensible serait une

,

inégalité séculaive dans le moyven mouvement de la Lune, eroissante
comme le carré du temps, et que, pour expliquer par ce moyen F'iné-
aalité déduite des observations par Maver, il fallait supposer i I'attrac-
tion Lerrestre une vitesse de transmission pres de huit millions de lois
plus grande que celle de la lumitre. Maintenant que nous connaissons
la vraie cause de I'équation séeulaire de la Lune, nous pouvons allir-
mer que la premiere de ces vitesses esl au moins cinquante millions
de fois plus grande que fa seconde.

Lagrange envova en 1774, a I'Académie des Sciences, un beau
Mémoirve sur les variations des inclinaisons et des neeuds des orbites
planétaives, Mémoire qui parut dans le Yolume de I'Académie de la
méme année. Ce grand géomélre ¥ détermine les mouvements des
orbites par la méthode de la varviation des éléments; mais, au licu de
linclinaison et de la longitude du necud, il considere deux autres
variables, qui sont les produits de Pinclinaison par le sinus el par le
cosinus de la longitude du naud, et il détermine leurs expressions
diflérentielles. Cette transformation des variables, dont il a fait ensuite
un heurcux usage dans sa théorie de la libration de la Lune, a 'avan-
tage de réduire les équations dillérenticlles qui déterminent les incli-
naisons et les neeuds d'un systeme d’orbites @ des équations dilléren-
tielles linéaives & coefficients conslants et dont le nombre est double

de celui des planetes. Avant ramené les vaviations séculaires de P'ex-
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centricité et de la longitide dupérihélie i leur forme la plus simple, il
me devint facile de leur appliquer une transformation analogue, cn
considérant; au licu de ces deux variables, les produits de Fexeentvi¢ité
par le sinus et par le cosinus de la longitude du périhélie. Yen con-
clus les variations séculaires de ces nouvelles variables. Je considérai
ensuile ces vaviations comme 'le développement en série de ces va-
riables suivant les puissances du temps; or le coefficient de la premiere
puissance du temps dans ce développement est la différentielle de la
variable, divisce par I'élément du temps; j'égalai done ee quotient au
cocflicient du temps dans expression de l'inégalité séeulaive de Ia
variable, ce qui me donna une équation linéaire du premier ordre
entre les variables. L'autre variable me donna une ¢quation pareille.
In étendant la méme considération a toutes les variables semblables
un systeme queleonque de planites, j'obtins, pour les déterminer,
un nombre d’équations différentielles linéaires du premier ordre
double de cclui des planetes, el je fis ainsi disparaitee les ares de cerele
introduits par 'intégration des équations dillérenticlles suivant la mé-
thode ordinaire, qui a Pavantage de conduire par la voie Ia plus simple
aux approximations les plus convergentes et les plus appropriées aux
usages astronomiques. Je publiai dans la premiire Partie des Mémoires
de I Académic des Sciences pour I'année 17752, ot qui parut en 1556,
ces résultats et cette nouvelle méthode de faire disparaitre les ares de
cerele, puisée dans la nature méme des séries. La forme rés-simple des
¢quations diflérentielles des éléments elliptiques auxquelles jétais
parvenu me it reconnaitre un des éléments les plus importants du
systtme du monde, sa stabilité. Ces ¢quations étant linéaires i coefli-
cients constants, leur intégration donne I'expression finie de chacune
des vaviables par une suite de sinus et cosinus d’angles croissant pro-
portionnellement au temps, et dont les coefficients du temps dans
chaque angle sont les racines d’une équation algébrique d'un degré
¢gal au nombre des planites. Si toules Ies racines sont réelles el ing-
gales, ces diverses expressions sont périodiques et les variables restent
toujours fort petites; le systeme des planttes ne fait done alors (qu’os-
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ciller autour d’un état moyen, dans d’étroites limites. Mais, si quelques-
unes des racines élaient imaginaires ou égales entre elles, les sinus
et les cosinus correspondants se changeraient en exponentiellés ou en
ares de cercle, qui, croissant indéfiniment avee le temps, donneraient
aux variables de grandes valeurs et changeraient considérablenient la
forme des orbites. Heureusement, je suis parvenu d'une maniere fort
siniplv. exposée dans les Mémoires de I’ Académic des Sciences pour
'année 1784, d faire voir que, quelles que soient les masses des pla-
netes, pourvu qu'elles soient fort petites par rapport a la masse du
Soleil, par cela seul qu'elles se meuvent toutes dans le méme sens
autour de cet astre et dans des orbes presque circulaives et peu inceli-
nés entre enx, 'équation algébrique dont je viens de parler n'a que
des racines réclles et inégales. n appliquant les mémes raisonnements
aux équations dilférentielles relatives 2 Uinclinaison et a la longitude
du neeud, j'ai trouvé pareillement que les racines de Péquation algé-
brique dont dépendent leurs intégrales sont réelles et inégales, el
qu'ainsi les inclinaisons des orbites sont toujours fort petites. De Ia il
suit que le systeme des planites est stable. Comme les systemes des
satellites satisfont a la condition que tous les salellites de chaque sys-
teme se meuvent dans le méme sens autour de leur planete, on peut
affirmer, quoique leurs masses soient pour la plupart inconnues, que
ces divers systemes jouissenl de la méme stabilité que celui des pla-
netes.

Je développai, dans la seconde Partie des Mémotres de U Academic des
Sciences pour l'année 1772, la méthode précédente de faive disparaitre
les ares de cerele des intégrales, en faisant varier les éléments, et je
I'étendis aux équations différentielles d'un ordre quelconque. Cette
maniere de faire varier les constantes arbitraives dilfere de celle
qu'Euler avait employée, en ce qu'elle ”embrasse que les inégalités
dont la période est indépendante de la configuration mutuelle des
planétes, ce qui apporte une grande simplicité dans les caleuls. Elle
s'étend 2 tous les cas ol les éléments d'un systeme de corps éprouvent

par des causes quelconques, telles que la résistance d’un milieu vare,
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des altérations ¢ui ne deviennent sensibles qu’apres un long intervalle
de Lemps.

l*‘onlaipe remarqua, le premier, qu'une équation différenticlle d'un
ordre quelconque a autant d’intégrales de l'ordre inférieur qu'il y a
d"unités dans son ordre. Lagrange, dans sa picce sur les perturbations
des eometes, qui remporta en 1980 le prix de 'Académie des Sciences,
el dans les Mémoires de Berlin pour Pannée 1782, considéra sous ce
point de vue général les intégrales des équations différentielles du
mouvement des planttes. Le mouvement d’'une planéte soumise a la
seule attraction du Soleil est donné par trois équations différentielles
du second ordre, dont les trois intégrales finies renferment, par consé-
quent, six constantes arbitraires, qui sont les éléments du mouvement
clliptique. En différentiant ees inlégrales, on a six équations, au moyen
" desquelles on peut, par I'élimination, déterminer chaque ¢lément en
fonction des coordonnées du mouvement de la planete et de leurs dil-
[érentielles divisées par I'élément du temps. Lagrange congoil que ces
six équations différenticlles du premier ordre ont également lieu dans
l'ellipse invariable et dans 'cllipse troublée, mais que, dans ce dernier
cas, les éléments sont variables. Pour avoir les différentielles des élé-
ments, il fait tout varier en différentiant chacune de ces intégrales du
premier ordre, et il substitue apres la différentiation, au liéu de la dif-
(érence seconde de chaque coordonnée, sa valeur donnée par les équa-
tions différentielles du mouvement de la planete troublée. Il obtient
ainsi la difTérentielle de chaque élément. Ensuite il observe que, dans
la substitution de la valeur de la dillérence seconde de chaque coor-
donnée, on peut ne considérer que la partic de cette valeur due aux .
forces perturbatrices, I'autre partic devant disparaitre dans I'expres-
sion de la diflérenticlle de I'éléinent, puisque cette expression serait
identiquement nulle si ces lorces n'existaient pas. Lagrange, dans sa
picce sur I'équation séculaire de la Lune, qui remporta en 1774 le
prix de I'Académie des Sciences, exprima les forces altractives, décom-
posées suivant la direction des coordonnées, par les différences par-
ticlles d’une fonction prises par rapport a ces coordonnées. Si 'on rap-
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porte le mouvement du point attiré au centre de gravité du systéme
de corps, cette fonetion est la somme des molécules attivantes, divisées
respectivement par leurs distances au point attivé. Si Pon rapporte le
mouvement au centre de P'un des corps du systeme, considéré comme
immobile, il faut ajouter & celle somme la demi-somme des produits
de chaque moléeule perturbatrice attirante par le carré de sa distance au
pointattiré, diminué des carvés des distanees de la molécule et du point
au centre du corps supposé immobile, chacun de ces produils étant
divisé par le cube de la distance de la molécule attivante a ce méme
centre. Je nommerai celte fonclion fonction perturbatrice. La propriélé
dont elle jouit, d'exprimer par ses dilférences partielles les forces
perturbatrices du mouvement du point attivé, simplifie extrémement
les calenls et donne i leurs vésultats une forme qui fail voir facilement
leurs rapperts, surtout quand on considere une infinité de moléeules
attivantes ou atlirées, comme dans les théories de la figure des pla-
netes, du flux et du reflux de la mer, et de la précession des équi-
noxes. Son introduction dans la Mécanique céleste est, & cause de son
ulilité, une véritable découverte.

Lagrange, en appliquant la méthode précédente de la variation des
¢léments elliptiques & Pexpression du quotient de Punité divisée par le
arand axe, reconnut que la dillérentielle de cette expression, prise en
moins, est la diflérenticlle exacte de fa lonetion perturbatrice, prise par
rapporl aux scules coordonnées de la planete troublée. Si 'on déve-
loppe cette fonction dans une série de sinus et de cosinus d'angles
eroissant proportionnellement au temps, et si Pon néglige le corré des
forees perturbatrices, on obtient cette différenticlle en ne faisant va-
rvier, dans ces sinus et cosinus, que les angles ui se rapportent & la
planete. Lagrange en conclut que I'expression du grand axe ne con-
tient que des inégalités périodiques, et gu’ainsi la longitude moyenne
que P'on en deéduit par les lois de Kepler ne eontient elle-méme que
des inégalités de ce genre el ne renferme point d’inégalités séeulaives.
e théortme, auquel j'étais parvenu en négligeant les produits de

quatre dimensions des excentricités el des inclinaisons des ovbites, fut
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amnsi non-seulement confirmé par ce grand géometre de la maniere ka
plus élégante et la plus simple, mais encore étendu i des excentricités
ct & des inclinaisons quelconques.

Jai fait voir dans le Livee VI que, en avant égard aux carvés et aux
produits des masses de Jupiter ¢t de Saturne, leurs grandes inégalités
n'alterent point ce résultat: M. Poisson est ensuile parvenu, par une
savante analyse inséréc dans le Tome VI du Journal de I Ecole Poly-
technigue, v démontrer généralement que le carré de la force perturha-
trice n'introduit que des quantités périodiques dans Pexpression de
la longitude moyenne, résultat important dans I'Astronomie, paree
qu’une incégalité séeulaire dans Pexpression dillérentielle du grand axe,
quoique multipliée par le carré des masses planétaives, donnerait.
par la double intégration qu’elle subit dans 'expression de Ta longi-
tude movenne, une inégalité du méme ordre que 'inégalit¢ du mou-
vement clliptique dont T'argument est le double de I'anomalie. Ces
recherches de M. Poisson ct celles qu'il a publiées dans le meme
Volume sur la précession des équinoxes et sur 'uniformité de la rota-
tion de la Terre lui ont acquis de justes droits & la reconnaissance dex
gcometres et des astronomes.

Le résultat précédent cesse d’avoir licu si les moyens mouvements
ont ‘entre cux des rapports commensurables. Ce cas tres-singulier se
presente dans le systeme des satellites de Jupiter, et je ai discuté
dans les Memoires de I Acadénue des Sciences de 1584, La longitude
moyenne du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus
deux fois celle du troisieme, est égale i la demi-circonférence. Lup-
proximation avec laquelle les Tables des satellites de Jupiter par War-
gentin donnent ee rapport me fit soupgonner qu'il est rigourcux. Il
¢lait contre toule vraisemblance de supposer que le hasard a placé
originaivement les trois premiers satellites aux distances et dans les
positions convenables @ ce rvapport, et il était exteémement probable
qu’il est du i une eause particuliere. Je cherchai done cette cause dans
action mutuelle des satellites. L'examen approfondi de cette action

me fit voir qu'elle a sufli pour rendre ce rapport rigoureux, s'il a éé
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fort approché i l'origine, d’otr je conclus qu’en détermmant de nou-
veau, par la discussion d'un tres-grand nombre d’observations éloi-
anées entre elles, les longitudes moyennes des trois premiers satellites,
on (rouverait qu'ils approchent encore plus de ce rapport que les
Tables de Wargentin. Cette conséquence de la théorie a été conlirméce,
avee unc précision remarquable, par les recherches que Delambre a
[aites sur les satellites de Jupiter, et les Tables qu'il a publiées sont
rigourcusement assujellies a ce rapport. La petite différence qui a pu
exister primitivement a cet ¢gard a donné lieu & une inégalité d’une
étendue arbitraire, qui se partage entre les trois satellites, el que jai
désignée par le nom de libration des mouvements de ces satellites. Les
deux constantes arbitraires de cette inégalité remplacent les deux arbi-
traires que ce rapport fait disparaitre dans les moyens mouvements ct
dans les époques des longitudes moyennes, car le nombre des arbi-
traires que venferme la théorie du mouvement d'un systeme de corps
est nécessairement sextuple du nombre de ces corps. La discussion
des observations n'ayant point fait reconnaitre celte inégalité, elle
est fort petite et méme insensible.

Dans les Mémoires de ' Académie de Berlin pour les années 1781
el suivantes, Lagrange délermina, par la méthode de la variation des
¢lements elliptiques, les inégalités séculaires et périodiques du mouve-
ment des planetes, et il les réduisit en nombres, en donnant aux
masses planétaires les valeurs qui lui parurent les plus vraisemblables.
Cette méthode, déja fort fongue quand on considere la premiere puis-
sance des excentricités el des inclinaisons, devient presque imprati-
able lorsqu’on veut I'étendre aux carrés et aux puissances supé-
rieures de ces quantités, ce qui est indispensable dans la théorie des
planttes. Mais elle peut étre extrémement simplifiée par les considé-
ralions suivanles.

On a vu que la dillérentielle de la puissance premiere inverse du
arand axe prise ¢cn moins est égale i la dillérentielle de la fonction per-
turbatrice, prise en n'’y faisant varier que les coordonnées de la planete
troublée. En développant donc cette fonction dans une série de sinus
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el de cosinus d’angles croissant proportionnellement au temps, il sul-
fira, dans une premicre approximation ol I'on néglige le carré de la
force perturbatrice, de diflérentier chacun des termes de cette sévie
par rapport au seul mouvement de la planete. On aura ensuite, par
I'intégration de ces termes, I'expression de 'unité divisée par le grand
axe; on en conclura, par les lois de Kepler, la diflérenticlle de la lon-
gitude moyenne, qui, intégrée de nouveau, donnera cette longitude.
On peut observer ici que cette double intégration donne i chaque terme
du développement de la fonetion perturbatrice, pour diviseur, le carré
du coeflicient du temps compris sous les signes sénus ou cosinus, ce qui
rend ce terme fort grand lorsque ce coellicient est trés-petil.

La facilité que donne P'expression trés-simple de la diflérentielle du
grand axe pour avoir la longitude me lit rechercher s’il est possible de
donner aux diflérenticlles des autres éléments elliptiques une forme
aussi simple, dans laquelle les dillérences partielles de Ia fonction per-
turbatrice ne seraient prises que par rapport aux ¢léments, et dont les
coellicients ne renlermeraient point le temps. En ellet, il suflivait alors
de dillérentier par rapport a ces éléments chaque terie du développe-
ment de la fonction perturbatrice, et ensuite de U'intégrer. Je parvins i
obtenir les dillérentielles des ¢léments sous cette forme, par I'analyse
que j'ai donnée dans le Supplément a la Mccanique céleste, et que je
présentai, le 17 aout 1808, au Bureau des Longitudes. Dans la méme
s¢ance, Lagrange présenta une tees-helle analyse, par laquelle il expri-
mait la dillérence partielle de la force perturbatrice, prise par rapport
a chaque élément, par une fonetion linéaire des différenticlles des élé-
ments divisées par la différentielle du temps, ¢t dans laquelle les coelli-
cients de ces dillférentielles ne renfermaient point le temps. En déter-
minant, au moven de ces expressions, la différentielle de chaque
¢lément, il parvint ensuite aux mémes équations (ue javais lrouveées.
(e grand géometre a élendu son analyse au mouvement des corps
solides, et généralement au mouvement d'un systeme de corps liés
entre cux d'une maniere quelconque. Ce travail des dernieres années

de sa vie est une de ses plus belles productions; 1l montre que age



360 MECANIQUE CELESTE.

n'avatl point aflaibli son génice. M. Poisson a publié sur cet objet plu-
sicurs savants Mémoires, ou il a été conduit; sur le mouvement des
corps solides, & des ¢équations de la méme forme gue pour les points
libres, ce qui établit Panalogie de ces mouvements.

Les recherches sur Jupiter et Saturne, dont jai parlé ci-dessus, lais-
saient encore inconnue la cause des grandes irrégularités que les ob-
servations aneiennes et modernes indiquaient dans les mouvements de
ces deux planetes. lalley avait conelu, de la comparaison des abserva-
lions anciennes avee les modernes, un ralentissement dans le moven
mouvement de Saturne et une accélération dans celui de Jupiter. Lam-
bert avail obtenu un résultat contraire en comparant les observations
du dernier sicele avee celles de Tycho Brahe. Lnfin Lalande trouvail
les vetours de Saturne & I'équinoxe du printemps plus prompls que ses
retours i I'équinoxe d’automne, quoique les positions de Jupiter et de
Salurne, soit entre cux, soit & I'égarvd de lewrs aphélies, fussent a peu
pres les mémes. Cela portail i croire que des causes étrangeres avaient
altére les mouvements de ces deux planttes; mais, ‘en y réfléchissant,
[a marche de ces altérations me parut si bien d’accord avee ce (ui
devait résulter de leur action mutuelle que je ne halancai point i re-
jeter toule action extérieure au S_vsl‘eme planétaire.

C'est un résultat remarquable de 'action réciproque des planttes,
que, si 'on n’a égard qu'aux inégalités dont les périodes sont tros-
longues, la somme des masses de chaque planete, divisées respective-
ment par les grands axes de leurs orbes considérés comme des ellipses
variables,- est i tres-peu pres constante. Nous avons dit précédemment
que ces inégalités acquicrent par une double intégration, dans Uexpres-
sion de la longitude, pour diviseur, le carré du trés-petit coefticient
du temps dans leur argument, ce qui peut les vendre considérables.
De Liil est facile de voir que la somme des produits des inégalités de
ce genre qui résultent de 'action de Jupiter et de Saturne, multi-
pliées respeetivement par les masses de ces planétes, est nulle; ainsi,
quand en vertu de ces inégalités le mouvement de Saturne se ralentit
par I'action de Jupiter, celui de Jupiter doit s’aceélérer par I'action de
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Saturne, et le ralentissement doit étre a Paccélération dans le rapport
de la masse de Jupiter multipliée par la racine carrée de son grand
axe it la masse de Saturne multipliée par la racine carrée’de son grand
axe, ce qui est & fort peu pres conforme au résultat de Halley. Réci-
proquement, quand ces inégalités accélerent le mouvement de Saturne,
elles retavdent celui de Jupiter dans e méme rapport, ce qui s’accorde
a peu pres avee le pésultat de Lambert. Cela indiquait avee une grande
probabilité I'existence d'une inégalité a tros-longue période dans les
mouvements de ces deux planttes. Il me ful aisé¢ de reconnaitre une
iégalité semblable dans les équations dillérentielles de ces mouve-
ments. Ils approchent beaucoup d'étre commensurables, et cing fois
le mouvement de Saturne est & fort peu pres égal & deux fois celui
de Jupiter. De la je conclus que les termes qui ont pour argument
cing fois la longitude moyenne de Saturne moins deux fois celle de
Jupiter :pouvaicent devenir (res-sensibles par les intégrations, quoi-
(u’ils Tussent multipliés par les cubes et par les produits de trois
dimensions des excentricités et des inclinaisons des orbites. Je regardai
donc ces termes comme une cause fort vraisemblable des variations
observées dans les moyens mouvements de ees planetes. La probabilité
de cette cause et importance de U'objet me déterminerent i entre-
prendre le caleul long ct pénible nécessaire pour m’en assurer. Le
résultat de ce caleul confirma pleinement ma conjeclure, en me faisant
voir : 1” (u'il existe dans le mouvement de Saturne une grande iné-
galité de 8890 sccondes centésimales dans son maximum, dont la pé-
riode est de neuf cent vingt-neufl ans; 2° qu'il existe dans le mouvement
de Jupiter une inégdlilé correspondante, dont la période est i (rés-peu
pres la méme, mais qui, alfectée d’un signe contraire, ne s'éleve qu'a
3662 secondes. La grandeur des coellicients de ces inégalités et la durée
de leur'période ne sont pas toujours les mémes; elles participent aux
variations séculaires des éléments des orbites. Jai déterminé avee un
soin particulier ces cocflicients el leurs variations séculaires. Le rapport
presque commensurable des moyens mouvements ae 'Jupiter et de
Saturne donne naissance & d’autres inégalités tres-sensibles. La plus
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considérable est celle qui alleéte le mouvement de Saturne. Elle se
confondrait avee I'équation du centre si cing fois le moyen mouvement
de cette planéte était exactement égal a deux fois celui-de Jupiter.
’est elle qui, dans le dernier sicele, a rendu les retours de” Saturne a
I'équinoxe du -printemps plus prompts ‘que ses relours & I'équinoxe
d’automne, comme Lalande Pavait vemarqué. En'général, lorsque j'eus
reconnu ces diverses inégalités et déterming, avee plus de soin qu’on
ne lavait fait, celles que I'on avait déj caleulées, je vis loutes les
observations anciennes el modernes représentées par ma théorie avee
la précision qu’elles comportent. Elles semblaient, auparavant, inexpli-
cables par la loi de la pesanteur universelle : elles en sont maintenant
une des preuves les plus frappantes. Tel a été le sort de cette hril-
lante déeouverte, que chaque difficulté qui s'est élevée est devenue
pour clle un nouveau sujet de triomphe, ce qui est le plus sar cavac-
tere du vrai systeme de la nature. Il restait & former des Tables de
Jupiter et de Saturne fondées sur ma théorie, ce qui exigeail une
discussion nouvelle des meilleures ohservations, et leur comparaison
avee ma théorie, pour en déduire les éléments du mouvement ellip-
tique. Delambre exéeula ce travail et les Tables qu'il construisit ne
s'écarterent pas d'une minute des observations bien faites et bien dis-
cutées. I appliqua mes formules a la planete Uranus, “que Herschel
venait de découvrir, et il parvint & représenter par ses Tables, non-seu-
lement les observations faites depuis cette découverle, mais encore
quelques observations de Flamsteed, Mayer et Bradley, qui avaient
observé cette planete, en la considérant comme une étoile. Désirant
donner aux Tables de ces trois planétes la plus grande préeision, j'ai
revu avee un soin particulier leur théorie, et, M. Bouvard P'ayant com-
paréé avec un grand nombre d’observations faites avec d’excellents
instruments et par les meilleurs observateurs, il a construit de nou-
velles Tables de ces trois planttes, qui ne s’écartent pas de ces obser-
vations au dela de 13 secondes sexagésimales.! Dans les équations de
condition qu’il a formées pour déterminer les ¢léments elliptiques, il a
laissé comme indéterminées les corrections des masses de ces planetes,
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que I'on avait conclues des observations de leurs satellites. En résol-
vant ces équations, il a déterminé ces corrections. Il a trouvé nulle, a
lort peu pres, celle de la masse de Jupiter. La correction de la masse
de Saturne diminue d’un sixieme ‘environ la valeur que Newton en
donnée. Si Pon applique a ces résultats le Caleul des probabilités, on
trouve qu’il est extrémement probable que 'erreur n'est pas un cen-
ticme de leur valeur. La correction de la masse d'Uranus, conclue des
observalions de ses satellites, est peu considérable. L'action de cette
planéte sur Saturne n’étant pas trés-sensible, la valeur de sa masse esl
moins sire que celle de la masse de Saturne; mais elle confirme la
valeur déduite des observations des satellites d'Cranus, et qui, vu I'in-
certitude de ces observations, avait hesoin d'étrve confirmée. Les Tables
de M. Bouvard représentent aussi bien qu’on peut le désiver les ob-
servations anciennes de Jupiter et de Saturne et la conjonction de ces
deux planctes observée par Ibn Junis dans 'anuée 1007 Cet accord
prouve que, depuis les temps anciens jusqu’a nous, I'action des causes
¢lrangires a été insensible. _

En considérant le peu de diflérence qui existe entre cing fois le
moyen mouvement de Saturne et deux fois celui de Jupiter, on voit
qu'un léger changement dans les distances moyennes primitives de
ces deux planttes eat sulfi pour la rendre nulle. Mais cela méme
n’élail pas nécessaire & cet objet; car Pattraction mutuelle des deux
planttes ext rendu cette différence constamment nulle, dans le cas oi
elle ne Taurait pas é1¢ a P'origine, pourvu qu’elle eut été contenue
dans ’étroites limites. On verra bientol que ces limiles sont, & peu
pris, plus ou moins quatre dixiemes de la différence observée, et que,
pour faire tomber cette dillérence dans ces limites, il sullirait d’ang-
menter de o35 la moyenne distance de Saturne au Soleil et de dimi-
nuer de 55 celle de Jupiter. Il s’en est done fallu bien peu que les
deux plus grosses planeles de notre systeme naient oflert un phénomene
analogue a celui des trois premiers satellites de Jupiler, mais qui et
¢té bien plus compliqué, par sa grande influence sur les variations
séculaires des ¢léments de leurs orbites.
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J'ai donné¢, dans le Livee VI, Papplication de mes formules au sys-
teme des planttes principales. Elles ont: été appliquées aux (uatre
planetes télescopiques * découvertes depuis le commencement de ce
sitcle. L’excentricité considérable des orbites de Pallas’et de Junon
rend les approximations peu convergentes. La recherche de nouvelles
méthodes pour soumettre leurs perturbations au caleul sera utile a
'Astronomie et & I"Analyse.

Clairaut s’occupa, le premier, des pervturbations des combtes. - Il
appliqua sa solution du probleme des trois corps au retour de la co-
mite de 1682, Celte comete avait été observée en 1531 et 1607,
lalley avait déduit des observations les intervalles de ses passages au
périhélie, de 1531 & 1607 et de 1607 & 1682, ct il en avail conclu
son retour vers la fin de 1758 ou au commencement de 175¢g. Clairaut
se proposa de rechercher la différence entre ces intervalies et celui de
son passage au périhélie en 1682 au passage prochain. Apres d'im-
menses caleuls, il annonca d 'Académie des Seiences, dans sa séance
publique du 14 novembre 1758, que le derniér de ces intervalles de-
vait surpasser le précédent d’environ six cent dix-huit jou;'s. el que,
en conséquence, la comete passerait a son périhélie vers le milieu
d’avril 1759. Il observa en méme temps que les petites quantités négli-
gées dans ces approximations pouvaient avancer ou reculer ce terme
d'un mois. il remarqua d’ailleurs « qu'un corps qui passe dans des
régions aussi ¢loignées et ¢ui échappe d nos yeux pendant des inter-
valles aussi longs pourrail étre soumis a des forces totalement incon-
nues, telles que V'action des autres cometes ou méme de quelque
planite trop distante du Soleil pour étre jamais apercue ».

Il eut la satisfaction de voir sa prédiction accomplie. La comete re-
vint au périhélie le 12 mars 1759, dans les limites des erreurs dont il
croyait son résultal susceptible. Apres une revision de ses caleuls,
Clairaut a fixé ce passage au 4 avril, et il Paurait avancé jusqu’au
24 mars, c’est-d-dire & douze jours sculement de P'obscrvation, s'il
cat employé la vraie valeur de Ia masse de Saturne. Cette diflérence
paraitra bien petite, si Pon considere les erreurs inévitables dans des
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approximations aussi nombreuses el aussi compliquées, et Uinfluence
de la planéte Uranus, dont Pexistence, au temps de Claivant, n'étail
pas connue. On doil done regarder ce travail de Clairaut comme une
belle confirmation du principe de Ia pesanteur universelle. L'annonce
de ce grand géometre sur le retour de la comite de 1759 donna licu
@ une vive discussion sur la maniere d’apprécier son erreur. Quelques-
uns voulaient la répartir sur -la révolution entiere de la comele.
D’Alembert jugea, avee raison, que cette erreur devait se rapporter i
la dillérence de I'intervalle entre les passages au périhélie de 1607 @
1682 a I'intervalle des passages au périhélie de 1682 2 1759, 11 étendit
aux comeles sa solution du probleme des (rois corps, mais sans en faire
applications numériques. C'est prineipalement aux perturhations des
cometes que la méthode de la variation des ¢léments elliptiques est
approprié¢e. Cette méthode donne immédiatement ees éléments par des
quadratures mécaniques, que I'on peut simplifier, surtout lorsque la
comete est i une distance considérable de la planete perturbatrice.
Lagrange a développé cette méthode dans la pieee gui remporta le prix
de PAcadémie des Sciences en 1580, et je 'ai présentée avee étendue
dans le Livre IX. MM. Encke et Damoiscau ont caleulé les perturba-
tions de la singuliere comete dont la période n’est que de mille deux
cents jours, et M. Damoiseau, dans une picce couronnée par I'Acadé-
mic des Sciences de Turin, a ealculé le retour prochain de la comete
de 1759, L' Académice des Sciences de Paris vient de provoquer de nou-
velles recherches sur ces deux objets, en les proposant pour le sujet
du prix qu’elle doit décerner en 1826.

Les géometres ont soumis au calcul les perturbations que Paction
des cometes peut faire éprouver aux planetes et spécialement 2 la
Terre. Cette action a élé jusqu'y présent insensible, les perturbations
produites par l'aclion des planetes et des satellites sufllisant seules
pour représenter les observations. Il en résulte que les masses des
comeles sont extrémement petites, ce que leur apparence nébuleuse
confirme. La comele que I'on ohserve maintenant est une néhulosité

sans queuce, dont le diametre est d’environ 2 minules sexagésimales,
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et dans laquelle on ne distingue point de noyau. Cette masse de va-
peurs n'exerce (qu'une action insensible sur ses molécules extrémes,
qui, comme la masse entiere, n’obéissent qu’a 'action du Soleil. La
régulavité avee laquelle son mouvement suit les lois du mouvement
parabolique montre ’extréme rareté de la lumiere et des autres fluides
qui peuvent étre répandus dans les espaces célestes, puisqu’ils n’op-
posent aucune résistance sensible- au mouvement d'une nébulosité
aussi rare. Mais celte résistance, quoique insensible pendant appari-
tion d'une cométe, peut devenir sensible pendant une longue suite de
ses révolutions. Son principal effet est, par le Chapitre VIIT du Livre X,
de diminuer sans cesse les grands axes des orbites. On peut expliquer
ainsi la courte durée de la révolution de la comete qui a reparu apres
un intervalle de mille deux cents jours, et qui doit reparaitre sans
cesse apres un semblable intervalle, & moins que I'évaporation qu’clle
¢prouve i chacune de ses apparitions ne finisse par la rendre invi-

sible.

i (i e — ——
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CITAPITRE 1.

CONSIDERATIONS SUR QUELQUES OBJETS DU LIVRE II.

Sur les variations des élements du mousement ellptique.

2. Jai donné, dans le Chapitre VIII du Livre II, les expressions dil-
férentielles des éléments du mouvement elliptique. Iai repris cet objet
d’une maniere encore plus générale dans le Supplément a la Méca-
nigue ccleste. Je vais ajouler ici quelques eonsidérations i ce que J’ai
dit dans ce Supplément, dont je conserverat les dénominations, el que
je suppose que Pon ait sous les yeux.

Les équations (5) et (6) de Ia page 331 du Tome I supposent
que Pon néglige les carrés el les puissances supéricures de p et de ¢,
ce qui revienl i les considérer comme infiniment pelites. Mais il est
[acile d'¢tendre ces équations au cas oit ils sont limis. Pour cela, ima-
ginons sur la surface d’une sphere deux ares AC et BC, se coupant
en G, et dont le premier représente un plan infiniment peu incliné i
Porbite représentée par BC, C étant le naeud aseendant de cetle orbite
sur AC. Représentons encove par 'are BAM un autre plan fixe for-
mant avee AC Pangle aigu et fini CAB. Je ne donne point ici celte
ligure, parce qu'elle est simple et facile & tracer dapres les indica-
tions précédentes. Nommons ¢’ U'inelinaison de Porbite BC sur BM ou
le supplément de Pangle CBM. AC élant ce que j'at nommé 9 dans le
Supplément cité et I'angle ACB étant ee que j’ai nommé v, on aura,

en désignant par = la demi-circonférence et par A I'angle CAB,

A+ 7 —y'4 y=7-+surface ABC.
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La surface ABC est, aux infiniment petits prés du second ordre, égale
Nl ppel)) o » 0 A oy — ]l ans le 8-
ity r—cos0l, el par conséquent égale i 7 — ¢, ¢ désignant dans le Sup
plement < cosh: on a done

Atom—y+y=—=mt-y—y,
ce qui donue, en diflérentiant,
dy=dy.
On a ensuile, en faisant AB =/,
siny sinf = sinf siny', *

ce qui donne, en observant que § et / sont infiniment petits et que
v sinh estee que nous avons nommé p dans le Supplément,

dp = df siny'.

Nommons présentement 0" la distance du neud de Uorbite sur BAM
au point fixe M, et faisons

P =siny sin%’', q'=siny’ cosb’;
on awra, en observant que df = dv',

dp' — dy' cosy' sinb' +-df siny' cosf’,

dq’ == dy' cosy’ cost’ — df siny’sin¥’.

I'expression préeédente de dp donne

On a ensuile, par ce qui précede, v = dg; on aura done
dp’ = dq cosy’ sin%’ =+ dp cos?,
dq’ ==dq cosy cos§ — dp sin¥'.

Si l'on substitue, au licu de dp et dg, leurs valeurs données par les
¢quations (5) et (6) de Ia page 331 du Tome II1, on aura

i an dit ] |1 . Lo
dp = ———: (cosy’sinG’ —— — cost’ —— | -
Vi—e? /. Jdg
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On a évidemment, en considérant suceessivement R comme fonetion
de petde g et comme fonction de p et de ¢,

IR di . an o, AR I an do’
dJp P 6:7“’“2)',;"’ Ty’ 4

En substituant pour dp’ et dy’ leurs valears précédentes en dp et dy,

¢t comparant séparément les coefticients de dp et de dg, on aura

Jlt IR , 1] (S
-— == —— ¢0sh — .-, sin%’,
(),) ap dq
MR IR ang o I oo cost
0’1_01’,( s7' sing’ - l)l]’tth/ s9.
. Jdl Jdl . . ; ..
Ces valeurs de DI’E ctde l):;’ substituces dans Pexpression precédente
de dp’, donnent
dp - 8 dt cos’ IR
P gy

On trouvera de Ia méme maniere

Ces équations sonl rigourcuses ¢l peuvent étre substituées aux équa-
tions (5) et (6) du Supplément cité.

On peut en conelure, de cette maniere, les valears de dy' ¢t de dy'.
Pour cela, on observera que

- ’ oy v . 4
sin?y = p'r--q'2, tangh = #a

ce qui donne
dy siny' cosy' = p'dp’ - 4" dy’,
dy siny == ¢ dp’ -- pdyg.
Substituant au licu de dp’ et de dg’ lears valeurs précédentes, on aura

C o an dt ( LR ,l)")
dy' siny' ==~ ————=- )

Vi— o P t)T]' -1 dp
On a -
JR IR Jan D] |
ol toyo D I: N vy . [_I’
o dp' -+ of dg 05 dy - % dy

OLuvcres de L. — V. ) 47
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En substituant pour d% et dy’ leurs valeurs précédentes, et en compa-

rant séparément les coeflicients de dp’ et de dg’, on aura

ﬂ{__ ﬂ c_o_s’/' IR siné’
dp' 95 sing” 9y cosy
’L"_ __ Ok sin% . ﬂ cost’
dy' — 99 sing  dy cosy”’
d’ou 'on tire
LT S Y
/ Jgq' 7 dpt T 46!
on a done
, an dt JRr
(Iy e ——r——)

siny’yr — ez 99

On trouvera de la méme maniere

an dt IR

dfy=— —————— .
siny'yi —e? Jy

En ajoutant ces deux équations multiplices respectivement par d' el
— dy’, on aura

ak, . IR
_ ds - 2

= — 9
7 7 - 00,411.

Amsi la fonction R est constante eu égavd aux variations de 0" et de .
Si I'on réunit ces équations aux équations (1), (2), (3), (4) du Sup-
plément ¢ité, et si l'on désigne ict par ¢ et 0 ce que nous venons de

désigner par " et 07, on aura les six équations suivantes :

(1) da = -- 2a2 dR,
(2] de = — audtyr—e (1—y1—¢7) il +a2azn di ’ll—‘,
v ¢ de da
N e? R T — et
(%) de = avizer (I —vVi—e?) dR + an diyy —e? '_)ﬂ,
¢ e Joy
, _ _andiyi—-e’ 0R
( I) ([m - ¢ 00 )
(51 / an dt on
5 dy — .wmdt OR
/ siny y/1—e? d9
(6 10 an dt Jit
dj =— ——— i

siny \1— e? o7
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On doit observer que la diflérence partielle 3—2 doit ¢lre prise ici
sans fuire vavier n. ) '

Dans la théovie des variations séeulaires, il est plus simple d’em-

plover, au licu des quantités e, =, ¢, 0, les suivantes, b, 1, p, g, en

faisant
h=esinw, [=ecosw,

p=ysinG, q=ycosl.

Si I'on néglige les carrés de e et dey et leurs produits, eu égard &
' PP . 1 - ,
Funité, si 'en substitue, pour 7, —,5 et si Pon observe qu'en n"ayant
(l'_'
cgard quaux variations séeulaires, on doit négliger dR ou le supposer
nul, les équations (33, (1), (5) el (6) donneront les suivantes.,

dhia—
MV = o0’
,,,(,, la = llon
V= "on’
dp P Jlt
mova=—m D;I-,
, dy -~ m N
moey = dp’

oit Pon ne doit considérer, dans une premiere approximalion, que la
partic de R constante et dépendante de /4, 1, p et g. Cela posé, si 'on
développe Pexpression de R du n® 46 du Livre 11, et si I'on désigne
par I Ta quantité
( ';—IM'—"——I (2= a2 — (g — p)— g — )] ,
V( S(a? — a2 : :
1.’.1( (a2~ a'?)(a,a) + ad'(a, a')

— 3mm’ i —
2@~ @)

Ve
(Al - 11 \

(a, «') élant la partie indépendante de 0 dans le développement de

3
o

(@ — 2ad’ cosh + a)* suivant les cosinus de 0 et de ses multiples,
(a, a@’)' étant le coelficient de cosf dans ce développement, et la carac-
téristique X servant i exprimer la somme de toules les quantités sem-

e
7.
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blables i celle qu'elle précede, et que Fon peut former en considérant
deux i deux les masses e, ', m”, ...; on aura les Cqualions sui-

vianles :

R (_I/l - OF
tar VYT T ol
m A Va = v
dt I
de ¥V Jq ’
dy -~ JaF
L a = il
" dt va 4),)’
LAl or
g V= = e

Ces équations sont les équations (A) el (C) des n® 55 et 59 du Livre 1.
Lagrange a donné e premier les équations (C) relatives aux inclinai-
sons ¢t aux nweuds des orbites, dans les Mémoires de ' Académic des
Sciences de 1774. Vai donne les équations (A) dans les Meémoires de
" Académie des Sciences de 1772, Toules ces équations sont lincaives el
lacilement intégrables par les méthodes connues. Leur forme syme-
trique et fort simple m’a fait votr que leurs intégrales ne renferment.
par rapport au teinps, ni exponentielles ni ares de eercle, et qu'ainsi
les excentrieités et les inclinaisons des orbites sont fonctions de sinus
et de cosinus d'angles croissants avee une grande lenteur et indépen-
dants de la conliguration mutuelle des planetes, en sorte que les
orbites planétaires ont toujours été et seront toujours presque circu-
laives et peu inclinées entree elles, ce qui assure la stabilité du sys-
teme planétaire. Il est facile de voir (ue les équations précédentes
donnent

m \-’H(/z dh =1 dl) - 111'\/17(11’(1/!' +0dly +...= 0,

mya(pdp+qdg -m' Jad (p'dp' + g dg') +...= o,
d’ou l'on tire, en intégrant,

e2mya-cetm'\a ... =0,

tmya -yt a . =
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Cet (7 étant deux constantes es-petites; il en rvésulte que ¢, ¢, ...,
T 7' -+ seronl toujours des quantités triss-petites.

Lagrange, dans la seconde édition de sa Mccanique analytique,
observe que, st la masse m est Lres-petite par rapport il.lll, comnme
Mars velativement i Jupiter, dont il n’est pas la centieme partie, alors
le terme e2m'\'a’ sera toujours du méme ovdre que e2mya, (quoique
¢’ croisse considérablement et devienne mceme égal i Uunité. 11 en
conclut que Von ne peat étre alors assuré gue ¢ conservera toujours
une petite valeur qu'en résolvant Féguation algébrique qui détermine
les coeflicients du temps dans les sinus et cosinus des expressions de
LN, L, el en sTassurant que les racines de eette ¢quation sont
toutes réelles. Mais, si ce grand géometre eat considéré ece que j'ai dit
dans les Mémoires de U Académie des Sciences de 1787 el dans le n® 57
du Livee 11 de Ia Mécanique celeste, il aurail yu que, sans recourir i
cette résolution, je démontre (ue ces racines sonl toutes réelles el

inégales.

Sur (e ([c'r('lol)l)mmn( en scrie des puissances du radical qui exprimne

la distance mutuelle de deur planctes.

d. Si 'on nomme r et 7 les vavons veeteurs de deux planetes, et o
PFangle au Soleil compris entre ces rayons, la distance mutuelle des

deux planttes ser:

VI o cost o e
roet rdifferent oujours pen des movennes distances @ el a de ces
planttes, en sorte qu'en désignant r par @ -=3r, r” par « =37, on
aura, en développant le radical dans une série ordonnée suivant les
puissanees el les produits de 3r et 57, une suite de (ermes multiplics
par les puissanees suceessivement déevoissantes du radical
V@ — 2ad cosy 4-a'?.

. , . e . .
Supposons « plus grand que a, ct haisons o= raee radical devient

@' \Ji—2xc089 - 22
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Considérons généralement la puissance
{(r — 22 co88 + 22,75,

¢l supposons qu'en la développant dans une série ordonnée par rap-

port i cosh, cos2f, ... on ait la suite

1 . o ; .

;b;‘ S- b cosd 4+ b cosad ...k b eosil .
on aura, par le n® 49 du Livre I,
n —s bl == (i — )1+ )b — (i + s —2.2bf?.

Cetle ¢quation aux dillérences finies peut étre intégrée au moyen d’in-
tegrales détinies, par la méthode que j’ai donnée dans ma T'héorie ana-
Wvtique des probabilités. En faisant, d'apres cette méthode,
bi = faio da,
7 étant une fonction de v, il faut déterminer o et les limites de inte-
wrale fafn dy, ce que Pon fera de cetle manidre.
On substituera eette valeur de 47 dans 'équation aux différences

linies (), qui devienl ainsi

o=(i--staf2iogde —{i — )i+ 22) fai Vo dx + (i 45 —2 2 f2i-20¢ dr.

IZn intégrant par parties, on aura
o=aiTigla -1 4 227 4- a2?]

- St de[ls — o+ (14 at)a — (s 1) xa?)

— Jatvdyla — (1-4- 2?2 - 22?].
Cette équation doit, suivant la méthode que jai citée, se parlager en
deux, en égalant séparément i zéro les lermes compris sous le signe
intégral, ce qui donne
o=z.[ls =z (1= atjx — (s+1)ax?] dr — v dy|z— (1-- 2?) 2 5- 227],

o=l Vg [a—1{14 222+ za?).
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La premitre de ces équations donne, cn 'intégrant,

Has-

a— -k a2 -t 1.t'-'_|_"

'1’:[

If étant une constante arbitraire. La seconde équation, qui sert i
déterminer les limites de Uintégrale, donne, pour les limites de I'in-
égrale fa's de,

0= x5 g — {1 4 2| - x2?] L

On peut toujours supposer s moindre que I'unité, parce qu'ayanl
pour ce cas la valeur de 4, on peut, par le n® 49 du Livre Il, en con-

clure la valeur relative & tous les cas oit s est augmenté ou diminué
. N I v, .
d’un nombre entier. Dans le cas des planttes, s = et I'équation des

Limiles devient

T | i
0= [x— 1+ 2?2 - w2?]l,

dont les racines sont, lorsque ¢ est égal ou plus grand que »,
<
I
X3 =0, Xr-=uz, Q= -
24

Ainst Pintégrale complite de U'équation {a) est alors

. 1
T2 dr

la premicre intégrale étant prise depuis w=o jusqu'a xr=1x, ¢l Ia
. . . . " 1 ,
seconde étant prise depuis @ =2 jusqu'h == =5 H et 11 sont deux
a

arbitvaives. Cette dernitre intégrale introduit dans Uexpression de b
. , . , 1 P . .
des puissances négatives de =z, de I'ordre —» ce qui n’a point liecu pour
24

les planetes. On doit donc alors supposer I nul. Pour avoir linté-

grale

nous ferons
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Fintégrale précédente devient ainsi

» s :l
21l / I Gl NN

V1 — x* - PEIE

celte derniere intégrale étant prise depuis £ = o jusqu’a £=1; ¢ esl
Fexpression de by, Soil

'
1

(1— 122

S (ke
= ,

¢ étant le nombre dont le logarithme hyperboligue est 'unité; on aura,
en développant en série,

ut
— I L]
1 .

ce qui donne

vl

Lorsque ¢ est un grand nombre, les termes qui suivent le premier dans

le second membre deviennent suecessivement plus petits et sont des
I 1
ordres =y a5 -
{ [l

. par rapport i lui. Nous ne considérerons ici que le
premier, et alors P'expression précédente de b devient

f')'-l:lii______ “du e 1.
\/(i— }) 1 — x?)

¢ nul donne « nul, et £ =1 donne « inlini. L'intégrale fduc™ devient,

= ¢tant la demi-eir-

. .. , LU=
comme 'on sait, dans ces limites, égale & S\

conférence dont le rayon est Punité. On a done, lorsque ¢ est un grand
nombre,
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Pour déterminer H, nous observerons que, & élant le coeflicient de
- . - : -.'*
costh dans le développement de (1— 22 cosh 4-22)7? ou de

(1—= C’J\[’"T)_%(l — 1c*"\r—i)_%,

on a

—_—— s

242 20 (20 o) (20 ) 24

_—l.—b('i): 1. 3.
T3 2

5...020i—1) _Lgl.m—}—_l‘l s, (PT41)(204-3) 1.3 )
4.6.. .21 S 275 T 2 - '

3

Considérons &} comme fonction de 7 et de =, et développons cette fone-

tion suivant les puissances descendantes de ¢ Le prenier lerme du

facteur
20-1-1 1 20 1Y {2r-1-3) 1.3
2 i) 13
21 -2 2 (20 4+ 2202 F) 2.4
est
T, 1.3
G el PR RS,
2 2. 4
ot

développé suivant les puissances deseendantes de 4, peut étre ainsi
déterminé. On a, par les théoremes connus, pour le premier terme du
produit 1.2.3... 27, I quantité

1

(21.)21.-!-:2- c- 2,‘\/;5'

et, pour le premier terme du produit r.2...¢, le terme

'-i+_'f

iy

» ;s e . . - I - -
le lacteur précédent devient ainsi ==+ Le premier tevme de la valenr
Viw

de &Y, réduite en série par rapport aux puissances descendantes de o,

est done
22

vIin(l— a?)
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Mais, parce qui précede, ce premier terme esl

_!l aivE

on a done

- i
4 (— i

2 . ()
Il===, c1, par conséquent, bi"'= -
b

3 V1 — o / 2312
. \ L= 3
1 — 73

I'intégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu'a ¢ éeal A Punité. = étant
2] l (o)

toujours moindre que I'unité, on voit gue les valeurs de &7 deviennent

de plus en plus peliles, et qu'ainsi la séric du développement de
. _i ’
(1— 22 cosl+ «?) * est (res-convergente.

De la grande inégalité de Jupiter et de Saturne.

A 0 résulte du n® 65 du Livee 11 que, en considérant l'orbite trou-
blée d'une planete comme une ellipse variable, si 'on nomme £ la
longitude moyenne de Jupiter, 7 eelle de Saturne, expression difleé-

rentielle des grands axes doune les deux équations dillérenticlles

d2z

s L sinl(5? r
e =1 sin(52'—2Z + A),
d2z’ -,

T — gl N7 a o
Ji sin(H%' — 24 +- A),

q. ¢+ A étant fonctions des demi-grands axes des deux planetes, que
nous désignerons par @ pour Jupiler et par «’ pour Saturne, des excen-
tricités et des inclinaisons des orbites, des longitudes des périhélies
cLdes naruds, enfin des époques de la longitude. Nous regarderons ici
ces uanlités comme constanles, ce qui, pour notre objel, peul étre

supposé sans erreur sensible. En faisant done

nous aurons



LIVRE XY, 379
’oti T'on Lire, en multipliant celte équation par dV et en U'intégrant,

IAY
dt

=Ver— (109" —{q ] cosV,

¢ élant une constante arbitraive. Relativement 2 Jupiter ct A Saturne,
¢ est égal A S5n'—an, ne et a't élant les parties non - périodiques de
teurs longitudes moyennes.

Si ¢® surpasse 10g'—4q pris positivement, on pourra véduire en
série convergente la quantité sous le radical, et alors on obtient, pour
Jupiter et Saturne, la valeur qui résulte des formules du Livee VI
Mais, si ¢® est moindre que 104" — 4q pris positivement, langle ¥
ne peut plus eroitre indéfiniment; il ne peut qu'osciller autour de
l'un de ces deux points, zévo et la demi-circonférence. Ce changement
de révolution en oscillation aura lieu si, en faisant varier 7 et #” de 3n
el 3n°; on a

50" —a2n+56n" — 2 dn=\roq " }q,
la quantité sous le radical étant prise positivement. Cetle quantité
peut étre supposée sensiblement Ia méme pour toutes les valenrs de
dnet 8’y pourvu qu’elles soient fort petites relativement i et o',
parce que les demi-grands axes @ et o, dont ¢ et ¢’ dépendent, restent
alors i (rés-peu pris les mémes. Les deux grandes inégalités de
Jupiter et de Saturne sont, i lort peu pres,

Gy, T gy
(On'—2n)? sint, (5n'— 2n)? sinV'.

Dans les dernitres Tables de M. Bouvard, ces inégalités sont, en se-
condes centésimales,

36627, 4 .sinV, — 8895”,7.sinV,
ce qui donne

qg=--(bn'—2n)?.3662",4, ¢'=(5n"—2n)2.88;5",7 ('.

i

(" Les deux nombres 88057,7 ¢l 88757 7 devraient &lre tdenliques; wi T'un ni Fautre

d'ailleurs n'est égal an nombro 88667, 2 u'on lit dans 'Introduction des Tables de Bouvard
{ Tables de Jupiter, de Suturne ¢t d’Uranus, par M. A Bonard, 18213 p. ). V.

;8.
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En réduisant les ares en parties du rayon, on a

Vioqg —4q =(5n"— 2n).0,5042;

.. . . 7AY
les deux limites de Poseillation de h sontl done
[£
(50— 2n).0,40f2

il dy . - . —
Pour que la valeur de -, - soit comprise dans ces limites, il faut que

Fon ait
3 — an-+ 900 —26n <o, jofr. (o0 —an’,

¢e qui commence a exister lorsque 'on a
60 —2 6n=—0,7938.151" — 2n).

Alors le moyen mouvement de Saturne deviendrait exactement les
deux cinquiemes de celui de Jupiter. SiFon fait dn égal i -—— 30, I'équa-
tion préeédente donne

, 0,5958

on'—= — ——=—(5n"— on).

/

L
s . - n
Oron a, & fort peu prés, 3n'— 21 == 55 on aura done

. . on’ .
On a, par les lois de Kepler, —- =— - —=; on aura ainsi

N Xy
el, comme on a suppose dn = ~— an’, on aura

sa a
0a = — -, —-
1320

Il cut done suffi de faive varier de ces petites fractions les distances
moyennes de ces deux planetes au Soleil pour rendre leurs moyens
mouvements commensurables. La détermination de Y aurait alors pre-

senté des difticultés; mais il est inutile de nous en occuper.
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Sur la détermination des orbites des cometes par les observations.

5. J'ai donné, dans les n* 28 et suivan(s du Livee 1, une nouvelle
méthode pour déterminer les orbites des cometes. Elle consiste i déter-
miner par les observations, en partant d’une épogue fixe, la longitude
et la latitude géocentriques de Ia comite, et leurs premiieres el se-
condes différences divisées par les puissances corvespondantes de I'élé-
ment de du temps supposé conslant. On conclut ensuile rigourcuse-
ment, des équations dilléventiclles du mouvement de la t'()lll‘t'l(‘,-.\':l
distance périhélie et Uinstant de son passage par le périhélie. Pour
obtenir avee plus de précision les données dont je viens de parler,
Javais proposé d'employer plus de (rois observations, en avant soin
daugmenter Uintervalle des observations extrémes, en raison du
nombre des observations employées. Mais, indépendamment de la lon-
gucur du caleal, les erveurs des observations nuisent i Pexactitude
que 'on peut attendre de Ia multiplicité des observations, et il me
parail préférable de n’en employer que trois, en fixant I'époque i I'ob-
servalion intermédiaire, et en prenant les observations extrémes assez
peu distantes entee elles pour que, dans P'itervalle qui les sépare,
les données précédentes puissent étre supposées i fort pew pres les
menies.

Soient «,, #, %" les longiludes géocentriques de la comete dans la
premiere, dans la deuxieme et dans la trowsieme observation. Soient
0,0 et 0 les latitudes géocentriques correspondantes. Désignons par ¢
Fintervalle de la premiere & la deuxieme observation, et par ¢ 'inter-
valle de la deuxieme observation i la troisicme. Prenons pour époque
[a deuxieme observation et désignons par a, b, &, ! les quatre différen-
dx d?e d5 d?9
di’ der’ di’ dir
(uatre équations

tielles - Nous aurons, par les formules connues, les

-y 1Y

. . i
«-—o,=ia — =b, G —G,=ih — Tl'

. , 1?2
g —a=ra-+-—0b, 00— 9=ih-4 —1L
] 2
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On doit observer ici que les intervalles ¢ et ¢ sont égaux aux produits
du nombre des jours qu'ils comprennent par I'are que la Terre décrit
dans un jour, en vertu de son mouvement moyen. En supposant done
que, dans les ¢qualions précédentes, ¢ el ¢’ soient ces nombres de jours,
ces vqu.\lmlh (Iunnmonl en y changeant @, b, A, lena’, O, K, [, les
valeurs de ces dernieres quanlnlcs en secondes. Si elles sonl sexagési-
males, on aura les logarithmes de.a et de A en vetranchant des loga-
rithmes des nombres de secondes contenues dans @’ et 2’ le logarithme
3,5500072. On aura les logarithmes de & et £ en retranchant des
logarithmes des nombres de secondes contenues dans ' et £ le loga-
rithme 1,7853874. »

On déterminerait avee plus d’exactitude les quatre inconnues a, &,
Loet f, en emplovant d'autres observations, pourvu qu’vll('s soienl
comprises entre les deux observations extrémes précédentes. On aura,
par ce qui précede, les ¢quations relatives aux observations ajoutées.
On formera ensuite, de toutes ces équations, par la méthode Ia plus
avantageuse, qualre équations linales qui détermineront les imconnues
a, b, hoet L Cela posé, les équations (L) da n® 33 du Livee 1T donnent

les survantes :

)
N

et r? = ooe 9——')“1 cos{(® — =) - 2,
. I 1 1
far') :—l( sinfQ - = (’, “-5) —-;l’-ln
/ ! ' .
) hy—=—u (/a'—' tngs - -l -+ - a sinf cos’/)
() ) . .
( < - lhm’/ cosyecos{® — ) (I;J — ;13) )
2.2, 2 2hyatangh
S-a@ta?es — o — L
uw‘; costh cos?h
il — ) -
“a”) ) [ﬂ;(?‘ 2 (R —1)cos(© — 1)J
(D) — z}
{ — »az[(l{ —Gsin/@-- )+ (10_5!(?(”_{}_].{_ -“'—_‘ — 'z
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Ces équalions sont relalives au mouvement parabolique; r est le
rayon vecleur de la” comete, au moment de I'observation prise pour
¢poque; R est e ravon vecteur de la Terre, sa moyenne distance au
Soleil étant prise pour unité; © est la longitude du Soleil & I'instant
de I'époque; R est le rayon veeteur de Ia Terre lorsqu’on augmente ©
d'un angle droit; « et 0 sont la longitude et la latitude géocentrigques
de la comele au moment de I'époque; a est la distance de la comete
au centre de la Terre, projetée sur le plan de I'écliptique; enfin »
désigne dz.

dt

Il y a, comme on voil, plus d’équations que d’inconnues, ce qui
doit avoir licu dans le mouvement parabolique, en vertu de la suppo-
sition du grand axe infini; il faut done alors ou choisir entre les deux
équations (') el (@), ou les combiner de la maniere la plus avanta-
geuse. Javais proposé, dans le Livree I, d’employer I'équation (a’) ou
I"¢quation ("), selon que & est plus grand ou plus petit que /. Mais
depuis, m’étant fort occupé de linfluence des erreurs des observa-
tions sur leurs résultats, j’ai reconnu que le moven le plus propre i
diminuer ici celle influence consiste & combiner ces équalions en
multipliant I'équation (') par a, I'équation (a”) par & ¢t en ajoutant
ces produits, ce qui donne I'équation suivante :

o SINIO =) — hisinf cosh cos[@ ma) (1
= ara? - 2 IER (X

i | 1 .
i lang) 2 —ab - =Wl -4- -2/t sin% cos 9
o ) 9 2

~

()

a4 It

On combinera done celte équation avee les équations (a) et (a@”) pour
avoir les valeurs de 2, y, 7. On fera une premitre supposition pour @,
el I'équation (a) donnera la valeur correspondante de r; ensuile 'équa-
tion (@) donnera la valeur de y. Ces valeurs, substituées dans I'équa-
tion (a”), doivent y satisfaire, si la valeur de v a été bien choisie. Si
cetle équation n'est pas satisfaite, on prendra une seconde valeur de @,

cl ainsi de suile. Quelques essais feront bientol connaitre la vraie
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valeur de . On en eonclura, comme dans le n® 36 du Livree II, la dis-
tance périhélie et instant du passage de la comete par le pérvihélie.
On formera la quantité

X

ol {y-+hxwngd) — Rycos{® — x°
Sin! (D — 4
+ .v["“ \(L?ri) — (R — 1) cos(® — 1)] —Raxsin{@® —a) -+ RIR" —1).

En désignant par I cette quantité et par D la distance périhélie, on
aura

l):r—-ll”;
2

le cosinus de I'anomalie, que nous nommerons », sera donné par
I’équation '
D

I
cos? -y = —,
2 r

et 'on en conclura, par la Table du mouvement des comeles, le lemps
employé i parcourir Pangle ». En ajoutant ee temps it I'époque ou en
I'en retranchant, suivant que P est négalif ou posilif, on aura l'instant
du passage au périhélie.

Avant ainsi & peu pres la distance péribélie de la comete et Pinstant
de son passage au périhiélie, on les corrigera par la méthode du n® 37
du Livee H.

Powr fuciliter I'usage de la méthode précédente, je vais présenter ici
I'application que M. Bouvard en a faite & la comete que I'on observe
maintenant.

On a choisi les trois observations suivantes, évaluées en mesures

sexagésimales el en temps moyen  Paris, compté de minait:

Aodt 1821,

Temps moyen Longilude clservee, 1 atitude cheervee.

J P ’ ” Lo [ ”
16,90801 ... .. a2, =237.29. 3 6, =55.18.42 hor.
22,g0153 ..., o —=230.31.33 6 —=357.42.22 bor.
28,87972..... 2’ =22f. 6G.30 0" = 59.33.58 hor.

En prenant pour époque moyvenne l'observation du 22 aoil, les
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nombres de jours ¢ et ¢’ seront

i =5,99352, 1'=51,9;814.

On aura ainsi, relativement & la longitude, les deux équations

5,99352.a"—17,96115. 0" = — 6°,95834,
5,9;819.a" +17,86938.6" = -~ 6°,§175.

La résolution de ces équations donne
@ = — f021”,807, b’ = 52",6:188.

En retranchant du logarithme du nombre de secondes de cette valeur
de —a’ le logarithme constant 3,5500072, on aura, pour le loga-
rithme d¢ la valeur de — @, o0,0544141. Retranchant du logarithme du
nombre de secondes de cette valeur de &' le logarithme constant
1,7855874, on aura, pour le logarithme de la valeur de &, 1,93555 (5.
x est iel 230°31°33”,

En considérant d'une maniere semblable les équalions' relatives i la
latitude, on formera les équations

5,99352. 0" —17,96115. 1" = 2°,39§45,
5,97819. /' +17,806938.1" = 1°,859q9,
d’ott I'on tire
I —=1278", 941, [I'=— — 53",15:6,

ce qui donne, pour les logarithmes de / et de —/,

1,5568434 et 71,9399266,
et l'on a

6—=57°42" 22".

Pour donner un exemple de la maniere d’employer plus de trois ob-
servations, on a considéré les observations du 20 et du 25 aout, qui

donnent :

Terips moyen. Longilule observée. Latltode obLservée

[l o ' » o r »
20,93635......... 232.44.56 56.59. 5 bor.
25,90792......... 227.13.38 58.42.11 bor,

OFEuvres de I.. — V., 49
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On a formé les quatre équations suivantes, relatives i la longitude :

3,093%2.a — 17,9605 = — 6°,95831,
1,96518.a° — 1,9309;.b6"= — 2°,2230),
3,0063g.a" -+ 1,51919.0" = — 3°,298062,
5,97819.a" +17,86435.6" = — 6°, j1550.

Pour réduire ces équations i deux équations finales, on a multiplié
chacune de ces équations par son coeflicient de @', et Pon a ajouté ces

produils, ce qui a donné pour premiire équation
-+ 84,56138.a"+ 8,96758.0'= — g94°,355063.

On a multiplié¢ chacune des mémes équations par son coeflficient de &',

¢t Pon a ajoulé les produits, ce (ui a donné pour équation finale
8,96758a + 666,06go6.b0" = — 0°,31145.

De ces deux équations finales on a conclu, comme ci-dessus,

Ces valeurs dillerent (res-peu des précédentes. La valeur de « est Ia
méme que ci-dessus.

Iin opérant d'une maniere semblable sur les latitudes, on a trouvé
logh =1,5563862, log(—!) =1,9397361.

La valeur de 0 est la méme que ci-dessus.

Ayant ainsi les valeurs de «, @, b, 0, A, {, on les a substituées dans
les équations (@), (a'™), (a”), en observant qu'y I'époque de I'obser-
vation du 22 aoll on a

O = 1ig°38'37",
loglk = 0,0016329,

log(1 — R') = 3,1097810.
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On a formé ainsi les trois équations suivantes :

r*=3,573f1.22—0,32033 . -+ 1,02156%,
r=o032q13.2 -+ 2'3"2060- —0,3583%0,

13,5031, 925 3,9918f . 1) 24 2.85655. 22 —1,915969 .y

=}
I

+0,38131.v — % -+ 0,497388q.

On a trouvé, apres un pelit nombre d’essais,
r=0,11331, »=—o0,026589, r—r1,219j0,

d'ott 'on a conclu
= —o0,5%722,

et la distance périhélie égale a 1,05309), ce qui a donné, pour I'in-
stant du passage au périhélie, sepl. 2¢),10239, temps moven comple
de minuit a Paris.

Les valeurs précédentes de @, b, X, [, relatives i trois observalions,
ont donné la distance péribélie égale & 1,053650, et, pour 'instant du
passage, sepl. 2g},04587, ce qui dillere peu des résultats fondés sur

cing observations. -

49.






LIVRE XVL
DU MOU\'ES]ENT DES SATELLITES.

g rE—

DU MOUVEMENT DE LA LUNE.

CIIAPITRE PREMIER.

NOTICE IISTORIQUE DES TRAVAUX DES GEOMETRES ET DES ASTRONOMES

SUR CET OBJET.

1. Les Chaldéens ont connu I'accélération du mouvement de la Lune
lorsqu’elle va de son apogée a son périgée, et sa diminution en allant
du périgée a 'apogée. Ils supposaient cette accélération et cette dimi-
nution constantes et de 18 minutes sexagésimales par jour, ce qui ré-
pond i une équation du centre d’environ 4°7'. Nous ignorons l'incli-
naison (u’ils supposaicnt & 'orbite lunaire. Ils avaient reconnu, par les
observations des éclipses, les mouvements des nccuds et de apogée de
cette orbite, et ils avaient formé la période remarquable de 658515,
pendant Iesquels la Lune fait 223 révolutions a I'égard du Soleil,
23g révolutions anomalisliques et 241 révolutions par rapport a ses
neeuds. Ils ajoulaient 5 de la circonférence a dix-huit circonférences
pour aveir le mouvement sidéral du Soleil dans cel intervalle, ce qui
suppose I'année sidérale de 3655, la méme que I'année tropique ad-
mise par les plus anciens astronomes. Il parait done que la précession
des équinoxes était inconnue aux Chaldéens.
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Uipparque perfectionna la période chaldéenne, en la comparant a
un grand nombre d’éelipses. 1 fixa U'inelinaison de I'orbite de la Lune
el son ¢quation du centre d 5 degrés dans ces phénomenes. Mais il re-
marqua que cetle équation ne représentait point dans les quadratures
sex observations, qui offraient alors de grandes anomalies. Ptolémée,
suivant avee soin ces anomalies, fut conduit a la découverte de I'inéga-
lité lunaire que I'on nomme évection, dont il détermina la valeur avee
beaucoup d'exactitude.

Les astronomes n'ajouterent rien a la théorie de la Lune de Plolémée
jusqu'i Tyeho Brahe, qui, en comparant celte théorie avee ses observa-
tions de la Lune dans les octants, reconnut U'inégalité de la variation,
dont le maximum correspond i ces points, L'exactitude de ces obser-
vations lui fit encore reconnaitre que 'équation du temps propre au
Soleil n’était point applicable sans correction a la Lune, ct qu'il fallait,
pour ec dernier astre, la corriger d'une quantité dépendante de I'ano-
malie du Soleil. Les astronomes ont ensuite appliqué cetle correction
au mouvement de la Lune, en donnant & cet astre la méme équation
du temps qu'i tous les autres, ce qui ajoute i son mouvement I'inéga-
lité connue sous le nom d'dguation annuelle. On supposail, avant
Tyeho Brahe, U'inclinaison de I'orhite lunaire constante ct le mouve-
ment de ses neuds unilorme. Ce grand astronome dut encore & la
honté de ses observations la connaissance des deux inégalités prinei-
pales de ces éléments, d'ou résulte Ia principale inégalité de la Lunce
en latitude.

Tel était Pétat de la théorie de la Lune lorsque Newlon entreprit
Q'appliquer & cette théorie le prineipe de la pesanteur universelle. 11
publia ses recherches sur cel objet dans le troisieme Livre des Prin-
cipes mathématiques de la Philosophie naturelle, ¢t je n’hésite point a les
regarder comme une des parties les plus profondes de cet admirable

Ouvrage (*). Newton n'a point rattaché a son principe la plus grande

(1) On voil, dans la correspondance de Newlon avee Halley, que Newlon, fatigué de ses
querelles avee Hooke, voulait supprimer ce Lroisieme Livre; mais, heurcusement pour les
prozees de I'Astronomie, cédant aux instances de llalley, il consentit 3 fe publier.
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des inégalités lunaires, I'deection, qu'il considérait, avee Ilorrox,
comme le résultat de deux inégalités, 'une dans I'excentrieité de or-
bite, 'autre dans le mouvement de I'apogée. On voil cependant qu'il
avait essayé de délerminer ces inégalités, ainsi que le moyen mouve-
ment de 'apogée; mais, ces essais ne I'ayant point satisfait, il s'abstint
de les publier. En eflet, la détermination de ce mouvement a présenté
aux géometres de grandes difficultés.

Newlon a été plus heureux par rapport a la variation. Pour 'obtenir,
il détermine d’abord les forces dont la Lune est sollicitée par I'action
du Soleil dans son mouvement relatif autour de la Terre. En faisant
ensuite abstraction de I'excentricité ¢t de inclinaison de I'orbe lu-
naire, il cherche ‘la variation de P'aire déerite par le rayon vecteur de
la Lune pendant I'élément de temps, supposé constant; il obtient la
loi de cette variation depuis la syzygie jusqu'a la quadrature. Les
carrés des vilesses de la Lune dans ces deux points sont, en négligeant
le carré de la force perturbatrice, comme les carrés des aives instanla-
nées, divisés respeclivement par les carrés des rayons vecleurs. Les
carrés des vilesses, divisés par les ravons de courbure, sont égaux aux
forces centrifuges correspondantes. Aux deux points de la svzygie et de
quadrature, ces forces sont dirigées suivanl les rayons vecleurs, ct
clles sont égales et contraires aux forces lunaires décomposées suivant
la direction de ces rayons.

De Ia Newlon déduit le rapport des rayons de courbure aux mémes
points c¢n fonction des rayons vecteurs correspondants. Pour avoir un
sccond rapport, Newton considere I'orbite de la Lune comme unc
cllipse mobile, dont la Terre occupe le centre et dont le périgée suit
le Soleil, de maniere que le petit axe de Uellipse correspond toujours i
la syzygic et le grand axe & la quadrature. Cette considération est
exacte, mais elle exigeail une démonstration. C’est ainsi que Newton,
dans sa théoric de la figure de la Terre, a supposé sans démonstration
que les méridiens sont elliptiques. Ces hypothises de caleul, fondées
sur des apergus vraisemblables, sonl permises aux inventeurs dans
des recherches aussi difficiles; mais, élant lices mathématiquement au
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principe que 'on veul établir, on peut toujours craindre, lant que
cetle linison n'est pas démontrée, qu'elles ne soient contradictoires i
ce principe. Newton détermine, par sa méthode des fluxions, les rayons
de courbure de l'orbite de la Lune, lorsque cet astre parvient aux
extrémités des axes de Pellipse mobile, ce qui lui donne un second
rapport de ees rayons, en fonction des axes el par conséquent des
rayons vecteurs correspondants i la'syzygie et a la quadrature. En éga-
lant ce rapport au précédent, il obtient le rapport des deux axes de
I'ellipse, qu’il trouve élre celui de Gg & 70. Ce rapport donne le rayon
vecteur de I'ellipse dans un point quélconquc; en divisant donc
Pexpression de la variation instantanée de laire par le carré de ce
rayon, on a la dillérentielle de la longitude vraie de la Lune, et, en
intégrant, on obtient cette longitude et par conséquent I'inégalité de
la variation.

Le procédé de Newton, quoique moins direct, conduit au méme
résultat, qui lui donne I'inégalité de la variation égale & 35" 10” sexagé-
simales dans son maximum, ce qui esl & tres-peu pres conlorme aux
obscrvations.

Cette méthode de Newton est fort ingénieuse, el 'on verra, dans le
Chapitre suivant, qu'en la traduisant en analyse, elle conduit facile-
ment aux équations différentielles du mouvement lunaive.

Newton considere ensuite le mouvement du neeud ascendant et la
variation de Uinclinaison de 1'orbite lunaire. Pour cela, il décompose
PPaction perturbatrice du Soleil sur la Lune en deux forces : I'une est
divigée vers le centre de la Terre, et, par conséquent, étant dans le
plan de Porbite, elle ne dérange point la position de ce plan; I'autre
force est parallele 2 la ligne menée du Soleil a la Terre et dérange le
plan de Porbite. Newton la compose avec le mouvement de la Lune a
la fin d’un instant, et, faisant passer un plan par la résultante et par
le centre de la Terre, il détermine la position de ce plan, qui devient
celui de Porbite lunaire dans I'instant suivant. 1l trouve ainsi le mou-
vement horaire du neccud égal au produit d’un facteur, & trés-peu pres
conslant, par le mouvement horaire de la Lune, par le produit des
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sinus des deux angles qui expriment les distances du Soleil au neeud
et du nceud @ la Lune, et par le cosinus de la distance de la Lune aun
Soleil. En changeant dans cette fonction le mouvement horaire de la
Lune dans la différenticlle de ce mouvement, en développant en cosi-
nus simples Ie produit des sinus et des cosinus, et ensuite en inté-
grant, on a facilement Pexpression du moyen mouvement du nceud et
ses inégalités. Ce procédé n’était point au-dessus de I'analyse connue
de Newton; mais il ne I'a point donné, soit qu’alors on ne fut point
familiarisé avee les développements en sinus et cosinus simples des
produits de sinus et de eosinus et avec lintégration de leurs diflé-
renticlles, soit que Newlon, s’étant proposé d’exposer toutes ses théo-
ries sous une forme synthétique, ait cherché les moyens d'y parvenir
par la synthese, soit enfin que, ayant trouvé ses résultats par 'analyse,
il les ait traduits synthétiquement, ce qu'il parait avoir fait dans plu-
sicurs cas. La maniere dont il a déterminé le mouvement moyen du
naewd et son inégalité principale, quoique compliquée, est exacte ct
ingénicuse. Newton observe que, dans le cours de chaque mois, le
mouvement du naud s’aceélere et se ralentit de maniere u'il a rétro-
gradé, & la fin du mois, d’une quantité dépendante seulement de sa
distance au Soleil. H parvient ainsi & sépaver, dans 'expression du
mouvement horaire du neeud, ce qui est indépendant de la position de
la Lune dans son orbite de ce qui en dépend. Cette derniere partie ne
devant produire que des inégalités dont la périede est i peu pres d’un
demi-mois et qui disparaissent de I'expression de la latitude en se
combinant avee les inégalités correspondantes de I'inelinaison, Newton
la néglige et ne considere que la premiére partic du mouvement horaire
du nocud. H en conelut, par des considérations géométriques et par
la quadrature des courbes, le moven mouvement annuel du naud et
son inégalité principale dont I'argument est le double de la distance
du Soleil au naud. 11 obtient de la méme maniere I'inégalité prineipale
de I'inclinaison, qu’il trouve conforme, ainsi que I'inégalité du necud,
a celles que Tycho Brahe avait déduites de ses observations.

Tels sont les résultats dont Newton, dans la premiere édition de son
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Ouvrage des Principes, a donné les démonstrations, auxquelles il n'a
rien changé dans les éditions suivantes. Il y a seulement ajouté
quelques équations, qu'il dit avoir déduites de sa théorie de la gra-
vité, mais sans en donner les démonstrations. De ‘ce nombre est
Péquation annuclle de la Lune, pour laguelle il se contente d’observer
que P'orbe lunaire se dilate par I'action du Soleil dans son périhélie,
et se contracte par la diminution ‘de cette action dans I'aphélie,
et que la Lune se mouvant avec plus de lenteur dans un orbe plus
dilaté, son mouvement doit retarder lorsque le Soleil est plus pres de
la Terre et s’accélérer lorsque cet astre est plus éloigné; d’ou résulte,
dans lIe mouvement lunaire, une inégalité annuelle de signe contraire
a celle du Soleil et dont 1l trouve une valeur conforme aux observa-
tions. Newlon donne encore, sans démonstration, quelijues autres
incgalités. Mais I'Analyse peut seule conduire i la détermination exacte
e toutes les inégalités lunaires. 1l fallait sans doute une loree d’esprit
extraordinaive pour oblenir sans son sccours les résultals auxquels
Newlon est parvenu, et qui, quoique incomplets, suflisent pour ¢lablir
que Pattraction du Soleil sur la Lune et sur Ia Terre est la vraie cause
de toutes les anomalies du mouvement de la Lune.

Un avanlage immense de la théorie et des apercus de Newton sur
ce mouvement a ¢t¢ la formation de nouvelles Tables de la Lune,
Tables qui, par Papplication de I'Analyse & cette théorie, ontacquis le
haut degré de perfection néeessaire aux hesoins de la Navigation et de
la Géographie. _

En 1747, Clairaut et d’Alembert présenterent & I'Académie des
Sciences les ¢quations dillérentielles du mouvement d'un corps attivé
par deux autres et leurs méthodes pour intégrer ces équations lorsque
la force principale qui sollicite le corps est fort supéricure aux forees
perturbatrices, ce qui est le cas de la Lune et des planetes. Ces deux
illustres géometres firent une application spéeciale de leurs analyses
au mouvement de la Lune, et ils en conclurent avec une grande facilité,
non-sculement U'inégalité de la variation, que Newlon avait obtenue

d'une maniere compliquée, quoique fort ingénicuse, mais cncore
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I'évection, qu'il avait tenté inutilement de rattacher i cette théorie,
I’équation annuelle et beaucoup d’autres inégalités.

Dans le caleul des perturbations du mouvement de la Lune en lon-
gitude, Claivaut considere I'orbite comme située dans le plan de I'éclip-
tique; il donne une expression ¢légante et simple du rayon vecteur
de la Lune. La premicre partie de cette expression, indépendante de
la force perturbatrice, est la valeur clliptique qui, sans cette force,
subsisterait seule. L'autre partie dépend de cette florce et renferme
deux mtégrales qut ne peuvent étre rigourcusement déterminées
gu'autant que 'on connait déja le rayon veeteur. Mais on peut les
avoir d’une maniere approchée en substituant pour ce ravon sa partie
clliptique. On obtient ainsi une valeur du rayon vecteur approchée
aux quantilés pres de Fovdre du carvé de la foree perturbatvice. Lin
substituant cette valeur dans les intégrales, on a une seconde valeur
du rayon vecteur approchée aux quantités pres de Pordre du cube de la
lorce perturbatrice, et ainsi de suite. Mais ce procédé introduit, dans
lexpression de ce rayon, des ares de eercles qui la rendraient bientot
inexacte. Pour obvier a cet inconvénient, Clairaut rapporte la partie
elliptique du rayvon veeteur & un apogée mobile. En substituant alors
cette partic dans les intégrales, il n’a plus d’ares de cercles; mais Ia
valeur il trouve pour le ravon veeleur contient un terme elliptique
relatif &t un apogée immobile. En déterminant convenablement les
constantes inlroduites par le caleul, il fait disparaitre ee terme, e,
en comparant la valeur du ravon vecteur qu'il (rouve ainsi avee celle
qu'il a supposée, il obtient le mouvement de apogée. Une premicre
approximation ne lui donna que Ia moilié du mouvement observeé.

Newton était déja parvenu a ce résullat singulier dans la Proposi-
tion 43 du premier Livre des Principes; mais, dans la (héorie de la Lunc
qu'il a donnée dans le troisicme Livee, il n'a point rappelé ce résultat,
qui pouvail paraitre infirmer cette théorie ct qui, en eflet, porta Clai-
raut & penser qu'elle devait étre modifiée, en ajoutant i la loi de I'at-
traction un terme proportionnel i une puissance de la distance in-
verse, supéricurctau carré, lerme qui, insensible pour les planttes, ne

0.
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deviendrait sensible qu'a des distances peu considérables, telles que
la distance de la Lune. Cetle conclusion de Claivaut fut vivement atta-
quée par Buflon, qui se fondait sur ce que, les lois primordiales de Ia
nature devant étre de la plus grande simplicité, leur expression ne
doit dépendre que d'un scul module, et par conséquent ne renfermer
qu'un terme. Cetle considération doit nous porter sans doute a ne
compliquer la loi de Pattraction que dans un hesoin extréme; mais
I'ignoram:(: ot nous sommes de la nature de cette force ne nous per-
met pas de prononcer avee assurance sur la simplicité de son expres-
sion. Quoi qu'il en soit, le métaphysicien cul raison vis-i-vis du géo-
melre, qui reconnut son errcur et fit la remarque imporlanlc que, en
poussant plus loin 'approximation, la loi de I'attraction newtonienne
donne a fort peu pres le mouvement de I'apogée. Ce résultat, dont
Clairaut fit part i PAcadémie le 17 mai 1549, dissipa tous les doules
sur la loi de I'attraction, ¢u’Euler, trompé par une erreur de caleul,
avail jugée contraire aux observations de Saturne, dans sa premicre
pice sur les mouvements de cette planete et de Jupiter.

Clairaut réunit les divers résullats de sa théorie de la Lune dans
une picee qui remporta le prix proposé en 1750 par I'Académie des
Scienees de Pétersbourg. Cette pieee, imprimée d'abord en 1752 dans
celle capitale, fut réimprimée i Paris en 1765, avee des Additions el
de nouvelles Tables de la Lune, déji fort rapprochées des observa-
tions, el qui faisaient naitre Vespoir que 'on parviendrait un jour i
déduire de la théorie seule des Tables aussi paclaites qu’on puisse les
désirer.

D’Alembert, dans sa théorvie de la Lune, choisit pour coordonnées
le ravon vecteur lunaire projeté sur le plan de Uécliptique et le mou-
vement vrai de la Lune rapporté a ce plan. 1l donne I'équation dille-
renticlle du second ordre du rayon veeteur projeté, dans laquelle
I'élément de la longitude vraie est supposé constant et 'expression de
I'élément du temps est fonetion de cette longitude. Ces deux équations
sont les mémes que les deux premitres des équations (L) du n° 1 du
Livre VII. Au licu de la troisieme de ces équations, qui détermine la
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latitude, d’Alembert emploie, comme Newton, les variations dilléren-
ticlles du mouvement du nceud et de Pinclinaison de Porbite. Pour
intégrer I'équation différenticlle du rayon veeteur projeté, il ne rap-
porte point, comme Clairaut, la partie elliptique de I'expression de
cc rayon & un apogée mobile, mais il fait disparailre par un moyen
ingénicux I'arc de cercle qu'introduirait la supposition d'un apogée
immobile, ce qui le conduit, sans hypothese, a la considération d'un
apogée mobile. Une scconde approximation ayant presque doublé le
mouvement de I'apogée donné par la premiere, et par la ayant ac-
cordé la théorie avec I'observation, il était i craindre que les approxi-
mations suivantes ne détruisissent cet accord. Il devenail done impor-
tant de porter encore plus loin ces approximations. Cest ce que
d’Alembert a fait et il a trouvé que la théorie se rapprochait ainsi de
plus en plus de Pobservation.

Peu de mois avant que Clairaut et d’Alembert présentassent a I'Aca-
démice des Sciences leurs solutions du probleme des trois corps, clle
recut la premiere piece d'Euler sur Jupiter et Saturne, qui conlient
une solution du méme probleme, appliquée au mouvement de Saturne.
Ce grand géometre fit paraitre cette solution dans les Mémoires de
I’ Académic de Pétersbourg pour les années 1747 et 1748, el dans les
Mémoires de I Académie de Berlin pour 1750, ct il en déduisit e mou-
vement du noeud de Porbite lunaire et les inégalités de son inclinai-
son i I'écliptique. Il publia en 1753 un OQuvrage spécial sur la théorie
de la Lune, dans lequel il prend pour coordonnées du mouvement
lunaire le rayon vecteur projeté sur I'écliptique, 'anomalie vraie, et,
au licu de la latitude, il considere, comme Newton, le mouvement du
naud et Pinclinaison de Porbite.

On peut varier la solution du probleme des perturbations lunaires
d’autant de manicres qu'il y a de systemes dillérents de coordonnées.
Mais un des points les plus importants de cette solution est le choix
du systeme qui donne les approximations les plus faciles el les plus
convergenles, ct qui fait le micux déméler, dans le nombre infini des

inégalités «e la Lune, celles qui peuvent devenir sensibles en acque-
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rant, par les intégrations successives, de petils diviseurs. Je ne balance
point i regarder le systeme de coordonnées dont j'ai [ait usage dans
le Livre VI comme ‘le plus avantageux sous ces rapports. La foree
perturbatrice du mouvement lunaire dépend des sinus et cosinus de
son mouvement vrai et de son élongation au Soleil; leur réduction en
sinus el cosinus d’angles dépendants du mouvement moyen de la Lune

est pénible et peu convergenle, i cause de la grandeur de son équa-

8
tion du centre et de ses principales inégalités. Il v a done de 'avantage
a éviter cette réduction et i déterminer d’abord la longitude moyenne
en lonetion de la longitude veaie, ce qui peut étre utile dans le cas
oit Uon cherche le temps correspondant a la longitude vraie. On déter-
mine ensuite, par le retour des séries, la longitude vraie en fonction
de la longitude moyenne, et on n’a point a craindre dans ce retour
le peu de convergencee des approximations, que 'intégration des ¢qua-
tions dillérenticlles laisse toujours incertaine. A la vérité il faut, dans
celte méthode, convertiv le mouvement vrai du Soleil en fonetion de
[a longitude vraie de la Lune. Mais, dans cette conversion, les grandes
inégalités lunaives sont multipliées par le rapport du moyen mouve-
ment du Soleil & celui de la Lune ou par {5 environ, ce qui les rend
fort pelites.

Maver publia en 1753, dans les Memotres de U Académie de Gat-
tingue, de nouvelles Tables de la Lune : pour les former, aprts avoir
reconnu par la théorie les arguments des diverses inégalités lunaires,
il détermina leurs coclficients par les observations. 11 perfectionna ces
Tables et la théorie qui I'avait guidé, et il les adressa, en 1755, au
Burcau des Longitudes de Londres. Apres sa mort, arrivée en 1762, s
veuve envoya au méme Bureaw une copie de ces Tables encore perfee-
tionnées, et Bradley, les ayant comparées i heaucoup d’observations,
les trouva si exacles, qu’on leur adjugea un prix de 3ooo livres sler-
ling. Elles ont ¢té imprimées, ainsi que la théorie de I'auteur, en 1765,
Dans cette théorie, Mayer prend pour coordonnées de la Lune son
ravon vecteur, un angle dont la diflérenticlle est proportionnelle i
I'éléement du temps, divisé par le carvé du rayon veeteur, et la Iali_ludc,
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qu’il substitue au mouvement du neeud et i inelinaison de orhite,
ce qui est plus direct et plus simple. Il'a porté fort loin les approxima-
tions analytiques, et il a rectifié par les observations les coellicients,
déj fort approchés par sa théorie, des diverses inégalités lunaires.
Mason perfectionna ces Tables en les assujetlissant & un (ves-grand
nombre d’observations de Bradley et en leur ajoutant quelques inéga-
lités indiquées par la théorie. La comparaison des observations avec
ses Tables lui donna une inégalité en longitude proportionnelle au
sinus de la longitude du neeud de 'orbite, et dont il trouva le coelli-
ctent égal & 77,7 sexagésimales, inégalité que Mayer avait déjh recon-
nue, mais avec un coelficient plus petit et sculement de 4 secondes.
Celle inégalité, ne paraissant pas vésulter de la théorvie de Pattrac-
tion, fut négligée par les astronomes.

Les Tables de Mayer, veetifices par Mason, ont servi pendant plu-
steurs années au caleul des éphémérides destinées aux navigateurs:
mais clles laissaient & désiver des Tables aussi parfaites, uniquement
fondées sur la théorie. Clest ce qu'liuler tenta d’exéeuter au moyen
d’une nouvelle théorie de la Lune. I y rapporte les coordonnées de la
Lunc a un axe mu sur 'écliptique autour du centre de la Terve, d'un
mouvement égal au moyen mouvement de la Lune, et il donne les
¢quations diflérentielles des (rois coordonnées orthogonales rapportées
i cet axe mobile et au plan de Vécliptique. 1l les integre par des ap-
proximalions convergentes, el il réduit en Tables Teurs intégrales, qui
déterminent la position de la Lune & un instant quelconque. Mais, ces
Tables étant moins commodes el moins précises que celles de Mason,
les astronomes n’en ont point fait usage. Luler exposa sa nouvelle
méthode dans deux pitees qu'il envoya i I'Académie des Scienees pour
concourir aux prix qu'elle proposa sur Ia théoric de la Lune, en
1770 ¢t en 17725 ensuite il la développa dans un Traité spécial fort
¢tendu.

Lagrange envoya a I’Académie, pour le concours au prix de 1772,
une piece dans laquelle il considere le mouvement de la Lune sous un
point de vue purement analytique. Il imagine trois corps qui s'attirent
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mutuellement, en raison de leurs masses et réciproquement au carré
de leurs distances. Ces corps forment un (riangle variable, mobile au-
tour de leur eentre commun de gravité. Il donne les équations dil-
férentielles de chaque coté de ce triangle et il en déduit la solution
rigourcuse du probleme des trois corps dans quelques cas parlicu-
liers. Fai développé et généralisé ces résultats, dans le Chapitre VII
du Livre X, par une méthode fort simple et indépendante de toute inté-
gration.

alley, comparant entre clles les observations anciennes d'éelipses,
celles d’Albaténius et les observations modernes, soupconna le pre-
micr 'accélération du moyen mouvement de la Lune. Dunthorne et
Mayer ensuite en confirmérent 'existence par une comparaison plus
¢tendue des observations. En supposant cetle accélération propor-
tionnelle au carré du temps, ils en fixerent i 107 sexagésimales envi-
ron la quantité pour le premicr siecle, a partiv de 1700. L'Académie
des Sciences, toujours animée du désir de perfectionner la théorie
de la Lune, proposa, pour le sujet du prix de Mathémaltiques de 1774,
la cause de celte équation séculaire. Elle couronna une pitee de
Lagrange, dans laquelle 'auteur détermine I'influence de la figure de
la Terre sur le iouvement de ce satellite : il prouve que son équation
séculaire ne peut en résulter. Considérant ensuite que les géometres
avaienl inutilement tenté de la déduire des attractions du Soleil et de
la Terre supposés sphériques, il se crut d’autant plus fondé a la vévo-
quer en doute, qu'il ne Ia jugea pas suftisamment établie par les oh-
servations. Mais son existence ne peut étre contestée, surtout depuis
la connaissance que M. Caussin nous a donnée des observations arabes,
par sa traduction d'une partie de I'Astronomie d’lbn-Jounis, manuserit
de Ia bibliotheque de Levde, que le gouvernement batave voulut bien
conlicr a I'Institut de France.

L'Académice des Scienees ayant proposcé, pour le sujet du prix qu’elle
devatt décerner en 1762, la question de savoir si les planetes se
meuvent dans un milien dont la résistance produise quelque effet
sensiblé sur leurs mouvements, elle couronna une picece de Bossut,
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dans laquelle auteur établit que cette résistance doit ¢tre heaucoup
plus sensible sur le moyen mouvement de Ia Lune que sur celui des
planétes, ce qui peut expliquer I'équation séculaive de la Lune. En
réfléchissant sur la loi de I'attraction et sur la manitre dont les géo-
me(res avaient employée, j'observai qu'ils supposaient sa transmis-
sion d'un corps a I'autre instantanée. Je recherchai alors les effets qui
pourraient naitre d’une (ransmission suceessive : je trouvai qu'elle
devait produire une équation séeulaire dans le mouvement de la Lune
et que, pour satislaire aux observations, la propagation de la foree
altractive de la Terre devait étre huit millions de fois plus prompte que
celle de la lumiere. Mais de nouvelles recherches sur cet important
phénomine me conduisirent enlin i sa véritable cause.

En m’occupant de la théorie des satellites de Jupiter, je veconnus
que la variation séeulaire de 'exeentricité de Porbite de Jupiter devait
produire des ¢équations séculaives dans leurs mouvements moyens. Je
m’empressai de (ransporter ce résultal a la Lune et je trouval que la
variation séculaire de I'excentricité de I'orbe terrestre produit dans le
moyen mouvement de la Lune I'équation séculaire déterminée par les
astronomes. Je (rouvai de plus que la méme cause produit, dans les
mouvements du neeud et du périgée de Porbite de la Lune, des équa-
tions séculaires. Je communiquai ces recherches o I'Aeadémie des
Sciences le 19 novembre 17875 elles parurent en 1788 dans le Yolume
de cette Aeadémie pour 'année 1786. Je les ai perfectionnées dans le
Livre VIT et j'ai trouvé que les termes qui dépendent du carré de la
[oree perturhatrice, ¢t qui doublent le mouvement du périgée lunaive
déterminé par une premiére approximalion, augmentent presque dans
le méme rapport 'équation séculaire de ce mouvement, en sorte que
I’éqquation séealaire de 'anomalie moyenne est au moins quadruple de
celle du moyen mouvement. Une équation aussi grande, el dont I'ellet
sur.la longitude de la Lune apogée ou périgée est la moitié de I'ellet
de I'¢équation séeulaire du moyen mouvement, doit étre fort sensible
dans les observations anciennes comparées i celles des Arabes et aunx
observations modernes. C'est ce que je reconnus facilement; je Lrou-
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vai méme que les équations séculaires, soit de la Lune, soit de son
perigée, sont sensibles dans les moyens mouvements de la Lune et du
périgée, conclus par lipparque et Plolémée des éclipses anciennes
comparcées avee clles-mémes, en sorte que, si I'on ne connaissait pas
d"ailleurs I'époque ol ces astronomes ont véeu, on pourrait la retrouver,
i un sieele ou deux pres, par ces moyens mouvements. J'ai reconnu
ainst que les Tables de la Lune, rapportées de I'Inde par Legentil, loin
de remonter, comme Bailly le pensait, a (rois mille ans avant notre ere,
sont moius anciennes que les Tables de Ptolémée.

M. Bouvard a comparé avee ma théorie toutes les observations an-
ciennes et arabes et un grand nombre d’observations modernes. Ce
travail utile, couronné en 18oo par I'lnstitut de France, ne laisse aucun
doute sur I'existence des trois- ¢quations séeulaires de la Lune et sur
leur grandeur respective.

L'Académie rovale des Sciences de Stockholm proposa en 1787, pour
le sujet du prix qu'elle devait décerner en 1991, la cause des équations
stculaires de la Lune, de Jupiter et de Saturne. Aucune piece ne lui
¢tant parvenue pour le concours, elle adjugea le prix i mes vecherches
qui, depuis trois ans, étaient publiées et qui lui pararent contenir la
solution complete de la question proposce. Ce prix, déeerné par une
Société savanle aussi célehre, me flatta d’autant plus qu'il était mat-
tendu.

La conformité de la théorie lunairve avee les observations établit plu-
sicurs points importants du systeme du monde. On voit d’abord que la
résistance des milicux éthérés et la (ransmission suceessive de la gra-
vité n'ont point d'influence sensible sur les équations séculaires de la
Lune, puisque I'attraction seule des corps célestes suflit pour repré-
senter les observations. D'ailleurs, I'équation séculaire du périgée,
bien conslatée par les observations, suflit pour exclure 'une et I'autre
de ces causes, puisqu'elles ne produisent aucun mouvement dans le
périgée. C'est ainsi que les phénoménes, en se développant, nous
dévoilent leurs véritables causes. Nous sommes donc certains que les
milicux éthérés, depuis les observations les plus anciennes, n’ont point
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sensiblement altéré les mouvements des planetes, car leur résistance
serait beaacoup plus sensible sur. le mouvement de la Lune, ol nous
venons de voir qu'elle est insensible. '

Nous avons dit que; pour expliquer I'équation séculaire de la Lune
au moyen de la transmission successive de la gravité, il fallait supposcr
la propagation de la foree attractive huit millions de fois plus prompte
que celle de Ia Tumiere. Ainsi, Pattraction des corps célestes repré-
sentant, an moins a trés-peu pres, 'équation séculaire observée, nous
pouvons en conclure que la vitesse de la force attractive surpasse cin-
quante millions de fois la vitesse de la lumitre; on peut done la sup-
poser mfinie.

La constance de la durée du jour, élément essentiel de toutes les
théories astronomiques, résulte encore des équations séculaives de la
Lune. Si cette durée surpassait maintenant d'un centieme de seconde
centésimale celle du temps d'llipparque, la durée du sitele actuel
serait plus grande qu’alors de 3657, 25. Dans cet intervalle, la Lune
deerit un are de 5347,6 centésimales. Le mouvement séeulaire actuel
de la Lune en paraitrait done augmenté de celle quantité, ce qui, en
supposant (ue cet accroissement ait été, depuis Iipparque, propor-
tionnel au temps, augmenterait de 137,51 centésimales son équation
séculatre pour le premier sieele o partir du commencement de 18or,
et dont la valeur résultant des attractions célestes est d’environ 32"
Les observations ne permeltent pas de supposer un aceroissement aussi
considérable. Il est done certain que, depuis lipparque, la durée du
jour n'a pas varié d'un centieme de seconde. Si, par des causes quel-
conques inconnues, celte durée éprouvait quelque altération sensible,
on le reconnailrail par le mouvement de la Lune, dont les observations,
d’ailleurs si uliles, acquitrent, par cette considération, une nounvelle
importance. '

Le moyen mouvement du périgée lunaire, conclu de la théorie par
une longue suite d’approximations, s'accorde tellement avee [e monve-
ment observé, qu'i une distance méme tres-petite par rapport aux dis-
tances des planétes au Soleil la loi de 'attraction réciprogue an carré

a1.
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des distances, si elle n’est pas rvigourcuse, doit élre au moins extréme-
ment approchée.

~ Ma théorie dé'la Lune, exposée dans le Livee VII, se rapproche plus
des obscervations que celles qui - I'avaient précédée. Elle renferme
quelquies inégalités nouvelles : telle est I'inégalité en latitade, dont
Pargument est la longitude de la Lune. Celte inégalite et celle en lon-
gitude, dont Pargument est la longitude du naud et que Mayer avail
soupconnée par les observations, dépendent de aplatissement de la
Terve. Les comparaisons de leurs expressions analyliques avec un
arand nombre d'observations s’accordent & donner Paplatissement 553,
e méme @ fort peu pres que les aplatissements qui résultent des me-
sures des degrés et du pendule; mais il a sur cux Pavantage d’étre
indépendant des attractions locales qui les modifient. En multiphiant
les observations lunaives propres & déterminer les inégalités dont il
s"agil, on obtiendra Paplatissement de la Terve avee une exactitude
extréme.

Maver avait déterminé la parallaxe solaire en comparant aux obser-
vations P'expression analytique de Vinégalité lunaive parallactique qui
a pour facteur cette parallaxe. J'ai mis un soin particulier a déterminer
cette expression; en la comparant aux observations, elle donne Ia
valeur de la parallaxe solaive qui résulte des passages de Vénus sur
le Soleil, observés en 1761 et 176g. Une conséquence importante de
cet aceord est que Paction du Soleil sur la Lune est & tres pen pres Ia
méme que son action sur la Terve, et que la diflérence, s'il y en a une,
n'est pas la trois-millionieme partic de cette action.

Newton chereha par expérience & reconnaitre si la pesanteur ter-
restre imprime en temps égal la méme vitesse i tous les corps placés
au méme lieu, quelle que soit leur nature. Pour cela, il mit successive-
ment des corps de méme poids et de diverse nature dans une méme
boite fermée qui terminait un pendule, et il les y placa de maniere
(que le centre doscillation fut toujours le méme. Ln faisant osciller le
pendule, il observa la durée de ses oscillations ct il trouva cetle durée

la méme pour tous ces corps, ce qui lui fit voir que I'action de la
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pesanteur donne i tous les corps une vitesse égale dans le méme
temps, ou du moins que la différence, s’il v en a une, est au-dessous
('un millitme. Ces expériences de Newlon ont é1é répétées par divers
physiciens, et les nombreuses expériences faites pour déterminer la
longucur du pendule 2 secondes onl élabli, avec une grande précision,
que cette durée est indépendante de la nature du corps oscillant. In
appelant donc masses égales des masses qui, se choquant avee des
vilesses égales et conlraives, se feraient équilibre, deux corps de méme
poids, ou qui, placés aux extrémités de deux bras égaux d'un levier
droit, se font équilibre, ont des masses égales, puisque la pesanteur
tend & leur imprimer Ia méme vitesse initiale.

Lin compavant le sinus verse de I'are décvit par la Lune dans nne
secconde avec I'espace que la pesanteur fait déerive aux corps lerrestres
dans la premiére seconde de leur chute, Newton reconnut gue la pe-
santeur it la surface de la Terve, diminuée en raison du carré de Ia
distance, est la force qui retient Ia Lune dans son orbite. La parallaxe
lunaire que j'ai conclue de ce principe s’aceorde si hien avee la paral-
laxe observée, que Pon peul regarder comme nulle, ou du moins
comme insensible, la modification de I'action de la Terre sur la Lune
par la nature de la substance lunaire. On peut conclure également de
cel accord que I'action de la Terre sur chaque molécule de la Lune
n'est point altérée par U'interposition des couches lunaives, car il esl
facile de prouver qu'une légere altération de ce genre modilierait sen-
sihlement le prineipe dont je viens de parler. 7

Newton étendit @ Dattraction de lous les astres la propriété dont
jouit I'attraction terrestre, d'imprimer a tous les corps places i la
méme distance Ia méme vitesse en temps égal. 11 démontra que, vela-

“tivement a Pattraction du Soleil sur les planetes, celte propriété
résulte de la loi de Kepler suivant laquelle les cavvés des temps des
révolutions des planetes sont comme les cubes de leurs movennes dis-
tances au Soleil. IT est facile, en eflet, de voir que, si les actions du
Soleil sur Ia Terre et sue Mars difléraient 'an mitlieme, le rayon vee-

teur des Tables de Mars en serait altéré d'un trois-millieme, ce qui
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serait tres-sensible dans les observations de eette planete en quadra-
lure.

On verra dans la suite qu'une dillérence d’un millionieme dans les
actions du Soleil sur la Terre et sur la Lune changerait de plusieurs
secondes la parallaxe du Soleil, conclue de la comparaison de I'ing-
calité parallactique lunaire observée avee sa valeur donnée par la
théorie, et qui, comme je I'ai dit, s’accorde parlaitement avec les
observations. Il est done bien prouvé que I'attraction du Soleil impri-
merait en temps égal la méme vitesse & la Terve et & la Lune, placées
a la méme distance de cel astre. Cette attraction n’est donc point
modili¢e par la nature des substances qui composent la Tevre et la
Lune. St, en pénétrant dans 'intéricur de ces corps, elle s’alTaiblissait
el s’éleignail comme la lumitre en traversant 'atmosphere, celte
extinetion secait diflérente pour la Terre et pour la Lune, en vertu de
la dillérence de lTeurs dimensions. Je trouve, par un calcul fort simple,
qu'une lres-petite extinetion de atteaction solaive produirait une dif-
férence sensible et inadmissible dans la valeur de 'inégalité paral-
lactique. Ainsi Uinterposition des corps n’altere point attraction d'une
molécule sur une aulre, ce ui confirme ce que nous venons de dire
sur cel objet.

Enfin M. Bouvard, ayant formé des Tables tres-exactes de Jupiter
el de Saturne, fondées sur la théorie que j'ai donnée de ces planttes,
et les avant comparées i un (res-grand nombre d’observations, a formé
des équations de condition, dans lesquelles il a pris pour indélermi-
nées les corrections des éléments ellipliques et des masses de Jupiter
el de Saturne. 1l en a conclu la masse de Jupiter, qu'il a retrouvée
la méme que Newton avait déterminée par les élongations des satel-
lites de Jupiter, mesurées avee beaucoup de précision par Pound. Les
grandes perturbations des mouvements de Saturne et de Jupiter
prouvent done que Jupiter agil sur Salurne comme sur ses propres
satellites. Ainsi la propriété d’attiver également tous les corps placés
a la méme distance appartient i chaque partie de la matiere. Les

doutes qu'on a élevés sur cetle propri¢té fondamentale de la loi d'at-
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traction ne paraissent donc point fondés. Cette loi, que les géometres
ont essayé de modifier, soit par rapport i son décroissement quand la
distance augmenle, soit relativement & la propagation instantanée de la
force attractive, soit enfin par rapport a la nature des corps, est telle
que Newton I'a proposée, ou du moins les phénomenes n’y font recon-
naitre aucune modification sensible.

La théorie de la Lune nous donne encore, par ses deux inégalités
dépendantes de 'aplatissement de la Terre, le moyen le plus précis
d’avoir cet aplatissement. Ces inégalités, ¢élant le résultat de la ten-
dance du centre de’ la Lune vers chaque molécule du sphéroide ter-
restre, prouvent que les tendances des eentres des corps célestes les
uns vers les autres sont les résultantes des attractions réciproques de
loules leurs molécules.

Désivant de voir toute I'Astronomie, fondée sur la seule loi de 'at-
traction, w’emprunter des observations que les données indispensables,
jobtins de I'Académic des Scienees qu'elle proposerait, pour le sujet
du prix de Mathématiques qu’elle devait déeerner en 1820, la forma-
tion, par la seule théorie, de Tables lunaires aussi exactes que ecelles
(qui ont ¢été construiles par le concours de la théorie et des observa-
tions. Je désirais encore que mes résultats sur les inégalites séculaires
de la Lune fussent vériliés et méme perfectionnés par les géomitres.
Ces vaeux ont été remplis par les deux picees que 'Académie a cou-
ronnées. L'une, de M. Damoiscau, était accompagnée de Tables
lunaires qui, comparées 2 un grand nombre d'observations, les onl
représentées aussi bien que les meilleures Tables empiovées par les
astronomes. L'aulre piece, dont MM. Carlini et Plana sont les auteurs,
est surtout remarquable par I'étendue et par la justesse de Vapproxi-
mation avee laquelle ils ont déterminé les ¢quations séculaires, et
spécialement eelle du périgée, qu’ils ont trouvée plus grande encore
que suivant ma formule.

M. Birg, en comparant les moyens mouvements de la Lune conclus
des observations de Flamsteed, de Bradley et de Maskelyne, remarqua

des différences qui lui parurent indiquer une inégalité i longue
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période. I me fit part de cette vemarque, d'aprés laquelle je reconnus
que Iaction solaire produit une inégalité proportionnelle au sinus de
la longitude du périgée lunaire, plus deux fois celle du necud, moins
Arois fois la longitude du pvnrmc some et dont la péviode est d’en-
viron cent qualre-vingts ans. Son coel"hcmnl acquicert par Uintégration
un trés-petit diviseur, mais il a pour facteur le produit de Pexcentri-
eité de 'orbe Tunaire par le carré du sinus de son inclinaison a I'éclip-
tique, par le cube de 'exeentricité de Porbe solaive et par la parallaxe
du Soleil; il parait done devoir étre trés-petit. Le grand nombre de
termes dont il dépend rend sa détermination par la théorie presque
impossible. M. Barg, cn adoptant cette inégalité dans ses Tables,
détermina par les observations son coefficient, qu’il trouva d’environ
15 sceondes sexagésimales. J'ai reconnu ensuite que Pellipticité du
sphéroide tervestre produit une inégalité dont la période est i peu pris
la‘'méme que la préeédente et qui est proportionnelle au cosinus de la
longitude du périgée lunaive, plus deux fois celle du neeud, moins la
longitude du périgée solaire. Mais le coefficient de eelte inégalité parait
étre aussi petit que celui de Uinégalité dont je viens de pmlcr Enfin,
j'ai trouvé que, s'il existe une différence entre les deux hémispheres
terrestres, clle doit produire une inégalité lunaire proportionnelle au
cosinus de la longitude du périgée de la Lune, plus deux fois celle du
nceud. Javais indigué cette inégalité & M. Burckhard(, qui I'a employée
dans ses Tables, apres avoir déterminé son coefficient par les observa-
tions; mais, en soumeltant cette inégalité i 'analyse, j'ai vu qu'elle
est insensible. Si les observations futures confirment cette anomalie

du mouvement lunaire, il seva temps alors d’en rechercher la cause.
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CHAPITRE 11,

SUK LA THEORIE LUNAIRE DE NEWTON.

2. Parmi les inégalités du mouvement de la Lune en longitude,
Newton n'a développé que la variation. La méthode qu'il a suivie me
parait étre une des choses les plus remarquables de I'Ouvrage des
Principes. Je vais, en y appliquant I'Analyse, montrer son analogic
avec les méthodes actuelles et faire voir qu'elle conduit aux équations
diflférenticlles du mouvement de la Lune, dont elle donne, dans le cas
de la variation, les intégrales d'une manieve indivecte, mais lres-ingdé-
nicuse.

Newton considere d'abord 'aive décrite par le rayon vecteur de la
Lune, ct, pour simplilicr le caleul, il fait abstraction de P'excentricité
de Porbe lunaire et de son inclinaison a I'éeliptique. 11 décompose
I'action du Soleil sur la Lune en deux forces, Fune parallele au rayon
vecleur de la Lune, autre parallele au rayon vecteur de la Terre.
Newlon observe que la premicre de ces forces ne produit aucun chan-
gement dans 'aive que le rayon vecteur de la Lune trace autour de la
Terre. En retranchant ensuite de la seconde foree 'action du Soleil sur
la Terve, que 'on regarvde ici comme immobile, il décompose la diffé-
rence en deux forees, 'une divigée suivant le rayon de Porbe [unaire,
Pautre perpendiculaire & ce rayon. Cette derniere foree est la seule qui
[asse varier I'aive déerite par le ravon veetear de la Lune. Newton
lrouve pour son expression

3m?sin(v’ — v)cos/v' — o7,

m ¢tant le vapport du moyen mouvement sidéral du Soleil & celui de fa

OFuvres de L, — Y. 52
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Lune ou du mois sidéral i Pannée sidérale; o est la longilli(lv'tlu
Soleil et » eelle de la Lune. La force qui‘retient<la Lune dans son
orbite est prise pour unité de foree, ainsi que le rayon moyen de l'or-
bite lunaire est pris pour unité de distance, ce qui donne la vitesse
movenne de la Lune égale 3 I'unité de vitesse, puisque, en vertu des
théortmes 'Huygens sur la foree ccnlnlucrc ‘Ia lou‘o centrale de la
LLune eslt vq.ll au cavré de sa vilesse divisé par le l'(l\()ll de son orbite.
En multipliant P'expression précédente par U'élément de du temps, Ia
somme de tous les produits, correspondante it un l'éllnps quelconque,
sera Taceroissement de vitesse résultant de la foree perpendiculaire
an rayon. Ln le multipliant par 34, on aura, aux quantités pres
de Vordre du carré des forces perturbatrices, Iaceroissement de Faive
déerite par le rayon veeteur de la Lune pendant I'instant dr. Newton
détermine par un proce éde pa uluulwr la somme (lvs [)lUllllll\ de dt par
la force

: 3m?sin(v' — v)cos v — v).
Cette somme est i fort ped pris l'in(égrulc de la différentielle

I3m2dvsin(my — v)cos(mv — v,

en substituant o pour ', ce que Pon peut faive quand on néglize
I(‘\l‘(‘nllltll(' de Porbe terrestre, et en metlant (IJ pour di, la \m-w
: II;-

dy |
mn\(-nn(- i ol .lnl pnsv pnur llllIlL‘ (cllv |nl(-"ml(- pnb(- (l(-pnls I.l (|u a-
|- 1

) est un anglu (_llml, .L,'-“l o o

[ RS N 1

1Irnl.u_rc. ol

Im?eos{v —mv)

21— m)

Cotte o\plcasmn multiplice par 3o, donne Paceroissement de Paire
m\l(mlnnce ¢oal a

3Im?2dy N "hn-(h cos{2y — amy’
$(1—m) 81—

3

ainsi la varviation de cette aive esl

Im?dycos{av —rmy)

8(v— m)
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Cette variation est nulle dans les octants, oui, par conséquent, Paire
mstanlanée a sa valeur moyenne; en prenant pour unité cette valeur,

la valeur de V'aive instantanée sera, dans les autres points de Porbite,
3m? , o
1+ T CO%(2v — My,
Jiv—m)

BN T | L SR P . R L O R A S T -
La valeur de Tairve instantanée est done 2 sa valeur movenne comme

. .
Alv—mj . . .S —m)
— 0% 2 -~ 2Ny esta — -
3m= . ) KYTE
el, ioeause (I(' m? ('L’ll a —“;—v (Ollllll(‘
<

200,406 -k cosiay — 2my)  esl a 220,40,
cequi est le pésultat de Newton.

. )2
Le earré de la vitesse (lv Ia Lune autour de la Terre esl

en représentant par r son ravon veeteur. Mais si Fon fail, avee Newlon,
abstraction de Pexeentricité de Porbite, dr? devient de T'ordre du carré
de Ta foree perturbatrice et peut ainsi étre néglige, en sorte que lon
% Mais Paire déerite
par le ravon veeleur p("n(l'ml Pinstant dt est 3r2ds. Le carvé de eette

peut supposer le carré de celte vitesse égal i

Vily?
T il est done le quart du carré de la vitesse,
multiplié par r2. Dans Ic\ svzygies et dans les quadratures, les carrés

aire divisé par de? est 22

des arres instantancées sonlt, par ce qui pl'(-(‘t'(le. dans e rapport de

3m? . “3m?
Il —F a 1 —

—
?-|~m) 2 1 —m)
AY . -

en (Itwrn mt done pn' t—a e l.l\OlI veeteur 7 dans les \\I\;J(\ cl
par 1 +- v ce rayon vecleur dans les quadratures, les carvés des vitesses
dans ces deux points seront, en négligeant le carré de 2, dans le vap-

port de

Tm? . 3Im?
V20 - —— 01— 22 —

2.0-—m) 20— m

Soient R et R les rayons osculateurs de Porbite lunaire dans ces deux

52.



2 MECANIQUE CELESTE.
points; les forces centrales seront, par les théoremes d'Huygens sur la
force centrifuge, dans’le vapport de

3m? - dme

1 4+ 20 - — 1 —20 — ————
21— m) A 2t —mnj
A ] .

It 1

Si Pon nomme £ la somme des masses de la Terre et de la Lune, il est

factle de voir que Ta force centrale, dans les syzygies, est
iv+o2) —ame,

et qu'elle est, dans les quadratures,
I —ax) + m?;

ces deux forees sont done dans le vapport de

2m* m?:
loq — i 1 —ax o

A I

& serait I'unité, sans la force perturbatvice, puisqu'il serait alors égal
au carree de la vitesse, divis¢ par le rayon; £ ne diflere done de 'unité
que de quantités de U'ordre 225 ainsi, sans rechercher cette diflérence,
nous pouvons, en négligeant le carré de Ia foree perturbatrice, sup-

poser les deux forces précédentes dans le rapport de
tH4-20—a2am? Q1 —o2x -4 m3

Iin égalant le rapport de ces lorees U eelut que nous avons donné ci-

ll(‘SSllS, on aurda

—"— — Tm? /l—l— ! )
. k 1 —m

Pour déterminer @, Newton considere U'orbe lunaire comme une ellipse
dont la Terre occupe le centre ¢t qui se meut-d'un mouvement angu-
laire égal au mouvement app‘nenl du Soleil, en 901 le que son pé 1'|-ru-
soit constamment au-dessous de cel astre. Dans une l)'llCl“(‘ (“Ipa(‘

i I'on prend, avec Newton, pour unité de distance le rayon vecteur
dans les octants, ce rayon, dans un poinl quclcdnquc de T'orbite, sera

t r—xcos2lv—mu) - st
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Néwlon'en conelut que la combulo T (l s les syzy ;;w\ c:l A la ot
I ] A H LU o e
hure i dans les qu.ull.\luw , dans lc lppml (l('

l——‘;.l‘—l—(I’L“'! IM i‘l |+l';_r+(|—-_l‘)-—————l—"l_—""’-)
{r—m? (- m)?
ce qui donne
N
:T:I —2z[{ (1t —m)?—1].

'

. n . ..
IZn égalant cetle valeur de A la précédente, on o

Jm? ( 1 )
1+
2 —T

Jur—m 2 —

a =

Cette expression de 2, véduite en nombres, donne £ pour le rapport
du petit axe an grand axe de Pellipse supposée par Newton.

" La valeur de @ peut étee conclue de la seule considération des syay-
gies. En ellet, le earré de la vitesse divisé par le ravon de courbure
est dans les syzvgies, par ce qut précide,

h 3m?

1-tor 4+ - - .
7(|—m]

]\

En I'égalant i la force centrale dans ces points, et qui, comme on I'a

vu, st
{1+ o), -—2m?*, .

on autra

On lu)uw, \lll\.llll le ploculc (lc NC\\lon pom' (lclcrnnn('l la L()llll)lll('

de I 0|l)|l(- dans les sw.ww
I
=" —z[fh - m)?.— 1]

Pour déterminer &, on doit observer que Newlon a pris pour unite le
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ravon veeteur de Torbite dans les oetants. Or, on rouve factlement
quialors, dans ces points, le ravon de courbure el le carré de la vitesse
sont égaux i Punite, et que I foree centrale, divigée vers le centré de

I .. 1 . ! " I ol .
cowrbure, est & — -ns; ona done, par les théoremes d'Huygens,

1
h— —m? =1,
2

ce qui donne

I
A=1-t- —m=.
-y

. - I . - -
La premiere expression de i devient ainsi

T 5o N ' )
T (I. )

en Pegalant @ la seconde, on a, comme ci-dessus,

A 1
—mE o -
a2 i—m

R ’ - -
qr-—m =

Dans ce procédé, il faut déterminer &, ce que on évite en considérant
i lafors les syzyvgies et les quadratures.

Pour conclure de ces résultats inégalité de L variation, Newton
observe que, dans une ellipse immohile ou les airves tracées par le
rayon veeteur partant du cenlve seraient proportionnelles aux temps,
la tangente du mouvement vrai complé de exteémité du grand axe
serail a la inngvnlv du mouvement moyen comme le petit axe est au
grand axe ou comme 1— ¢ est & 1-+-a. Ensuite, pour avoir égard i
Faceroissement de Paire depuis la quadrature jusqu'i la syzvgie, New-
ton multiplie Ia tangente du mouvement vreai par le rapport de la
racine carrée de Paire instantanée dans la quadrature i la racine
carrée de Paive instantanée dans la syzygie, vapport qui, par ce qui
3Im?

précede, est 1 — 5

| - Ainsi Ia tangente du mouvement vrai est i
Jor—m .

ll'i-s-pf'u prbs ('-g.'dc au |)l'0!|llil de la Iangenlc du mouvement moyen
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par 11— ax — e l):m-.:e. lés octants, ot le¢ monvement vrai est, en
degrés sexagésimauy, ¢gal & 45°, Newlon trouve, en substituant [N):lll‘ x
el pour m I('§ valeurs qu’il a déterminées, le mouvement viai de la
Lune égal & !j‘,’|“27’29;’;. en le sAoi'iSil'}l_\:ai'l-l de 450, la différence 3273
est la valeur du coeflicient de Pinégalité de la variation. Mais Newton
observe que, en vertu du mouvement apparent du Soleil, le mouve-
went lunaire de la quadrature a la syzyvgie, au licu d'étre’ go®, " est
agrandi dans le rapport de la durée du mois synodique f la durée du
mois sidéral, ce qui vevient a diviser o par 1 — m. Il en conelut que
tous les angles autour de la Terre, et par conséquent Uinégalité de la
variation, doivent étre augmentés dans le méme rapporl, ce qui porte
celle inégalité & 35710
Pour avoir I'expression analytique de Finégalité de la variation qui
résulte du proeédé de Newton, nommons 85 celte inégalité. Nous
aurons
ang v+ gu) :l 1— 22 — L] tangwv,

Alo—m)

5 ¢tant le moyen mouvement de Ia Lune compté de la quadreature. Cela

. T

donne, en négligeant le carreé de 3y,

~
0

Tm:? Sily
—— = |2 —
custy Jur—m) Jeosy
on
1 YR
gy = — —faa - sinav
n q U—in) Y

I} faut, suivant Newton, substituer dans celte expression »— my au

ltew de el la diviser par 1 —m, ce qui donne )
.. | .
3m:* L.
R —— |sin{2y —2mv)}
N ) trr—mj : .
ov == — - .t

St Pon fait partie Pangle 5 —me de la svzygie, il faut augmenter de
g0¢, ce qui revient a changer le signe de sin{ 2y — 2m).

On peut obtenir cette expression plus simplement, de la maniere
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suivante. On a, par ce qui préeede,

Y . Im2eosloy —omud
rrd{v+ov)=dv]|1+ —

Jlr—m)

Substituant pour r sa valeur 1 — weos2(v —m»), on aura

- ) 3m? .
dov=]22+ ——— [cos[2v—2mu’dy,
4(1—m) :
d’oir l'on tire, en intégrant,
m?
2 4

> | r—- St [

U — N SN2y —a2my

2(1--m) :

el Fangle » — v est complé de la svzvgie.
Généralisons mamtenant la méthode de Newton. Pour cela repre-

nons Pexpression de Q du n® 1 du Livee VII. Cette expression donne

1 J0 . . . . .- ; .
~ 35 bour la foree qui anime la Lune, décomposée perpendiculaire-
v

J) . . . .
menl au rayon r, ¢l — o, hour cette foree décomposcée suivant ce

L., o 1 d0 .- .
ravon et divigée vers la Teree. La foree c 0 multipliée par I'in-
* v

<tant dt, donne Paceroissement de vilesse pendant 'instant dr per-
pendiculairement au rayon: cet aceroissement, multiplié par dr et par
;I donne —l %‘;l dt pour Taceroissement de Tairve instantanée l,r s,
dr ¢tant supposé constant; on a done

dordy  0Q It
di o T

5]

. . . . 12y .
En multiphant les deux membres de cette équation par -, = el -

asranl, on aura
(r2dv'? = h2 de? (I — l'— / ’)—Q " (lu) .

. - . s . N . . 1
A étant une constante arbitrairve, d'ott 'on tive, en faisant ~ =,

dt = - -—V’I-J

hue? L 7'()(‘;;/;’
he - ,‘,_,./ N 0

ce qui est la premiere des équations (L) du n® 1 du Livee VII.
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Si P'on nomme ds I'élément de la courbe déerite par la Lune, Z‘:j

sera le carré de sa vitesse; en substituant pour ¢ sa valeur précédente,
on aura, pour ce carré,

Ilill‘ili (l, 2 (00 (Iu)'

dut h* ) dv u?

Soit R le rayon osculateur de l'orbite; les formules connues du ravon

de courbure (lOIlllL‘lll, cn Slll)[)OSﬂlll > constant,

d2u .
e
1o du?
e — (3 —my
i w ds?

amnst le carré de Ta vitesse divisé par le rayon de courbure est

s vt ) ) dv w?)’

Il faut, par les théoremes d'lluygens, égaler cette expression i la
force lunaire décomposée suivant le rayon de courbure et dirigée vers
le centre de courbure. On a vu que la foree lunaire se décompose en

) . - . . 0 ST
deux, 'une divigée vers la Terre et égale & — o 'autve perpendi-

R , L1000 oo . 0
culaire i 7 et égale i - ==. 8i l'on décompose la force — == en deuy,
. r dv ‘ o dr T
"une parallele & I'élément de la courbe et 'autre divigée vers le centre
2Q rdv ou 1 20 dv reil
- == . Pareil-
Jrds du ds
. 1 00} . , :
lement la force - =5=5 décomposée suivant le rayon de eourbure, sera

(Iu Jd . i, R . SR ..-,' . A P
— OQ' Iin réumssant ces deux forees dirigées vers le centre de
U . N . .

courbure, on aura, pour la foree lunairve divigée vers ce point,

de courbure, on aura pour celle-ci

N dv 90 (Iu~ 00
: s du T wds 0v

en Pégalant au careé de la vitesse divisé par le ravon de courburve, on

HIU Y
_ [{d*u N2 (9Q du 1 dQ du  0Q
© m( ’ ) K ‘ ‘/_ duowr) W ou T hrurdy ou’

Olinvres de .. — V. 573
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équation qui coincide avee la seconde des équations (L) du n° 1 du

Livre VII, lorsqu’on néglige I'inclinaison de 'ovbite lunaire.

3. Newton considere ensuite le mouvement des neeuds de 'orbe
lunaire et la variation de son inclinaison i I'écliptique. Apres avoir
décomposé action du Soleil sur la Lune en deux, P'une dirigée suivant
le rayon de U'orbe lunairve, Pautre pacallele au rayon mené. du Soleil
a la Terre, il retranche de celle-ci Paction du Soleil sur la Terre et
il observe que leur différence est la scule foree qui puisse altérer la
position du plan de 'orbite Tunaire, comme n'étant pas dans ce plan.
Pour déterminer la variation des neruds qui en résulte, Newton fail
passer un plan par I'élément de Pare que la Lune déerit dans un in-
stant et par le rayon lunairve de la derniere extrémité de cet élément.
Ce plan sera celui de l'ovbite pendant cet instant; dans instant sui-
vant, la dillérence des forces dont nous venons de parler fera dévier
la Lunc de ce plan. Si par I'extrémité du rayon lunaire on méne une
petite droite pour représenter cette différence, en la composant avee la
vitesse de la Lune dans le premier instant, on aura la direction de cette
vitesse dans le second instant, et, faisant passer un plan par le rayon
lunaive et par cetle direction, on aura le nouveau plan de Porbite.
Newlon détermine ensuite la dillérence de position des nceuds de ces
deux plans, et il trouve que le mouvement horaire du nacud ascendant

est égal
— 3m2y, sinfv — Njsin(mv — N) cos(v — mv),

N étant la longitude du nacud et », é¢tant le mouvement horaire de la
Lunc. En désignant donc par N, le mouvement horaire du neud, on a

Ni=—3m?u,sin;v - Nsin(mv — N}cos{v — mv).

Dans I'état actuel de "Analyse, on réduit le produit de ces sinus et

cosinus ¢n cosinus simples, ce qui donne

Ny== -— ;m’u.[l +cos(2v— 2mv) — cos{2v — 2N) — cos(2mv — 2N}].
. 4
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. - . . - 3
in changeant ensuite N, et », en dN et d, el désignant — 5 m?*y par
: 1

v, on aura i (res-peu prés, en intégrant,

. 3 Im? ] .
N=—;my — ——=sinlav—2mv’
M S(r—m)
m? .. . 3m:? - )
Foor——-cSinau —aNYy - o sinTamy -— o N,
S(1r — 1} C8(m—a)

Ce procédé n'était point au-dessus de P Analyse connue de Newton;
et <"1l en eat fait usage, il awrait eu fort simplement Pinégalité an-
nuelle du mouvement du nweud, que son petit diviseur rend tres-sen-

sible, et qui, par ce qui précede, est

Tm? . :
o——— - sin{amy —- 2N},
Srm— 1

En substituant pour N sa valeur précédente dans Fexpression de N,

on aura le terme non peériodique

en sorte que le moyen mouvement du neeud sera

3 ol 3m?
v i S(m“—-T)_ ’

expression exacte aux quantités pres de Pordre m'.

E=N]

Newton, au licu de décomposer Uexpression du mouvement horaire
en cosinus simples pour ne considérer que Uinégalité indépendante
du mouvement de la Lune, emploie un procédé ui revient au méme.
It observe que, dans le cours de chaque mois, le mouvement du neend
saccélere et retarde, et que de I vésulte un mouvement horaire mé-
dioere qu'il trouve égal &

— —m?y; sin?(mu — N},
5 ;

Cr
[
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¢e qui donne

Ny =— zm'-'u.[l — cos(2mu — 2N}),
-

N, ¢tant tci le mouvement horaive médioere. Celte expression de N,
revient a négliger dans la précédente les termes dont la période est
d’environ un mois. Newlon néglige, en eflet, les inégalités de ee genre,

, . . y N PP .
parce gu’clles disparaissent de expression de la latitude, en se combi-
nant avee les inégalités semblables de l'inclinaison de orbite lunaive.

En changeant N, et , en dN ¢t ds, on a

dN = — gm’-' dvsin?(mu — N\
Supposons
muv — N =g9,

o1l aura
mdv=dy -+ dN;

on aura done

3 - 3 .
—-mdy sin?e —mdysintg
IN — 2 3 1> sin? )
d\ — — I _—;ln({_m-q -1 T
2 m <in? : -2 sin?
1 S msinty 5 T Sinte

En intégrant cette valeur de XN depuis 5 nul jusqu'a o égal i la eir-
conférence 2=, on aura le mouvement moyven du neeud dans Uinter-
ville de deux retours conséeulils du Soleil au méme necud. L'intégrale

3 . 3 . . T
de — =mdpsin?y est — > m.2z. Newlon a déterminé Uintégrale de
2 4

3 .
S dg sin'g

par la méthode des suites, qui donne pour cette intégrale

2 Hm
2T (1 — — ] -2m.
32 2}

On 2 ainsi, pour le mouvement moyen du nceud dans Vintervalle de
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denx retours conséculifs du Soletl au méme neeud,

3 Hm?
_ _'_'5.2:(. LI Jf;’;’_>.

En exprimant celte quantité par — 217z, 1l faut, suivant Newlton,
- - i . g 1
pour avoir le mouvement sidéral du naxud, la multiplier par — ce
qui donne, pour le moyen mouvement du naud,

Newton ajoute i celle expression les termes de Uordre m* qui ré-
sultent de ee que, en vertu de Pargument de Ia variation, le rayon vee-
teur de la Lune n'est pas conslant et son mouvement w'est pas uni-

forme. Il trouve qu'il en vésulte, dans le mouvement du neeud, la

3 ., L3
ZI"‘U ‘.!.lfgl)l‘ )

2 désignant ce que nous lui avons Tait désigner dans le numéro précé-

quantité

dent, ce qui donne le mouvement du noeud, suivant Newlon, é¢gal i

3 me 3m R 1hm?
— 5 vl lr— —(/— —220— - —}-
1 o] 32 )
L'expression de ce mouvement, donnée dans le n® 13 du Livee VI,
el qui a été vérifice par divers géometres, est, aux (uantités pres de

I'ordre m?,

la diltérence de ces deux expressions est tres-pelite.
Pour avoir I'imégalité du mouvement du neewd, Newton fait usage
AN NENCC) i N T - v’ . . A H .
de Pexpression précédente dN, qui, en l'intégrant et négligeant les

quantités de P'ovdre m?, donne

gm?

'——'_E _(_) _'_i _.‘}-’_’1 51 .,,-__-_)__»-' 1
N= 7 mq(l 8m) : 8m(l S )sm_{ g sing o
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L'inégalité dépendante de sinfg est insensible; celle qui dépend de
sin2g ou de sin(2my — 2N) a é(é reconnue par Tycho. En réduisant
en nombres son cocflicient, on a celui que Tyeho a déduit de ses obser-
valions.

Newton détermine ensuite la variation horairve de I'inclinaison de
Forbite lunaire & I'éeliptique, et il la trouve égale 2

—3m?*yyuy cos{v — N)sin{muv — N)cos{v — mu?,

v ¢tant I'inclinaison de 'orbite. En changeant le mouvement horaire
v, de la Lune en s, en rvéduisant en sinus simples le produit des
cosinus et du sinus, et en intégrant, on a, pour la variation de U'ineli-

naison, celle expression fort approchée

\

Imrycos{au —amu) g 3m?ycoslry — 2N) N _'5:1;:—'100i2_:1_:; — aN)

81— m) ' 81— 8 m—1i, ’
v elant 'imelinaison movenne de Uovbite. Newton ne considere, comme
il 'a fait pour le mouvement du necud, que la partie de cette expres-
sion qui n’est relative qu’a la distance du Soleil au neeud; il trouve le
mouvement horvaive de I'inclinaison, relatif a cette partie, égal i

3Im2

2

viysin{muv — N} cos(mv — N,

d’ott 1l conclut la prineipale inégalité de U'inclinaison.

Il observe que les deux autres inégalités, dont la période est d’un
mois i peu pres, en se combinant avee les deux inégalités correspon-
dantes du mouvement du naud, ne produisent aucune inégalité sen-
sible dans la latitude. En eflet, si 'on nomme 3N et 3y les variations

du nacud et de Uinelinaison, la variation de la latitude sera
o7sin v — NJ— 74N cos'v — N).

In substituant pour 3y ct 3N leurs termes périodiques trouvés ci-

dessus, cette fonetion devient

\
1) sinjv —2muv +4-N).

—3m?y _' 31)1'-"/( 0 1
e L sinfy — Ny~ - —- — =
Skl_l.)hln_u N)
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Le premier de ces termes se confond avee la premiere équation de
latitude; le second forme Ia seconde équation de la latitude, dont le
cocflicient est augmenté d’une quantité de Uovdre m*, par la considé-
vation des inégalités de inclinaison et du mouvement du naewd dont

la période est d’un mois i peu pros.

s — - — — -
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CHAPITRE TIl.

DES INEGALITES LUNARES A LONGUES PERIODES, DEPENDANTES DE LA FIGURE

NON SPHERIQUE DE LA TERRE.

De U'tnégalité lunaire a longue periode, dependante de la diffcrence
des deux hémispheres terrestres.

4. Cette incgalité a pour argument la longitude du périgée Tunaire,
plus deux fois la longitude du neeud; sa période est d'environ cent
qualre-vingls ans. Pour la déterminer, je vais reprendre la formule (T)

du n° 46 du Livee T, en lui donnant cette forme

DA R _ N . ot IR,
2d?iror) —d{dror) - (111(3 /‘0 dR +~24.r 9 " or or)

(1) dds=- - gr 7,

rtdv

"angle » étant rapporté a lorbite lunaire. Je supposerar ici que la
caractéristique § se rapporle & la différence des deux hémispheres
terrestres.

On peut supposer dans cette formule »?¢s proportionnel & I'élé-
ment d¢ du temps. Cette proportionnalité a licu dans la théorie de la
Lune, en avant méme égard aux termes de P'ordre m dans les expres-
stons de 7 et de v, m exprimant, comme ci-dessus, le rapport du
moyen mouvement du Soleil i celui de la Lune. Ces termes, que Pin-
tégration a réduits a Pordre m, ont des arguments qui ne diflerent de »
que de quantités de Pordre m : tel est spécialement celui qui repee-
sente I'éveetion. Ils peuvent élre considérés comme autant d’équations

du centre, en sorte que, si 'on désigne par mh cosg le terme de
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I'expression de r, le terme correspondant de Pexpression de s sera,
aux quantités pres de'lordre m?, égal it — 2mk cosq; ainsi, en négli-
geant les quantités de cet ovdre, & disparait de expression de r2 dv.
Ces termes ne troublent done point sensiblement la proportionnalité
des aires aux lemps. En prenant ainsi pour unité de distance la
movenne distance de la Lune @ la Terve et pour mesure du temps ¢ le
moven mouvement de la Lune, nous pourrons supposer r* > égal i dt.
Par le n° 1 du Supplément au Traité de Mécanique céleste, 3R peut étre
supposé nul relativement aux inégalités i longue période, et, par rap-
port i ces inégalités, on peut évidemment négliger le terme 2d?(rdr).
L'équation (T) devient ainsi
(e, d.ov = — il(—l(ll'[—q—r—) -i- ([l(?. 6::))1} — 3'7‘ 61-) .
Il faut maintenant déterminer la valeur de R Si Pon nomme V a
somme de toules les moléeules de la Teree divisées par leurs distances
4 son centre, on aura, par le n® 14 du Livre 111, une expression pour V
de cette forme

T D D

)3
— I 2L 4 I '
r 2

2

el EIREY | (e Ry ({ET IS

L i v

T étant la masse du sphéroide Lerrestre, ) son ravon moyen et U étant
une fonction rationnelle et entiere de » et de o, telle que 'on ait

JU - glm
Oy det

i b il U,

d.{r — u?)

0=

v ¢lant le sinus de la déclinaison de la Lune et & élant la distance

angulaire de son méridien & un méridien déterminé. En négligeant,

comme on peut le faire ici, les sinus et cosinus d’angles dépendants de
cette distance, on aura

L.

U = pi— 2,

CHow

Le terme divisé par 7% dans Pexpression de Vodépend de la dilférence

OFucres de I — V. 5%
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des deux hémispheres tervestees, I prend, parle n® 6 du Livee 11,

un signe contraire dans lexpression de R, ol il devient
» 3 3
—|l(3)|— wd-— —u).
rv o\ 5

Un désignant par s la tangente de la latitude de la Lune, par /o sa
longitude vraie rapportée & I'éeliptique et comptée de 'équinoxe

mobile du printemps, et par % Fobliguité de I'écliptique, on a
]

<ind <in fv + s cos?
== —t- -

A )
2

(v -+ 52,
: : L3
ce qui produit dans la foncetion v — 50 le terme

— sin?*lsind fu

N
4+ s2)?
C'est le seul terme de celte fonction auquel nous devions avonr égard
o

icl. En faisant doue
HOID3 sin? 2

4
|

h=

on aura, dans Uexpression de R, le terme

sin3fu
Bl
(v +-s7)*m
On peuat observer ici que /£ est extrémement pres de Punité et qu'il
n'en dilfere qu'd raison de la précession des équinoxes dont le mou-
vement est tees-lent par rapport iy,

Pour avoir Fexpression de R, il faut y ajouter ce qui dépend de
"action du Soleil, et I'on verra facilement, en rapprochant U'expres-
ston de Rdu n® 46 du Livee IT de Pexpression Q des n®* 1 et 3 du
Livre VI, que cette partie de R est la fonction

m?

— - [1 =352+ 301 — s cos av — 2mu)],
4



LIVRE XYL W27
fes angles » et me étant tei vapportés & Uécliptique. En la désignant
par 72Q’, la partic de R que nous devons considérer dans la question
présente sera

: I sin’ fu

g LAY
’ (v + 3%
On aura amsi
Jit 8l sin’i f1
2o = 4r2Q' — —»l——'fi-
r .

{14 s2)*p
La carvactéristique ne portant ici que sur les termes multipliés par £,
st Pon néglige le carré de 4, on aura
OR 8% <in3 fu

DB == fh 20—
201 - == 40 0 "

(1 +s?)£"r‘

Mais, en n'ayant égard qu'aux inégalités & longues périodes, on peut,

comme on I'a dit, supposer SR nul, ce quit donne

Lsin3 -
6.12Q = — ﬁﬁ
{14527t
on a donc

. OR 12/ cin3fu
20,0 5— = — ——————;
Jr ER

(v s2)*

ka formule précédente (a) devient ainsi

Aoy — — d{drar) . (H[lzl.-sill:i_f_u 0 2Q'I‘6!‘:|.

dt (v+s2)*

[l faut maintenant déterminer rdr. Pour cclu, je reprends les ¢qua-
tions (L) du n® { du Livre VII. En adoptant les dénominations du
méme Livee, la dilférence des deux hémisphires lerrestres ajoute i la
valear de Q du numéro cité le terme

kutsin3foy

=)

{1 -+ 57);—
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rétant égal & Y—==. Ne considérons ici que cette partic de Q; on
aura
20Q dv 3iuzcossfv
_—— e == du.
du w? [ e
{1+ s?)

On a, par le n° 4 du Livre VII,

= hn\.—_Tj [\ 52 ecos(cu — m)],

s=ysin{guv—19);

négligeant done les termes qui doivent rester insensibles apres les
ilégrations, on aura

1572 sin/3fv —agv +26)

sin3fu -+

” /100 dv ok 8 'ifj'_).g
Joou hrer T b g eyrsin(3fu—nagy-—cu+ 29t
.4 3f—ag—c¢ -

En substituant pour « sa valeur approchée

,,_l, - _1-'.’_*}-' s{ooy —— 2 )
/l'-’(l-Jp-/’-'J['_I 4/ 4/2(:0-(“5"-’ 2950
le terme

2
(2 ) [20 e

L et
J du hrwd

de la seconde des équations (L) du n® 1 donnera ceux-ci :

’l'

-- zg[gyisin,’_'ifu—-zgu+20)»{—ge'/’sin(3fu—7.gu —cu-+12b-1-m) |

on trouve de plus

due d0Q Yy o
Kintie 90 = _.’|h/5 sin(3fv—2gv-+20),
1 dQ s 0Q  idkyr . . ,
i dd T hiw os — fhs Sy gyl

Tous ees (ermes réunis produisent, dans le second membre de la se-
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conde des équations (L) citées, le terme

9 keyrsin(3fv—2gv—cv+ 26 —m)

N 3f-—-ag—c

Il faut ajouter & ce membre le terme ui résulte de la variation de «
relative & I'angle 3/ — 2%, dans le développement de la foree per-
turbatrice. Représentons cette variation par

e lksin(3fy — gyt 20
l:‘-'(l—}—-/‘l)”' gin(3fv—2gv-+-29),

en sorte que la valeur précédente de « devienne

I — 7 )
u= ————\T+s?+ecoslcv —w) +lhecos(3fv—2gu-+20— =) |,
(442 ) . 2
= ¢tant la demi-circonlérence dont le vayon est l'unité. Langle

3/» — 2gv ¢lant tres-pen différent de cu, on peut considérer le terme

2

[/.’_(:OS (Sf'J — 28V - af - ':)

comme élant relatif a une seconde équation du centre; ainsi, de méme
que le terme e cos{c» — &) a produit, dans le second membre de 'équa-
tion (L’) du n° 9 du Livre VII, le terme

— {1—¢?)ecos{cv —m),
le terme

tk cos (3fu —oagy -a2f - g)
v produira le terme

— (v— ¢ 2}l cos (Lifv g 20— g) ,

¢ étant extrémement peu différent de e. 1 lui serait méme égal, si

Pon faisait abstraction de la puissance [ecos(cy — )], qui provient
1 . .oy . . . .
du facteur -5 qui multiplie Taction perturbatrice du Soleil dans le

mouvement lunaire; car, en négligeant le carré de 4 el ses puissances
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supéricures et ne considérant que les termes multipliés par

ecos{cv —w)
el par
lk cos(?f-.; —2gv+20— g),

on a
~

—30(1 + Eeﬂ) cos{cv — w)
= =he(r+2)? ) _
— 3l cos (3fu —a2gu-=-29— ;)

De lail est facile de conclure que 'on a, i trés-peu pres,

. 5
1—ct=(1—cl1— —e?).
2

Il faut done ajouter, au second membre de équation (L') du n® 9 du

Livee VI, le terme
—(1—e¢?) (l -- ge'l) hsin(3fv —2gv-+-219).

L.e lerme
- [

— T T T 3

h? (1 + s2)?

que donne par son développement le second membre de la seconde

des equations (L) du n® 1 du Livee VII, produit, dans le sccond

' . , \ . 3sds .
membre de 'équation (1) du méme Livree, le terme ~5 s ¢tant fa

variation de_s, dépendante de 4. La partie sensible de cette variation
dépend de Fangle
3fv—gv—cvt-i+w,
parce que,
SJv—gv—cvu
dilférant tres-peu de gu, les termes relatifs & cet angle acquitrent un
tres-petit diviseur. Il faut, par la méme raison, avoir égard aux termes

de 3s dépendants de 'angle 3/5 — gv -+ 0. Ces lermes produisent dans

3sas , 9 .
2 des lermes dépendants de Pangle 3/ — 2gv + 20 et qui ac-
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quierent, par Pintégration ‘de I'équation (L) du n* 9 du Livee VI, un
tres-petit diviseur.

Cela posé, en n'ayant égard qu’i la partic de Q dépendante de £,
on a

1 ds 0Q s 40 152 J0Q

e ds 9v hu v hrur Os
3k ) . 3k )
= '/,T;l'/"ms“f" —gv—cv+04-w)— —,;G—ycos(ifu —gv 9

[l faut done ajouter ces deux dernters termes au second membre de la
troisieme des équations (LY du n® 1 du Livee VIL 11 faut ajouter encore
ace membre le terme qui vésulte de la variation de s velative i Fangle
3/5 — gv — cu dans le développement de la foree perturbatrice. Re-
présentons celle variation par

thcos(3fv—gu—cu+9+a].

3/v — gn -- ev dillérant tres-peu de g, on peut considérer

, s
il.'sin('ifu—gu—(ru+0+m—';')

comme appartenant i une seconde inelinaison de Porbite. Ainsi, de

méme que le terme ysin(gy — 0) a produit dans Péquation (L”) du

n° 13 du Livre VII le terme

(g*—1)ysin(gv— 10},
le terme
e sin("ifu—gu—c-u 40+ — 7—:)

v produira le terme

(g2 —1)iksin (3fu——gu—(.‘u +0-tw— ‘:):
g ¢lani extrémement peu dilférent de g. On aura leur différence en
observant qu'elle vient du terme multiplié par s* dans le développe-

ment du second membre de la troisieme des équations (LY du n® 1 du
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Livre VII, et spécialement de sa partie
s d0Q 1-4-52 00
It Odu it o5’
et il vésulte, de Pexpression de Q du n° 3 du Livee VII, que celte
partic donne dans ce second membre le terme — 3m*As®, ce qui pro-

duit, dans le second membre de I'équation (L") citée, le terme
-- ',-?hﬁm2 yrysinlguy —9)

on a done, en observant que £ est i trés-peu pres 'unité,

il faut done ajouler a ce second membre le terme
2 () 2.,2 - f- i - f, 1 \
gr— i1+ zmyp2)ikcos(3fv—-guv—cud-0 - wh
7 . .

La troisicme des équations (L) eitées donne ainsi, en ne considérant

que les termes préeédents dépendants de £,

3k 3
— '/,}5 yecos(3fv—guv—cv4-94-m) — I‘—G-/cos(3fu —gu-t-0).

Avanl représenté par ik cos(3 /o — gy —cu-+0+45) le terme de s

dépendant de Pangle 3 /5 — gv — cu, I'équation préeédente donnera

) ) 3

To=ik g'—'—:—'(/—‘ln‘l-/?-—(iif—n—c)? — - —7c.

o o
Ainsi la variation de s relative & 'angle 3/ — gy —en est, i lorl
peu pres,

3 yecos{3fv-—guv—cv--+w)
he - T a5

23 f—ng—¢)— 2"127"

v el m sont des fractions du méme ordre de pelitesse, en sorte que

C o . -
— D2y est de Povdre m'; il semble done qu'on peut le négliger par
-1 B
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vapport & 2(3/ — 2g — ¢j; mais la circonstance particulitre qui rend
1 — ¢ presque double de g — 1 rend 2(3/-- 2g — ¢} fort petit ¢t tel
(que, pour 'exactitude du caleul, il est nécessaire de conserver, i son
¢aard, le terme — f—,:m"-‘-"'.

La partie de s relative & FPangle 3/5 — gv est, a forl peu pris,

- ﬁlzcos(Sfu——gu “4-6);

he
3saos . .
le terme e donne ainsi les suivants:
2 -_— o _— fi . 9
OI‘C/ al "h 28 cv 2l +w) ~.~_/L-s|ll(5fu— {.’U—i—?.ﬁ‘,.
’/, 3 o ' ) 2.,0 '-’-/ .
AN ./_—'7;,—4--—31)1-/

La seconde des équations (L) citées deviendra ainsi, en ne conside-

rant que les termes qui ont pour diviseur 3/ — 2 — ¢ ou qui peuvent

Facquérir,
d?u glicy? 1 1 1
ot S (g e, e e
G/—QS—L—SIM 72

3hy?

+ -_—/{ sing3fv —agv-i-20) —(1—¢c? )(l—;c’) Ursin(3fv—agv+ 20,

Ayant représenté la partie de la variation du de w, velative a Fangle
3/ — 2gu -+ 20, par

i sin(3 fv — 2gv + 26),

I'équation précédente donne

3k
Uy = —— ity —
. D

lflnﬂlif— ag—C-- _ic;,“ — c?)

on aura done

3hy?sin(3fv—2gv -t 20)

4 hs ['Sf— 28— ¢ — Er,;-c"(l— (."-’)J
9
{

on =

(’i-/‘—?_‘(,f—c)(:}‘/‘__lg._c—_' %’"2-/?)

OFuwcres de L. — V.

(&1
[}

2w

-—5in(3fu—'zgu—(:u-1—204—m".



434 MECANIQUE CELESTE.
En prenant ensuite pour unité la moyenne distance de la Lune a la
Terre, on pourra, par le n® 6 du Livee VI, supposer & =1, el alors
on a, a fort peu pres,

=125t ccos(cv —m);

on a ensuite

l.c terme
12/-dt sin3 fu
T
(v 4 s2)tet

. . - l/U
donne celui-ci, en substituant, pour dz, ==,
gliey2sin(3fv—a2guv—cv--20+u)

On trouvera facilement

. m? L) ANG
—2Q'dt.rér=—-[1+ 3cos(2v— 2mu)](—__s — O—l) 2.

En substituant pour du et 3s leurs valeurs précédentes, el ne con-

servant que les termes qui ont des diviseurs de 'ordre 3/—2g — ¢,

on aura
I

o5 o (]
3f—28—c¢c— 't—;m?-/?
m?{sds du\dv 3
_:-( w? ud | ou? 2
m? =g —c
=3 h—eytsin(3fv--29v—cv+2i-+-o) -
o D
3

-4

0o B By
d_/—zrr—c—zel(l—c-)

o

Les termes de 'ordee m? doublent & fort peu pres, comme l'on sait,
la valeur de ¢ relative aux quantités de Pordre m?, ce qui rend tres-
petit le diviseur 3/ 2g —e; il est donc utile, dans la présente
recherche, d’avoir égard aux termes de Pordre m®. Pour cela, il faut
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vonsidérer la fonetion

Tm?

saos  du\ dv
cos(av—amud{— — bl

b o
w? w ) u?

qui fail pactie de U'expression de — 2Q'dr.rir.
St 'on suppose
u=1-recos(cv—wj4 AMecos(2v - 2mv — cv + &)

+- By cos{av -~ 2mv — gv + ),

A et BY avant -les significations que je leur ai données dans le
Livee VII, la fonction précédente donnera, dans Uexpression de o3,
le terme

1

o)
— A
B

4 ,
mreytdu kisin(3fu—ngu —cv-r2fim)

[#X}
—
-
-
— | ————

d{drar)

Considérons le terme — =% —- de Fexpression de dd» : ona
- 7 s0S
dr=edvsin(cv—®), Sr=—yi4s! 5 A ——=—
u wyn -5
didrdr - ;
le terme — #(”—J donne ainsi le suivant :

Yhey? deos(3fv—o2gv—cv+ 20+ @)
G R

. SALELCI
3/~—-2p—c— e2(1--¢2

S8 A ( )

L'expression de 3 se rapporte au plan de Forbite lunaire : pour la
rapporter au plan méme de Pécliptique, il faut, par le Chapitre IT du
Livee VII, lui ajouter ce que produit la fonction

-
-t
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436
lorsqu’on v substitue, pour s,
. 3k yecos(3fv —gu —cv L+ G- @)
7smgu - ’/,'5" ‘ =(3fe g J) L
2 3f—g—c)-- j7lm'1- 2

ce qui produit le terme

1

Nsing3 /v —2gv —cu+2f+m

Shepr 1 —g?— g3 —-2g—c
? 2l3f—ag—- c)—?m'—'-/'!
1

Enfin, le terme
12cdisind fu

s |

3
(r+s2)p
de Lexpression donnée eci-dessus de d §, donne, en le transformant

1 ldu e sin’ fu

dans celui-ei

(1 -+ 52
et en v substituant, pour «,
V1824 ecosiey —w),
le terme
—qleyrsin(3fu —agv —cv 204wl

En rvéunissant tous les termes de Pexpression de d 8 rapportée i
IR

I"écliptique et en intégrant, on a
m? | .
{ - —-;[g’*'+(ff—eg—t')g 6

!
3 {
_ ) 3 f—- -).g—c—s—!m"‘/"
Ykhey2cos(3fu-—~2gv--cu +20+m)‘ " 8
I S . . ~ ~
g 7m'3 l—’.m?J.— :.I;-;‘ A
i85 ov= -k S -
_ df——-zg-—c‘ 3_f-—-.zg’—~c—7:c'1(|—c'-’, !

iyl
Z—A»L—/— cos(3 fu— 2gu—cvt2l+w)

'
—-

3f—ag--c— %e?(l - ¢?)

Pour réduire cette formule en nombres, on peut observer que, par le
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n’ 14 du Livree [, le ravon d'une couche du sphéroide terrestre étant
exprimé par a(1+-2y), el y étant développé dans une suite de la

forme y' 4=yt oo 3 oy Ly Glant assujetti a équation

oD PEREQ)
du \ Jew? A )yt
O = J -1- -l b)),
du. L —u? \ 12

on aura, par la formule (@) de ce méme numéro

HO PG = :1:5 afod.a%yv,
/

z Clant la densité de la couche, I diftérenticlle et 'intégrale ¢tant
relatives & la variable @, el cetle intégrale étant prise depuis @ =0
jusquic @ =D, En prenant pour unité de distanee, comme nous le
faisons, fa distance moyenne de la Lune a la Terve, et pour unité de
vilesse la vitesse movenne de la Lune, la masse de la Terre devient
a fort peu pres 'unité de masse; or cetle masse est, & forl peu pris,
i=

-.;_/',3 d.a*; on aura done

2 fod.a%)t

P =4 -
et Jpd.a@

3
7

On peat negliger ici les termes de y® qui dépendent de o, et supposer

ainsl

p ctant une fonction de a; alors on a

;aj'ptl.aﬁl)
MY
b Jed.@®

ce qui donne

b } 1_[_'711.115/1

T a8 __/'pd.uJ sin?2.
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Si la Terve est supposée homogene, el p sont constants, et 'on a
9 .
3h=-=gaphisin?l
) 2811

Nous sommes certains, par les mesures des degrés terrestees et du
Sl i .
pendule, que 2p nest pas —; 34 est done au-dessous de —--1? sin®x.
3vo goo

Quelle que soit la constitution du sphéroide (erresire, nous sommes

- - 1 . N ~
cerlains que 34 est au-dessous de —— D?sin®2. On a, & fort peu pres,

L
Y ag 24105
on a ensutte, parle Livree VI,
¢ = 0,9915f8or,
m = 0,0745013, e:=0,0518;293,
2. = 0,0900807, g == 1,00f0217),

A= 0,201816, BY = 0,025:636.

De plus, Pobliquité de Péeliptique est, @ lorl peu prés, 23°28 en

degres scxngésinmux; en supposant done
] ! .
3 = —D7sin3),
100

el en observant que, par le n® 19 du Livee VI, on a

) = 0,016655 101,

~

on trouve que l'expression de 3, donnée par la formule (), est insen-

! L)
s de seconde.

sible et au-dessous de

Des inégalités lunaires deépendantes de la partic elliptique

du rayon terrestre.

3. Fai déterminé ces inégalités dans le Chapitre H du Livre VII;

je vais considérer ici quelques quantités auxquelles je n’avais point



LIVRE XVI. 439
cu égard. Le terme de I'expression de V donnée ci-dessus, qui dépend

de la partie elliptique du rayon terrestre, est

2
o b2 U,
r.l

On peut supposer ici, dans ce lerme,

]
U = g2 — 35

alors, en substituant pour p. sa valeur

sin2<in fy - scosl

(r »i».s'l)E

on aura dans V le terme
2 1 1 1
o H¢2) ILJ sin. cns)..s.?ﬂ[:_
r =
(v-1-s2)*

Ce méme terme, pris avee un signe contraire, fail partie de 'expression

de R, en sorte que I'on pourra supposer ici

D2 sinl cos).ssinf
h = 2Qr— alten 2 Sindcosh-ssinfv,
(r+s)°
ce qui donne
Ji x ,, N2 sin2 cos).ssinfu
').6.:*5’—‘ =44d.r2Q" + lzll(l)’__J o
(1 57)°

Ln n’ayant égard qu'a Uinégalité de 3» dont la période est eelle du
retour du necud lunaire au méme équinoxe, on pourra supposer sk nul,

el alors on a
D7 sin2.cosk.s sin fu_

3.r2Q = 2

Ty [ )
! (v+s2)*
on a done
JR D2 sink 00:5__7..5 sin fu

20.r--— = 20N —.
or r

{(1-+ s’)%
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et la formule (@) du numéro précédent deviendra

D .
d drr) ?oll”)—r-_l— sinZ cosl.ssin fu
d oy =— "l_[“"* ot ; -~ 2 rar | dt.
(1) '

Le terme

D .
20110 — «ing cosd. s sinfu

'.I
-— : -dt

{r-+ .52)""

- . : dv .
donne celui-ei, en substituant, comme ci-dessus, i ou simplement o

pour e, et faisant r=1,
1ol D2 sinz cost.y ducos(gv — fv-—5).
On a, par ce qui preécede,

m? . .
—2Q = —[1 =35+ 31— s*) cos{ov — 2mv)]s

le terme — 2Q'rdrde donnera ainsi le suivant :

To) m dy [v-+3cos{nv —2mu)]rdr.

2

I faut determiner Ta partie de rdr qui dépend de cos{gy — fv —0)
et qui a pour diviseur g — /. Voulant ensuite avoir égard aux termes
de Tordre m, il faut déterminer la partie de r3r de Vovdee m qui

dépend de cos(2v

2my — go 4 [o—0) et qui a le diviseur g —1,

parce que cetle partie, é¢tant multiplice par cos(2n — 2am), produit
un terme de Uordve m® dans la fonction (o). 1l faul done avoir égard
a . . > D
anx mémes parties dans les développements de s3s et de.
Développons d'abord 3s. La partie de Q rvelative aux forces perturba-

trices ¢lant — R, clle est égale @

2 4 2 D2 sin2 cosk.u?ssin fu
-2 4- 0 2 - .
(v -2

En n'avant égavd qu'an second de ees termes, a partie utile de

_t ds0Q s dQ _ rmstdQ
T htut dv dv hru ou l2u? Js




LIVRE XVI. 1
se rédull, i tres-peu pres, A
— 22 D? sin? cos . sin fu.

La troisieme des équations (L) du n® t du Livie VII donne ainsi, en

désignant par 3s le terme de s qui dépend de /o,

2
0= (—(h%s. g2 ds — 2112 D2 sind cos . sin fu,

9 , . . N (
g* ¢tant, comme dans le numéro précédent, égal a g? + Z—i’m?-f’: on
1 done

- a [ D2sin? cosdsin fv
= =

C
g‘! _f'l - -7)",'.'-/’2
4

On a, & tres-pea pres, g2 — f? egal i g2 — 1, ¢t g — 1 est assez grand
par rapport 212

terme, en sorle que 'on a, aux quantités pres de Novdre m?,

2,2 ’ N ' Qs " 1 voael ¥ SO
m*y? pouwr que 'on puisse néghger ict ee dernier

- I <in fu
s :

- -

-

en faisant

L' =112 D sin ) cos).
Pour avorr le terme de s dépendant de sin( 29 — 2amy — f4), on obscer-
vera que P'on peut considérer 'expression précédente de 8s comme
¢lant relative & une inclinaison de I'orbite Tunaire égale @ ?IL—I, el
dont (1 — f)u serail le mouvement du neeud. Or on a vu, dans le n° 7
du Livee VI, que Pinelinaison y de Uorbite lunaire produit dans s, en

vertu de Paclion du Soleil, le terme

B"ysin(2v —amu — gu - 0);

I'inclinaison

- produira done un terme semblable, que nous repré-
51!

senlerons par

,'.I

-sin{2v —2mv — fv),

&1

et P'on voit, par le n° 7 cité, que 'on peut, en négligeant les quan-

OFueres de L. — V. 56
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lités de I'ordre m?, supposer B® égala BY'. Ce résullat, auquel conduit
[a considération de la partic — r*Q" de Pexpression de Q, nous dis-

pense de considérer ici cetle partic: nous pouvons ainsi faive
> I i {0 cin/ i
05 = ———[sinfu + B sin{2v — 2mv — fv)].
— Lsin, .
o

Déterminons maintenant du. Pour cela, reprenons la seconde des équa-
tions (L) du n® { du Livee VII. En faisant usage de la valeur précédente

“de Q et ne considérant que le dernier terme de cette valeur, intégrale

dQ dv
] ov

donnera le terme

2" cos(guv —fu—9)
L

g—1

dru ( L2 /‘OQ du
dr " ”) TR we

du second membre de la seconde des équations (L) citées renferme
fe terme

Aunsi la fonetion

_ ~leos{gy—fv—0]
T — 1

2]

Le développement de ce second membre venferme encore, comme
on I'a dit dans le numéro précédent, le terme 3s3s. Il faut ici sub-
stituer, pour s,

7sin{gu —0)+BPysin{2v —2mv — gu + ),

ct, pour 3s,

- [sinfv + B2 sin(2v — 2mv — ful],

o — |

et alors ce terme donne les suivants :
’_I

3l cos(gv — fv — 6)
2 g8—1

3 k'mm./[ cos{2v —2mv + gv — fv— 0)
2 g—1 |+cos(2v-- amv— gv -t fu+ 6)
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La sceonde des équalions (L) citées donne done, en négligeant les

termes de 'ordre m?,

due == — _;—(;,'_l)cos(gu—fu——a)
o »lli'—ll“”[ cos{av — 'znlu+gu—fu—0)]
2g—1 " [+coslov—amu—gu+fu0)

On a, & tres-peu pres,
rér=—du - sds;

en substituant pour 3w et s3s leurs valeurs préeédentes, on aura
ror—o;
Pexpression précédente de d du deviendra done

. d{drdr)

ddv—= i — - 1ok'ydusin{gv — fv —0).

. . d{drdr .. v
Il est facile de voir que %—) est iei nul, et qu'ainsi Pon a

ddv=r10k"ydvsin{gv — fv—0..

Cette valeur de d3v se rapporte a l'orbite méme de la Lune, et, pour

la rapporter & I'écliptique, il faul, comme on I'a vu dans le numéro

I ds?
; 6 (5‘J - ?lﬁ) (IU.

précédent, lui ajouter

Si I'on substitue, pour s,

ysin(gv —0) -+ B ysin{2v--2mv — gv -6
. AJB(O]

Koo )
F ————sinfv +
51 f g

I—Sin('w —amy—fu',

on aura

Is2 vy /4 012
'i(s'-' - :152) = — —/——(l — Ll"»'-—)fus(gu —fu--0_.
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Ona, par le n® U4 du Livee VI, aux quantités pres de Vovdre m?,

"IOJ — }g, g_, 1= %",‘2,
on aura done
1 ds? 1 3m
—oflsr— -° = -k [— s{erv — — 0
_!o(s ([U__,) 5 vk (l 7 )COh(gu Sv—0),

doy =19 7k’ <l + i—’(’:) dv cos(gu — fuv— ).
7

En considérant m, e ety comme des uantités du premier ordre, on
voit que ces expressions de s et de d 8 sont approchées aux (uantités
pres de Pordee m2. Si I'on vapproche la valenr de 3s de celle (qui ré-

sulte du second Chapitre du Livee VI, on a
= (a_o — %acp) 2 sind cos?,

o2 elant Pellipticité de la Terre, etz étant le vapport de la foree cen-

trifuge & la pesanteur i I'équateur.

— D O — -«
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CHAPITRE 1V.
SUR LA LOI DE L'ATYRACTION UNIVERSELLE.

6. Nommons T et L les masses de la Terre et de la Lune, r te
rayon vecteur de la Lune, » sa longitude, s la tangente de sa latitude,
@, y, = ses (rois coordonnées rapportées au plan de Pécliptique et au
centre de la Terre; désignons par m’ la masse du Soleil, par 7 sa
distance au centre de la Terre, par @’ et )" ses coordonnées rappor-
(¢es i ce point et a I'éeliptique, et par o sa longitude. Les forces qui
sollicitent la Lune et qui résultent des attractions de la Terre et du
Soleil, décomposées parallelement aux axes des a, des y et des =,
sonl, comme I'on sait, exprimées par les cocellicients de da, de dy et

de dz dans la diflérentielle de la fonetion

T - m'

e
Vat-byra-z? o (at--w)2a- (07— )tk

mais, la Terre ¢tant supposcée immobile, il faul transporler en sens
contraire & la Lune son action et celle du Soleil sur Ia Terre. Ces
aclions, décomposées parallelement aux axes des @, des y et des s,
prises avee un signe contraire, sont exprimées par les coefticients e
dr, dy, ds dans la difléventielle de la fonction

L (a0

- . —— = 71

Vot 4oy o2 r's

T+ L m' m'(xx’ -3y

Vei g4 2t o - a) e () )k e "
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les torces dont la Lune est animée dans son mouvement relatil autour
de la Terre sont

oy oy AY

dx’ 0y’ 93’

en sorte que les (rois équations différentielles de ce mouvement sont

d*x OV _dry OV d*z 9V

o)

=z e’ T dn 9y’ R TERS P

de ¢tant I'élément du temps, supposé constant.

Si I'on suppose que le Soleil attive différemment Ia Lune et la Terre,
alors il faudra donnev a m’, dans le dernier terme de Uexpression de V,
une valeur diflérente de celle du second terme; en représentant done

ar dm’ celle dillérence, il faudra ajouter 2 la fonction V le terme
|

om' (x4 1y

3

Fxaminons Uinfluence de ce (erme sur le mouvement de la Lune.
On a

reosuy rsinv rs
== - ) .)' = — - E
Vi-s? Vi st Vi s?

La fonction V devient ainsi, en la réduisant en série par rapport aux

puissances descendantes de

: 1 r? } 3 :'1c0.<2{u——_u') )
| ' 201t 2 1+ s?) }
V=l ~
r P 3rcoslu—o) 5 1Y cosd(v—1) 1
- / T T ast) T2 L. 3
a1+ s?)

ént’. reos(v— ')
T ayiaer
Le terme multiplic par cos(v — ') de cetle série produit dans le
mouvement lunaire linégalité que 'on nomme incgalité ];arallac—
tigue. 1l résulte des diverses théories de la Lune, ct spéeialement de
celle que j'ai donnée dans le Livre VI, que le coefficient de cette iné-

galité est, i fort peu pres, proportionnel au coefficient de cos(v — ')



LIVRE XVL LY
dans le développement de V, en sorte que, si 'on nomme A le coclli-
cient de celte inégalité, denné par ma théorie de la Lune, Vindéter-
minée 3" en relranche une quantité qui est & A, & Wrés-pew pres,
comme

15 m'r

s =

m'r
-

1|

J

w W

’

P 52

[

en négligean( done te carvé de s, U'indélerminée ' diminuera le coefli-
tal

cient A de la quantité
8 dm' r2

3w o

in comparant le coeflicient .\ & celui que les observations donnent,
Y r <
on en conclut le rapport - ou le rapport de la parallaxe solaire & la

parallaxe lunaire, ce qui donne la parallaxe solaire, puisque la paral-
laxe lunaire est bien connue. Je trouve ainsi, ¢n secondes sexageési-
males, 87,585 pour la parallaxe du Soleil, ce qui ne dillere pas de 4
de seconde de la valeur de cette parallaxe déterminée par les pas-
sages de Yénus sur le Soleil, observés en 1561 ¢t 1969. 11 est done
bien certain que le coellicient A de ma théorie de la Lune ne differe

pas de la vérite de 5 de seconde, et qu'ainsi la quantité

A . ont’ . 3 r N
est au-dessous de 5, ce qui donne —- moindre que = -55- Ona, & (res-
3 m o4 r'®

. r 1
peu pres, - = —: done on a
r 4oo

am' — 1

m' ™ 3f1o0000

Ainsi Pégalité d'action du Soleil sur la Terre et sur la Lune est
wouvée par l'inégalité parallactique, d’une maniere beaucoup plus
| 8

précise encore que l'égalité de Datlraction terrestee sur les corps
placés au méme point de sa surface ne I'est par les expériences du
pendule.
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Je vais maintenant considérer I'influcnce qu’une diminution de
I"attraction par 'interposition des corpﬁ aurait sur les phénoméenes.

L"attraction d'une molécule se répand comme la lumitre d'une mo-
Iécule lumineuse, de maniere que, si l'on cong¢oit une sphéere imma-
térielle indéfinie dont elle soit lé éentre, Uattraction d’'un instant, en
parvenant aux couches de la sphére, restera toujours la méme suv
chaque couche; mais elle sera, pour chacun des points de la couche,
allaiblie en raison du carré du rayon de cette couche. Si elle s’étemt,
comme la lumiere, par interposition d’'un milieu, sa quantité répanduc
sur chaque couche, & mesure qu’elle y parvient, diminuera sans cesse,
et sur un point queleonque de la couche elle diminuera dans un plus
arand rapport que le carré de la distance & la molécule attirante.

Pour avoeir Ia loi de cette diminution, je nommerai A la quantité de
I'attraction de la molécule répandue sur la surface de la couche dont
je désignerai le rayon par r. Sur la couche suivante, dont le rayon est
r <+ dr, la quantité de cette attraction serait encore A, si une partie ne
s"éteignail pas en passant d'une couche a I'autre. Or il est visible que

celle extinetion est proportionnelle & A; on aura donc

d\ == — a A\ dr,

+ ¢tant une constante, si le milicu reste le méme, comme nous le

supposerons ici. On a ainsi, en intégrant,
A=He-2r,

[l ¢lant uhe constante arbitraire, et ¢ étant le nombre dont le loga-
rithme hyperbolique est 'unité. Si on divise A par la surface 4=r7
de la eouche, = étant le vapport de la circonférence au diametre, on
aura Pattraction de la molécule sur un point placé i la distance r. En
exprimant done par dm la masse de la molécule, on pourra repré-
senter par

dm

I c'»'ll'
re

son action sur un point placé i la distance r.
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Je supposerai xr assez petit ponr que Uon ait, i (rés-peu pris,
M =1-— ar,
el alors Ialtraction préeédente devient

dm
r:

(v— 2r).

Je vais maintenant déterminer d’apres cette loi Pattraction d'une
sphere homogene dont le ravon est R sur un point P extéricur dont 7
est la distance au centre de la sphere, et je supposerai r tres-grand par
rapport a R,

Soil fla distance & P d'une molécule dm de la spherve. Soit ¢ la
partic de finterceptée entre cette molécule et la surface de la sphore.

It est facile de voir que attraction de la molécule dm sur P ser:

(IIH. N
-f__,-“ —zq .

Celte attraction, décomposée parallelement & r, sera

dmcosY .
- fv—aq,

g

V étant Iangle que / forme avee r et qui est supposé res-petit. La

.. dmcosV . ' . .
somme de toutes les quantilés — i exprime I"attraction de la sphere

entiere sur le point P lovsque = est nul, et cette attraction est, comme
on sait, égale a la masse de la spheve divisée par #2; elle est done

T I3

rt

[FXIEEN

= ¢lant la circonference dont le diamétre est Lunite.

aq dm cosY

Pour avoir la somme de loules les quantités — gy nous

observerons que, « étant tres-petit ainsi que V, et /dilférant extréme-

ment peu de r, on peut supposer ici cosV=1 ¢t /=r, ce qui réduit

OFEuvres gde I..— V. 5’,'
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la qnantité précédente a celle-ci :

aqdm )

o
La ligne ¢ peut étre supposée parallele & r; en nommant done w la
distance mutuelle de ces deux lignes, et & 'angle formé par un plan

ﬁx" pilSS:ml l)ﬂl' rct l)ﬂl' un autre pl{lll p:lSS:llll l)ﬂl' et l)ﬂl' (I, on aura
dm = udu dw dy,

ce qui donne
z . I . 74 - 1
L — F"”""—_ ﬁ_/‘/_/ullu(quq.

Les intégrales doivent étre prises depuis 6 = o jusqua o = 2=, depuis
g = o jusqu'a ¢ = 2Q, 2Q étant la partic de la droite f comprise dans

la sphere; enfin, depuis # = o jusqua w==R. 1l est visible que

Q2= R?2— «?; on aura ainsi
= RY

-2 Jqdm =— — ~

ri- r

Lattraction de fa sphiere sur le point I' sera done

:,’if n"’ 3
—l—- vl O Bt xR )-
3 ot J

La réaction étant toujours égale i action, il est facile de voir que

I'action de P sur le centre de la spherve sera

\

1——%1"),

4

i

v

P étant la masse du poinl.

Imaginons maintenant ¢ue ce point soit le Soleil, et que la sphere
dont nous venons de parler soit la Terre; concevons ensuite (ue la
Lune soit une sphere homogene dont R’ soit le rayon;

A
r—?(l——il“)

\
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sera attraction du Soleil sur le eentre de la Lune i la distance 7 du
Soleil, o’ étant pour la Lune ce qu'est =« pour la Terre. La différence
des actions du Soleil sur la Lune et sur la Terre sera done

3p

-/Iﬁ(zll — CZ' “‘)

In faisant o = =, cetle différence devient

»
{?—r'_jq(n_u'}.

On ne peut pas, par ce qui précede, supposer 2(R — R') plus grand

— ¢'est-a-dire

I - -
que -—-——: zR est done une fraction moindre que
1000000

10000V00

que la foree atteactive de la moléeule placée au centre de o Terre sur

o ) y . , 1 .

un point de sa surface n'est pas diminuée de ————- par Finterpo-
1000000

sition des couches terrestres.

L'attvaction «'une molécule din d'une sphere homogene dont le
ravon est R sur un point de sa surface dont elle est distante de fest,
par ec qui précede,

dm

gl

I'attraction de la sphire entiere sur ce point est done la méme que si

1 74 . v
el Par le Livre XH, on a. pour cette

, .
1 35
.-{:n(.—jzn)-

L'attraction de la Terre, que nous supposerons étre la sphere dont il

la loi de Pattraction élaat

allraction,

s'agit, sur ce poinl, place i la distance r du centee de Ta Lane, sera,

4 1
j_m b .
i:.—‘l.___ (l——ﬁl")q

mais, relativement au centre de la Lune, dont le raven est supposé I,

par c¢ qui précede,

5=

P
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Fattraction de la Terre sera, par ce qui précede,

,’;_R-’( 3 3 Y.
3T l—zzl{)(l——iall),

N

clle est donce diminuée, par Uinterposition des couches lunaires, de sa
. oae, . . 3 . ' . ..
valeur multipliée par la fraction z 2R, Si celte fraction n’était pas
3

extrémement pelite, elle deviendrait sensible dans la parallaxe lunaire,

e s o
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CHAPITRE V.

DU MOUVEMENT DI'S SATELLITES DE JUPITER.

Notice historique des travaux des astronomes et des geomelres

sur cet objet.

7. Galilée déeouvrit, le 7 janvier 1610, les quatre satellites de Ju-
piter. 11 détermina ensuite, au moyen de leurs configurations, leurs
distances au centre de Jupiter et les durées de leurs révolulions, ce
que firent également plusicurs astronomes ses contemporains. Ces
¢léements, quoique déterminés par ce moyen imparfait, suffirent pour
faire reconnaitre d Kepler que le heau rapport qu'il avail (rouvé
entee les carrés des temps des révolutions des planetes el les cubes
de leurs dislances movennes au centre de leurs mouvements existe
dans le systeme des satellites de Jupiter. Mais ce fut par les obser-
vations de leurs éclipses que 'on découvrit les inégalités de leurs
mouvements.

Le premier résulltat qu’on ait obtenu par ce moyen est la propa-
gation de la lumitre. Rémer observa que les éclipses du premier sa-
tellite avancent vers les oppositions de Jupiter, el retardent vers ses
conjonctions. Il expliqua, en 1675, cette dilférence par la diflérence
des temps que Ia lumiere du satellite emploie & parvenir i Pobserva-
teur dans les diverses distances de Jupiter a la Terrve. Celte expli-
cation de Romer éprouva quelques objections, fondées sur ce qu'elle
ne paraissail pas indiquée par les éclipses des aulres satellites, o il

¢lait difticile de la reconnaitre parmi leurs nombreuses inégalités,
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qui n’élaient pas encore connues; mais ensuite elle fut généralement
admise, et Bradley fonda sur elle sa théorie de I'aberration des astres.

Bradley indiqua le premier la principale inégalité du retour des
cclipses du premier satellite, dont la période est de 437 jours. 1l
reconnut qu'il existe, dans Ies vetours des éclipses du second satellite,
une inégalité dont la période est la méme.

Wargentin, dans les Mémoires «('Upsal pour P'année 1743, a dé-
veloppc ces inégalites, et il en a reconnu une pareille dans le mouve-
ment du troisicme satellite. Il avait encore remarqué, dans le mou-
vement de ce dernier astre, deux équations du eentre; mais ensuite il
les a réduiles & une seule équation d'une excentricité variable. Enfin
Bradley reconnut, en t717, Uelhipticite de 'orbe du quatrieme satellite.
Telles sont les imégalités des satellites que les astronomes ont déter-
minées par les observations, avant que le principe de la pesanteur uni-
verselle ent été appliqué a leurs mouvements.

Le vetour des éclipses et leurs durées dépendant surtoul de Ia po-
sition des ovbites des satellites sur celle de Jupiter, les astronomes se
sont spécialement oceupés de 'inelinaison de ces orbites et du mou-
vement de leurs naeuds s mais les varlations de ces ¢lements sont s)
compliquées qu'ils n’ont donné que des moyens empiriques et tres-
iiparfaits pour les représenter. s ont trouvé que 'on pouvait sup-
poser fixes, & tres-peu pres, inelinaison et le neeud de 'orbite du
premier satellite. L'inclinaison de 'orbite du second satellite leur a
paru variable, dans une périnde de trente ans environ; le neud leur a
paru fixe-ou n'avoir qu'un tres-petit mouvement. ls ont supposé Uincli-
naison de 'ovbite du troisieme satellite variable dans une période d’en-
viron cent trente-deux ans, et le neeud fixe. Enfin, ils ont supposé fixe
I"inclinaison de 'orbite du guatrieme satellite, et le mouvement dn
neecud diveet et d’environ 4 minutes sexagésumales par année. L'incer-
titude de ces suppositions, que les observations ultéricures ont obligé
de modifier, faisait sentir Ia nécessité d'éclairer tous ces phénomenes
par 'application du principe de la pesanteur universelle, qui devait

en recevoir une grande confirmation. Déja- Bradley et Wargentin
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avaienl atlribué I'inégalité de 437 jours aux attractions mutuelles des
trois premiers satellites ; mais ce n’était de leur part qu'un simple apercu
dénué de tout caleul.”Dans la proposition 66 du Livee I des Principes,
Newton s’est occupé des perturbations du mouvement de plusicurs
petits corps qui circulenl autour d'un grand corps. Il trouve que le
corps le plus intéricur se meult plus vite dans sa conjonclion et dans
son opposilion au corps extéricur que dans les quadratures. 11 a de
plus étendu aux satellites, dans le Livre 111, quelques-uns des reé-
sultats de sa théoric lunaire. Mais ce ne fut qu'en 1766 que U'on ap-
pliqua I'Analyse au mouvement des satellites de Jupiter, I'Académic
des Sciences avant proposé la théorie de ces mouvements pour le sujel
du prix de Mathématiques de cetle année.

Lagrange, auteur de la pitce couronnée, y donne les équations dil-
[érenticlles du mouvement de ces astres, en avant égard i leur action
mutuelle, & Pattraction du Soleil et & Uellipticité du sphéroide de
Jupiter. 1l les integre d’abord en négligeant les excentricités et les
inclinaisons des orbites, et il parvient aux inégalités dépendantes de
I"¢longation mutuclle des satellites, et d’oit résultent, dans le retour
des éclipses des trois premiers, les inégalités dont la période est de
437 jours, ct que Bradley et Wargenlin avaient découverles. Lagrange
considere ensuite les inégalités dépendantes des excentricités et des
inclinaisons des orbites. Ici se présentait i l'analyste une grande difli-
culté, dont le dénouement donne Pexplication des phénomines singu-
liers obscrvés par les astronomes, sans qu’ils en aient pu reconnaitre
les lois. Cette difliculté s’était déja présentée & Euler et & Lagrange
dans la théorie de Jupiter et de Saturne. Vai développé, dans le Cha-
pitre I du Livre précédent, Ia maniere dont ees deux grands géometres
Favaient résolue. La méthode dont Lagrange a it usage pour cet objet,
dans la théorie des satellites de Jupiter, est celle qu'il avait employée
dans sa théorie de Jupiter et de Saturne. Llle consiste it regarder
comme autant de variables les termes des équations dillérentielles,
qui, par 'intégration, acquierent des diviseurs de 'ordre des forces
perturbatrices, et i former, entre les termes correspondants du ravon
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veceteur, de la longitude et ces nouvelles variables, autant d’équations
dilférentielles linéaires & coefficients constants.” En les intégrant,
Lageange obtient,; pour chaque satellite, qualre équations du centre.
En appliguant la méme analyse aux équations dilférenticlles de la
fatitude, il obtient, pour chaque satellite, quatre équations principales
de la latitude, et, pour les représenter, il imagine quatre plans, dont
le premier se meut sur Porbite de-Jupiter, le second se meut sur le
premicer, le troisieme sur le second, enfin le quatrieme, qui est celui
de Porbite du satellite, se meut sur le troisieme. Mais ce grand géo-
mitre, avant supposé que I'équateur de Jupiter est dans le plan de
Forbite de Jupiter, a fait disparaitre par cette supposition les termes
dus i I'inclinaison de cet équateur sur I'orbite de la plantte, et dont
dépendent principalement les singuliers phénomines apercus par les
astronomes dans le mouvement des orbites des satellites.

Lorsque Lagrange s'occupait de ses recherches, Bailly appliquait au
mouvement des satellites de Jupiter les formules que Clairaut avait
données dans sa Théorie de la Lune. 11 reconnut les inégalités dont
la période étail de 437 jours; mais cette théorie ne pouvait pas lui
donner les quatre ¢quations du centre que Lagrange avait obtenues par
son analyse.

Mes premieres recherches sur les satellites de Jupiter ont cu pour
objet les rappor(s que présentent les trois premiers satellites de Ju-
piler, ¢l qui eonsistent en ce que 1° le moyen mouvement du premier
satellite, plus deux fois celui du troisieme, est égal i trois fois celui
du second; 2° la longitude moyvenne du premier satellile, plus deux
lois celle du (roisicme, est égale & trois fois la longitude du second,
plus la demi-cireonférence. L’approximation avee laquelle les mouve-
ments observés de ces astres salisfont i ces lois, depuis leur décou-
verte, en indiquait P'existence avec une vraisemblanee extréme. J'en
cherchai done la eause dans Paction mutuelle des trois satellites.
L’examen approfondi de cette action me fit voir qu’il a sufli qu'a I'ori-
aine les rapports des moyens mouvements séculaires aient approché
de la premiere de ces lois dans de certaines limites, pour que celte
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action ait ¢tabli ces deux lois et les maintienne en vigneur. Si, par
exemple, A un instant quelconque, que Uon peut toujowrs prendre pour
Forigine des mouvements, angle formé par ke moyen mouvement
séculaive du premier satellite, moins trois fois celui du second, plus
deux fois celui du troisicme, a ¢té compris entre les limites, plus ou
moins vingl circonlérences, action mutuelle des trois satellites a fini
par vendre cet angle nul. Or on voit, dans le n® 29 du Livee VI, que
Delambre a trouvé, par un tres-grand nombre d'éelipses observées,
qu'en 1700 ce méme angle n'a pas exeédé 2 scecondes sexagésimales:
fa premiere des deux lois précédentes est done rigoureuse. 11 en ré-
sulte, suivant la théorie, que Pangle formé pav la longitude moyenne
du premier satellite, moins trois fois celle du second, plus deux fois
celle du troisieme, est ou nul ou ézal i la demi-cireonférence, et 'on
conclut, des distances moyennes de ces trois corps au eentre de Ju-
piivr. que le second cas est celui qui o licw dans T nature. Cest, en
ellet, ce que I'observation confirmes; car on voilt, par le numcéro cite
du Livre VI, que Delambre a trouvé quien 1750 cet angle étail an-
dessous de 64 secondes sexagésimales. Ce savant astronome a done
assujetti ses Tables aux deux lois précédentes, qui ne sont altérées ni
par les équations séculaires des satellites, ni par la résistance dex
milicux ¢théres. Ces équations séeulaires se modifient par P'action -
tuelle de ces astres, de maniere que I'équation séculaire du premier
satellite, plus deux fois celle du troisieme, est égale i trois lois celle
du second. En vertu de ces lois, les inégalités du vetour des éelipses,
dont la période est de 437 jours, seronl loujours les mémes.

Ces lois déterminent deux des dix-huil constantes arbitraives que
renlerme néeessairement la théorie du mouvement des trois premiers
satellites s 1l faut done qu'(-llcs soient remplacées par deux autres arbi-
traives. Elles le sont, en effet, par une oscillation de Pangle formé par
la longitude du premier satellite, moins trois fois celle du scecond,
plus deux fois celle du troisieme, angle que je nomme, par celle
raison, lbration des trois premiers satellites. Cette oscillation est ana-
logue & celle d'un pendule qui Terait une oscillation en 1135 jours.

OEuvres de 1. — V. 58
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L’¢tendue de Poscillation et Iinstant oit elle commence sont les deux
arbiteaires qui remplacent celles que les lois précédentes font dispa-
raitre. Mais Delambre n’a pu reconnaitre par les observations 1'exis-
tence de cette oscillation, ee qui prouve qu'elle est insensible. 11 est
vraisemblable que, & Porigine, des causes particulieres I'ont anéantie,
ninsi que la libration du grand axe du sphéroide lunaive, qui remplace
les deux arbitraives que I'ézalité des mouvements moyens de rotation
¢t de révolution de la Lune fait disparaitre.

Les recherches précédentes ont paru dans le volume des Mémoires
de ' Académie des Sciences de 'année 1784, qui a ¢(é publié en 1787;
elles m'ont fait reprendre toute la théorie des satellites de Jupiter,
que les travaux des astronomes et des géomélres laissaient, comme
on I'a vu, tres-imparfaite. 1 était nécessaire, pour en tirer des Tables
exactes de leurs mouvements, d'y faire entrer un grand nombre de
considérations nouvelles, soit pour déméler teutes les inégalités qui
deviennent sensibles par les intégrations, soit pour reconnaitre I'in-
fluence réeiprogque de ces diverses inégalités. Cest ainsi qu'en appli-
(uant a ces astres les lormules tres-simples des variations séculaires
des ¢éléments elliptiques que j'avais trouvées auparavant, j'ai reconnu
'influence quavaient sur ces variations les grandes inégalités dont Ia
période dans le retour des éelipses est de 437 jours. Jai reconnu
paveillement 'imfluence de la libration des trois premiers satellites sur
leurs inégalités a longues périodes, (elles que Pinégalité dépendante
de I'équation du eentre de Jupiter.

Un des éléments les plus importants de la théorie des éclipses des
satellites est la position de lears orbites sur celle de Jupiter. 11 est
indispensable, pour la déterminer, d’avoir égard & I'inclinaison de
I’équateur de cette planete, inclinaison dont les phénoméines singuliers
observés par les astronomes dépendent principalement. L'analyse m'a
conduit & ce résultat vemarquable : Pour avoir la position de P'orbite
'un satellite sur celle de Jupiter, on doit imaginer cing plans dont
le premier, fixe & (rés-peu pres, passe entre I'équateur et Porbe de

Japiter, par lewr intersection, et en conservant sur eux unc inclinaison
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a trés-peu pres constante; le second plan se meut uniformément sur le
premier, auquel il est toujours incling d’une quantité constante; le
troisicme plan se meut de la méme maniere sur le seecond; le quatrieme
plan se meut semblablement sur le troisieme; enfin, le cinquicme
plan, qui est eelui de l'orbite méme du satellite, se meut de la méme
maniere sur le quatrieme. Ces plans fixes ne sont pas les mémes pour
les quatre satellites; celui de chaque satellite est d'autant moins
incliné a 'équateur que le satellite est plus pres de la planete. La
méme chose a lieu pour la Lune. Son inégalité en latitude, dépen-
dante de Paplatissement de Ia Terre, vient de ee que le plan de son
orbite, au licu de se mouvoir uniformément sur I'écliptique, se meult
uniformément sur un plan incliné d’environ 8 secondes sexagésimales
sur I'écliptique, et qui passe constamment par les équinoxes, entre
I'écliptique et I'équateur. Cest encore ainst que Fanneau de Saturne
ct ses premiers salellites sont retenus, a fort peu pres, dans le plan
de I'équateur de cette planete.

I’axe du cone d’ombre dans lequel les satellites de Jupiter sont
plongés pendant leurs éclipses étant le prolongement du rayon vee-
teur de cette planete, il est visible que, pour calculer ces éclipses, il
faut conmaitre la position de ce rayon et, par conséquent, le mouve-
ment de Jupiter. Delambre a constrait, d'apres ma théorie de Jupiter
et de Saturne, des Tables de ce mouvement, que M. Bouvard a encore
perfectionnées.,

Apres avoir formé les expressions analyliques des mouvements des
satellites de Jupiter, il restait & déterminer par les observations trente
el une inconnues, savoir : les vingl-qualre conslantes arbitvaires intro-
duites par les intégrations, les masses de ces astres, Paplatissement
de Jupiter, linclinaison de équateur de Jupiter a Porbite de cette
planete et la position des nauds de cet équateur. Ce travail immense
a ¢1é exéeuté par Delambre, qui a discuté pour cet objet toutes les
observations d’éclipses des satellites de Jupiter, dont le nombre élait
d’environ six mille. Il a construit de nouvelles Tables de ces astres,

dont tout empivisme est banni; leur exactitude les a lait généralement
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adopter, et clles sont un des principaux litres de ce savant lustre &
la reconnaissance des astronomes.

Pepuis la publication de ces Tables, jai recherché influence que
les grandes inégalités de Jupiter ont sur le mouvement de ses satellites.
Jo vais présenter ici Panalyse que j'ai enployée et les résultats que jai

ohtenus.
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CITAPITRE VL.

PE L'INFLUENGE DES GRANDES INE'Z(‘-_\I;ITI'JS DE JUPITER SUR LES MOUVEMENTS

DE SES SATELLITES.

8. Pour déterminer cette influence, je rvepremds Pexpression des
perturbations en longitude, donnée par ta formule (2) du n® 2 du
Livre VIII. 1l est facile de voir que, dans celle expression, le terme

»

2a
| ndtr

It
. Jr
est le seul qui puisse donner une inégalité sensible, dépendante de
la grande inégalité de Jupiter. Dans ce terme, a est la distance
moyenne du satellite & Jupiter, ne est son moyen mouvement, » est
son rayon veeleur, et p est la masse de Jupiter. Par le n® 1 du méme
; ; . — 8 L.
Livre, Vexpression de R contient le terme ——5- 5 élant la masse du
« )
Soleil et v étant le rayon veeteur de Jupiter. Clest le seul terme &
considérer ici; on a done
2a R —aS (‘ndtr?
—ndtr———=-——| —(-
!‘L L)" P‘ e
La partie de la variation de v dépendante de la grande inégalité de
Jupiter est, par le n° 23 du Livee X,
— 0,002008.C08(N'* 1 + ' — 2,

— 0,000204.cos(x - 45°,27};
¢ + ¢ est la longitude moyenne de Jupiter, et Fon a

=0l 45— 20 — 267 -— 61°,57.
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n't - ¢ est la longitude moyenne de Saturne, et les degrés sont cen-
(éstmaux. Nous pouvons done ici véduire I'expression du rayvon vecleur

de Jupiter, du n® 23 du Livre cité, & la suivante,

r'"=—15,208;35 — 0,20999f.cos n't 4-¢'" — '},
— 0,002008.cos(n'""{ + T — ),
— 0,00026f.coslx -+ 48,25},

Or on a

v
;(—3 =n-,
S
1vd :""I
asS ("*ndtr?
le terme — — | > donne done le suivant
oo
0,0 )002F| .
s Sin (@ + (80, 27
— 3 ‘:} 'zub,3 in 1 7) I
- - )
n()n — ot ’ 2.0.219004.0,002008 . )
—i’> _——'.'-..T—.'- o — Sl'l \-l- — ml‘)
(D,208735)*

1
ce qui donne, relativement au quatrieme satellite, I'inégalité
— 117,331 sin{a + 230, fu

Les trois premicers salellites sont assujettis 4 des inégalilés sem-
blables; mais leur pérviode ¢tant fort longue, lewrs coeflicients sont
modifiés par action mutuelle de ces corps, et ils deviennent, relati-
vement au premicer, au second el au troisieme,

e

- — 0", 5)94; — 12,8 7 'S”:77-i ( ! )'

('} Foir, ala fin du Volume, une Nole relative d queljues erreurs signalées par M. Adams
dans le présent Chapitre.
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CIAPITRE VIL.

DES SATELLITES DE SATURNE ET D’URANUS.

9. luygens découvrit, en 1653, le sixitme des satellites de Saturne.
Quelques années apres, Dominique Cassini découvril suceessivement
le troisieme, le quatrieme, le cinquitme et le septicme. Enfin Herschel
découvrit, en 1789, le premier et le second. On a déterminé les
moyens mouvements de ces astres et leurs dislances movennes au
centre de Saturne, et P'on a reconnu, entre les cubes de ces distancees
et les carrés des temps des révolutions, le beau rapport que Kepler
avail trouvé entre les mémes quantités relatives aux planctes. Mais
comme on n'a pas a I'égard de ces astres le secours des observalions
de leurs éclipses, on est loin de connaitre loutes les inégalités de leurs
mouvements; seulement on a reconnu que 'orhe du sixieme satellite
est elliptique. M. Bessel, dans le Journal de Gotha pour I'année 1811,
a rouvé son excentricité égale 3 0,043875q. Tous ces corps ont paru
se mouvoir dans le plan de 'anneau, & Pexception du sixitme et prin-
cipalement du septicme. Jacques Cassini a observé que orbite du
sepicme s'éearte tres-sensiblement de ce plan. 11 a publié, dans les
Meémoires de U Académie des Sciences pour I'amnée 1914, ses obser-
vations, d'apres lesquelles il a estimé que cette orbite est inclinée au
plan de I'anncau d'environ 15 4 16 degrés sexagésimaux, el que ses
nacuds avee Pécliptique s'écartent vers I'Oectdent de 17 degrés des
neeuds de Panneau. Il a terminé son Mémoire par le passage suivant,
que je rapporte i cause de son analogie avee la véritable explication de
ce phénomene :
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« La situation des neeuds du einquieme satellite (') et I'inclinaison
de son orbe, qui sont si dillérentes de celles des autres, semblent dé-
ranger I'économie du systeme des satellites qu'on avait eru jusqu'a
présent avoir, lous, les mémes neeuds et étre i peu pres dans un méme
plan. Cependant il parait qu'on peut en rendre aisément la raison phy-
sique, si Fon fait attention a la grande distance de ce satellite au eentre
de Saturne 3 car Peffort qui entraine les satellites suivant la direction
du plan de Fanneau s"allaiblit en s'éloignant de Saturne, et est oblige
de eéder 2 un autre effort qui emporte Saturne et toutes les planites
suivanl 'écliptique. Ces deux efforts agissant sur le cinquieme satellite
sutvant des direetions inclinées 'une i Fautre de 31 degrés, il résulte
(qu'il doit faire son cours suivant ane direction moyvenne entre le plan
de Tanneau et celut de Péeliptique. 11 parait méme que, selon ee
raisonuement, les plans des orbes des autres satellites doivent un peu
décliner du plan de anneau, quoique beaucoup moins (ue celui du
cinquieme satellite, ce qui nous a paru s’accorder a quelques obser-

valions. »

Cassini n’assigne point les causes des deux eflorts qu'il suppose,
mais L théorie de la pesanteur universelle donne ces deux causes. La
premiere est Pattraction de la protubérance de Péquateur de Saturne,
produite par la rotation de cette plantte. Celle attraction maintient
Panneau el les premiers satellites o peu pres dans le plan de cet équa-
teur, et s"alfaiblit tes-rapidement guand les distanees moyennes des
satellites sont plus grandes. La seconde eause est lattraction du Soleil
sur les satellites, qui tend i les abaisser sur le plan de Porbite de leur
plantte. En vertu de ces causes, 'orbite de chaque satellite se meut
sur un plan qui passe entre 'équateur et Porhite de Saturne par leur
intersection, et qui s'écarte d’autant plus du plan de 'anneau que le
satellite est plus éloigné.

M. Bessel, dans le Journal cité, a trouvé Uinclinaison de Uorbite du

sixicme satellite plus petite que celle de 'amneau d’environ 2 degrés.

(*) Mainlenant le seplicme.
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Yaidéterminé, dans le Livre VI, Uinclinaison et le mouvement du na:ud
de 'orbe du septieme satellite, en employant principalemeit les obser-
vations faites par Bernard, & Marscille, en 1787. Mais ces observations
el toules celles que Pon a faites sur ces satellites sont imparfaites et
peu nombreuses. Les astronomes se sonl peu occupés de ce genre
d’observations, qui cependant offrent beaucoup d’intérét par elles-
mémes el par la lumiere qu'elles doivent vépandre sur les masses de
I'anneau et des satellites et sur Paplatissement du sphéroide de Saturne.
llerschel découvrit en 1787 six satellites a la plandte Uranus, qu'il
avail découverte en 1781, Les deux premiers qu'il ait vus sont, dans
ordre des distances, le second et le quatrieme. Ces deux satellites ont
é1é apercus par d'autres astronomes; ainsi leur existence ne doit
laisser aucun doule. L'existence des quatre autres ne parail pas aussi
certaine. Les heureux essais que P'on vient de [aive pour augmenter le
pouvoirr des lunetles astronomiques donnent licu d’espérer que 'on
aura bientot les moyens de suivre, avee autant d’exactitude que de
lacilité, les mouvements de ces astres. Ils paraissent se mouvoir dans
un plan presque perpendiculaive a Pécliptique, ce qui indigue dans la
planete un mouvement rapide de rotation autour d’un axe presque
parallete a éeliptique.

Ces satellites obéissent i la loi de Kepler, suivant laquelle les carrés
des temps des révolutions sont proportionnels aux cubes des moyennes
distances. C'est ce que 'on a vérifi¢ par P'observation a I'égard des
deux satellites premicrement découverts. On en a conclu la masse
d'Uranus égale i 357 de celle du Soleil. M. Bouvard a trouvé cette

195014
masse ¢gale 4 55, au moyen des perturbations du mouvement de
Saturne par P'action ’Uranus. La différence de ces deux valeurs pa-
raitra bien peu considérable si, d'une part, on considere l'incertitude
des mesures des plus grandes ¢longations de ces satellites et Tigno-
rance out nous sommes des excentricités de leurs orbites, et si, d'une
autre part, on considere la petitesse des perturbations dues & l'action

d'Uranus.

e ————

OFuvreyde L, — V. 3(’
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En publiant mon Traité de Mccanique celeste, 'ai désivé que les Géo-
metres en vérifiassent les résultats, et spécialement ceux qui me sont
propres. Les vésultats de la théorie du Systeme du Monde sont, pour
la plupart, si distants des premiers principes que leur vérilication est
néeessaire pour en assurer 'exactitude. Les Géometres qui s'en oc-
cupent font done une chose utile 2 PAstronomie. Je dois, comme
savant el comme auteur, heaucoup de reconnaissance i ceux qui ont
bien voulu prendre mon Ouvrage pour lexte de leurs discussions, et
qui par I m’ont fourni 'occasion d’éelaircir quelgques points délieats
traités dans cet Ouvrage. Ce sont ces éclaireissements el quelques
recherches nouvelles qui sont I'objet de ce Supplément.

Sur le developpement en série du radical qui exprime

la distance mutuelle de deux planctes.

{. Lin considérant cet objet dans les n° 3 du Livee XI et du Livre XV
de la Mecanique céleste, je me suis spéeialement proposé de faire voir,

par un exemple intéressant, Putilité des méthodes que j’ai exposées
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avee étendue dans ma Théorie analytique des probabilités, 'unc pour
obtenir en intégrales définies les variables données par des équations
lincaires aux dillérences finies a coeflicients variables, l'autre pour
avoir, par des approximations rapides et convergenltes, les intégrales
définies fonetions de tres-grands nombres. C'est surtoul dans le déve-
loppement des fonctions en séries que ces méthodes sont utiles pour
avoir les limites des termes de ces développements, et pour reconnaitre
st les séries qui en résultent sont convergentes. Je nomme limites les
valeurs dont les termes du développement approchent sans cesse &
mesure que leur rang est plus considérable, et qui coincident avee elles
dans I'infini.

St 'on nomme r et r' les distances de deux corps qui s'atlirent &
un méme point fixe, et 0 'angle compris entre ces distances, la dis-
tance mutuelle de ces deux corps sera

VIt —ard cosh 4- 12
On sait combien le développement du rvadieal

Ve o’ cosh e

est importlant dans les théories de la figure el des perturbations des
planttes.
- r ’
Or, supposant »" > r et faisant 7 ==7, on peut développer le ra-

dical (1t — 2% cosh + 22?) T soil par rapport aux puissances de «, soil par
rapport aux cosinus de 'angle 0 et de ses multiples. Le premier de ces
développements est néceessaive dans la théorie de la figure des planétes,
¢t le second dans la théorie des perturbations. Dans e n® 3 du Livre X1
cité, j'ai exprimé par unc intégrale définie le terme général du pre-
mier développement, et j’at donné une limite de cette expression, qui
devient de plus en plus compliquée, i mesure ue le nombre des termes
augmente. Dans le n® 3 du Livre XV, j’ai cherché i exprimer pareille-
ment par une inlégrale définic le terme général du second dévelop-

I)Cll]Clll.
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Sil'on désigne par 2 p@ le terme général du radieal (1 — 22 cosh +#2)"3
développé suivant les puissances de », on a, par le n* 23 du Livee 111

de la Mécanique céleste,

. . C
(I) l)(i) — l__3J.—(2—'—L) cosily — —!—(—’—._—l')-COSi_20 + ,“'——'__)ul‘_l:}) cosi~vh—_ . |:
1.2.3...10 2{21—-1) 2. 4{20 —1)(2i — 3) ’

lorsque ¢ est un grand nombre, celte expression contient un grand
nombre de termes; mais j'ai prouvé, dans le numéro cité du Livre NI,

qu'alors elle se réduit, i tres-peu pres, &

. I -
COS[(!—!——)O—-;T:]
2 4
- _
|
\/—msm’/
2

= ¢tant la demi-cireonférence dont le rayon est 'unité. Je vais iei con-
firmer ce résultat singulier par une autre méthode.
On a, par les n* 8 et Y du Livre HI de la Mécanique céleste,

. ] d? p dpt cos¥
2 o=1I(i+1)pld L 4 T ———
(z) ( P dy dsr sing’

exprimons l'intégrale de cetle équation par

P =wucosal + u«'sina0,

1
u et ' élant fonctions de 0, el @ élant supposé égal & [£(¢--1)]7. En
substituant cette valeur dans I'équation (2), el comparant séparément

les coellicients de sinaf el de cosa”, on aura

du . du' cos?h
du cosf dor ' di sin0
2 - - = —

3 Loy ——— =
d9 sinf a

d*e  du cosh
du’ ,cos0 dor  db sin?
23 w - = -
.d9 sinf a

Ces équations donnent, en négligeant les termes divisés par a et en les
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itégrant,
_t - _!
u=1Hsin *5, o« =1l'sin 6,
t et H’ étant deux constantes arbitraives.
Si l'on lail

1 “/

_t X -
w—=FHsin 25+, o'=1'sin *6 4 =,
a a

les équations différenticlles précédentes donneront les valeurs de X

et de N, IIn continuant ainsi, on aura les valeurs de « ¢t de o', et
. i . ; - - 1
par conséquent eelle de p¥, développées suivant les puissances de ~.
[{
- < q - - - . I
Nous ne considérerons ici que les termes indépendants de =, et alors
o

o1 alra
]

pi) = Csin *Gcos{ab +:),
C el = étant deux constantes arbitraires qu'il faut déterminer. Pour
cela, je suppose ) = —T, a ¢tant la demi-circonférence dont le rayon est
I"'unité; j'observe ensuite que, st 'on néglige les termes de Povdre %,

. 1
ona @ =1- =;on a donc alors

ptit==_cos [(1 - l) T+ e]-
2/ 2

On voit, par I'équation (1), que, ¢ ¢tant impair et § étan( T’ la valeur

' 1 ;
de p est nulle; on adone « = — 5=, el, par conséquent, on a, quel
A

_,' ﬂ’
pid=_Csin *fcos [(i-%- é) H— ZJ

Pour déterminer la constante €, jobserve que, si 'on suppose ¢ pair

que soit 0,

el égal i 25, Péquation (1) donne, lorsque 0 = =,

3.9...0as—1" 1.2.3.. .25
,;(i):-_l—";" .\,r.s 1 o . -
2.4.0.. .25 22(1.2.3...52

le signe supéricur ayant lieu si s est pair, et Uinféricur si s est impair.

On a, i tres-peu pres, par les formules connues, lorsque s est un grand
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nombre,
1

p s+ .
1.2.3... s=s ‘¢ 2m,

sl -
1.2.3...as==(2s) e ¥y2m.

On aura ansi

ce qui donne

L expression générale de p™ est done
I

( A I
T,_,gCUS[(l—i—— 0—7ﬁ|'
/ 2 i

\’ ;—i: sinf

Sur le développement des coordonnces elliptiques.

2. L'excentricité des orbes elliptiques planélaires étant peu consi-
dérable, on développe le plus souvent le ravon veeleur et Panomalie
vraie en séries ordonnées suivant ses puissances. Mais st excentri-
cité, qui, dans les orbes elliptiques, ne surpasse jamais 'unité, en de-
venail fort approchante, on congoit que les séries pourraient cesser
d’¢tre convergentes. 11 importe done de connaitre st, parmi les valeurs
comprises entre zéro et I'unité que 'excentricité peut avoir, il en est
une au-dessus de laquelle ces séries seraient divergentes, et, dans
ce cas, de la déterminver. Prenons pour unité le demi-grand axe de
ellipse; désignons par e son excentricité, par ¢ I'anomalie moyenne
comptée du périgée, el par R le rayon vecteur; on aura, par le n® 22
du Livre II de la Mécanique céleste,

a

pes
R==1-1- — -— e cosf
2
»2
— cos2t
1.7
23

— (3 cos3t-- 3 cost)

1.2

OFEncresde L. — V. Lo
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(.‘ 7 ~ 7 I 2
-3 :.377( 12cos{t — §.22cos2d)
e’ ~ N - 5.4
— — 7 (5%c0s5r—3.3%cos31 cos/
1.2.3. 7.2 1.2
c? . 6.5 k
— — -, . — |0V cosGt — 6. { cosft =- -~ 2V cosad
1.2.3.1.5.2% 1.2

l.e terme général de cette expression esl

[~2cosit — i i—-a)-2cosi — 2}t
(i—n

i —i—————,,"l - (i —f)-2cosli— )t

(( — 6 -2 cos{i — 61t

—— | —

la séric élant continuée jusqu'a ce que Fon arrive & un facteur
(1 — 27~ dans lequel ¢ — 27 soit négatifl. Si 'on fail ¢ égal 3 un angle
droit, ce terme devient nul lorsque ¢ est impair, et, dans le casde ¢ pair,
il devient, abstraction faite du signe, égal @

el

|-

12300 —aj2i)

fa)

et il est alors le plus grand possible. Déterminons sa valeur lorsque ¢
est un tres-grand nombre.

Il est facile de voir que les termes de la série
fa') P2 (I —2)i 2 ——— — )2
I
vont d'abord en eroissant, et qu'ils ont un maximum aprés lequel ils

diminuent. A ce maximum, deux termes consécutils sont, i trés-peu
pres, égaux. Soil
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fe terme maximum. Le teeme qui le préeede sera

i—n. ., (i —r--a

) ; e
r.2.3...(r—ij (i rayi

en cgalant done ces deux termes, on aura

Ll i arimt = (i — a2,

r

Cette équation donne la valeur de » et, par conséquent, le rang que le
terme le plus grand occupe dans la série. Si 'on prend les logarithmes

des deux membres, on a

{—r—+ TR

log — = (i —2)log (1= - —
e r ( Jlog i—ar)’

i~

-r 1 . . »
(b) log i Iog(l o ’_) = (i—2jlog (l -+ f:Tf-)-’

or on a, lorsque £ et rsont de tres-grands nombres,

lox , 1 _ L .
%('* =) T T A E T

tog 1+ —— )= —m —
[—oar {—o2r (i—ar)
', . . ’ . N 1
I'équation (b) deviendra done, en négligeant les termes de ovdre )

i—r 20
log —— — - s
r {—2r

ce qui donne

B T

¢ étant le nombre dont le logarvithme hyperbolique est 'unité. En

faisant r =i, on aura

(c) S

Go.
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Si 'on nomme p le terme maximum .

(i—.. i —r--)

1.2.3...r (‘

—ar)i-1,

fe terme qui en est ¢loigné du rang ¢ sera

P (r‘-'.—l)[l"f'!.;...‘\lr‘_—!;—”l}r

I —2r

fi—ri(i—r—1" i —r—1 »!-l)(i-— 2)'—2{)i‘9_

son logarithme sera done
. T 2 {—
logp -+ tlog(i —r) + log(l— 7——_) - Iog(n-— '—') o+ Iog(l-— : —-—'_)

2 t
—Ilogr—log(l—{— %)—log(mL F)——...—log(l—:- ;)

2l
i —a)loglt — ~—= -
. ) 8( ,_,_“,)

lin développant en séries ces logarithmes et négligeant les tevmes de

N I
I'ordre -5 onaura

[ —r a3 (L — B B
I()gp Ry log lT_' . ! ___,;%____EL—I_) — _l» _.1___;_._.___._....

la fonction précédente deviendra done

] {—2)2.8(t--1)
Iogp~(1~}—2+3-:~...—:—l)r—(,._—_7)-———_ -

. - - 1 .
En nc conservant ainsi, parmi les termes de Pordre -5 que ceux qui

sont multipliés par ¢%, et ohservant que

14230kl =——
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-
-t
-l

cette fonction prendra la forme

e

T — -~y
2r 0 —rjr— or)?

logp —

ce qui donne, pour le terme placé i la distance ¢ du tlerme p.

it

I,".-_ i:ﬁ'~l'l'l-—-21'|'.

l1 est facile de s’assurer que cette méme valeur a licu, & res-peu
pres, pour le terme placé avant p i la méme distance. La somme de
lous ces lermes sera la série entiere (@), On aurva, comme on sail,

celle somme, a lres-peu pres, égule i
A AL
I’-‘/l[l(' g1 .t—r )y 24 l,

'imtégrale é¢lant prise depuis 1= — » jusqu'iv t = =, ve qui donne.

par les méthodes connues, la série (@) ¢gale &

b —r Jorii—-r)
pPNE \ A

i
= ¢tant la circonférence dont le diametree est Uunité. On a

o3 i — ey
Il: —— L .

TR SRR Y B 3 B O

w
~

La série (@) devient ainsi, abstraction laite du signe,

Pli—aryi—2\z {—=or /"-:-'i—", o
23—

I DRI T & { ’ t ETH

‘.

On a, & lees-peu pres, par les théoremes connus,

l.‘].'f.._{[_’.) ::::i*‘l"j‘_
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La série («) devient done .

n . . fee\t
i =) (-—)'
Ve 2

’\I'

s — 7
W I‘)’fr V2%

ol

» 2 [ et — 20) ]f

K — — — 1,

U R K jpy
iIVi.t—aw)yar 2621 — o) "®

o clant donné par I'équation (c).

On dott observer ici ue la valeur de o donnée par cette équation
n'est pas rigoureuse. Nous avons négligé, pour former cette équation,
.. s t .
les quantités de Pordre = el de plus, nous avons suppose que le terme
maximum p était égal i celui qui le précede, ce qui n’est qu'approché.
De Ll suil que la valeur exacle de o est celle que donne I'équation (c),
. . ) 1 o . q e
plus une corvection de Tordre <> que nous désignerons par 7+ Mais
cetle eorrection disparait d’elle-méme par la condition de p maximum.
Iin effet, si 'on nomme D la fonetion

ec(1— 20)

b
209 (1L — o)

B . . - ) {
¢l 1) cette meme lonction lorsqu’on y change o dans o - ?l’ on aura

.. dh qr d2D
loghiz==ilog| (1+2 52+ " 4 bl
°© ° 1 Ddo " 22 Ddo?
n repassant des logarithmes aux nombres et négligeant ensuite les

e [ i
(quantités de ordre 7> on aura

o
i Dielvas,

On a
dn o Cou L2
Ddo ™ 1-—20 " ° ’
Iy - . F—1m 2 ..
et Péquation (¢} donne log - == ———; on a donc, aux quantités

) [— 20
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pres de Pordre :, D' =D, d’oi il est facile de conclure que, par e

{ N .
changemenl de o dans m—i—%, la formule (d) reste Ia méme. Si la

quanlité
eelt —2m)

2021 — il ©

surpasse 'unité, la fonction () devient infinie lorsque ¢ est infini:
I'expression du rayon veeteur devient done alors divergente. La valeur
de Pexcentricité, déduite de I'équation
250 — -0
== ——M—— 1
(1—2mc
est, par conséquent, la limite des valewrs de I'excentricité qui font
converger Pexpression du rayvon veeteur développé suivant les puis-

sances de lexcentricite. En substituanl, au licu de e, sa valeur

1—2%0

1—m) ? , . . . .
(-———) donnée par I'équation (e), celte expression de e devient
)

o 2_\/;;)(1 ~m).
1— 2w

yr - ~ * -
I’équation (¢) donne, i peu pres,

»n — 0,08307,

d'ot1 'on tire
¢ = 0,066195.

[’équation précédente de la limite de Pexcentricité e donne, i cetle

limite,
I
1 — 200 = ~———
\/I -+ e?

d'ou 1l est facile de conclure

1—o  (1+yia-e?)?,
SN L e

® - ?
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I"équation {¢; donnera done

Lo Ry AP

les valeurs de e supérieures a celle que cette équation donne rendent
Fexpression en sérvie du rayon veeteur R divergente lorsque ¢ est un
angle droit. Pour toutes les valeurs inférieures, celte série est conver-
gente, quel que soit 2. En effet, le.terme général de Pexpression de R,
développée en série ordonnée par rapport aux puissances de l'excen-

tricilé, est, comme on l'a vu,

er . . ... \i .
—_— e -2 pyQ — D] — 20037 — 92" -
I_‘.[.3.“‘.'__"_2‘.7'[l COSIt — [{i—2)"2cosii—2{+...]
La plus grande valeur de ee terme, abstraction faite du signe, ne peut
surpasser
ef Tl s e, LI )
R s et arl IR IV R Y U S m_rl--(:»—.-“ L S

l.','..i.._.(i_—l\

7

On vient de voir que celle valear, lorsque ¢ est infini, devient nulle
par un factewr moindre que Punité élevé i la puissance 7, lorsque
Pexcentricité e est an-dessous de celle qui résulte de U'équation aux
limites; la série est done convergente, quel que soit 7. Je vais main-
tenant ¢lablie qu'alors la série de Pexpression de anomalie vraie,

développée de la méme maniere, est paveillement convergente.

3. Lanomalie excenlrique élant w, et ¢ 'anomalie vraie, on a, par

le n® 20_du Livee I de la Mécanique céleste,

{ == — esinu,
R=—1 —¢cosu,

ce qui donne
du 1

de TR
or on a, par la loi des aires proportionnelles au temps,

dv Vi— e*

TR
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de (du\? I~
(7; ==\ vi—es,

on a done

L’expression en série de «, du n® 22 du Liyre cité, donne

du e?
— — 1 4- eCcost -
dt 1.2.72

el .
22 cos2/ + Tm("i’Cos(il——.icosl) + ...
1.2.3%.2

[.e terme général de cette série est

ef .. . L. A
—— t J— — a ! S .
TS i [: cosil —i(i — ) cos(i — 2)t¢

ii—1),. S
U5 = treosii— e~ ],
1.2
¢t, dans aucun cas, il ne peut surpasser

I (A -
e e L4 —_ [ P S . [
Y Y [l+l(l 2 )0 - - (i —4§) J
in suivant exactement Panalyse de Pacticle précédent, on trouve ce
dernier terme égal i

(e} _'.);_l—‘“,)[ ec(1—20) ]i’

Vi var L2ov(i—wji-e

o ¢tant donné par I'équation (c) de I'article précédent.

Maintenant, si 'on désigne par A la série
o]

222 el it e ., (0 —) . P
1-+€+- et s T (=2 ) - P = )
1.2.2 . . .2 )

la série ¢tant continuée jusqu'a ¢ = ¢, il est facile de voir que Vexpres-

. - du . , -
ston en série de - sera moindre que le développement en série de I
fonction
2(r—2a)gief
(0) A 2l 20)gtel

Var(1— ge)

en désignant par ¢ la quantité

OFEuyres de L. -- V. . O
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Car il est visible que le coellicient d'une puissance queleonque e dans
le développement de la fonction (o) est positil, et qu'il est plus grand,

abstraction faite du signe, que le cocfticient de laméme puissance dans

le développement de du L’expression de de ou de du ,\-’_1:5 esl
dt dt dt ’
done moindre que
2{1t —a2mlgief)? - ——
[:\-.‘—'(_—_)_i— \/l—e-";
Ver i — ge)
. —_— - . 1
or le développement de y1-—¢* est moindre que celui de 0 le

. dv . ;
développement de - est moindre que celui de

R q’ J— r,\, iei 2
(p: [\4.&_]
Vem(r—ge)

: )
1—e?

c'est-a-dire que le coefticient d'une puissanee queleongue ef dans le
développement de cette fonction est positif et plus grand, abstraction

faite du signe, que le coeflicient de la méme puissance dans le déve-
de
loppement de -
Pl di

Donnons a la fonetion (p) cette forme

LA

1—qe)(1—e)  wu—qe)(t—e?)’

Al —2m)qief a1~ 2m)2qie2
vam |

B

Le terme s développé en série, donne une série convergente. Car,

11— et
quelque grand que P'on suppose £, pourvu qu'il soit fini, A* sera com-

posé d'un nombre fini de termes. En désignant par me” 'un de ces

i .
= développé en série, donnera une série convergente,

lermes,

. . . . .. A2
e étant supposé moindre que 'unilé. Ainsi '1%—72 donnera un nombre
fini de séries convergentes, et, dans leur somme, le terme dépendant
de ¢* deviendra nul lorsque s est infini.

L.e terme
A4A(1— 2m)qlel

Van(1--ge)( — €?)
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donnera un nombre fini de termes de la forme

. met
= qe)i—e)’

or la fraction
T

s¢ décompose dans les (rois suivantes

1 ] 1 1 q? 1

;(l—(l)l——e-:_ 21--q) 1t 1—q* 1—qe
Chacune d’elles, développée en série, donne une série convergente:;
car, par la supposition, ge est moindre que 'unité. On voit done que

le terme
AN —an)gief

\)—T-(I — qe}(l — ¢?)
donne une série convergente. Pareillement le terme

2(1— 2m)2g2e2

R qel(i—el)

donne une série convergente, comme il est facile de le voir en décom-

posant la fraction
1

(e )
en [ractions partielles; g:—a développé en série ovdonnée par rapport
aux puissances de I'excentricité, donne, par conséquent, une série
convergente lorsque ge est moindre que V'unité. 11 est facile d’en con-
clure que Pexpression de ¢ — ¢, ainsi développée, forme une série con-
vergente: car, Uintégration de de faisant acquériv des diviseurs i ses
lermes, on voit que, quel que soit ¢, ¢ — ¢ sera moindre que

[_.\ Lo 2m) L]

\/qz(l—t@

1-—¢?

qui, comme on vient de le voir, forme une série convergente.

O1.
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I résulte de ce qui précede que la condition nécessaire pour la con-
vergence des séries qui expriment le ravon veeteur et 'anomalice vraie,
développés suivant les puissances de I'excentricité, est que 'excentri-
cité soit moindre que

2 \/0){l — @)

L]
I— 20

o étant donné par I'équation

?
Ir— o 1o

—— =

©

Les deux séries sont alors convergentes; ¢'est ce qui a licu pour loules
les planetes, méme pour les planetes télescopiques. Les valeurs supé-
rieures de 'excentricité font diverger la séric du rayon vecteur, e
alors il faul recouriv & d’autres développements. Tel est le cas de la

combte a courle période.

4. On développe encore les expressions de 'anomalie vraie et du
rayon vecteur suivant les sinus et cosinus multiples de P'anomalie

movenne. Soit alors

e={f - aMsing +a®sina2l +... - aDsinit +-.. .,

a, a™, ... étant des fonctions de 'excentricité. On peut lacilement

démontrer que la série est toujours convergente. En eflet, on a
Siv—t, ditsinit = zat?),

Mintégrale étant prise depuis ¢ nul jusqu’a ¢ égale 2=, Or on a dans

ces limites, en intégrant par parties,

/ CoL ‘I dv it—— Y (arsini dre
‘ dt v — t)sinit = i at g ! (‘Obll_—-l._"l. (lsmllm,

on aura done
. 1 . d?v
ald = — —— |dtsinit —-
(L de:
[.'équation
de  Vi—e?

dt TR



-
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donne
d?¢ o Vi—el dR
do 7 TR dr
ETIAT . 1 . d 11 -
Au périhélie et & Paphélie, (—dl; est nul; ‘“—:(It est positif, en allant du

premicr de ces points au second, et négatif du second au premier.
Soit £ sa plus grande valeur positive; — 4 sera sa plus grande valeur
négalive. En supposant done que les valeurs de sinidt soient positives
et égales i I'unité depuis le périhélie jusqu'a Paphélie, et négatives el
¢gales & — 1 depuis Paphélie jusqu'au périhélie, on voit que Pinté-
dit )
- dt . . . oo 1 .
gralede smit | g5 prise depuis ¢ nul jusqu'a ¢ égal i 2=, sera moindre,

abstraction faite du signe, que 24=. De L il suit que a®, abstraction
faite du signe, est moindre que
. L8

1 I( \.kl — C

12

Ce terme devient nul lorsque ¢ est infini. De plus, la série de Pex-
pression précédente de ¢, i partir de @ supposé tres-grand, est moindre

que

quantité qui devient nulle lorsque ¢ est infini. Cetle série est done
convergenle.

Considérons de la méme maniere 'expression de R développée dans
une série ordonnée par vapporl aux cosinus de 2 et de ses multiples.
Soit

R = b0 = b costt-... 4 bl cosit +-.. .
on aura
=0 = [N dt cosit,
"intégrale étant prise depuis £ nul jusqu’a ¢ égal & a=, ce qui donne

. . d2R
nbl) = — L dtcosit —,— -
| de*
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Les formules du mouvement elliptique donnent

d*R 1 —e2—R
dex Re

Celte derniere quantité est toujours négative (*). Désignons par — &
son maximum, el supposons cosit ¢gal a I'unité; on aura, abstraction
o'

laite du signe, =6“ moindre que =

» 'ott il suit que la série de
"expression de R est convergente.

On peul, en suivant la méthode exposée duns le numéro préeédent,
déterminer la valeur approchée de 6 lorsque ¢ est un grand nombre.
Pour cela, jobserve que 'expression de R, développée en série par
rapporl aux puissances de 'excentricité, et que nous avons rapportée

dans le n° 2, donne

b — eiyi-2 i 142 fei '-'_L l+’t e_l '
T 2.3 it i1\ 2/) " 2kl 2)\2

i+6 cl °+
2l 3 ) (-2l 2= 3) -,-.) T
Le terme général de cette expression est

. ei\2r
o (4)

1.2.3.. (.20 1,2.3_ . N U I .\i»l.-r)"

iy B

Si 'on observe que, r étant un tres-grand nombre, on a, a lort peu

pres,
1 ; 1
232 3 (i) = T (e ) T i oy

on peut donner a ce terme la forme

. et ooy [eﬁi"c’ ]f
b

R e R e

("1 La quantilé 1 — ¢ — R n'est pas loujours négative, puizque I varie de la valeur
1 — ¢ qui rend celle expression positive a la valeur 1 -+ e qui la rend négative ; mais cette
asserlion inexacle n'emnpéche pas la conclusion d'élre juste. V..
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quantité qui devient nulle lorsque rest infini. La série de Pexpression
de &9 st done convergente.

Pour avoir sa valeur approchée, je considere la série

, . i) fel\? i+ 4 ei\!"
L) ‘T_Ti—}—l)(;) ’Tl.‘l(l'—i—l)(l.—«l-').}(:) Heeo

dont le terme général est

i +2r) (%,')w

o dort i) e

On aura, par la méthode exposée dans le n° 2, la somme de cette
série fort approchée lorsque ¢ est un tres-grand nombre. Nommons p
le terme précédent, et supposons qu'il soit le plus grand des termes
de la série. Pour avoir le rang qu'il ¥ oceupe, on I'égalera, suivant la
méthode citée, au terme qui le précede, ce qui donne

y2 p2
({-t-ar—2)r(i+r)={1+ zr)-';—,

o I'on Live, & fort peu pros,

s
p= tVlmer— 1

2

Le terme qui suit p, d'un rang supéricur de ¢, est

{+2r4-a2lfel\*
P__r—. —

[+ ar 2

(r--0)r+ 2 ra- i =ra )i +ra2). (it r-c1)
En appliquant ici Panalyse du n® 2, il est facile de voir que le loga-
rithme de ee terme est, & tres-peu pres,
2

logp - tl ot tl [
) - —— 1. o — — Y —— e
81l R t- 20108 N og1

—tlog(i+r)—-———
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Mais on a, i trés-peu pros,

logr{i + r; =2log 30

en ne conservant done, conformément i la méthode citée, parmi les
, 1 . - -
terines de Tordre > que ceux qui sonl multipliés par 2, et observant
(ue
e

1424+ 3. -t = )
2

le logavithme du terme placé a la distance ¢ du terme maximum sera

lozp (i+2r 2
6/ 2r{i +r)’
ce terme sera done

(i+erif?

P_(. zl‘li+r|_

Il est factle de voir que ce sera aussi P'expression du terme qui pré-

cede p du méme intervalle ¢. La somme de la série (m) seva done, &

ad L4900
R v
pjdl(, rier)

Fintégrale étant prise depuis ¢ = — 0 jusqu'a £ = %, ce qui donne

tres-peu pres,

cette somme égale &

Si dans I'expression précédente de p on substitue, au licu du produit
2.3, (i (i 2). (i),
sa valeur tres-approchdée

[rlis-r))(i-r)iame iz Vr(i :l—_l‘__)’
) .23, .0

on aura
2 3L 2r)eivrr
p= T,

anVr{i = rj(i+r)i
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ce qui, en observant que ¢ + 2r est ézal A i\1 + ¢® et que ¢ -7 est
) \

¢gal i

i \-':-l p + i,
2
donne, pour la somme de la série (m),
1

1.2.3..0(1 4 e3) . afeiVive )

Voamai(yi—e? +1)f

En changeant ¢* dans — ¢* dans cette expression, on aura la valeur
fort approchée de la série

e oy, ) ()

mEIrE

@

Ces passages du positil' au négatil, comme du véel i U'imaginaire, ne
doivent étre employés qu'avee une grande circonspection. Mais ici, ¢?
¢lant indéterming, on peut les emplover sans crainte. J'en ai reconnu
d"ailleurs I'exactitude par une autre analyse. On a ainsi

» |
. ' W= i
b — (l e? cih ¢

1\7\ (I—I—\'l—e)
Lorsque ¢ cst infini, cette valeur de b reste toujours infiniment
petite, quel que soit e, pourvu qu'il n’excede pas I'unité.

Sur le flux et reflux lunaire atmospherique.

5. Jai donné, ala fin du Livee XHI de mon Traité de Mécanique
céleste, la théorie du flux et reflux lunaire atmosphérique. ¥ai conelu
les ¢léments de ce phénomene d'une longue suite d’obhservations du
havometre faites & 'Observatoire Royal pendant sept années consécu-
tives, chaque jour & neuf heures du matin, & midi, et le soird Grois
heures et i neul heures. L'ensemble de ces observations, réduites pat
M. Bouvard a zéro de température, a donné cinquante-cing millivtmes
de millimetre pour I'étendue entiere du flux lunaire, depuis son maxi-

OFuvres de I.. — V. G2
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mum jusqu’a son minimum, et trois heures dix-neul minutes sexagé-
simales pour Pheure de son maximum du soir, le jour de la syzygie.
Mais jai reconnu par le Caleul des probabilités que cette heure et
Fexistence méme du phénomene sensible a Paris n'ont qu'un faible
degré de probabilité. Le systeme d’observations suivi & 1'Observa-
toire Royal, déja adopté dans quelques autres Observatoires, et que
"on doit désirer de voir répandu généralement, est da 3 M. Ramond,
(qui F'a employé dans les nombreuses observations qu'il a faites &
Clermont, chef-lien du département du Puy-de-Dome. Il I'a exposé,
anst que les résultats qu'il en a déduits sur la variation diurne du
barometre, dans plusicurs Mémotives lus a 'lnstitut, et (qui peuvent étre
regardés comme une des choses les plus intéressantes que Pon ait faites
en Mctéorologie. M. Bouvard a conlirmé ces résultats dans ses rve-
cherehes, quiil vient de perfectionner en ajoutant quatre années ’ob-
servations & celles des sepl années qu'il avait considérées, et en
diseutant avee une attention serupuleuse les observations de ces onze
années, dans la réduction desquelles il a eu égard @ la dilatation de
'échelle du barométre.

Ce travail immense m’a fait reprendre ma théorie du flux lunaire
atmosphérique. Jai déterminé avee un soin spcécial les facteurs par
lesquels on doit multiplier les diverses équations de condition pour
obtenir les vésultats les plus avantageux, dans lesquels erveur moyvenne
i craindre, en plus ou en moins, est un minimum. Ces lacteurs ne sont
point ceux que donne le procédé connu sous le nom de Methode des
motindres carres, procédé qui n’est qu'un cas particulier de la méthode
la plus avantageuse, et dont il dillere dans la plupart des questions ol
it a été employé. En ellet, lorsqu'il s’agit, par exemple, de corriger
les ¢léments elliptiques du mouvement des planeles, on forme des
¢quations de condition, en égalant chaque longitude observée 2 la
longitude caleulée par ces éléments augmentés, chacun, de sa cor-
rection. On forme ainsi un grand nombre d’équations de condition.
Ensuite on multiplic chacune d’clles par le coefticient de la premiere
correction, et 'on ajoute toules ces équations ainst multipliées, ce qui
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donne une premiere équation finale. In opérant de la méme maniere re-
lativement A la seconde correction, i la (roisieime, ele., on forme aulant
d'équations finales qu’il y a'de corrections, que I'on détermine en ré-
solvant ces équations. Mais la longitude n’est point le résultat d’une
observation directe; elle est déduite de deux observations faites avee
des instruments différents, dont FPun donne I'ascension “droite de
l'astre, et dont I'autre donne sa déclinaison. La loi de probabilité des
- erreurs de chacun de ces instruments peut n'étre pas la méme; de plus,
ces erreurs ont, suivant la position de Pastre, unc influence dillé-
rente sur la longitude. La méthode des moindres carrés, dont plusicurs
geometres ont donné des preuves tres-peu salisfaisantes, ne donne
pointici les facleurs les plus avantageux; clle n’a plus que avantage
d’olfrir un moyen régulier de former les équations finales. J'ai pre-
senté, dans le (roisicme Supplément 2 ma Théorie analytique des Pro-
babilites, I'expression générale des facleurs les plus avantageux.

M. Bouvard, ayant appliqué mes formules & toutes les observations
qu’il a considérées, en a conclu que I'étendue entivre du flux lunaire
est de dix-huit milliemes de millimetre, et que 'heure du plein flux
lunaive, le soir du jour de la syzygie, est deux heures huit minutes.
Ces nouveaux résultats sont différents des premiers; mais, quoigu’ils
soient fondés sur 298 syzygies et autant de quadratures, dans chacune
desquelles on a considére le second et le premier jour avant la phase,
le jour méme de la phase et les deux jours suivants, ils n’ont cependant
qu'un faible degré de probabilité, en sorte que I'on doit jusqu'ici re-
garder comme incertaine V'existence sensible & Paris du flux lunaire
atmosphérique. Le méme nombre d’obscrvations, faites avee le méme
soin & I'équateur et discuté de la méme manitre, indiquerait ce phe-
nomene avee une grande probabilité. 11 est veaisemblable que de
pareilles observations, faites dans un port on les marées sonl (ris-
grandes, el que celui de Saint-Malo, manifesteraient le flux atmo-
sphérique produit par P'élévation et par la dépression de atmosphere,
dues & I'élévation ct i la dépression alternatives de la surface de la
mer. '

0.
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M. Ramond a remarqué, le premier, que la variation diurne du ba-
rometre de neuf heures du matin i trois heures du soir n’élait pas la
méme dans toutes les saisons; M. Bouvard a confirmé ce résultat. Il a
trouvé : 1° la variation moyenne des (rois mois de novembre, décembre
et janvier égale & 0™,557; 2° celle des trois mois suivants égale a
o gf0; 3°celle des trois mois de¢ mai, juin et juillet égale i o™, 752;
4° celle des trois autres mois égale A 0™, 802; ce qui donne o™, 762
pour la variation moyvenne de I'année entiere. Ces dillérences dé-
pendent-elles des anomalies du hasard, ou indiquent-clles des causes
régulitres? C'est ce que le Caleul des probabilités peut seul faire con-
naitre. 1l était done intéressant de appliquer A cot ohjel. J'ai trouvé
quil ¥ a une tres-grande probabilité que des causes régulieres ont
produit le minimum o™™,557 de la variation et son maximum o™, 4o,
mais que les dilférences entre les variations o™, 752, 0™, 802 ct la
movenne o™, 762 de Pannée peuvent, sans invraisemblance, étre
attribuées aux anomalies du hasard.

Les 132 mois d’observations que M. Bouvard a discutées pour avoir
Ia variation diurne du barométre présentent ce phénomene remar-
quable, savotr, que la varialion moyenne de neufl heures du matin i
trois heures du soir a été positive pour chacun de ces mois. Je trouve,
par le Caleul des probabilités, que ce phénomene, loin d'étre extraor-

dinaire, est, @ priort, vraisemblable.

6. Je nomme % I'heure sexagésimale du flux et reflux lunaire atmo-
sphérique du soir, le jour de la syzygie, supposée arviver i midi, celte
heure élant convertie en are, i raison de la circonférence pour un jour.
Je nomme R la hauteur du barometre au-dessus de sa hauleur movenne,
au moment du flux, produite par I'action de la Lune sur I'atmosphere.
Je lais

4Rsin2 ==z, j4Rcosd=.

Soient A;, A}, A} les hauteurs obscrvées du barométre i neuf heures

sexagésimales du matin, & midi et rois heures du soir, le jour £ 4

purtiv de la syzygie, ¢ étant nul pour le jour de la syzygie, positil pour
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les jours qui le suivent, ¢t négatil pour les jours qui le précedent.
Soient pareillement B;, B;, B; les hauteurs observées du barometre, a
neuf heures du matin, midi et trois heuves du soir, le jour £ a partir
de la quadrature. Je suis parvenu, dans le Chapitre VII du Livee NI

de la Mécanique céleste, aux deux équations suivantes :
(0) zcosz2iq -+ ysinaig = E;, )cos2ig — xsinaig="T,

dans lesquelles g est le moyen mouvement synodique de la Lune dans
un jour, ct I'on a

l':[: 1\: — ;\' -1- “1— B:,

Fim= (3A)— Ai— AY— 2B} + Bs-i- n;-)(.+ '—);
19

les ¢quations (O) donnent

lie) = Eicos2iq — [\isin2iyq.

On peut former autant d’équations semblables qu’il y a de syzygies et
que 7 a de valeurs. En nommant done n le nombre de syzygies, n éant
un grand nombre; en nommant s le nombre des valeurs de ¢, on aura
ns’ valeurs de a, d’oit il faut conclure la valeur Ia plus avantageuse,
c¢'est-h-dive celle dans laquelle 'erreur moyenne a eraindre, en plus ou
¢n moins, est la plus petite.

On doit pour cela multiplier chacune des rs’ équations que repré-
sente I'équation (@) par un facteur convenable. J'ai fait voir dans le
(roisitme Supplément a ma Theorie analytique des Probabiités que, si
I'on a entre les éléments @, y, 5, ... un grand nombre d’équations de

condition représentées par la suivante,
(1) 1Dx4-pt)4-qtlz a-. . =al® = m &) - n(NE) - {9 G+,

le facteur le plus avantageux par lequel cette équation doit étre mul-
tipliée est
o 7___11 T

K m? 4. 2 (o2 4 ,'T rez .
I I Iz
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k&7, k, £, ... dépendant des lois de probabilité des erreurs y,2, ...,
de Ta maniere suivante. Si (@) est la loi de probabilité de 'errcur ¥,
cette loi étant supposée la méme pour les erreurs positives ct pour

les erreurs ll("g(lli\'OS, on a
/= ?J‘([-/(:) ?(-/(:)), 1R :tfd'/(’)'/(’)’l ?(-/(x)),

les intégrales ¢tant prises depuis zéro jusqu'a Uinfini; pareillement,

s1 ¢(27) est Ia lot de probabilité des erveurs 2%, on a
k==afdi)y (), 5 =fdOUy (1),

el ainsi du veste. Dans la question présente, v, 2, ... sont les
erreurs des observations désignées par les lettres A7, A A B, L.
observations qui se rapportent au ™ jour depuis la s syzygie. La
loi des erveurs des observations élant supposée la méme pour loutes

ces observations, on aura
I[:/_{::)F:..., /l”::ZW_—:.. -y

le facteur préecdent deviendra done

ll/;‘ (M2 = n()2 - p92 4 )
(]

IEn désignant par v/, 27, 8, ¢/, 87 les erreurs des observations

AU ARCAK, BY, B B, el par m®, a9, velalivement aux trois

dernieres de ces observations, ce que représentent @m, n®, 149 relati-

vement aux Lrois premicres, on aura

. Yy L.
miy = — cosaiy - (l -+ —) sin2.uq,
I()

1y . .
nil—-—~aflr+ «-)smzu[,
1),

7

- I R .
rsl==cos21q - |1 - — ] sin21q,
9

s = — ), pisi—= — plo), K = — ()
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le facteur précédent devient ainsi

4’!”

fr+2,327 sin?2iq)

IZn réunissant toutes les valeurs de & multipliées par ce facteur, on aura

S HITJ] 8
. Ok, . . 0O
coS21q — — Simn2q —-
KA 1 n 1 n

R Pre TPy

ES et FP étant les valeurs de E; et de F; relatives i la s syzygie et

i la sime quadrature 4 laquelle on la compare. Le signe S indiguant

la somme des quantités qu'il précede, pour toules les syzvgies dont le
I Y g

3 o1} N

y L] St
nombre est n, = et —t seront done les moyennes des valeurs de

E¥ et F)", moyennes que 'on obtiendra en substituant dans les expres-
sions de B;etde ¥y au licu de A, A7, A7, By, .0, leurs valeurs movenues.
[’équation précédente deviendra ainsi

x _ Eicosaig — I

sinziy
142,320 cin?20g 7 142,32 sin

bl

21y

cette équation produit antant d'équations que ¢ o de valeurs. Si Ton

reuntl ces équnlions, on aura

y | Z E;cosaig — Fisin2ig
x T T Ty ST T - —; T -
Lad 14 2,324 sin%210q 1+ 2,324 sin?2iq ’

le signe X exprimant la somme des valeurs du terme qu'il précede. On

aura ainsi, pour la valeur de v la plus avantageuse,
8

Eicos2iq -— Fisinaig

lu V—+ 2;32‘:1 sin?alg

i A

I
E 12,324 sinaiq
Les équations (O) donnent
r==licosaiq -i- L;sin2iy;

on aura done la valeur de y la plus avantageuse en changeant, dans

lexpression précédente de @, cosaig dans sinagg el sinadg dans
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—- cos21q, ce qui donne

E;sin2iq + Ficos2iy
14 2,32f cos?2ig

" Y
1+ 2,324 cos? 24q
M. Bouvard a conclu de ces formules
x =0,031738, ) =o0,0153%,

ct P'étendue entiere 2R du flux lunairve atmosphérique égate i 0,01763.

7. Je vais présentement déterminer la loi de probabilité des erreurs
de ces deux valeurs de @ et de y. Il résulte des formules que j'ai don-
nies dans ma Théorie analytigue des Probabilites que, si v,), 3, ...
sont des erreurs indépendantes, mais assujetties & la méme loi de

probabilité, la probabilité que I'erreur de la fonction
my-+~nk+ré+-...

sera égale & une quantité quelconque £ est proportionnelle a Pexpo-
nentielle

— At

o
I ¢tant la somme des carrés de m, n, r, ... ct ¢ étant le nombre dont le
logarithme hyperbolique est I'unité. Si dans la valeur précédente de
on désigne par y, 2, 3 les erveurs des observations A, A/, AT il est
lacile de voir que les coellicients de ces erreurs sont

I . . . I
-t —— J(sIn21q — CO52 — -
(l : IS))(qan coS “I)I—I—l.izjs vi2ig

Y 1
Il\ T
i 12,328 sin2aug
- I ) . . I
—a2lr-k —)sin2iq ——— -
19 1753, 324 sintaiq

* e |
I
n B
1+ 2,321 sin?2i4q

(I -+ I—l(—)) (sin2iq + cos2iq) L —

\ 1
ny ———;—i—o ==
2‘ 1+ 2,324 sin24q
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La somme des carrés de ces coellicients est

1 1
A 2,324 sint2iq (z ) \ 2
n? - S —
1+ 2,320 sin221q

La somme des carrés des cocflicients des errcurs des observations B},

B, B;" est égale i la préeédente. En ajoutant done ces deux sommes,

on aura

G o L T .

14 2,32 sin?aly e (2 - 1 2

|—!—-J.,32’|sin‘12iq)

Chaque syzygie fournit une quantité semblable; la somme de toutes
ces quantités sera done, pour les n syzygies, la quantité précédente
multipliée phr le nombre n des syzygies. Cetle somme sera done, rela-
tivement & toules les syzygies, et relativement & toutes les valeurs de 4,

c'est-h-dive relativement i toutes les observations,

Ainsi la probabilité que / sera I'erreur de @ peut étre supposée égale i

—1i*n v 1
TR ey 1,314 2ot 2iy

113
e ,

II é¢tant une constante qu'il faut déterminer. Pour cela, j'observe que,
si l'on integre cette différentielle depuis /= — o jusqu’a /==, I'in-
“tégrale doit étre I'unité, puisqu'il est certain que la valeur de £ est

comprise dans ces himites; en faisant done

. nk 1
8= <y ), T A
164 1+ 2,327 sin*a1y
on doit avoir

b=
1 dl.c—8" =,

v —x

Mais on a, par un théortme connu,

/ gdl. e~ =7,

Ofuvres de L. — V. 03



198 MECANIQUE CELESTE.

= ¢lant la demi-cireonférence dont le vayon est P'unité; on a done

1= £,
—

\ i

Ainst la probabilité que Perreur de la valeur de @ sera comprise dans
des limites données est
L Jadl s,
\ -
Fintégrale étant prise dans ces limiltes. i
On trouve, de la méme maniere, que la probabilité que P'erreur de

la valeur de y sera comprise dans des limites données est

L rgtdlesnr,
Ve

I'intégrale é¢lant prise dans ces limites, et g étant égal &
nl S\ 1
16h” L4 12,324 cos?2iy

Il faut maintenant déterminer par les observations la valeur numé-
rique de I{L’ Pour cela, jobserve que, par ma Théorie analytique des
probabiliees, si 'on nomme ¢ la somme des carrés des dilférences des
variations journalieres, de neuf heures du matin i rois heures du
soir, d'un grand nombre s de jours & leur variation moyenne, on a,

avee une tres-grande vraisemblance,

_,)‘l‘,"
ST S
ce qui donne
I as
e

Le caleul de = devient pénible lorsque s est tres-considérable ; mais on
(]

peut le simplifier de la maniere suivante :
Je congois le nombre s de jours partagé en groupes de jours, par
exemple, dans un nombre ¢ de mois moyens, et je suppose s assez grand
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pour que ¢ soit lui-méme un grand nombre. Je désigne par £ et 7, vela-
livement i ces mois, ce que j'ai nommé £ el 4” relativement aux jours.
Soit encore E la somme des carrés des dillérences des erveurs des va-
riations moyennes de chacun de ces mois i la variation moyenne de
lous ces mois. On aura, par ce qui précede,

TR

Mais la probabilite de Ierreur « de la variation moyenne de tous ces
jours ou de tous ces mois est, par la théorie citée, proportionnelle &

'exponenticlle

lin comparant ces exponentielles, on aura

K ] -IT '_’.l.2

7 7 s g TSET
Le ealeul de E est beaucoup plus simple que celui de e, et ¢’est ainsi
I-." a ¢1¢ détermince, I y avail pour cela
1
quelques précautions i prendre. La variation diurne du barometre

que la valeur numérique de

n’est pas la méme i Paris dans tous les mois; elle est la plus petite
dans ceux de novembre, décembre ¢t janvier, et la plus grande dans les
(rois mois suivanls. Dans les six autres mois, elle diflere peu de la va-
riation moyenne de Fannée. Il y a done des causes rvégulivres de ces
phénomenes, el que Pon ne doit pas confondre avee les causes irégu-
litves de la varviation diurne. Les causes régulieres agissant de la méme.
maniere sur la variation diurne des syzygies ct sur celle des uadra-
tures, elles n'influent point sur les valeurs de . et de y, qui ne de-
63.
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pendent que des diflérences de ces variatians; les valeurs de E; ot de I,
ne dépendent que de ces dilférences. 11 faut done, pour avoir la loi de
probabilité des errcurs dont ces valeurs sont susceptibles, ne consi-
dérer que les variations” diurnes dépendantes des scules causes irré-
culieres, et qui pavaissent étre celles des mois de mai, juin, juillet,

aout, septembre et octobre; ce sont celles dont on a fait usage pour avoir

la valeur de I—'L On a trouvé ainst, en prenant le millimetre carré pour

unite, I8 = 2,565118, d’ou 'on tire

- :4 XO,’]ZSS_i.

On a ensuite

S PP
Z 1+ 2,327 sin2aiq 3:290667,

1
D s casaig = 970%

Pour déterminer le flux lunaire, j’observe que I'on a n = 298, d'on
Fon tire

b

gt =3,29667 %< 298 >< 0,4:88

] -

Jr1=1,97901 < 298 < 0,1288] %a

et, ensupposant que la valeur de - soit le résultat des causes acciden-
telles, la probabilité qu’elle sera comprise dans les limites == 0,031758
sera

Jgdl.c=st

Ve

I'intégrale étant prise, relativement & /, dans ces mémes limites. On
trouve, au moven des données précédentes, 0,3617 pour celte proba-
bilité. Si cette probabilité était fort approchante de 'unité, elle indi-
querait, avec une grande vraisemblance, que la valeur de @ n'est pas
due aux scules amomalies du hasard, et ¢u’elle est en partic Peflit
d’'une cause constante qui ne peut étre que l'action de la Lune sur
I"atmosphere. Mais la différence considérable entre cette probabilité
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et la certitude, veprésentée par I'unité,” montre que, malgré le tris-
grand nombre d’observations employées, cette action n'est indiquée
qu'avee une faible vraisemblance, en sorte que Pon peut regarder son
existence sensible & Paris comme incertaine. La valeur de v, consi-
dérée de la méme maniere, donne encore plus d’incertitude sur cette

existence.

8. Je vais soumettre au Calcul des probabilités quelques singula-
vités que la varviation diurne du barometre a présentées a M. Bouvard.
Ce savanl astronome a trouvé, par onze années d’observations baromé-
triques faites tous les jours  neuf heures du matin et & (rois heures du
soir, que la variation moyenne diurne du harométre dans cet intervalle
a ¢té 0™, 557 pour les trois mois de novembre, décembre et janvier;
o™, gfio pour les (rois mois de février, mars et avril; o™, 752 pour
les (rois mois de mai, juin et juillet; enfin 0™, 789 pour les trois
mois d’aout, seplembre ct octobre. Il a trouvé o™™, 8o2 pour la varia-
tion movenne de 'année. Déterminons la probabilité des diflérences de
ces variations en les supposant dues aux anomalies du hasard.

St I'on nomme « I'erreur de la variation conclue par une moyvenne
de onze années ou de eent trente-deux mois, la probabilité de cette
crreur sera proportionnelle a

—1mx
———u
c 14"

comme il est facile de s’en assurer par le n° 20 du Livre Il de ma
Théorie analytique des probabilités. Pareillement, si I'on nomme o'
I'erreur de la variation conclue par une moyenne des mois de février,
mars et avril pendant onze années, la probahilité de «' sera propor-
tionnelle &

=8,
« AT -
c b

la probabilité de I'existence simultanée de « et de «’ sera done propor-

tionnelle ¢

—_S_ITI( YR EN
A

c W
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Soit ¢’ = u + z; la probabilité de I'existence simultanée de « et de =
sera ainst proportionnelle i

-k 1y

C—b_A_T [5("+g:) +3: ]
En multipliant cette exponentielle par de et intégrant le produit depuis
= — o jusqu’a u =, on aura une quantité proportionnelle i la
probabilité de la valeur de s correspondante i 'ensemble de toutes les
valeurs de «, et cctte exponenticlle sera proportionnelle a

AL

i 5
¢ 3

I2n faisant done
h? — 3—3;1:
/lllJl

Crla=~

la probabilité que la valeur de s sera comprise dans des limites données
esl

SJhdz. e

VI

Pintégrale étant prise dans ces limiles. Par les observations précc-
dentes, = est égal o™, 940 — 0™™,563 ou & 0™, 197; ainsi la proba-

bilité que = est au-dessous de 0™, 177 est

. =
1 — —= /‘ dt. ¢t
VT Joarma

On a, par le n & de ma Théorie analytique des probabilités,

1 * . c 0 1.3 1.3.5
- dt c'= ——={1 — — + v T S Te BERERN )
VoV 2F yrm 2 22 237

etla série a 'avantage de donner une valeur alternativement plus grande
et plus petite, suivant que Pon s’arréte & un nombre pair ou impair de
ses termes.

5 Ton [ait —— = la séric 13 L olee mise
St Ton lait =5 = ¢, la serie 1 — 5 + Sam — ... peut et mist
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sous la forme suivante de [raction conlinue

TR S
- 2y
T B
U
.
Iei 'on a
T=o,179.h, h?=-33. ,._é)
’ . 4/1” 5
et 'on a, par le numéro précédent,
E E k ~s /4 14 ¢ =
X =133. T = 33:70,4288] = 14,15152;
4 i N (]

on a done

c’est le logarithme hyperbolique de ¢®, et, pour avoir le logarithme
tabulaire de cette exponentielle, il faut Ie multiplier par 0,434294.
On tronvera ainsi, & fort peu pres,

L / dt.c " = 0,0000000370;

Viodr

en retranchant ce nombre de 'unité, on aura la probabilité que Pexces
de la vaviation diurne observée pendant les trois mois de féveier, mars
et avril, et pendant onze années, sur la variation moyvenne des onze
années, serait moindre que 0™, 177, s'il élait da aux simples anomalies
du hasard. L'exces observé indique done avec une extréme vraisem-
blance une cause constanle, qui augmente i Paris la varviation diwrne
du barometre pendant les trois mois cités.

On trouve de fa méme maniere que I'exces o™™, 205 de la vaviation
moyenne de Pannée sur la varviation moyenne des (rois mois de no-
vembre, décembre et janvier indique avec une vraisemblance encore
plus grande une cause constante, qui diminue la vaviation diurne pen-
dant ces mois.
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Enfin on trouve que les dillérences observées entre la variation
movenne de Pannée el les varialions moyennes soil des trois mois de
mai, juin et juillet, soit des trois mois d'aout, de septembre ct octobre,
peuvent sans invraisemblance étre attribuées aux scules anomalies du
hasard. )

Les observations de la variation diurne du baroméetre, de neuf heures
du matin & trois heures du soir, discutées par M. Bouvard, présentent
ce phénomene remarquable, savoir, que la variation moyenne de
chacun des cent trente-deux mois qu'il a considérés a été positive.
Pour apprécier la probabilité de ce phénomene, je supposerai que la
variation moyenne des trois mois de novembre, décembre et janvier
serail, indépendamment des anomalies du hasard et par Ueffet des
scules ecauses régulieves, celle que M. Bouvard a conclue de onze
années d’observations, savoir 0™, 557. Je ferat une supposition sem-
blable relativement & la varialion des trois mois suivants, février, mars
et avril, qui a été trouvée de o™",gfo0. Lofin je supposerai que la va-
rialion movenne des six aulres mois, qui ne parait élre soumise qu'i
I'action des causes accidentelles, est celle que 'on a trouvée pour
mnée entivre, savoir 0™™,762. Cela posé, si I'on nomme « 'erreur de
la variation d'un mois, due aux scules causes accidentelles, la pro-
babilité de celte erreur sera, par ce qui précede, proportionnelle a
c'z323 oi il est facile de conclure que la probabilité que « ne sera
pas au-dessous de 0™, 557 sera

SJdt. et
) ‘TR
en supposant

2 =1f,15152.u2,

et I'intégrale étant prise depuis £ = 0,557.y14,15172 jusqu'h £ = = .
La probabilité qu'aucun des trois mois de novembre, décemhre et
janvier n’aura de variation négative, ou que 'erreur négative de w« n'at-

leindra jamais — 0™, 557, sera

\.:
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et celle que le méme résultat aura licu pendant onze années seva

(. B 5/‘,11.':-")::
V=

On trouvera de la méme maniére que la probabilité semblable relative

aux trois mois de fevreier, mars et avril est

(._ J'dz.c—v)n
_ e

Pintégrale élant prise depuis £ = 0,940.y14, 15172 jusqu'i 1 = = .
Linfin on trouvera que la probabilité semblable relative aux six autres

( — -_/l”_-cl’_'>°"
, =

Iintégrale étant prise depuis 1 = o“"",';(iz.\-’l/,, 15172 jusqu'a £ = = .

mois est

Le produit de ces trois probabilités est la probabilité du phénomine
observé, que 'on trouvera ainsi & peu pres égale i 0,95 en sorte que,
loin de présenter une chose imvraisemblable, il est [ui-méme vraisem-
blable.

Jai supposé, dans tous ces résultals, lous les mois égaux et de trente
jours. On lear donnerait plus d'exactitude en v introduisant l'ing-
galité des mois, ce qui n’a d’autre difficulté que la longueur du ealeul.
Mais comme il suffit que ces résultats soient approchés pour que nos
conclusions soient justes, soit relativement a I'existence des causes
régulitres qui produisent le maximum ct le minimum de la variation,
soit relativement i Ia vraisemblance du phénoméene suivant lequel tous
les cent trente-deux mois ont donné une variation diurne positive. on

peut se dispenser de ce calcul.

FIN DU TOME CINQUIEME.

OFuvres de .. — V. l,'_i






Averli par M. Souillart, professeur i la Faculté des Sciences de Lille et auteur d'un tra-
vail considérable sur la théorie des satellites do Jupiter, que M. Adams avait signalé plu-
sicurs erreurs dans le Chapitre VL du Livre VII de la Mccanique ccleste, jai prié M. Adams
de vouloir bien m'en communiquer la liste. L'illustre direcleur de 1'Observatoire de Cam-
bridge a cu 'obligeance de m’envoyer 4 ce sujet unc Lettre dont Ta Note suivante est i peu
pres la traduction. { Les indicalions de pages el de liznes se rapportent & la présenle édition.)

« Le terme
— 0,0002064 co3(.r + {8°,27)

qui cnlre dans Ja valeur de #'* (tome V, page 462, ligne 6) est fautif, 11 a é16 donné au
Tome 1V {page 341, lizne 8 en remontant) sous la forme équivalente

— 0,00026] co3(5q° — 24" —13°, 50)
ct représente a peu pres le lerme
—0,00030§2733 cos(5n"t —an'"f -+ 5:5 — 22" —13°, {9606},

trouvé au Tome IIl (page 138, avant-dernicre ligne), modifié par suile du changement
adoplé pour la masze de Salurne. Nous dizons & pew prés; car, avec la nouvelle masse de
Saturne, on aurait dd (rouver — o,0002g0 au licu de — 0,000261; il a dad y avoir li
quelque errcur de caleul.

» Mais, au Tome III, pour oblenir la valeur numérique du terme en question, lequel doil
ttre la somme des expressions formant les lignes 7, 5, 4 (en remontant) de la page 138, on
a par mégarde pris en signe conlraire I'expression contenue dans la premitre de ces Lrois
lignes. Le terme dont il s'agit aurait donc dit recevoir une double correclion, dabord
cause de celle crreur de signe et ensuite & raison de la nouvelle valenr adoplée pour la
masse de Salurne.

» Il est curicux que la méme erreur qui vienl d'dtre signalée dans le coefficient
— 0,000267 du lerme qui dépend de 547 — 24" ail é16 commise aussi dans la réduction
en nombre d’un autre cocfficient de la méme page 311 {lome IV). Les deux terimes de 67
qui dépendent de 2x%¢ — n*v¢ (tome 111, page 128) forment, quand on les combine, un
terme uniquo donl le coefficient est — 0,0n030503 ct ce coeflicient, modifié i raizon du
changement de la masse de Saturno, devient, comme le précédent, — 0,000 290, landis que
dans le Tome 1V, page 341, ligne 16, lo cocfficient du lerme dépendant do q'* — 247 esl
— 0,00026§, exaclemenl comme celui du terme dépendant de 54" — 24"
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» Les termes correspondants dans les Tables do Bouvard ont respeclivement pour cocfli-
cients — o,000290 et — 0,000294. :

» La valeur du terme de 97 dépendant do 547 ¢ — 24'7¢ (tome HI, page 138, ligno 2 en
remenlant) devrail étre, d’apres les données adoplées par Laplace,

— (1+2")0,0002465 €O3 (54"t — 2n'"t + 57 — 2:'" + 32°,41),

les dezrés étant centésimaux comme dans la Mécanique céleste. La valeur modifiée de co
lerme, qui augait da élre donnée au Tome 1V (page 3 {1, ligno 8 cn remontant), est

— 0,0002353 co3(5¢" — 24" + 32>, {1).
Par conséquent, dans lo Tome V, le terme correspondant (page {62, ligne 6) devrait étre
— 0,00023§ cos(r + 9§°,18)
et 'inégalité résultante dans la longitude du quatrieme satellite deviendrait ainzi
— 30", foisin(r + §8°,09) ou — 3o, j04sin(3q" — 29" —13°,68).

L.es coeflicients des termes correspondants, relativement au premier, au second et au troi-
stemie alellile, seraient

— o618, — 87,788, — 12" 872,
ou. si Ton emploie les rapports de ces coefficients adoptés par Laplace, lesquels ne sont
quapprochés, )

— 0,682, — 8" 810, —12",78}.
L arcument de ces indgalités est presque identique & celui du terme fautif de 97** (lome 111,
page 138 ) donl il a déjd ¢Lé question.

» Lnlin le nombre — §4°,33{ (lome YV, page {62, ligne 6 en remontant) n'est pas déduit

correctement de la formule qui le précede; celle-ci donne en effet — {2,863 Les Lrois
cocflicicnts de la derniére ligne de celte page doivent étre diminués dans le méme rapport. »
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