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1. Einleitung

1.1 Namen

Wahrscheinlichkeitstheorie und Stochastik bedeuten das Gleiche, Letzteres ist
griechischen Ursprungs und bedeutet das Anpeilen eines Zieles, das Vorhersa-
gen eines Eintreffens unter wackligen Umstédnden. Statistik ist eine spezielle
Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie, in der aus empirischen Daten
und gewissen tieferen Einsichten etwas iiber die zugrunde liegende Wahr-
scheinlichkeit vermutet wird. Die gewissen tieferen Einsichten haben mit dem
Versténdnis der zugrunde liegenden Ursachen zu tun und mit einem absolut
klaren Verstdndnis von der Rolle der Wahrscheinlichkeit. Wahrscheinlichkeit
steht also an erster Stelle.

1.2 Was ist Wahrscheinlichkeit?

Es sollte sich doch um ein mathematisches Objekt handeln, wie etwa der Be-
griff der Geraden in der Geometrie oder der Begriff der Zahl in der Analysis.
Beiden Begriffen liegt ja etwas Intuitives (Anschauliches) zugrunde, und es
ist diese Intuition, die uns ihrer (bis heute nicht erreichten und méglicherwei-
se nie erreichbaren) wahren mathematischen Natur ndher bringt: Wir haben
zwar lingst begriffen, daf§ Gerade und Zahl mathematisch doch ganz anders
sind als zuerst empfunden (ich denke hier an nichteuklidische Geometrie und
an Zahl als Cauchyfolge), aber ohne die erste Empfindung hétten wir: nichts.
Unsere Intuition iiber Wahrscheinlichkeit ist anders, nicht falbar, unklar als
Begriff: In ihr steckt das, was wir Zufall'' nennen, das Unvorhersagbare, das
sich nicht sicher sein. Es ist das zu dem GesetzméfBligen Gegensétzliche, es
hat subjektiven Charakter und ist damit alles andere als mathematisch: Es
ist nicht offenbarer Teil der Heraklitschen dufleren Welt oder spéter dann Teil
der Platonischen Welt der existierenden Ideen, aus der die mathematischen
Begriffe stammen, jene Welt, die fiir alle zugéinglich ist und deren Begriffe
fiir alle die gleiche Bedeutung haben. Es geht uns ja um das Begreifen des
Gesetzméafigen, um das ganze Gegenteil des subjektiven Empfindens also.

! wobei der Begriff des Zufalls nicht klarer ist, als der der Wahrscheinlichkeit —
man gebraucht sie in gleicher Weise
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Zufall erscheint da als krasser Gegensatz. Poincaré (in ,Wissenschaft und
Methode*, Teubner Verlag, Leipzig 1914, S.53) zitiert Bertrand: ,, Wie kann
man wagen von den Gesetzen des Zufalls zu sprechen? Ist nicht der Zufall
das Gegenteil aller GesetzmiBligkeit?

Ein naheliegender Gedanke ist es, Zufall als Ausdruck unserer Ignoranz
zu sehen. Poincaré schreibt in ,, Wissenschaft und Hypothese“, (Teubner Ver-
lag, Leipzig 1914, S. 190): ,,Wenn wir nicht unwissend wiren, gibe es keine
Wahrscheinlichkeit“. Kann man daran denken, das personliche Nichtwissen
mathematisch zu fassen? Dann wire Wahrscheinlichkeit ein Mafl unserer Un-
kenntnis: ,subjektive Wahrscheinlichkeit“. Sollte man sie in der Platonischen
Welt der Ideen suchen, in der Hoffnung etwas Greifbares dort zu finden? Viele
fanden das reizvoll; bekannt unter jenen ist Bayes und sogar Schrodinger. Er
versuchte die Vermutungsstirke mathematisch zu fassen (Erwin Schrédin-
ger: , The foundations of the theory of Probability I,II“, Proc. Royal Irish
Academy, Vol. 51, 463-483, 1947).

Hier sind zwei Griinde, warum das attraktiv ist. (i) Der Versuch, eine ob-
jektive Wahrscheinlichkeit zu erkennen, ist fruchtlos: Der Miinzwurf ist das
Paradigma des Zufalls. Er legt nahe, Wahrscheinlichkeit als relative Haufigkeit
zu setzen. In einer langen Miinzwurfreihe kommt némlich etwa gleichhaufig
Kopf wie Zahl, also intuitiv mit objektiver Wahrscheinlichkeit 1/2 Kopf oder
Zahl. Allerdings ist dieser Weg zu einer Setzung der Wahrscheinlichkeit nicht
einsichtig, denn nur die wirklich unendlichen Folgen kénnten bestenfalls eine
Wahrscheinlichkeit definieren, aber in unserer endlichen Welt ist das keine
einsehbare Setzung. Wenn wir uns aber auf endliche Folgen beschrinken,
dann brauchen wir eine a priori Bewertung, denn wie geht man mit langen
,Durststrecken im Miinzwurf um, in denen immer nur Kopf kommt? Wie
sollen wir die deuten? (Das Gesetz der grofien Zahlen, das wir ausfiihrlich be-
sprechen werden, liefert uns mit einer a priori Bewertung, dass und in welcher
Form die relativen Hiufigkeiten empirisch bedeutsam sind.) Also scheint eine
direkte intuitive Setzung von objektiver Wahrscheinlichkeit kaum moglich.
(ii) Im Alltéglichen redet man sowieso gerne von Wahrscheinlichkeiten von
Einzelereignissen, die sich nur mit Anstrengung in eine Versuchsreihe von Er-
eignissen (also in die Sprache relativer Héufigkeiten) einbetten lassen: ,, Mit
welcher Wahrscheinlichkeit scheint gleich die Sonne?*

Wahrscheinlichkeit als Vermutungsstdrke ist darum ein naheliegender
Ausweg. Aber nach einigem Nachdenken ist der Begriff ,, Vermutungsstarke*
doch viel zu komplex (genauso wie Information) und in einem fast greifbaren
Widerspruch zur objektiven Welt der primitiven mathematischen Ideen, wie
zum Beispiel der Idee eines Punktes oder einer Geraden.

Wir haben also das Problem, dafl der Begriff des Zufalls nicht offenbar
genug ist, d.h. nicht geniigend selbsterklérend, um als primitive Gréfle gelten
zu konnen.

Warum denken wir iiberhaupt, dal der Zufall etwas mit Mathematik zu
tun hat? Weil es eine GesetzmifBigkeit im Zufall gibt! Wir haben die Ge-
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setzméBigkeit bereits erwidhnt und miissen sie nur richtig sagen: In einer
Miinzwurfreihe kommen typischerweise gleich oft Kopf und Zahl. Das ist
eine neue Gesetzméfigkeit, eine typische GesetzméBigkeit. Sie heifit ,, Gesetz
der groflen Zahlen“, und die a priori Bewertung von der oben die Rede war,
ist nichts anderes als die Festlegung von dem was ,,typisch® sein soll.

Wir werden uns also an Folgendes halten: ,, Typisch® ist objektiv und
primér. Wenn wir zu einer gemeinsamen Idee von Wahrscheinlichkeit kom-
men wollen, miissen wir diese neue Art von GesetzmifBigkeit in einer sonst
regellosen Folge in primitiven mathematischen Objekten erkennen. Das wiirde
uns der Sache ndher bringen.

Das wird aber erst leicht, wenn man bereits Intuition iiber ,,Zahlen* ent-
wickelt hat und zwar reelle Zahlen: Man greife blind eine Zahl x € [0, 1]. Was
wird die typischerweise sein? Man denkt vielleicht 1/2, weil die mittendrin
liegt und weil man sie kennt. Aber das ist nicht gemeint. Gefragt ist nicht
nach einer Zahl, die man gut kennt, sondern nach irgendeinem Bruch, einer
der typisch ist, einer von der Sorte von Zahl, die am h&ufigsten vorkommt.
Gefragt ist nach dem blinden Ziehen einer Zahl. Das ist schon eine schwierige
Frage, denn wie kann es unter unendlich vielen Zahlen (iiberabzihlbar unend-
lich viele Zahlen) welche geben, die hiufiger sind als andere? Aber man weif}:
Es gibt mehr irrationale Zahlen (enorm viele mehr) als rationale, aber dieses
,mehr ist natiirlich schon eine Abstraktion und nicht mehr so primitiv wie
der Begriff der Geraden. Aber nur auf dieser Ebene kénnen wir weiterkom-
men: Schreibe die Zahl x in Dualdarstellung x = 0,1001011110....... Dann
sind alle 0, 1— Folgen in eins zu eins Korrespondenz mit den Zahlen in [0, 1].
Und nun ist die Frage schon klarer. Von welchem Typus wird die blind gezo-
gene Zahl sein? Typischerweise wird es eine irregulédre Folge von Nullen und
Einsen sein, allerdings mit einer GesetzméfBigkeit. Die Anzahl von Nullen und
Einsen werden im Mittel gleich sein; man nennt diese Art von Zahlen Nor-
malzahlen. Dies ist intuitiv, aber es ist schwieriger zugénglich als euklidische
Geometrie, denn die Intuition beruht auf Gelerntem {iiber reelle Zahlen, und
die reelle Zahl ist schon schwer genug zu begreifen. Aber man kann dieser
Schwierigkeit nicht ausweichen, sie ist im Wesen der Sache.

Ich habe nun das Wort ,,typisch“ betont: Was wird die Zahl ,,typischerwei-
se“ sein? Und ich sagte, dass das Wort ,,typisch® primitiv ist, dass es keiner
weiteren Erkldrung bedarf. Sollte man mehr dazu sagen miissen, kann man
die Sache nur wie oben schon angedeutet sagen: Das, was am haufigsten vor-
kommt, ist typisch. Eine Analogie ist: Geometrie als Lehre von Ausdehnung.
Ausdehnung ist primitiv, ein intuitiver Begriff, und den wollen wir mathema-
tisch fassen. Dazu benutzen wir zuerst den Begriff von Geraden und Winkel
und spéter den von linearer Unabhéngigkeit von Vektoren. Wahrscheinlich-
keit ist in diesem Sinne die Lehre vom typischen Verhalten. Wir brauchen
dann eine Grofle, die uns sagt, was typisch ist, die uns also sagt, was haufig
und was weniger haufig ist. Diese mathematische Grofle wird ein Maf sein, ei-
ne Abstraktion (eine Idee) eines Inhaltes bzw. eines Volumens, was wiederum
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eine Abstraktion von ,,Anzahl® ist. Es ist eine andere Abstraktion von Anzahl
als die Cantorsche Idee der Michtigkeit einer Menge. Am Beispiel der Zahlen:
Die typische Zahl gehort zu einer Menge von Zahlen, die einen groflen Inhalt
hat, wobei Inhalt so etwas wie die Lange eines Intervalls sein wird. Denn die
Frage, mit welcher Wahrscheinlichkeit die blind gezogene Zahl in [0, 3;0, 5]
liegt, wird man intuitiv mit 0,2 beantworten. Dieser Intuition miissen wir
allemal gerecht werden. Die Schwierigkeit wird sein, dass diese Intuition iiber
Wabhrscheinlichkeit in eine tiber ,,typisch“ verwandelt werden muss.

Das ist ein grundlegender Teil der Wahrscheinlichkeitstheorie. Hinzu
kommt eine ebenfalls ungewohnte, aber ungemein wichtige Struktur, die
Wahrscheinlichkeitstheorie zu einer physikalischen Theorie macht und die uns
gleichzeitig darin bestétigt, dass Wahrscheinlichkeit die Lehre des typischen
Verhaltens ist: Vergriberung. Die Notwendigkeit zur Vergroberung sieht man
sofort. Der Miinzwurf ist ein physikalischer Prozess. Eine Miinze ist ein Stiick
Materie, das durch die Luft gewirbelt wird. Eine komplizierte physikalische
Bewegung findet statt. Aber was uns allein interessiert, ist Kopf oder Zahl.
Das ist eine (subjektive) Vergroberung des tatséchlichen Geschehens. Und
wir wissen schon, wie wir dieses vergréberte Bild zu beschreiben haben. Wir
sagen einfach: Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 kommt jeweils Kopf oder Zahl.
Aber die Frage ist, was das bedeutet. Da wir aber diese Aussage auf der Bil-
debene, also als (von uns) vergroberte Aussage machen, ist klar, daf§ wir auf
dieser Ebene keinesfalls zu einer Einsicht in die Bedeutung kommen kénnen.
Wir brauchen die totale Einsicht in die Vergroberung, um zur Antwort auf
die Frage zu kommen. Im Grunde wiederhole ich hier die Erkenntnis, dass die
Vermutungsstérke ein zu komplexer Begriff ist, denn die Vermutungsstérke
wird ja gerade auf vergroberte Situationen angewandt.

Wir miissen beim Miinzwurf folgende Frage stellen: Warum liefert der
physikalische Ablauf den gesetzméfligen Zufall beim Miinzwurf, der uns sa-
gen léBt: Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 kommt Kopf oder Zahl? Dieses typische
Verhalten muss bereits durch die physikalische Situation vorgegeben sein,
und wenn wir etwas verstehen wollen, dann geht es nur auf der physika-
lischen Ebene. Dann muss es so sein, dass das fundamental Typische die
Vergroberung mitmacht und auf der Bildebene als ,, Wahrscheinlichkeit 1/2 ©
erscheint. Wir miissen also mathematische Begriffe finden, die Vergroberun-
gen und den Transport von , typisch“ zu der vergroberten Ebene hin erlauben.
Ich habe den Begriff des ,, Typischen* oben am Zahlenkontinuum erldutert,
wobei man meinen kénnte, dass das unnétig abgehoben sei: Warum nimmt
man nicht einfach ein Gefafi mit tausend roten und einer weilen Kugel (eine
Urne nennt man das in der Wahrscheinlichkeitstheorie), um zu erkliren, dass
man typischerweise ein rote Kugel zieht? Der Grund ist, dass das ,,Ziehen aus
dem Kontinuum® an der Wurzel von Wahrscheinlichkeit liegt, denn der phy-
sikalische zugrunde liegende Raum der moglichen Anfangsbedingungen eines
physikalischen Verlaufs ist immer ein Kontinuum. Man mufl das verstehen,
denn die Konstruktion des Mafles auf dem Kontinuum, das uns das typische
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Ziehen aus dem Kontinuum definieren soll, ist wie das Kontinuum selber keine
simple Sache, es leidet wie alles ,,unendliche® unter Zenos Nichtverstehbarem,
und man muss hantieren und passend definieren, dass die Sache in Ordnung
geht. Also muss man sich sicher sein, dass der Aufwand berechtigt ist.

Diese Begriffe: ,Inhalt (synonym zu Mafl) und Vergroberung® bilden die
Grundlage der sogenannten Axiomatik von Kolmogoroff. Wir werden uns die
FEinsicht erarbeiten miissen, um die Axiome als offenbar zu empfinden.

Natiirlich werde ich an keiner Stelle Wahrscheinlichkeit als Begriff definie-
ren. Ich werde keine mathematische Grofle ausweisen, die Wahrscheinlichkeit
an sich vertritt. Wahrscheinlichkeit wird ein Kiirzel sein, ein Kiirzel fiir ei-
ne vorhersagbare, weil typische GesetzméfBigkeit in einer Regellosigkeit. Das
bedeutet, dass die Vorhersage nicht mit Bestimmtheit, sondern nur typischer-
weise gilt. Und was das bedeutet werden wir ganz prézise sagen. Dennoch wer-
de ich manchmal so reden, als géibe es Wahrscheinlichkeit als mathematisches
Objekt. Ich sage: ,Mit Wahrscheinlichkeit 1/2 kommt im dritten Miinzwurf
Kopf.“ Gewohnheit ist das und ganz in Ordnung, wenn man verstanden hat,
was gemeint ist.

Es gibt noch mehr zum Verhéltnis zwischen Wahrscheinlichkeitstheorie
und Physik zu sagen. Die physikalische Welt ist determiniert, d.h. eine mit
Bestimmtheit ablaufende Welt. Wie kann der Zufall (im Sinne der prinizi-
piellen Regellosigkeit) darin Platz haben? Wie kann ein Ereignis einerseits
festgelegt und andererseits zufillig sein? Darin wird noch einmal offenbar,
dass der Zufall gar keine objektive Grofle sein kann, sondern nur eine Erschei-
nung ist, die ganz sicher nicht mit unserem Unwissen verkniipft ist, aber die,
weil wir unwissend sind, uns enorm hilft. Wir kénnen unser weniges Wissen
durch eine typische Gesetzmifligkeit ausdriicken: Wiissten wir genau die An-
fangsdaten des Miinzwurfes (alle physikalischen Grofien, die den Miinzwurf
determinieren), dann wiissten wir das typische Endergebnis mit Sicherheit.
Wissen wir die nicht, dann erleben wir den typischen Ablauf dennoch und
bekommen typische Endlagen.

Beispiel: Eine Normalzahl z € [0, 1] hat im Mittel genausoviele Nullen
wie Einsen, egal ob wir diese Zahl nun kennen oder nicht. Also, gegeben
die typische Zahl, dann ist nichts zuféllig, dann wissen wir, welche Stellen
kommen, aber dennoch erscheint die Abfolge von Nullen und Einsen zufillig.
Zufall ist fiir uns vergrobernden Menschen eine phénomenologische Sache,
und es ist nicht dramatisch — weil nicht im Wesen der Grofle — dass es
keinen primitiven mathematischen Vertreter gibt.

Damit sind wir ganz in der Denkweise von Laplace (1749-1827), dem Be-
griinder der Wahrscheinlichkeitstheorie als mathematische Theorie. Fiir ihn
war klar, da§ kein Ding ohne erzeugende Ursache entstehen kann. Determi-
nismus war Grundlage seines Denkens. Aber Wahrscheinlichkeitstheorie hat
darin seinen berechtigten Platz. Laplace begann damit, das Maf fiir ,ty-
pisch® ( Laplace-Wahrscheinlichkeit genannt) als Bruch von Anzahlen von
Ereignissen zu setzen. Dagegen ist nur zu sagen, dass der Begriff des Ereig-
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nisses unklar ist. Und nur deswegen wird die Setzung selber unklar, aber
wenn man dem Gedanken Laplaces folgt und dabei zur fundamentalen Ebe-
ne der Beschreibung geht (wo Ereignisse eindeutig festgelegt sind), wird man
zu den richtigen Einsichten gefiihrt: in das Maf3, das uns ,,typisch* definiert
und in die Vergroberungen, die uns die Ereignisse, die unseren groben Sinnen
zugéanglich sind, liefern.

Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Theorie der gesetzmdfigen Regellosig-
keit. Noch einmal: Als regellos bezeichne ich z.B. die Kopf-Zahl-Folge in einer
Miinzwurffolge, und mit gesetzméflig meine ich die Tatsache, dafl die relati-
ven Haufigkeiten, mit denen Kopf und Zahl in einer solchen Folge auftre-
ten, jeweils % sind. Nun muss man Folgendes klar auseinander halten: Typi-
sches Verhalten ist nicht notwendigerweise gesetzmiBig regellos. Man nehme
einen Wiirfel, dessen Schwerpunkt nahe einer seiner Fldchen ist, z.B. so, daf3
hauptséchlich 6 kommt. Das ist wenig regellos, und wir verstehen physika-
lisch, woran das liegt. Die Bewegung des Wiirfels ist nicht instabil genug.
Die physikalische Grundlage der Regellosigkeit ist Instabilitéit. Smoluchow-
ski erfand dafiir das Kiirzel ,kleine Ursache — grofle Wirkung*, und besser
als in seinem Aufsatz ,, Uber den Begriff des Zufalls und den Ursprung der
Wahrscheinlichkeitsgesetze in der Physik“ (Die Naturwissenschaften, Heft 17,
1918, Seite 253-263), kann man die Rolle der Instabilitéit fiir den Zufall nicht
erklédren.

Also muss man begreifen, dass ,,typisch® und die Instabilitit verschiedene
Wahrheiten sind, die erst bei Zusammentreffen jene typische GesetzméBigkeit
ergeben, die wir zufillig nennen.

Wenn man soweit gefolgt ist, wird man eine Frage in jedem Falle stellen
wollen: Welche Einsicht legt eigentlich das grundlegende Maf} fest, das uns
»typisch® definiert? Die Frage kann nur auf der grundlegenden Ebene, wo sie
ja auch gestellt wird, beantwortet werden, und die Antwort ist einfach: Die
Physik selbst muss dieses Mafl bestimmen. Derart ist die Antwort von Ludwig
Boltzmann und Willard Gibbs (ausgehendes 19. Jahrhundert), aber dennoch
gibt es zu dieser Sache mehr (in der Tat vielmehr) zu sagen. Aber man muss
schrittweise vorgehen, und wir beginnen naturgeméf mit dem ersten Schritt.
Dennoch wiinsche ich mir, dass diese Frage im Kopf bleibt und an vielen
Stellen wiederholt wird, um das Ziel — zu verstehen, wie diese Frage durch
die Physik beantwortet wird — nicht aus den Augen zu verlieren.
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Ich will erkldren, was es mit dem Begriff Wahrscheinlichkeit auf sich hat. Dazu
muf} ich zunéchst auf die tiblichen Sprechweisen eingehen, damit die Sache
nicht vom allgemeinen Verstidndnis entriickt dasteht, denn am Ende soll ja
das allgemeine Verstdndnis nur auf den wahren Begriff fokussiert werden.
Eine Erklirung des Begriffes, die nicht auf Einsicht griinden wiirde, wére
eine sehr nutzlose Ubung. Aber dies bringt es mit sich, dass ich zunichst —
insbesondere in diesem Kapitel — den Begriff der Wahrscheinlichkeit in einer
noch unreflektierten Weise benutze — Jedermanns Wahrscheinlichkeit.

2.1 Laplace-Wahrscheinlichkeit

Jedermanns Wahrscheinlichkeit ist die Laplacesche Wahrscheinlichkeit, die
fiir die Auswahl eines Objektes aus endlich vielen gleichen intuitiv angesetzt
wird: Die Auswahl eines Objektes nennt man Elementarereignis und man
setzt fiir die Wahrscheinlichkeit eines Elementarereignisses bei einer Gesamt-
zahl von N

1 1
N~ Anzahl aller Elementarereignisse”

(2.1)

W (Elementarereignis) =

An dieser Setzung von Wahrscheinlichkeit, die man auch intutiv durch das
offenbare Prinzip vom unzureichenden Grunde erldutern kann (ohne Grund
wird keines der Objekte bevorzugt), ist zuniichst alles in Ordnung und es ist
jedem geraten, sich mit dieser Wahrscheinlichkeit vertraut zu machen. Sie ist
eine praktikable verniinftige Setzung auf ph&nomenologischer Ebene. Ich grei-
fe jedoch schon vor, indem ich auf das Problem dieser Setzung hinweise. Es
ist an ihr eines (und nur dieses) unklar: Der Begriff des Elementarereignisses!
Der unterliegt einer Willkiir, denn die Begriffe wie ,, Auswahl eines Objektes
aus NV Objekten“ , ein Objekt aus N Objekten zu ziehen® sind nicht pri-
mitiv. Jemand oder etwas, eine Maschine z.B. muf3 ziehen, und die Frage ist,
ob nicht der Vorgang des Ziehens bei der Definition des Elementarereignisses
berticksichtigt werden mufl. Wenn aber der Begriff des Elementarereignisses
dunkel ist, kénnen wir unmoglich zu einer Einsicht iiber Wahrscheinlichkeit
kommen. Darum miissen wir zuerst den Begriff des Elementarereignisses ver-
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stehen, um dann zu einer Abstraktion dieser Laplaceschen Setzung zu gelan-
gen, aus der wir verstehen, was es mit Wahrscheinlichkeit auf sich hat, und
warum und in welchem Sinne die obige Setzung funktioniert. Ich gebe ein
einfaches Beispiel fiir eine Erscheinungsform dieser Problematik:

Beispiel 2.1.1. 1. Ein Wiirfel wird geworfen. Die Elementarereignisse — so
wird man gewillt sein zu sagen — sind die Augenzahlen {1,2,3,4,5,6}.
Die Anzahl aller Elementarereignisse ist die Méchtigkeit dieser Menge
I{1,2,3,4,5,6}| = 6 und

1
W (Augenzahl = 5) = 6

2. Zwei Wiirfel werden geworfen. Die Elementarereignisse sollen die Augen-
summen sein. Wenn ich das so sage, wird man das ersteinmal hinnehmen,
warum nicht? Aber dann sieht man, dafl

1
W (Augensumme = 3) = 1
herauskommt und man zweifelt: Intuitiv sind doch die Elementarereig-

nisse die Paare der Augenzahlen. Wie also geht man damit richtig um?

Um iibrigens ausgehend von den Paaren die Wahrscheinlichkeit im 2. Fall
des Beispiels auszurechnen, braucht man ein Aziom, denn man hat zwei
Paare (1,2);(2,1), die fiir die Augenzahl 3 giinstig sind. Man addiert dann
die Wahrscheinlichkeiten der Elementarereignisse (es gibt 36 Paare), um zur
Wahrscheinlichkeit der Augensumme 3 zu kommen: 1/18. Diese Additivitit
kann man mit relativen Haufigkeiten plausibel machen, wobei eine weitere
Intuition, deren Hintergrund ich gar nicht ausfithren will, hinzukommt: Das
Gesetz vom Mittel. In einer langen Wiirfelreihe der Léinge n komme n5 mal
die 5, wobei das Mittel (synonym fiir relative Haufigkeit)

ns

1
— =~ -=W(

malalr (5)

ist. Wenn nun 3 oder 5 interessant ist, dann kommen n3 + ns; mal diese
Augenzahlen vor und dann sollte

W(3oderb) ~ st s

~W(3)+W(5)
sein. Dies ist nur ein Versuch die Sache plausibel zu machen, das Gesetz vom
Mittel wird am Ende ein beweisbarer Satz sein.

In jedem Falle setzt man die Additivitdt der Laplace-Wahrscheinlichkeit
als Axiom an. Man kann das dann kurz so sagen: Ein Ereignis (z.B. ,, Augen-
zahl 3 oder 5%) ist eine Menge von Elementarereignissen und

L Anzahl der giinstigen Félle
W(E = . 2.2
(Ercignis) Anzahl der moglichen Fille (2.2)
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Es ist gedanklich und notationsméflig giinstig von der Menge {2 der Ele-
mentarereignisse zu sprechen, so daf§ die Ereignisse Teilmengen M C 2 sind.
Damit wird (2.2) zu

wM) =L w) =1, (2.3)

mit dem Symbol | M| als Méchtigkeit der Menge M. Jedermanns Wahrschein-
lichkeit reduziert sich also auf das Abzéhlen von Elementen von Mengen. Die
Wahrscheinlichkeit wird in diesem Denkbehelf zu einer additiven Bewertung
von Teilmengen: Falls AN B = () dann ist

W(AU B) = W(A) + W(B).

Dabei ergibt sich eine weitere Sprechweise fiir das Eintreten von Ereignis-
sen, an die man sich gew6hnen muf. Wenn fiir w € (2 das Elementarer-
eignis {w} eintritt, und w € A ist, dann tritt das Ereignis A ein. Wenn
B C A C 2 und B eintritt, dann tritt A ein. Beispiel: Wenn beim Wiirfel
A = [ Augensumme ist gerade“ = {2,4,6} ist, und es wird 2 gewiirfelt, dann
tritt A ein. Diese Sprechweise ergibt sich aus der Bedeutung der Vereini-
gung von Mengen als das Eintreten von dem einen oder dem anderen, wobei
das ,oder“ das gemeinsame Eintreten beinhaltet, wohingegen Durchschnit-
te das logische ,,und“ vertreten. Mit dem Denkbehelf der Mengen kann man
sich auch graphisch Durchschnitte und Vereinigungen, also ,,und* und ,,oder*
Verkniipfungen anschauen und damit werden viele Wahrscheinlichkeitsregeln
klar (Abb. 2.1):

1. A€ ist das Komplement von A in {2 und heifit Gegenereignis zu A und
W(A) =1—W(A9)

2. A\ B = AN B¢ sind alle Ereignisse in A, die nicht in B sind, daher
W(A\ B)=W(AUB)—-W(B)

3. W(AUB) = W(A)+W (B)—W (ANB). Dazu beachte man, dass (A\ B)U
ANB = Aund (A\B)NANB = 0, also ist W(A) = W(A\B)+W(ANB)
und darauf wende (2) an.

Nummer (3) kann gewinnbringend verallgemeinert werden, indem die Wahr-
scheinlichkeit von ,oder“ Ereignissen aus ,und“ Ereignissen berechenbar
wird:

W(A1UA UA3. UA,) = Y W(A)

i=1

- > W(Ain4y)
i<j=2
+ Z W(AIL n Aj n Ak)
i<j<k=3
(-t W(A N...NA,). (2.4)
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Diese Formel bekommt man sehr leicht auf viele verschiedene Weisen heraus,
am direktesten mit Induktion, wobei man sich zunéchst iiberlegt, wie man die
Formel fiir drei Ereignisse zeigt (Das kann man noch gut graphisch begreifen).
Das gibt einem dann den Weg wie man von n — 1 auf n schliefit.

Abb. 2.1. symbolische Darstellung von Ereignissen als Mengen

Die Laplace-Wahrscheinlichkeit wird demnach zu einer Berechnung der
Michtigkeit endlicher Mengen, also zu einer Bestimmung der Anzahl der
Elemente einer Menge. Das kann aufwendig sein. Oftmals sind es sogenann-
te kombinatorische Vorgehensweisen, die solche Anzahlen ergeben. Und es
ist manchmal einfacher die Wahrscheinlichkeit von Gegenereignissen auszu-
rechnen. Jedermanns Wahrscheinlichkeitsaufgaben sind hiufig unbeliebt, weil
sie meist nur umgangssprachlich und damit ziemlich unklar formuliert sind,
so dafl man sie umfomulieren muf}; bis man erkennt, um welchen Typ von
Aufgabe es sich handelt. Dabei versteht man zuweilen auch, dafi die umgangs-
sprachliche Formulierung nicht eindeutig ist. Das sollte man nicht iiberbewer-
ten.

Bei Laplace Wahrscheinlichkeiten mufl man die Anzahl von Elementen von
Mengen berechnen. Die zugrunde liegenden Mengen (der Elementarereignis-
se) richten sich dabei nach der Art des Problems. Manchmal ist es hifreich,
sich die Menge aus einem Urnenmodell zu besorgen, wobei die Urne ein mit
gleichen numerierten Objekten (z.B. Kugeln) gefiilltes Gefif ist, und die Ele-
mentarereignisse einer Aufgabe werden als gezogene Objekte aus einer Urne
interpretiert. Je nach Wesen der Aufgabe handelt es sich um verschiedene
Vorgehensweisen des nacheinander Ziehens. Allerdings wird die Vorldufig-
keit, die dem Begriff des Elementarereignisses noch zu eigen ist, auch in der
Vielzahl von Moglichkeiten, mit der man eine gegebene Aufgabe behandeln
kann, sich auch in Urnenmodellen niederschlagen.

Jedermanns Wahrscheinlichkeitsaufgaben sind in jedem Falle oft trick-
reich, man lernt schnell die Tricks, wenn man geniigend Aufgaben gerechnet



2.2 Kombinatorik an Beispielen 11

hat und man vergisst sie ebenso schnell wieder. Das macht diesen Teil der
Wahrscheinlichkeitstheorie etwas unerfreulich.

2.2 Kombinatorik an Beispielen

Beispiel 2.2.1. Wenn N Leute in einem Raum sind, wie grof} ist die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dafl mindestens zwei Leute am selben Tag Geburtstag
haben? Das Jahr bietet 365 Tage als Geburtstage. Was sind die Elementarer-
eignisse? Eine natiirliche (wenn auch willkiirliche! ) Wahl sind alle gleichbe-
rechtigten Moglichkeiten von N-Tupeln von Tagen (den moglichen Geburts-
tagen), d.h.

2 =1{1,2,..,365}" = {w= (21, ..xn), 2% € {1,2,...,365} }.

Fine Grundaufgabe ist es also, die Anzahl aller N-Tupel anzugeben:

e 365 Moglichkeiten fiir x1, jede dieser erlaubt weitere
e 365 Moglichkeiten fiir zo jede dieser erlaubt weitere
e 365 Moglichkeiten fiir x,, u.s.w. bis N

Insgesamt also multiplizieren sich die Moglichkeiten eines jeden Eintrages
mit allen anderen. Damit ist die Anzahl aller N-Tupel, d.h. die Anzahl aller
Moglichkeiten und |£2| = 365". Nun zum Ereignis Gy ,mindestens zwei
Leute haben am selben Tag Geburtstag”. Das ist die Menge aller N-Tupel
mit mindestens zwei gleichen Eintrédgen. Also brauchen wir die Anzahl aller
dieser N-Tupel. Leichter: Alle N-Tupel mit keinen gleichen Eintrigen. Das ist
das Gegenereignis G, =, keine zwei Leute haben am selben Tag Geburtstag*.
Denn dann kénnen wir so vorgehen:

e 365 Moglichkeiten fiir 21, jede dieser erlaubt weitere

e 364 Moglichkeiten fiir 5 (denn x5 darf ja nicht gleich x; sein) jede dieser
erlaubt weitere

e bis 365 — N + 1 Moglichkeiten fiir zn .

Das ergibt |G| = 365 - 364 - ...(365 — N + 1). Man konnte verwirrt meinen,
daB an Platz 1 nach obiger Uberlegung 365 Tage stehen konnen und an Platz
2 nur 364 Tage, was nicht stimmt. Alle Plidtze werden mit gleichvielen Tagen
besetzt. Die Auswahl von z; geschah ohne Einschrankung.

Also W (keine zwei Leute haben am selben Tag Geburtstag)

_365-364-...-(365— N +1)
B 365N
Man sollte einmal seine a—priori Einschétzung zahlenméfig iiberpriifen: Wie
viele Leute miissen im Raum sein, damit W < % wird, das heif}t

! Ein Gebutstag setzt einen Zeugungstag voraus, der ist doch sicher elementarer.
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W (wenigstens zwei Leute haben am selben Tag Geburtstag) =

1
1 — W (keine zwei Leute haben am selben Tag Geburtstag) > 5?

(Es kommt N = 23 heraus.)
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens einen gleichen Ge-
burtstag, falls 366 Leute im Raum sind?

Beispiel 2.2.2. m-maliges Ziehen aus n Objekten mit Zuriicklegen
mit Beachtung der Reihenfolge.

In einem Urnenmodell sieht das so aus: Man hat eine Urne mit 365 Ku-
geln, numeriert, sonst aber gleich. Man holt blind aus der Urne eine Kugel,
notiert die Nummer, legt sie zuriick (schiittelt die Urne), und fait erneut
blind hinein. Das ganze N mal. Dieses N-malige blinde Ziehen von Kugeln
soll als ,,Elementarereignisse” die N-Tupel von Geburtstagen der Leute 1 bis
N liefern.

Nun allgemein: Man habe eine Urne, d.h. eine Menge U(n) mit n Ku-
geln ( Elementen). m—maliges Ziehen mit Zuriicklegen liefert m-Tupel mit
Eintrégen aus U(n). Die Menge aller solcher m-Tupel ist

Tn(n)=Um)™ = {(x1, ... tm);x; € U(n)}.
Die Michtigkeit dieser Menge ist, wie wir bereits festgestellt haben,
T (n)| = [U(n)™] = n™.

Und zur Beachtung der Reihenfolge ist zu sagen: Die Tupel (1,2,3,4,5) und
(2,1,3,4,5) sind verschiedene Elementarereignisse. Die fiir die Geburtstags-
aufgabe relevanten Tupel sind solche mit mindestens zwei gleichen Eintréigen.
Z.B. hat (1,1,2,3,4) zwei gleiche Eintrége. Die Tupel in U™ enthalten alle
moglichen Wiederholungen, und man findet in der Kombinatorik auch hierfiir
den Begriff der Variationen mit Wiederholungen. Ich gebrauche lieber den
Begriff der m—Tupel

Beispiel 2.2.3. m-maliges Ziehen aus n > m Objekten ohne Zuriick-
legen mit Beachtung der Reihenfolge

Um die Geburtstagsaufgabe zu erledigen, haben wir auf jene Tupel ge-
achtet, die keine Wiederholungen besitzen.

Allgemein sei nun |U(n)| = n > m, Dann liefert das Ziehen ohne Zuriick-
legen alle m-Tupel, die keine gleichen Eintrdge haben. Man nennt solche
m-Tupel Variationen (ohne Wiederholungen):

Vin(n) = {(z1,...,zm); 2 € U(n), z; # x; fir allei # j} C U(n)™,
deren Michtigkeit wir in Beipiel (2.2.1)) bestimmt haben:

[Vin(n)|=n(n—=1)-...- (n—m+1). (2.5)
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Von speziellem Interesse ist der Fall m = n, dann erhalten wir als Variationen
die Permutationen der n Objekte und ihre Anzahl ist

Anzahl aller Permutationen von n Objekten = |V, (n)| =n-n—1-...-1 =: nl.

Damit ist (2.5) schreibbar als

n!

[Vin(n)| = (2.6)

(n—m)!

Die Giiltigkeit solcher kombinatorischen Formeln fiir allgemeines n folgert
man sehr leicht mit vollstdndiger Induktion.

Variationen kommen in Frage, wenn es um die Tétigkeit des Auswéhlens
geht: Wieviele Moglichkeiten gibt es, m Objekte aus n gleichartigen aus-
zuwihlen. Vielleicht ist nicht klar was gemeint ist, darum ausfiihrlicher. Rei-
he n Kugeln auf: 1,2...,n. Markiere m mit einem roten Punkt. Macht es
einen Unterschied, ob ich erst Kugel 1 rot markiere und dann Kugel 3 oder
umgekehrt? Macht die Reihenfolge einen Unterschied? Fiir mich als Markie-
rer macht es sicher einen Unterschied, es sind verschiedene Moglichkeiten:
Variationen.

Beispiel 2.2.4. Beim Lotto 6 aus 49 mufl ein Spieler 6 Zahlen ankreuzen.
Wieviele Moglichkeiten hat er, das zu tun? Da sind die Variationen gefragt:
49 - 48 - ... - 44. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat er 6 richtige? Es gibt 6!
richtige Moglichkeiten, also mit (2.6)

643!

Beispiel 2.2.5. Ein Jedermanns Beispiel aus dem Zauberhut: n numerierte
Karten werden nicht aufgedeckt ausgebreitet. Ein Spieler rit von jeder Karte
die Nummer. Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit fiir mindestens eine Uber-
einstimmung? Egal wie die Karten auf dem Tisch liegen, der Spieler errit
eine Permutation von 1,2, ..., n. Gefragt ist also die Wahrscheinlichkeit fiir
mindestens eine Ubereinstimmung zwischen Permutationen.

Viele Jedermanns Aufgaben beriihren wie hier folgende technische Frage:
Bei n Objekten, gibt es n! Permutationen von Anordnungen der Objekte.
Wieviele Permutationen lassen dabei wenigstens ein Objekt unberiihrt? Kei-
ne einfache Frage! Aber mit einem Trick geht es schnell: Man numeriere die
Objekte durchgehend. Sei V,(n) = {w;w = Permutation von (1,2,...,n)},
und A; = {w € V,(n);w; = j}, wobei w; die j —te Koordinate des n—Tupels
w ist. Das bedeutet, A; enthélt alle Permutationen die zumindest die Stelle j
unverdndert lassen. Dann sind die giinstigen Ereignisse in A; U A; U...U A,
und gefragt ist nach der Méchtigkeit |43 U A U...U A, | dieser Menge. Indem
wir durch |V,,(n)| = n! dividieren kénnen wir auch W(A; UAsU...UA,,) auf-
schreiben und dafiir haben wir (2.4), und wir brauchen W(A;), W(A4; N A4;)
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usw.. Diese Terme sind aber einfach anzugeben. In A; sind alle Permutatio-
nen, bei denen j unverdndert bleibt, d.h. n — 1 Objekte werden permutiert,
also |A;| = (n — 1), fiir alle j. Daher

- 1! 1

W(A;) = (=1t = —, fiir allej.

n! n
Genauso geht es weiter: In A;NA; sind ¢ und j fest, also werden n—2 Objekte
permutiert, das gibt (n — 2)! Permutationen und

(n—2)! 1

W(A;NA;) = = nn =) fiir alled #£ 5 .

Die weiteren Terme sind damit klar und wir miissen uns nur noch iiberlegen
wieviele Summanden die jeweiligen Summen in (2.4) summieren:

n

i 1=2, » 1=

i>j=1 i>j>k=1

Man wird etwas nachdenken miissen, um zu sehen, dafl hier nach etwas
natiirlichem Neuem gefragt wird, ndmlich nach den 2—, 3—, ..., k— elementi-
gen Teilmengen von {1,2,...n}. Diese sind ebenfalls im Urnenmodell formu-
lierbar:

Beispiel 2.2.6. m-maliges Ziehen aus n > m Objekten ohne Zuriick-
legen und ohne Beriicksichtigung der Reihenfolge.

Wir wollen alle m— Variationen (Tupel der Linge m < n), die unterein-
ander durch Permutationen hervorgehen, als ein Elementarereignis werten.
Wir koénnen dies bildhaft ausdriicken, indem wir sagen, dafl die Reihenfolge,
in der gezogen wird, irrelevant ist.

Diese Zahlung aller solcher permutierten m—Tupel als eins ist dquivalent
zur Setzung eines Elementarereignisses als m—elementige Teilmenge von U,
die man auch Kombinationen nennt:

K., (n) =: {m — elementige Teilmengen C U}.
Deren Méchtigkeit ist leicht zu finden. Es gibt ja (nfiln)' Variationen der
Lénge m. Aber eine Variation taucht darin m! permutiert oft auf. Das miissen
wir also rausdividieren, oder anders, fiir die Anzahl aller m—elementigen
Teilmengen von n Objekten gilt

!
| K (n)| = |{m — elementige Teilmengen C U}|-m! = e

)

(n —m)!

d.h.
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(n> =1, (n) =0, fallsm >n oderm <0
0 m

heifst Binomialkoeffizient.

Definition 2.2.1.

Er ist von herausragender Bedeutung. Das werden wir nachher deutlich sehen.
Weiter mit Beispiel 2.2.5. Demnach ist

usw.. Damit wird

W(A1 UAsUAs...UA,) = (1)W(A1)
- <Z>W(A1 N As)
+ <§>W(A1 N Ay N As)
(—1)n1 (Z)W(Al N..NA,)
= ]:1(—1)’“1;!.

An diesem Resultat wird iiblicherweise das Verhalten fiir grofie n als in-
teressant angesehen, denn

- 1
. k=11 4 -1
nh_r)n kg_l(—l) i 1—e".

Zuriick zum Jedermanns Beispiel: Die Wahrscheinlichkeit des Gegener-
eignisses, daff ndmlich keine richtige Karte benannt wird ist ~ 1/e ~ 1/3,
wenn geniigend viele Karten auf dem Tisch liegen. Das mag iiberraschen,
denn man wiirde wohl eher an eine Wahrscheinlichkeit nahe 1 denken, dass
bei sehr vielen Karten wenigstens einmal richtig geraten wird.

Allein um die Sache sprachlich zuende zu bringen, wird man nun noch
nach folgendes anschauen wollen:
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Beispiel 2.2.7. m—maliges Ziehen aus n Objekten mit Zuriicklegen
und ohne Beachtung der Reihenfolge

Also angeschaut werden m—Tupel mit Wiederholungen, wobei alle Per-
mutationen eines m—Tupels als eins gewertet werden. Man nennt diese Din-
ger auch Kombinationen mit Wiederholungen, und deren Anzahl ist
nun nicht mehr so einfach zu iiberlegen. Vor allem ist die Antwort nicht
mehr suggestiv. Fiir n = 2 ist das noch leicht hinschreibbar, aber dann wird
es etwas undurchsichtig. Beispiele sind m =4,n = 2:

(1111), (1112), (1122), (1222), (2222).

Die Formel selber ist allerdings wieder leicht durch Induktion beweisbar. Da-
bei mufl Summationsregeln fiir die Binomial-Koeffizienten benutzen, die letzt-
endlich auch fiir die endgiiltige Formel verantwortlich sind.

Die Anzahl aller m—Kombinationen mit Wiederholungen aus n Objekten

ist
n+m-—1
m.

Firm =4,n =2 ist ( 2+f_1) =b.

2.3 Der Binomialkoeffizient

Beispiel 2.53.1. Im Beipiel 2.2.4] hatten wir

643! 1

W (6richtige) = —— = —-.
(Orehiiee) = " = )
Ist dieses Ergebnis, dal nur die Anzahl von 6-elementigen Teilmengen rele-
vant ist, direkt erklirbar? Ja, denn die Anzahl Mehrmoglichkeiten, die sich
durch Anderung der Reihenfolgen beim Ankreuzen ergeben, werden durch die
Normierung bei der Wahrscheinlichkeit wieder herausgekiirzt. Das passiert in
vielen analogen Féllen und man ignoriert oft die Tatsache, dafl man grund-
legend eigentlich Variationen betrachten mufl, aber da die Endformel eine
ist, in der dann nur noch die Anzahlen von Kombinationen eingehen, fokus-
siert man gleich auf Kombinationen. Manchmal kann man die Kombinationen
schon als Elementarereignisse empfinden: Es kommt doch nur auf die Zah-
lenkombinationen an, nicht auf die Reihenfolge nach sie ausgefiillt wurden.
Dem liegt natiirlich die Problematik des Begriffes des Elementarereignisses
zugrunde.

Beispiel 2.3.2. Man habe n Objekte (100 Schrauben in einem Karton), dar-
unter k markierte (15 fehlerhafte). Man ziehe m (10 Schrauben entnehmen),
wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit darunter j (2 fehlerhafte) markierte zu
haben? Dies ist zunéchst eine Aufgabe, die nach der Anzahl der Variatio-
nen fragt, denn jede Reihenfolge, nach der man die Objekte entnimmt, ist
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ja ein anderes Elementarereignis. Aber wir kénnen gleich auf Kombinatio-
nen gehen, denn wie beim Lotto kiirzen sich die Mehrmoglichkeiten, die sich
durch Reihenfolgendnderungen ergeben heraus. Also ganz schnell: Es gibt
(::L) Teilmengen mit m Elementen, die giinstigen enthalten 7 markierte und

m — j nicht markierte. Es gibt (:;_’;) Teilmengen der unmarkierten Objekte,
jede dieser Teilmengen kann mit einer der (k) Teilmengen der markierten zu
m—elementigen Teilmengen komplettiert werden. Demnach

n—=k\ (k
W (j markierte inm) = (m(ﬂn))(ﬂ)
und fiir das Jedermanns Beispiel

(85) (15)
W (2 fehlerhafte in 10) = ﬁ.
10

Beachte, daf sich folgende Summationsformel ergibt:

S50 =)

J

wobei sich die Summation nur tiber 0 < j < k erstreckt, weil alle iiberzéhligen
Terme null sind.

Eines der Leitbeispiele dieses Buches wird der Miinzwurf sein. Eine typi-
sche Frage ist: Mit welcher Wahrscheinlichkeit kommt genau m— mal Kopf
in n Wiirfen? Das ist nun eine Kombinationsaufgabe: Gefragt ist nach der
Anzahl der Kopf-Zahl-Folgen der Linge n (deren Gesamtzahl ist 2", denn es
sind die n—Tupel aus 2 Elementen ) in denen genau m Képfe stehen. Die ist
natiirlich gleich der Anzahl aller 0-1-Folgen der Lange n, mit genau m Ein-
sen. Nummeriere die Pliatze, dann ist die Auswahl der Plétze, auf denen eine
Eins steht, eine Teilmenge von {1,2,...,n}. Darum ist offenbar die Anzahl
der gefragten Folgen gleich der Anzahl der m—elementigen Teilmengen von
{1,2,...,n}, also (:;l) Damit ist

()

on

W (genau m mal Kopf in n Wiirfen) = (2.7)
Wir kénnen von 0-1-Folgen auf Folgen mit mehreren Ziffern verallgemeinern:
Betrachte Folgen der Linge n mit Eintrigen aus {1,2,...,7}. Dann betrachte
man jene Folgen mit n;—mal die 1,...,n,—mal die r und ny + ... 4+ n, = n.
Diese Anzahl ist gleich der Anzahl der Anordnungen (ohne Beachtung der
Reihenfolge) von n gleichen Objekte auf r Késten mit ny Objekten in Kasten
k. Diese Anzahl ist leicht zu kriegen: Fiir 1 gibt es (:1) mogliche Plitze, und

jede dieser Méglichkeiten erlaubt (') Mdglichkeiten, und fithrt man das

n
fort sieht man leicht den Multinomiallz{oefﬁzienten
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( n ) n!
N1, N, ..., Ny ni!...n,!

fiir die Anzahl der moglichen Aufteilungen der n Objekte in r verschiedene
Gruppen der Groflen nq,ns,...,n, entstehen.
Dieselbe Kombinatorik steckt iibrigends auch im Multinomialsatz:

(x1+...+a)" = Z ( " n)x’fl...x?*, (2.8)
) LU

ni+...4n,.=n 1,742,

der fiir » = 2 der Binomialsatz ist:

i =35 (D)atrs

k=0

Dieser Satz liefert uns noch einmal die Normierung

(1+1)”=2”=i(2).

k=0

Ubrigens ist die Anzahl der Summanden in der Summe in (2.8), also die
Anzahl der Zerlegungen von n in Summen von nq,..,n, < 0 gerade die An-
zahl von n—Kombinationen mit Wiederholungen aus r Objekten, also gemaf

Beispiel 2.2.7
r4+n—1
" .

Anmerkung 2.3.1. Die Anzahl der m— elementigen Teilmenge einer n— ele-
mentigen Menge {2 ist (TZ), damit ist >, _, (Z) die Anzahl aller Teilmengen,
also die Michtigkeit der Potenzmenge P(f2), der Menge aller Teilmengen:

P(2)] = 2".

Die Potenzmenge von N ist offenbar eins zu eins mit der Menge aller
unendlichen 0-1-Folgen. Die ist wiederum eins zu eins mit den Zahlen des
Intervalls [0, 1], was selber eins zu eins mit R ist. Darum ist die Méchtigkeit
von R einfach |R| = 2/Nl. Man nennt die Zahl [N| = R¢ (sprich aleph-null).
Wihrend N nach Definition eine abzéhlbare unendliche Menge ist, ist R nicht
mehr abzéhlbar. Man nennt R das (eindimensionale) Kontinuum.

Die Binomialkoeffizienten kann man sich sehr schon am Kugellauf des Gal-
tonbrettes Abb. 2.2 veranschaulichen, wobei die Links-Rechts-Abgénge bei
insgesamt n Nagelreihen eins zu eins mit den Kopf-Zahl-Folgen der Lange n
sind.

Wenn wir die Anzahl der Pfade aufschreiben, die an jedem Nagel des
Galtonbrettes Abb. [2.2 passieren konnen ergibt sich bei vier Nagelreihen
folgendes Schema:
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Abb. 2.2. Das Galtonsche Brett. Kugeln fallen (zentral) auf Nagelstifte und werden
nach rechts oder links mit gleicher Wahrscheinlichkeit abgelenkt.

0 n=>0
1 1 n=1
1 2 1 n=2
1 3 3 1
1 4 6 4 1

Auf der Ebene n stehen von links (k = 0) nach rechts (k = n) die Zahlen

(Z) Wir lesen ab, dafl
n n n _ n+1 '
k kE+1 kE+1

Diese Beziehung kann auch als Definition fiir die Binomialkoeffizienten die-
nen.

Das Galtonbrett diente hier nur als intuitive Veranschaulichung, die man
sofort gewillt ist, zu akzeptieren. Dabei gibt es zum Galtonbrett mehr zu
sagen, als dieses Buch in der Lage ist, aufzunehmen. Eine Frage, die wir nur
oberflichlich behandeln konnen ist die, in der Abbildung angedeutete:
Wie ist die Verteilung der Endplédtze der Kugeln, wenn man viele Kugeln
nacheinander durch das Nagelbrett fallen 148t? Intuitiv wird der Bruchteil der
Kugeln die auf Platz k landen bei n Nagelreihen (Z) sein. Die Formalisierung
dieser Antwort geschieht spéter unter Sie ist mit dem Gesetz vom
Mittel verbunden, dafl wir uns jetzt in der einfachsten Version anschauen.
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2.4 Das Gesetz vom Mittel

Jedermanns Gefiihl iiber die Regellosigkeit in einer sehr langen Miinzwur-
freihe (n sehr groB) ist, das ungefihr % oft Zahl und ungefihr 4 oft Kopf
kommen sollten. Das kénnen wir analytisch untersuchen, indem wir (2.7) fiir
grofle n studieren. Das ist die klassische Aufgabe der Wahrscheinlichkeits-
theorie schlechthin, die man einmal verstanden haben muf}, um den Abstrak-
tionen mit Einsicht begegnen zu kénnen. An der Wurzel der Asymptotik fiir

grofle n ist

Satz 2.4.1. Stirlingsche Formel

nl = (Z)n%(uo(;))

(Ich erinnere an die Bedeutung des Landauschen Ordnungs-Symbols O(z).
Bei Division eines Terms der Ordnung O(z) durch z bleibt der Bruch fiir z —
oo beschriinkt.) Der sehr interessante Beweis der Stirlingformel folgt spiter
in Anmerkung 2.4.2. Ganz grob soll man n! = (g)n lesen (ganz unbedarft
konnte man n/2 statt n/e vermuten).

Wir wenden das jetzt auf (Z) an, und dabei sei k ein Bruchteil von n, zum
Beispiel k£ = pn,0 < p < 1, so dal wir auch fiir k die Stirlingformel ansetzen
konnen.

(o) = Gy

~
~

n"e~"\/2mn

(np)mPe=12\/21np(n(1 — p))r(t-Ple=n(1-p), /27n(1 — p)
1

 V2mny/p(L— p)prr (1 — pyr(e)’
(n) EEL
2) " Vo
2 1

n
W(enauf Kopfe in n)’f:: —~—. 2.9
g 5 Kop " Tn (2.9)
Man wird auf den ersten Blick enttduscht sein, dass nicht 1 herauskommt.
Aber natiirlich kann das gar nicht sein, denn wir haben ja nur solche Folgen
erfasst, die genau n/2 Kopfe haben. Dabei ist unser Gefiihl berechtigterweise

Dann speziell fiir p = %:

das heifit mit (2.7)



2.4 Das Gesetz vom Mittel 21

nur iiber ungefihre Verhéltnisse, d.h. nur asymptotisch sollten wir als relati-
ve Héufigkeit 1/2 erwarten. Auch Folgen mit § + n'=¢ e > 0 Kopfen zeigen
asymptotisch eine relative Haufigkeit von 1/2 fiir Képfe. Ganz grob kénnen
wir aber schon sagen, da \/n Terme um n/2 herum (deren Wahrschein-
lichkeitswerte ebenfalls von der GréBenordnung ﬁ sein werden) bereits die
Gesamtwahrscheinlichkeit 1 liefern! Insofern ist (2.9) bereits eine grobe Fas-
sung des Gesetzes der groen Zahlen: Man kann daraus erwarten, da§ nur v/n
viele Terme in der Nachbarschaft von k = 5 eine nennenswerte Wahrschein-
lichkeit haben. Und das bedeutet, dafi typischerweise die Anzahl von Kopfen
in n Wiirfen im Bereich § =+ \/n ist. Relativ zu n geht also die Haufigkeit
von Kopfen gegen % mit relativer Schwankung j:%. (Nicht absolut: Fluk-
tuationen ~ y/n — oo fiir n — oo, das heifit es kommen beliebig lange
»Durststrecken® vor, also Strecken in denen z.B. nur ,Kopf“ kommt.) Da-
mit bestétigt die Laplace-Wahrscheinlichkeit unser Gefiihl fiir Zufall und die
gesetzmiifige Regellosigkeit: Im Mittel (d.h. als relative Hiufigkeit) kommt
typischerweise § mal Kopf und % mal Zahl.

Wir kénnen das etwas mehr ausarbeiten. Wir untersuchen fiir

1
p:§+e, € klein

1( n ) ~ L !
2" \(z —en) 2" Vamny/p(1 — p)pr(1 — p)n(-»)

Eine leichte Rechnung bringt

1 n \_ 1 1 1 1426\
7\G-an) " Vemn i a (1@ \i=a)
4

1 1+2e\"™
(1 —4e2)n/2 \ 1 — 2¢

=exp— (g In (1 — 4€®) + ne(In(1 + 2¢) — In(1 — 26))),

Beachte, daf3

und In(1 + z) = = + O(z?), also entsteht am Ende

1 ( n ) 1 1 o2 210)
— ~ —— eXp —2ne" . .
20 \(2 —e)n V2mn e P

Wir gehen nun etwas grofziigig so weiter:

Anzahl Képfe inn 1 1 /n
w(Pere gl - 3w

k<%—en;k>%+en

< 1 n
n—
T2 \5 +en
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1
~ exp —2ne’
V2t i — 2 P

was wir als Gesetz vom Mittel ansehen.

Wir haben hier iibrigends viel mehr an Rechnung investiert als notwen-
dig ist: Wenn es nur um das Gesetz vom Mittel geht interessiert uns nicht,
wie die Wahrscheinlichkeit der Abweichung klein wird, sondern nur, daf sie
klein wird. Und das ld8t sich abstrakt (und deswegen kommt es spéter) ganz
einfach zeigen. Allerdings mufl man die Abstraktion verstanden haben, man
muf verstanden haben, dafl da Strukturen abstrahiert werden, deren Giiltig-
keit fiir unsere Welt nur schwer nachweisbar sind. Damit wird die absolute
Primitivitdt des Beweises des Gesetzes der grofien Zahlen, das wir also im
spateren Kapitel besprechen, relativiert werden. Im obigen Falle ergab sich
die Mehrinformation (2.10) fast zwanglos, und es ist gut, die Sache einmal
einfach ausgerechnet zu haben. (2.10)) beinhaltet die Glockenkurve, die sich
bei vielen Kugeln in den Auffangbehéltern als Haufigkeitsverteilung ergibt.

Anmerkung 2.4.1. Uber die Bedeutung der Ergebnisse
Das Gesetz vom Mittel besagt, daf} fiir grole Zahlen n die relative Haufigkeit
von Kopfen in Folgen der Lénge n typischerweise, d.h. fiir die meisten aller
Folgen ~ 1/2 ist. Dieses Gesetz der grofien Zahlen (und nur dieses Gesetz)
macht Wahrscheinlichkeitstheorie experimentel iiberpriifbar.

Der Ausdruck ,,die meisten® ist dabei vollig klar. Man zahlt einfach die
Menge der Folgen mit den gefragten Eigenschaften ab, und unsere Rechnung
oben ist nichts weiter als eine Abschitzung der Anzahlen. Spater werden wir
diesen Begriff des Typischen abstrahieren miissen, hin zu unendlich vielen
(iiberabzdhlbar unendlich vielen) Objekten. Erst in einem solchen Rahmen
konnen wir mit dem Problem der endgiiltigen Fassung des Begriffes des ,,Ele-
mentarereignisses® fertig werden. Mit der Festsetzung, dal die Phénomene
typisches Verhalten (das was am meisten geschieht) wiederspiegeln , wird das
Gesetz der groflen Zahlen zu einer theoretischen Vorhersage iiber empirische
Hé#ufigkeiten, die man {iberpriifen kann.

Nun gibt es sicher Folgen, in denen die relative Hiufigkeit von Kopfen
nur sehr langsam gegen 1/2 geht, z.B. konnte ja die Anzahl von Képfen in
n Wiirfen bei n/2 + n?/3 liegen, was immer noch eine relative Hiufigkeit
von 1/2 liefert. Aber unsere kleine Rechnung oben zeigt, da§ solche Folgen
untypisch sind, nur solche mit der Anzahl ng = n/2 + §/n von Kopfen in
n Wiirfen sind im Bereich des Typischen. Dabei ist die Wahrscheinlichkeit,
wenn wir unser Ergebnis etwas umformulieren

1 2
w <\/ﬁ (ng —n/2) ~ 6) ~ exp —20

einer Gauf3schen Glockenkurve folgend. Wir werden auch dieses Verhalten in
der spéteren Abstraktion im allgemeinen Falle als ,,zentralen Grenzwertsatz*
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beweisen. Alle diese Folgen gehoren zum ,, Einzugsbereich®“ des Gesetzes der
groflen Zahlen. Die Binomialkoeffizienten (Z) sind also fiir grofie n um n/2
zentriert, und fallen nach beiden Seiten auf einer Breite von y/n geméif einer

Gauflkurve ab.

Anmerkung 2.4.2. Zum Beweis der Stirlingschen Formel (2.4.1)) .
Die Stirlingsche Formel enthélt zwei Aussagen, eine {iber den asymptotischen
Wert und eine iiber den Fehler:

n 1
nl = (ﬁ) V2mn (1+O(>).
e n
Der asymptotische Wert ist einfach zu kriegen, das geht mit der Lapla-
ceschen Methode des stationédren Punktes. Sehr viel schwieriger ist es, den

Fehler
n! (E)n —V2m =0 (1>
n vn

in dieser Giite zu bekommen. Der folgende Beweis gibt uns im ersten Schritt
mit einem wunderbaren analytischen Argument, das ganz speziell auf diese
Aufgabe zugeschnitten ist, den Fehler und das asymptotische Verhalten bis
aus den Wert m, den wir uns in einem zweiten Schritt verschaffen. Dieser
zweite Schritt besteht aus der fundamentalen Laplaceschen Methode der sta-
tiondren Punkte. Sie gibt die gesamte Asymptotik, aber leider nicht die Giite
des Fehlers.

Schritt 1: Hier ist die Idee. Warum ist % der Mittelwert der n Faktoren in
n!? Wenn n! ~ (n/e)”, dann ist das gleichbedeutend mit In(n!) ~ n(ln(n) —
1) = nln(n) —n = [;"In(z)dz, und das gibt schon die Idee, denn In(n!) =
> r_; In(k), und da der In monoton steigt ist nunmehr rigoros:

In(k) < /k T n()de < In(k+ 1), (2.11)

Summation bis (n — 1) liefert
In((n — 1) <nln(n) —n+1 <In(n!), (2.12)

und hieraus folgt leicht, unter Beachtung von In((n — 1)!) + In(n) = In(n!)

nln(n) —n+1<In(n!) <nln(n) —n+1+1In(n) (2.13)
und damit A nan
— | _
(e) e§n.§<e) en. (2.14)

Das ist schon einmal nicht schlecht, aber natiirlich nicht gut genug. Was
wir verbessern miissen, ist die Abschéitzung (2.11), denn da haben wir ja
wirklich ohne Miihen abgeschétzt, und gute Dinge brauche etwas Miihe. Wir

miissen also das Integral f:“ f(x)dz(= f(&)) (nach Mittelwertsatz) besser
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abschétzen, und das machen wir, indem wir den Mittelwert durch das arith-
metische Mittel ersetzen:f(&x)) ~ (f(xx) + f(zk+1)) /2, und das wiederum
fithrt ohne grofies Nachdenken darauf, das Intervall [k, k 4+ 1] zu halbieren,
und auf jeder Hélfte die Stammfunktion F'(x) mit der Taylorformel bis zur
zweiten Ordnung zu entwickeln:

F(z)=F(y)+ f) (= —y) + (1/2)f'(€)(z — y)*.

Wir entwickeln im folgenden um die untere Integralgrenze

k+1 k+1/2 k+1/2
dz = de — dz
/k f(x)de / f(2)da / f(@)

+1
= LHR) 4 7G0T+ 5 I +1) — 5 )

4
= S0 + £+ 1)+ 5(7(&) — 7)),

mit & € (k,k+1/2),m, € (k+1/2,k+1). Summation iiber k bis n — 1 liefert

n n—1

[ e = =30 + ) + 350+ Y

k=1 k=1

(f' (&) = f'(m))-

ool —

Nun ist f = In und daher f’(z) =  und darum ist Zz;ll 3 (é — nik) eine

alternierende Reihe, die nach dem Leibnizschen Konvergenzsatz gegen einen
Grenzwert s konvergiert. Und weil [{" In(z)dz = nln(n) —n + 1 ist, kommt

S—nln(n)-i-n—l—;ln(n)—i—ln(n!):Z;(1—1),

a8 \&k Mk

wobei nun, mit ganz leichter Uberlegung
o<y L <1 _ 1> <L
a8 \&k M 8n
ist. Also existiert ein ¢, € (0, g-), so daB
1
s—nln(n)+n—-1- 3 In(n) + In(n!) =€,

ist, und damit erhalten wir

n
n! = eene=5+1 (ﬁ) Jn, (2.15)

e

wobei man beachte, dafl e =14+ O ( ) ist.

1
n
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2.Schritt: Damit bleibt die Frage nach dem Wert s, bzw. e~*T!. Das muf
ja /2w sein. Woher kommen diese 277 Von den vielen moglichen Antworten
ist die folgende ziemlich nah an der Sache. Es kommt daher, daf3

o0 2
/ e dr =/

— 00

ist. Warum dieses Gauflintegral eine Rolle spielt? Weil (Z) fiir grofe n gauB-
sche Fluktuationen hat. Wie kommt man nun an den Wert? Wir benutzen

nl=In+1)= / e Ta"dx
0

— nnJrl/ (e—zx)n de — nnn/ efn(zfln(x))dx’
0 0

wobei die Substitution sich deswegen rechtfertigt, weil man daran denken
muB, dass im Limes n — oo Werte x ~ n relevant sein werden. Die Frage
ist also, wie sich der Integrand fiir grofle n verhalt. Um dafiir ein Gefiihl zu
kriegen, betrachte man die Substitution

/OO =) fle2) 1
e "M\ dy :/ ——e "dy
0 fo) @)

und wére ﬁ beschrénkt, dann wire das Integral mindestens ~ % Das ist
leicht. Also mufl man auf Nullstellen von f’ achten! Solche Nullstellen heiflen
kritische oder stationdre Punkte von f und sie sind fiir das Verhalten des
Integrals von grofiter Bedeutung. Ganz schnell: Hat f einen kritischen Punkt
¢, dann entwickle man den Exponenten darum bis zur zweiten Ordnung, die
erste liefert ja null, und da sieht man etwas quadratisches entstehen, das gibt,
wenn alles giinstig ist, ein Gaufiches Integral. Darum formuliere ich nun, was
glinstig ist.

Das Ganze heifit Laplace’s Methode der ,stationdren Punkte®. Es gilt
folgendes:

B 2
nh(§)

b
/ P(x)e™@dz o ¢(€)emh () (2.16)

(a(n) o< L heift hier a1 fiir p — 00).

Glinstige Bedingunéen an h und ¢ sind:

1. h ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion die ihr Maximum bei
& annimmt, d.h h”(§) < 0. Weiterhin sei auflerhalb einer Umgebung von
¢ das Supremum der Funktion kleiner als h(&)

2. ¢e?” ist absolut integrierbar fiir a > 0, #(¢) # 0 und ¢ stetig in €.

Wir wenden (2.16) an:
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p=1, e ®x=e 2% das heift h(z) = —z+ Inz.
1
Wa)=-1+-=0 = =1, h(€) = -1, h(1) = —1,
T

2 n
das heifit n! oc n?tle™ o <ﬁ> 2mn.
n e

Bemerkung: Wenn wir den Beweis uns nédher anschauen wiirden, wiirden wir
auch eine Kontrolle iiber den Fehler bekommen, aber wir wiirden die Qualitét

des obigen Fehlerterms O (ﬁ) , nicht ohne weiteres erreichen.

Wir zeigen jetzt (2.16). Dazu zunéchst:
1. Sei k > 0 und a < £ < b. Dann gilt

b
/ e Fn@=8 4z 1/ N
o kn

(substituiere y = vkn(z — &) und verwende [ e~ vidy = /7).

2. Sei —h"(&) > € > 0. Wiihle eine 6—Umgebung von & so klein, dal Us(§) C
(a;b) ist, h"(&) — e < W'(z) < W (&) + € und |p(x) — ¢(&)| < € fiir alle
HAS U(;(f)

Zu 6 gibt es ein Cs > 0 mit h(x) — h(§) < —Cs fiir z & Us(§).
Dann gilt, zunéchst auf dem Komplement von Us(€)

/ p(z)e" M@=y = / () (1@ =R o (h(@)=h() gy
U5 (&) HG)

Seuf;cg/ ()] (A ~h(©) gy

16
=:C
< Cem 2%,
Es bleibt
~ §+5 1 2317
/ () (@) =h(E) dx*¢>(§5)/ (=€) g
Us(€) I3

mit Zwischenstellen 55 und &5, wobei wir
() = h() + ()@ — ) +31"(6)(x ~ &)
——
=0

entwickelt haben. Aber die rechte Seite liegt im Intervall

§+6 n 1" 2 £+5 n 1" 2
(6(6) — o) / e3 (W ©O=E=E% s (4(€) + €) / o3 (B (O () 4y
§-96 1

—0
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und diese Grenzen sind nach 1.

2

o (¢(§) T e) _W'

Da € beliebig wihlbar ist, haben wir (2.16).

2.5 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Der Begriff der bedingten Wahrscheinlichkeit ist einfach und schwierig zu-
gleich. Mit der bedingten Wahrscheinlichkeit wird das , Typische* neu defi-
niert, und ehemals Untypisches kann unter der bedingten Wahrscheinlichkeit
typisch werden. Ich werde das spéter noch einmal aufgreifen. Nun zur sehr
einfachen intuitiven Setzung. Wenn ein Ereignis A eingetreten ist, dann redu-
zieren sich gegebenenfalls die Moglichkeiten fiir das Eintreten des Ereignisses
B. Das fiihrt geradlinig auf die folgende Setzung fiir die ,, Wahrscheinlichkeit
von B gegeben A

W(ANB)

WB/A) = =y

Beispiel 2.5.1. Wenn bei zweimaligem Wiirfeln die Augensumme 7 gekom-
men ist, wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dafl im ersten Wurf eine 4 kam?
A= (z1,22);01 +22=T7; |A| =6, B=(4,3) C A, also W(B/A) = % =
1/36 _

6/36
Aus der Setzung der bedingten Wahrscheinlichkeit fliefit sofort die Additivitéit
fiir disjunkte Ereignisse By:

W (UBj/A) =N W(B;/A), B;nB,=0k# .

%. Was ergibe sich bei Augensumme 57

Technisch von groBer Bedeutung ist aber folgende Zerlegungsformel: Sei
J Ax = 2 eine disjunkte Zerlegung von (2, dann gilt

W(B) =) W(B/A)W (Ax), (2.17)
k

denn
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Wir werden dazu noch Beispiele haben.
Wie sich die Wahrscheinlichkeiten durch Eintreten von Ereignissen &ndern
ist manchmal iiberraschend:

Beispiel 2.5.2. Betrachte ein Spiel mit 4 Karten, davon zwei unterschiedliche
schwarze Karten, eine (s) mit Oberseite schwarz und eine (sx ) mit schwarzem
Kreis, sowie zwei Karten mit weifler Oberseite wy und ws; dazu 2 Spieler.

Der erste Spieler nimmt zwei Karten auf, der zweite Spieler kann verschie-
den fragen:

1. Moglichkeit: Hast du eine schwarze Karte?
Antwort: Ja!
Uns interessiert:

W1 = W (beide Karten von 1 schwarz/1 hat eine schwarze Karte)

Aber
W (beide schwarz und eine schwarz) W (beide schwarz)
Wy = . = . .
W (eine schwarz) W (eine schwarz)
Es gibt (3) = 6 zweier Gruppen, davon eine mit (s,s) und eine mit
(w,w). Also ist
: 1
Wy=2%=—
g 5
2. Moglichkeit der Frage: Hast du die Karte mit schwarzem Kreis?
Antwort: Jal
Nun ist

1
Wy = W (beide Karten schwarz/Karte schwarzem Kreis) = 3

olw|ol—

denn s kann in 3 Paaren vertreten sein, wohingegen im ersten Fall eine
schwarze Karte in 5 Paaren vertreten ist. Also reduziert sich im zweiten
Falle die Anzahl der Moglichkeiten, und Wy > W3: Wenn nach einer
spezifischen schwarzen Karte gefragt wird, erhoht sich die Chance bei
Antwort ,ja“, dal der Spieler zwei schwarze Karten hat.

Beispiel 2.5.3. Ein weiteres Gliicksspiel:

Drei Karten, davon eine beidseitig rot, eine beidseitig schwarz und eine
mit einer roten und einer schwarzen Seite. Man zieht blind eine Karte und
legt sie nieder. Wenn die sichtbare Seite rot ist, wie grof§ ist dann die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, da3 die andere Seite schwarz ist? Die Antwort ist %,
denn da eine rote Seite vorliegt, ist RR oder RS gezogen worden. Nun gibt
es drei Moglichkeiten, R oben liegen zu haben, davon ist eine mit S unten.
(Offenbar ist es also ganz egal, wieviele beidseitig schwarze Karten es gibt.)
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Man kann allerdings auch darauf verfallen, da} die Kenntnis der roten
Seite die schwarze Karte ausschlieit, und es deswegen nur mehr zwei Moglich-
keiten gibt, ndmlich RR oder RS, also Wahrscheinlichkeit % fir RS, was aber
falsch ist, denn die (relevanten) Elementarereignisse sind hier die Seiten der
Karten. Darum kénnte man hiermit ein ,,unfaires* Gliicksspiel treiben, wenn
das Gegeniiber sich vom falschen Argument iiberzeugen liefle.

Wir werden im Beispiel 2.7.1 unten die technische Bedeutung der beding-
ten Wahrscheinlichkeit als Rechenhilfe beispielhaft vorfiihren. Hier will ich
mit einer Bemerkung zur empirischen Bedeutung der bedingten Wahrschein-
lichkeit abschlieBen. Wie in den Beispielen deutlich gemacht, treten Fakten
ein, und dieser Eintritt verdndert die Wahrscheinlichkeit anderer moglicher
Fakten. Darin liegt ein starker Subjektivismus: Meine Einschdtzung tiber das
Eintreten von Ereignissen wird durch das Eingetreten sein eines anderen Er-
eignisses beriihrt. Dieser Subjektivismus ist sogar so stark, dass er an den
Grundfesten einer objektiven Definition des ,, Typischen“ zweifeln 148t. Es
ist, als ob wir das ,, Typische* gar nicht so ernst nehmen, denn wenn die Fak-
ten gegen das typische Verhalten sprechen, dann sind wir bereit — gegeben
diese neuen Fakten — ,typisch“ neu zu definieren. Aber das bringt letzt-
lich die Sache dann doch wieder in einen objektiven Rahmen. Wir verhalten
uns ndmlich so: Wenn in der Tat etwas ,,Untypisches“ eingetreten ist, dann
gehen wir davon aus, dal nunmehr bezogen auf die untypischen Elemen-
tarereignisse alles wieder typisch verldauft. Subjektiv hieran bleibt, dass wir
glauben miissen, dass unsere Vorgehensweise der Natur der Dinge entspricht.
Wir mussten natiirlich auch schon vorher glauben, daf , typisches Verhalten*
der Natur der Dinge entspricht. Das letztere kann man aber durchaus als
physikalisches Gesetz empfinden, wohingegen das erstere sich als nicht mehr
so ernst gemeint auszunehmen scheint. Ich will ein Beispiel geben: Ein Gas
fiillt typischerweise den Raum aus, indem es sich befindet. Die Herstellung
einer Gasflasche ist in dem Sinne bereits ein untypischer Vorgang, denn da
wird das Gas entgegen seiner typischen Natur in einen kleinen Behélter kom-
primiert. Dann aber, 148t man das Gas ausstromen, wird es sich — gegeben
diesen untypischen komprimierten Zustand — typischerweise in dem ganzen
zur Verfiigung stehenden Raume ausbreiten. Das ist objektiv so, und wir tun
gut daran, dass wir das so vohersagen. Man konnte auch jede Voraussage
als unmoglich ablehnen, denn wenn schon ein untypischer Zustand des Ga-
ses vorliegt, warum nicht ein so untypischer, dass die zukiinftige Entwicklung
vollig irreal verlduft (z.B. weigert sich das Gas auszutreten)? Dabei bleibt eine
Frage (auch in weiter Zukunft) unbeantwortet: Wie konnte es iiberhaupt zu
diesem untypischen Vorgang der Komprimierung kommen? Ich will diese Fra-
ge hier nicht weiter ausfithren, denn ihre Antwort fiithrt unweigerlich zu einer
Regression von weiteren Fragen, an deren Ende die Frage steht, warum unser
Universum so ist, wie es ist. Das ist an dieser Stelle nicht diskutierbar. Aber
ich will die Problematik des ,, Typischen“ im Untypischen mit Schrédinger’s
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Gefangenen Geschichte noch einmal illustrieren, die ich mit meinen Worten
erzéhle:

Der Gefangene James ist dem Henker zum Tode ausgeliefert. Der gibt
ihm eine Chance zu leben. James darf nimlich in einem Urnenspiel wihlen
zu raten. Rét er richtig, darf er als freier Mann das Geféngnis verlassen, rit
er falsch, wird er enthauptet, zieht er es aber vor, nicht zu raten, bleibt er
lebenslang in Haft. Das Spiel ist folgendes: Eine Urne enthélt 100 Karten,
90 (blau,blau), 9 (blau,rot), 1 (rot,rot). James zieht blind eine Karte und
legt sie nieder. Die Augenbinde wird ihm abgenommen und er sieht, dass rot
oben liegt. Die Wahl ist nun entweder zu raten, welche Farbe die andere Seite
hat, oder gar nicht zu raten. Und der gemeine Henker wirft noch ein, bevor
James iiberhaupt etwas sagen kann: , Bedenke, mit dem gleichen Argument,
mit dem du nun blau vermutest héittest du blau vermutet, hitte blau oben
gelegen. Und dann wirest du enthauptet worden.“ Poor James. Er zog es
vor, in lebenslanger Haft zu bleiben.

2.6 Unabhéingigkeit

Als néchstes besprechen wir die hiufig auftretende Situation, in der wir mei-
nen, dafl das Eintreten von A wnabhingig vom Eintreten von B ist: Un-
abhéngigkeit ist ein schwieriges Konzept und keine primitive Eigenschaft.
Zunéchst ist es nur die Produktregel:

A, B heiflen unabhingig, genau dann wenn das FEintreten von A die
Wahrscheinlichkeit des Eintreten von B nicht veréndert: W(B/A) = W(B) ,
damit ist auch W(A/B) = W(A), also

W(ANB) =W (A)W(B).
Die Unabhéangigkeit ist in der Laplace-Wahrscheinlichkeit durch die Willkiir,
die dem Begriff des Elementarereignisses anhaftet oft enthalten:
Beispiel 2.6.1. Zweimal wiirfeln ergibt 36 Paare (z,y) von Augenzahlen, und

1 11

WG = 55 = 5 = WHDWED,

d.h. die Ereignisse A=,, Augenzahl im ersten Wurf ist ¢“ und B=,, Augenzahl
im zweiten Wurf ist j “ sind unabhéngig. Préziser:

A={(z,y);z =i} |A|=6,B={(v,y);y =j} |B| =6

und
AN B ={(i,5)},
deswegen
W(ANB) = oo = WAW(B) = oo
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Diese Prézision ist keine Pedanterie. Das Wort ,unabhéngig® suggeriert: A
und B haben miteinander nichts zu tun, haben nichts gemeinsam und sie
sollten deswegen disjunkte Ereignisse sein. Falsch! Als disjunkte Ereignisse
wére ja die Wahrscheinlichkeit des Durchschnittes null. Unabhéngigkeit ist
das ganze Gegenteil davon. A und B haben enorm viel miteinander zu tun.
Es ist auf das Genaueste ausgetiiftelt, wieviel sie miteinander zu tun haben
miissen, damit Unabhéngigkeit herrscht: Wir werfen eine Miinze 10 mal und
haben das Gefiihl, dal die Ergebnisse genau so viel miteinander zu tun ha-
ben, dafl vorherige Ergebnisse (sagen wir die ersten 5) die Wahrscheinlichkeit
der nachfolgenden nicht beeinflufit. Wie aber kann die Natur soetwas Kom-
pliziertes einrichten?

Wenn man also meint, dal beim Wiirfeln die Ereignisse
A: im Wurf kommt eine gerade Augenzahl und

B: im Wurf kommt eine ungerade Augenzahl
unabhéngig sind, dann ist das schlichtweg falsch:

1

W(ANDB)=0+#W(AW(B) = 7

denn die Kenntnis des einen Ereignisses schliefit das andere aus.

Beispiel 2.6.2. : Unabhéangigkeit ist unwahrscheinlich. Verteile positive Zah-
len — ,,Wahrscheinlichkeiten“ — auf zwei Ereignisse A und B, AU B = {2,
so daf sie unabhéngig sind. Aus den iiberabzéhlbar vielen Mdoglichkeit gibt
es nur zwei Moglichkeiten (welche?), die Unabhiingigleit realisieren. Wiirde
man alle Moglichkeiten als Kugeln in einer Urne unterbringen, wére die Wahr-
scheinlichkeit also null, Unabhéngigkeit zu ,,ziehen*.

Beispiel 2.6.3. Konstruiere zwei unabhéngige Wiirfelereignisse: A: Augenzahl
2 oder 3, d.h.

A=1{23}
und B: Augenzahl ungerade, d.h.
B ={1,3,5}.
1 2 3
W(ANB)=W(3) = 6= W(A)W (B) = 55

Man macht sich dies auch mit den reduzierten Ereignismoglichkeiten,
das heiffit mit den bedingten Wahrscheinlichkeiten, klar:

W(A/B) = W (2 oder 3 falls Augenzahl ungerade ist),

also 2 kann nicht sein; fiir ungerade Augenzahl gibt es nur noch 3 Moglich-
keiten, also hat 3 die Wahrscheinlichkeit 3.
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W(A/B) = W(ANB) =

) = - = W(A).

rl=| o=

Bemerke auch:
1
W(B/A) = W(Augenzahl ungerade, falls Augenzahl 2 oder 3 ist) = 5= W(B),

da die Kenntnis von Augenzahl 2 oder 3 nicht neues bringt.
Ganz anders ist die Sache bei

A’:  Augenzahl 2 oder 3 oder 4,

B : Augenzahl ungerade.
3 1
6 4
und W(A'/B) = % wie oben, aber W(B/A') = %, da die Kenntnis von
Augenzahl 2 oder 3 oder 4 die ungerade Zahl 3 benachteiligt. Wenn wir nun

W (A und B) = é #W(A)W(B) =

= o w

A" Augenzahl 2 oder 3 oder 4 oder 5
setzen, bekommen wir wieder Unabhangigkeit.

Wenn A und B sowie B und C' unabhiingig sind, dann folgt nicht, dafl A
und C' unabhéngig sind:

A = Augenzahl ungerade,

B = Augenzahl 2 oder 3,
C = Augenzahl gerade.
Unabhéngigkeit von Ereignissen ist eine Familieneigenschaft: A,B,C heiflen
unabhingig, wenn
W(A und B und C) = W(A)W(B)W(C)

ist, und alle Paarungen A und B , C ; A | B; usw. unabhéngig sind. Wenn
A,B,C unabhingig sind, dann ist z.B. A unabhéingig von allen Ereignissen,
die sich aus B, C ergeben.
Ubrigens gilt auch
A, B unabhingig = A, -B unabhingig, mit =B = nicht B, denn
W(A) = W(A und (B oder —B))
=W (A und B) + W(A und —B)
=W(AW(B)+ W(A und -B),

also
W(Aund -B) = W(A) - W(A)W(B) =W (A)(1-W(B)) = W(A)W(-B).

Seien nun A, B und B,C und A, C jeweils unabhéngig. Dann folgt auch
nicht die Unabhéngigkeit von A, B, C. Dazu
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Beispiel 2.6.4. Werfen zweier Wiirfel

A = Augensumme 7,

B = 1. Wiirfel zeigt 4,
C = 2. Wiirfel zeigt 3.

W(A und B) = W((4,3)) = 3716 — W(A)W(B) = % . %
A, C genauso.
W(B und C) = W((4,3)) = 3716 —W(BW(C) = é . é

also sind A, B und B, C und A, C jeweils unabhingig, aber

1

=&
Solange man sich auf einer phdnomenologischen Ebene befindet und ,,Mo-
delle® macht, 148t sich Unabhéngigkeit leicht einstellen und noch leichter
sagen. Aber Unabhéngigkeit ist in Wahrheit ein schweres Konzept, und wenn
man den Dingen auf den Grund geht, d.h. wenn man zu den wirklichen Ele-
mentarereignissen vorgedrungen ist, wird man mit grofler Ehrfurcht vor der
Tatsache stehen, dafl es in der Tat unabhéngige Ereignisse gibt — die existent
sind wie reelle Zahlen. Diese Erkenntnis wird uns den Weg zum Versténdnis
von Wahrscheinlichkeit weisen.

W(A und B und C) = W((4,3)) = 3% £ W (AW (B)W(C)

2.7 Ende der Phinonmenologie

Man sagt leicht: Beim Miinzwurf sind die Ergebnisse verschiedener Wiirfe
unabhéngig. Das bedeutet, dass man die Wahrscheinlichkeiten multiplizieren
kann, aber die Wahrscheinlichkeiten wovon? Auf welchen Elementarereig-
nissen sind die Wahrscheinlichkeiten definiert? Beim 10-fachen Miinzwurf
sind die Elementarereignisse 10—er Tupel mit K-Z-Eintrdgen und A =
{(K,z2,...,210)}, B = {(z1, K, x3,...,2,,)} sind die Ereignisse, dass A : im
ersten Wurf Kopf kommt und B : im zweiten Wurf Kopf kommt. W(ANB) =
W (A)W (B) ist in der Laplace-Wahrscheinlichkeit dann einfach eine Zahlen-
gleichheit. Aber so geht man ja nicht vor. Die Intuition ist anders. Man weif3
a priori, dafl W (erster Wurf Kopf) = 1/2 und W (zweiter Wurf Kopf) = 1/2
unabhéngig sind und multipliziert einfach die Wahrscheinlichkeiten. Denn
wer weifl schon wie lange man wirklich wiirfeln wird. Mufl man, wenn man
iiber die Unabhéngigkeit reden will, von vornherein die Anzahl der Wiirfe
kennen? Ist es nicht so, dass egal wie lange ich wiirfeln werde, der erste und
zweite Ausgang unabhéngig sind? Man muss natiirlich mindestens zweier Tu-
pel betrachten, sonst kann man die Unabhingigkeit nicht mal formulieren.
Aber das ist alles unertréiglich undurchsichtig.
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Anmerkung 2.7.1. Mehr noch: Das Konzept der Unabhéngigkeit ist undurch-
sichtig, denn um von Unabhéngigkeit reden zu kénnen, miissen die Ereignisse
von ein und derselben Sache handeln: Wenn ich eine Miinze werfe und danach
einen Wiirfel, dann — so wiirde man fiithlen — sind die Ausgéinge unabhéngig.
Aber was ist ihnen gemeinsam, dass sie soviel miteinander zu tun haben, wie
es fiir Unabhéngigkeit unbedingt notwendig ist, was ist das beiden gemeinsa-
me Elementarereignis? (Die gemeinsame Darstellung auf einem Produktraum
von Kopf,Zahl und Augenzahlen ist licherlich!)

Weiter haben wir uns bei den bisherigen Beispielen immer auf endliche
{2 beschrénkt, sonst héitten wir die Laplace Wahrscheinlichkeit gar nicht set-
zen konnen. Die Additivitdt wiirde entweder null oder unendlich geben. Aber
einige einfache Beispiele ergeben zwanglos einen unendlichen Ereignisraum,
z.B. der Miinzwurf bis zum ersten Kopf. Eine moégliche Wahl von , Elemen-
tarereignissen“ wiren die Folgen bis zum ersten Kopf, z.B. wy = (Z,Z, Z, K)
und diese Folgen koénnen im Prinzip unendlich lang sein. Wir kénnen al-
so keine Laplace-Wahrscheinlichkeit ansetzen, und intuitiv macht man ein-
fach folgendes: Jeder Ausgang eines Wurfes bekommt Wahrscheinlichkeit 1,/2
und dann multipliziert man diese Zahlen geméfl der Lénge der Folge. Also
W({wn}) =1/2m.

Um den Dingen auf den Grund zu gehen miissen wir den Miinzwurf
ernst nehmen und ihn von der phidnomenologischen Ebene auf die Ebene
befordern, auf der er vollstéindig beschreibbar ist. Das ist die Ebene des physi-
kalischen Miinzwurfes, in der z.B. die Miinze als Festkorper durch seine Lage-
Koordinaten im Raum und seine Geschwindigkeit sowie Drehgeschwindigkeit
beschrieben wird. Das sind offenbar die Elementarereignisse im Rahmen einer
Newtonschen Physik. Alle diese Groflen sind aber Punkte eines Kontinuums,
d.h. der Raum {2 ist in jedem Falle iiberabzéhlbar. Wie kann man da von
typischen Punkten reden? Denn soviel haben wir ja schon verstanden: Wahr-
scheinlichkeit muss uns sagen, was typisch ist. Nun geht das nicht mehr,
indem alle Elementarereignisse, d.h. alle Punkte in einem Kontinuum das
gleiche Gewicht bekommen, das wire notwendigerweise null (siehe auch An-
merkung [2.7.2] unten). Das heifit, wir miissen hier zu tieferem Versténdnis
kommen, bevor wir etwas {iber Wahrscheinlichkeit sagen kénnen. Das folgen-
de Beispiel liegt bereits auf der Grenze zwischen Jedermanns Kénnen und
Analyis und weist spielerisch in die richtige Richtung.

Beispiel 2.7.1. Die experimentelle Bestimmung von 7 durch Buffons Nadel-
experiment.

Man hat ein liniertes Blatt mit N parallelen Linien im Abstand 1. Man
lasse aus grofler Entfernung auf das linierte Blatt eine Nadel der Lange 1
fallen. Die Nadel wird in ihrer Ruhelage moglicherweise eine Linie schneiden
(siehe Abb. 2.3).

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl die Nadel eine Linie schnei-
det? Auch hier steigen wir gleich auf einer groben Ebene ein, auf der wir nur
auf die wesentlichen Merkmale fokussieren, die fiir eine schnelle pragmatische
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Abb. 2.3. Buffons Nadelexperiment.

Bearbeitung verniinftig erscheinen. Dazu miissen wir zunéchst uns iiberlegen,
dafl wir uns auf das Intervall zwischen zwei gegebenen Linien beschrinken
koénnen, sagen wir Linien 0 und 1, denn

W (Nadel schneidet eine Linie)

3

= W (Nadel schneidet und Nadelmitte liegt zwischen Linien,i + 1)
i=0
N
= > W (Nadel schneidet/ Mitte € [i,i + 1]) W (Mitte € [i,i + 1].
i=0
Es ist klar, dal alle Summanden gleich sind und

W (Mitte zwischeni,i 4+ 1) = 1/N
ist. Also haben wir nur
W (Nadel schneidet/ Nadelmitte liegt zwischen Linien 0, 1)

zu behandeln. Das setzen wir nun intuitiv im folgenden Bild (Abb. 2.4) um:
Also setzen wir folgendes an:

1. X ist gleichméfig verteilt auf [0;1], d.h. die Wahrscheinlichkeit, dass X
im Bereich Az liegt, hat Wahrscheinlichkeit Az

2. O ist gleichméfBig verteilt auf [—7; 7], d.h. mit Wahrscheinlichkeit %dﬁ

liegt @ im Bereich dv

Anmerkung 2.7.2. Man ziehe blind aus dem Einheitsintervall eine Zahl,
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Zahl einen vorgege-
benen Wert hat (z.B. 0,3245)? Diese Wahrscheinlichkeit ist intuitiv null,
denn es gibt unendliche viele andere Zahlen, von denen jede mit gleicher
Berechtigung hitte gezogen werden konnen. Aber fragen wir nach der
Wahrscheinlichkeit, dass die gezogene Zahl im Intervall [0,4,0, 5] liegt,
dann wird man nach kurzer Uberlegung auf die Intervalllinge, namlich
0, 1 kommen. Diese Wahrscheinlichkeit, gegeben durch die Intervallléinge,
nennt man auch rein zufillige oder gleichméfige Verteilung. X, © sind al-
so rein zufillig verteilt.
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B
1-x| 1p
Ya

Abb. 2.4. Der Mittelpunkt und der Winkel sind zufillig in [0,1] und [—7/2,7/2]
verteilt.

3. X, O sind unabhingig.

S sei das Ereignis, dafl die Nadel eine Gerade schneidet. Dann findet man
ohne grofles Bemiihen

W(S) = %W(Sund@:ﬁ): : W(S|6 =)

T -7
2 2

d¥, denn zur Erinnerung
T

W (5|0 = )W (O =) = W (S und © = 1).

Nach Anmerkung 2.7.2 hat © = ¢ Wahrscheinlichkeit null und man kann sich
mathematische Sorgen machen, was die Bedingung bedeutet: Wir denken an
einen Grenzprozess, indem wir erst unter A¢ bedingen und dann AY —
0 betrachten, was unproblematisch ist. Wir driicken nun S als Menge von
Werten von X und © aus: S bei gegebenem ¥ verlangt, dafl 1 — z < %cosﬁ
oder 1 cost) > z ist. Das definiert uns die Menge S(¢J) (Abb. 2.5). Also

X X
} [} } | O
I

0 % cos 9§ 1-% cos &

Abb. 2.5. Die Menge S(4).

Also kommt
W(Slo=9)=W(X e S®)) = 2% cos v = cos v

und schlieSlich

1 [z 2

wW(S)=— cos9dy = —.

™ J_ % i
Damit kann 7 experimentell bestimmt werden: Mit dem Gesetz der grofien
Zahlen. Man mifit die relativen Haufigkeiten von Uberschneidungen! Der
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Astronom Wolf in Ziirich machte dies um 1850 und fand in 5000 Wiirfen
den Wert 3,1596.
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Das Problem der Laplaceschen Setzung der Wahrscheinlichkeit ist nicht, daf3
die Wahrscheinlichkeit nicht klar definiert wére, denn am Quotienten von
Anzahl glinstiger Fille und Anzahl aller moglichen Fille ist eigentlich nichts
auszusetzen. Unklar ist dagegen der Begriff des Elementarereignisses, der
letztlich die Fille definiert. Dem liegt eine willkiirliche Wahl zugrunde: Beim
Miinzwurf konnen Kopf und Zahl die Elementarereignisse bilden, beim n-
fachen Minzwurf sind es schon K-Z-Folgen der Lénge n, und wenn man
ehrlich nachdenkt, dann sind die Elementarereignisse doch ganz anderer Na-
tur: Ich weif ja, dal der Miinzwurf im Grunde ein physikalischer Prozef} ist.
Um ihn vollstdndig zu beschreiben, brauche ich die physikalische Beschrei-
bung von allem was dazu gehort, also die Miinze, die Hand, den Arm, die
Anziehungskraft der Erde und so weiter. Und nur wenn wir die Kompli-
ziertheit dieser physikalischen Situation zuende denken kommen wir nidher
an das Wesen der Wahrscheinlichkeitstheorie und am Ende sogar zu einem
Formalismus, der die Willkiirlichkeit der Laplaceschen Ereignisse und die Un-
beholfenheit, die sich mit der Beschreibung von Hintereinanderausfithrungen
von Versuchen ergibt, elegant erledigt. Darum weiter mit dem Miinzwurf.
Der ist also kompliziert und wir nehmen einfach an, {2 sei der physikalische
Zustandsraum: w € (2 steht fiir die Koordinaten und Impulse aller Korper,
die fiir die Ausfithrung des Miinzwurfes relevant erscheinen. In jedem Falle
ist diese Menge ein Kontinuum. Jedes w € (2 ist eine Anfangsbedingung fiir
das Ausfiihren einer Minzwurfreihe, und dabei denken wir am besten an ei-
ne Miinzwurfmaschine, die automatisiert eine Miinze nimmt, wirft und das
Ergebnis druckt, die Miinze wieder nimmt, wirft, usw. Die Miinzwurfreihe
ist dann, gegeben die Anfangsbedingungen aller Koordinaten und Impulse
der relevanten Teile des Uhrwerks der Maschine, festgelegt. Wir gehen aber
davon aus, dass es sich um eine echte Miinzwurfmaschine handelt, in dem Sin-
ne, dass die Miinzwurfergebnisse als regellose Folge erscheinen. Man koénnte
meinen, dafl eine Miinzwurfmaschine den Gegenheiten nicht gerecht werden
kann, und dass Stérungen von ,auflen“ wesentlich seien, um die Zufélligkeit
zu erzeugen. Aber wenn man dariiber nicht denkfaul ist, sieht man sofort,
dass man so nur zu einer grofleren Maschine kommen wrde. An der prin-
zipiellen Frage dndert sich aber nichts. Unter welchen Bedingungen kénnen
wir nun davon ausgehen, dass die Folge regellos sein wird? Sicher wird fol-
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gendes Instabilitéitsprinzip eine bedeutende Rolle spielen: Instabilitdt heifit
»kleine Ursache, grofie Wirkung“, das bedeutet, dafl kleinste Abweichungen
(merkliche) Auswirkungen haben kann. Hier ist es die vom Anfangswert ei-
nes jeden Wurfes empfindlich abhéngende Drehungsbewegung der geworfenen
Miinze. Das bedeuted, dass bei jedem Wurf die Anfangsdrehgeschwindigkeit
der Miinze etwas anders sein muf}, und dafl auf Grund chaotischer Bewegung
die Endlage ganz verschieden herauskommt.

Hier miissen wir aber aufpassen und ganz sauber denken . Es gibt nur
einen Anfangswert fiir die ganze Maschine, die lduft dann ihren (keinesfalls
periodischen) Gang. Der ist so, dal wenn die Maschine die geworfene Miinze
aufnimmt und neu auf ihren Abwurf-Teller plaziert, wird von der Maschine
eine leicht verdnderte Wurfsituation erstellt, und es sind diese Anfangsbedin-
gungen, die wir eigentlich im Kopf haben, wenn wir von Instabilitéit reden.
Im Unterkapitel 3.5/ werde ich das noch einmal durchgehen. Im folgenden
will ich zuerst versuchen, diese Dinge mit mathematischen Groflen auf die
Reihe zu bringen, denn mir geht es ja darum zu zeigen, wie man den Zufall
mathematisch glaubwiirdig in den Griff kriegen kann.

3.1 Vergroberung

Beim Miinzwurf interessiert uns nur, ob die Miinze auf K oder Z fallt, das
heifit die detaillierte physikalische Information lassen wir aufler acht; wir be-
nutzen eine wvergréberte Sichtweise. Uns interessiert nur der Wert der ver-
groberten Funktion auf {2, die nur noch die Seite der Miinze angibt. Ge-
nau dafiir haben wir ein mathematisches Beispiel. Anstelle {2 nehme [0;1],
das heiit « € [0; 1] vertritt den detaillierten physikalischen Zustand w. Wei-
ter sei e,(z) die k-te Dualstelle nach dem Komma der Zahl z € [0, 1], d.h.
e, : [0;1]—{0; 1} gibt eine vergrdberte Sicht der Zahlen: Der Bildwert ¢, = 1
oder 0 sagt uns nur etwas iiber die k—te Dualstelle von z, es wird also nur
auf diese vergroberten Merkmale fokussiert. Diese Funktionen ¢ heilen auch
Rademacher Funktionen. (Der n—dimensionale Vektor (ey, ..., €,) vergrobert
weniger, aber interessanterweise: Kennt man den Wert dieses Vektors, kennt
man x besser, dennoch wissen wir daraus nichts iiber ¢, fiir [ > n.)

& .
81 €

Abb. 3.1. Chaos pur: Die Rademacher Funktionen ey,
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Was wir hier iiberhaupt noch nicht beriihren, ist die instabile Bewegung,
also der dynamische Ablauf. Dazu miissen wir spéter noch etwas sagen. Hier
ist zunéchst wichtig, dafl wir einen Raum ([0;1]) zu Grunde legen (den phy-
sikalischen Raum vertretend) und darauf Vergrdoberungen betrachten (wie in
jeder makroskopischen physikalischen Beschreibung). Und diese Vergrobe-
rungen fithren auf die phdnomenologischen Werte K = 0,7 = 1. Es ist
naheliegend zu versuchen, die %,% Gewichtung aus einer Gewichtung der
Urbildmenge entstehen zu sehen. Dabei ist es wesentlich zu verstehen, dafl
Vergroberungen gerade keine eins zu eins Abbildungen sind (deswegen ist
der Begriff der Vergréberung so passend), sondern wviele, sehr viele Werte
werden auf einen Bildwert abgebildet. Das bedeuted, dass Vergroberungen
keine Umkehrfunktion besitzen. Darum ist €, ' ({0}) := {x € [0, 1]]ex(x) = &}
die Notation fiir die Urbildmenge des Wertes ¢ € {0, 1}. Vergroberungen zer-
legen ihren Definitionsbereich in Zellen (,,coarse graining®), das ist eine ganz
wesentliche Eigenschaft. Man betrachte in Ruhe Abbildung /3.1l und iiberlege,
wie die Urbildmengen von e fiir groBe k das Intervall [0, 1] durchmischen, und
wie die Urbilder der verschiedenen Vergroberungen sich durchmischen, wie al-
les prézise abgestimmt ineinander greift. Da sehen wir dann Unabhéngigkeit
in ihrer klarsten Form. Ineinander vermischte Urbilder, aber prézise abge-
stimmt, das sind die Prototypen unabhéngiger Ereignisse. Wobei das prézise
abgestimmt sein auf eine weitere Grofle Bezug nimmt, ndmlich den Inhalt.
Deswegen zunéchst etwas zur Bildverteilung eines eg.

3.2 Inhalt

Erstaunlich: Wenn wir jenen intuitiven Inhalt A zugrunde legen, den wir als
gleichméflige Verteilung oder Bewertung bezeichnet haben:

A <U[ai; bl]> = Z(bi —a;)

(fiir disjunkte Vereinigungen von Intervallen), dann sehen wir direkt aus der
Abbildung 3.1 (und mit etwas Nachdenken iiber allgemeines k), dafl

M{G (D)) = 5 € 0.1}

ist.
Damit haben wir schon die Bewertung W auf dem Bildbereich gefunden:

W (Zahl) := X ({z]e1(z) = 1}) = =

und es liegt nahe, folgendes Worterbuch aufzustellen.
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K, Z im k—ten Wurf | 0 oder 1 fiir e;(x)
Ereignis Teilmenge A C [0;1]
W (Ereignis) Inhalt der Teilmenge = A(A)

Eine Randbemerkung: Man kann auf der rechten Seite beliebige Teilmen-
gen von [0; 1] betrachten, auch Teilmengen, die sich irgendwie nicht als Er-
eignisse des Miinzwurfes ergeben. Diese Moglichkeiten sollten uns nicht be-
unruhigen — wir werden aber dariiber zu reden haben.

Das Worterbuch sagt eigentlich schon mehr, als wir bisher festgestellt ha-
ben, denn wir haben ja im Kopf, daf} die Miinzwiirfe in einer Miinzwurfreihe
unabhdngig sind. So kommt es ja aus der Laplaceschen Wahrscheinlichkeit
heraus, wenn wir die Ereignisraum entsprechend wéhlen, oder man setzt es
einfach an. Aber in der Formulierung mit den Rademacherfunktionen ha-
ben wir nicht mehr die Mo6glichkeit, das nach Belieben anzunehmen. Da ist
es entweder wahr oder falsch, wenn wir den Inhalt A als Bewertung nehmen.
Uberraschenderweise ist es wahr, denn wie man sich leicht aus der Abbildung
und allgemein iiberlegt, ergibt sich fiir jede Wahl von Werten §;, € {0,1}:

Lemma 3.2.1. (Die ,Unabhingigkeit® der €. )
Seing, e N, k=1,2,....,n, dann gilt

A (ﬂ{$|€k($) = 5k}> =A <ﬂ 61?1({5/&))
-(3) T ({aan)). e

Die Ereignisse zu verschiedenen Miinzwiirfen kommen also als unabhéngig
heraus. Das Worterbuch ist demnach sehr passend.

Ich will das Neue ganz deutlich herausstellen: Die Jedermanns Theorie
des Miinzwurfes beginnt iiblicherweise mit

1. Laplace Miinze in jedem Wurf
2. die Wiirfe sind unabhéngig.

Und wir wissen, was damit intuitiv gemeint ist, und wie das mit Jedermanns
Wahrscheinlichkeiten gehandhabt wird. Aber genau das haben wir nun in den
Ereignissen {x|e;(x) = 0} mit der Intervallinge als Bewertung vorgefunden.
Es existiert also bereits eine mathematische Struktur, die in diesem klaren
Sinne mit Wahrscheinlichkeit zu tun hat. Das will ich weiter verfolgen.

Die Mengen, die offenbar als Ereignisse vorkommen, sind, wie im folgen-
den Beispiel, die durch Durchschnitt und Vereinigung von speziellen Inter-
vallen erzeugten Mengen.

Beispiel 3.2.1. Wir berechnen neu:
W (genau k mal Z in n Wiirfen) = X ({z|genau k der ¢ (z),l =1,...,n sind 1})
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Die interessante Menge ist

Ap = {z] Zel(aﬁ) =k},
=1
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wobei wir A(Aj) ausrechnen miissen. Das machen wir mit folgendem iiberaus

wichtigem Trick, den man sich von nun ab merkt.
Definition 3.2.1. Die Indikatorfunktion einer Menge A

0 fir z&A,
La(w) = {1 sonst

Es gelten (i)1ang = 1alp, (ii)1laup = 14 + 15, fir A, B disjunkt.

Damit ist

/\(Ak)z/o 14, (x)dx

auszurechnen. Noch ein Trick, den man sich nicht zu merken braucht:

2 .
; 2r fir n=0
iny __ ’ _
A dye™ = {O sonst } = 2m0n.0,

aber damit erhalten wir die Darstellung

2w n
14, (z)= %/0 dy exp <i (Zel(x) - Ic) y) .

=1

Nun ist ein geradliniger Weg des einfachen Rechnens:

1 27 n
/0 dx% ; dy exp (i (Z efx) — k) Z/>

=1

I NS
=5 ; dy/O dmexp<1<zel($)—k‘>y>

=1

1 27 1 n e (2) .
= — dy/ dx | | e\ PYe™ Y
2 0 0 l[[l

A(Ax)

1 27 . n .
=5 ; dye~i*y Z A(er=01,...,6p = (5n)He‘61y
51000n=0,1 =1
1 27 n
- dyeflkry Z = Helély
2m 61,0 0n=0,1" 1=1

n
1 27

1 )
il —iky iy
o . dye > ll;[ (e +1)

(3.2)

(3.3)
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1 27

_ 2% Xn: <’;) S = Qin <Z) (3.4)

Bemerkung: Wenn wir die Rechnung nochmal durchschauen, beachten
wir die Gleichheit von (3.2) und (3.3), die sich aus der Unabhéngigkeit (3.1))
ergibt. Sie bedeutet:

/dxeXp(Zék ) /OdJCHGXP iex (x H/ dz exp (iex (7)) .

Das Integral iiber ein Produkt von Funktionen ist das Produkt der Inte-
grale sagt die zweite Gleichung. Eine iiberaus seltene Begebenheit! Ich werde
das gleich noch einmal in folgender Form gebrauchen: Fiir & # [ und Funk-
tionen f, g gilt

/ daf (ex(x / daf (ex(a / gla@).  (35)

3.3 Empirik

FEine Miinzwurfreihe hat eine empirische Bedeutung: Sie erlaubt uns, unsere
Vorhersage fiir relative Haufigkeiten zu priifen. Denn fiir typische z, wobei
»typisch® mit dem Inhalt A definiert wird, haben wir ein Gesetz zu erwarten:
Ungefihr eine Hélfte der ¢ sollte 1, die andere null sein. Die relative Anzahl
der Kopfe oder Zahlen kann man mit der Z&hlfunktion oder auch empirischen
Verteilung ausdriicken:

Definition 3.3.1. Die Funktion
Plenp ({0}, 2 Zl{é} en(z

heifit empirische Verteilung der Werte § € {0,1}. Sie ist im vorliegenden
Falle eine Funktion auf {0,1} x [0, 1].

Wir miissen also die Abweichung pg,,, ({6}, ) — 1 vom Mittel betrachten,
und insbesondere fiir jedes € > 0
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Pl ({8} 2) — ;] > })

A ({x € [0,1];

ausrechnen, beziehungsweise abschitzen. Hier geht ein billiger aber sehr
schoner Trick ein, den wir uns in jedem Falle merken.

Anmerkung 3.3.1. Chebychev-Trick

A{alf (@) > e}) = / Aol ooy (@), (3.6)

wobei . i@
1 fiir x) > €,
Lzl s(2)>e (2) 1= {O sonst

und falls f(z) > € ist, gilt (@)n > 1,n € N; wenn zudem f > 0 ist, gilt

({)n > 0,n € N und damit ist

€

Lol f@)>e}(2) < <f($>>n

Fiir n = 2 gibt dies die Chebychevsche Ungleichung, nimlich in (3.6)
eingebracht, erhalten wir

(e

o (0).0) = 3| > 1) < 5 [ an (st (161, - ;) (37)

# /01 dx (i (1{5} (er(2)) — ;))2

k=1

Ausmultiplizieren der Summe liefert eine Diagonalsumme mit n Termen
und eine Summe iiber die Nichtdiagonalterme, das sind n(n — 1) ~ n? Terme
und wir miissen verstehen, warum diese n? Terme nicht beitragen:

Mit (3.5))

i /o1 & (1{5} (er(@)) = ;) (1{6} (a(x)) - ;)

k#l=1

S / e (1{5} @(m))i) / dr (1{6} <ez<x>>;) —0,

k#l=1

denn
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/01 dz <1{5} (ex(x)) — ;) =X (e ({o)) - % _0

Ubrig bleiben die Diagonalterme:

zi: /01 dz (1{5} (ex(x)) — ;)2
é/o1 d ((1{5} (ex()))” = 1(g) (ex(@)) + i)

11 \_n
"\27271) "1

Satz 3.3.1. Gesetz der grofien Zahlen fiir den Miinzwurf
Fiir alle e > 0 gilt

A <{x € [0,1];

wobei die rechte Seite mit grofier werdendem n (das sind die grofien Zahlen)
beliebig klein wird. (3.8) in Worten:

Die Menge der x € [0;1], fiir welche die relativen Hiufigkeiten von 1 und
0 in der Dualentwicklung nicht ,ungefdhr % 1st“, hat verschwindend kleinen
Inhalt.

Intuitiver: Fir jedes typische x sind die relativen Hdufigkeiten von 1 und
0 gleich %

Oder: Die relativen Hdaufigkeiten der Dualstellen sind fiir die meisten x
ungefaihr %

Damit haben wir

(3.8)

P ({6},2) - ;‘ > }) _ 1

= 4ne?’

Jetzt verfolge ich das etwas weiter. Als unabhéngig erscheinen die Ereignis-
se {z|ex(z) = Ok }ren, wenn wir als ,, Wahrscheinlichkeit ¢ die Intervallinge
nehmen. Also fokussieren wir auf die Funktionen € : [0; 1]—{0; 1}. Die Bil-
der {0;1} dieser Funktionen sind es, die mit der , Urbildwahrscheinlichkeit“
A ({zler(x) = 6 }) (jeweils = 1) gewichtet unabhéingig sind. Das Zusammen-
treffen der Funktionen €; und der Bewertung mit Intervallinge produziert
Unabhdingigkeit. Wir kénnen also von einer Unabhdngigkeit der mit A\ be-
werteten Funktionen Familie (ex)x reden, aber weder ,mit A bewertet“ noch
,Funktionen e;“ kann in dieser Aussage weggelassen werden. Die Funktionen
miissen also mit ihrer Bewertung zusammen gedacht werden. Eine andere
Bewertung wiirde i.a. die Situation dndern. Ich will auch das kurz anmer-
ken: Denken wir an eine andere Bewertung, z.B. P(A) = fol 14(x)p(x)dz mit
p(z) = 322, dann ist es leicht zu sehen, dass

P (e ' ({0}) Ne; "({0})) # Pler " ({0})P(e; " ({0})
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ist. Man rechne nach! Dennoch gilt mit (3.8)

1

P ({r € 0.1): ol (8).2) — 3| > ¢} ) <3, (3.9)
2 4dne

denn P(A) = fol dz3z214(x) < 3A(A).

Moral: (i) Unabhéngigkeit ist offenbar mathematisch keine notwendige
Voraussetzung, damit das Gesetz der grofien Zahlen gilt. (ii) Die typischen
relativen Haufigkeiten spiegeln nicht notwendig die zugrunde liegende Bewer-
tung wieder. Natiirlich gibt es auch Bewertungen die ganz anderes typisches
Verhalten voraussagen. Dazu

Beispiel 3.3.1. Statt mit der Intervallinge bewerten wir die Punkte z in [0; 1]
mit einem entarteten Mafl (Punktmaf})

Definition 3.3.2. Seiz € [0,1], und f integrabel. Das Punktmaf$ auf z §,(x)
ist definiert durch:

1
| #@p. e = (2
0
Nur der Punkt z wird mit dem Gewicht 1 bewertet, alle anderen Punkte haben
die Bewertung 0.
Also nehmen wir

Wi

2

01+ 41,

N |
ST,
N |
N|=

e

Das bedeutet, nur die zwei Punkte x = % und x = % haben von null verschie-

denes Gewicht und zwar jeweils % Dann gibt es nur zwei typische Punkte,
nédmlich z = i und z = %, und das Gesetz der grofien Zahlen fillt ganz
anders aus. Wie?

3.4 Dynamik

Zuriick zu den schweren Fragen: Miinzwurfmaschine und Instabilitdt. Was
bedeutet diese Aussage des typischen Verhaltens fiir die Miinzwurfmaschi-
ne? Fiir die haben wir ja = € [0, 1] als Anfangswert des ganzen Ablaufes zu
denken, also als Anfangswert der ganzen Miinzwurfreihe. Wo sieht man da
die Instabilitdt beim Drehwurf der Miinze? Sicher sollte diese 6;1— Zertei-
lung in Zellen, die den Definitionsbereich durchmischen (besonders deutlich
bei groflen k) von Bedeutung sein, und vergessen wir fiir einen Moment die
Maschine, dann kénnte man grob so denken. Wir revidieren das Worterbuch
und nehmen ¢ fiir grofles k£ als Abbildung, die den einfachen Miinzwurf von
seiner Anfangsdrehbewegung bis zum Liegen wiedergibt, denn dann sehen
wir, dass verschiedene, noch so nah aneinander liegende Anfangswerte z des
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Abwerfens der Miinze (wihle k nur grof§ genug) zu véllig verschiedenen Re-
sultaten fithren kénnen. Aber kehren wir zum Bild der Miinzwurfmaschine
zuriick, dann fehlt uns in dieser eben genannten Sichtweise gerade die ande-
re wichtige Sache: Wir miissen ja von einem einzigen (typischen) z reden,
dem Anfangswert der Maschine und darum miissen wir einen Mechanismus,
vertreten durch eine Abbildung T haben, der vom Anfangswert x ausgehend
immer wieder neue z(™ = T"z = T o... o T(z) produziert, dann kénnen
wir in etwas loser Weise vielleicht an €, (7" (x)) als den Ausgang im n—ten
Wurf denken. Aber das ganze mufl nun auch noch mit der Bewertung A zu-
sammenpassen. Am einfachsten wire es, wenn diese Abbildung 7" sich mit
der Bewertung A vertrigt, d.h. die Menge T'A hat die gleiche Bewertung wie
A selbst. Dann veréndert sich nédmlich nichts, wie man sich leicht iiberlegt
und wie wir gleich zeigen werden. Nun sage ich das in einer Form, die hochst
unzureichend ist, denn ich ordne hier Kategorien um. Die Abbildung T ist
doch stellvertretend fiir den physikalischen Ablauf, den kann man natiirlich
nicht an den schénen Inhalt A anpassen. Es kann hochstens so sein, dafl sich
bei gegebenem T der Inhalt A als verniinftige Bewertung ergibt. Diese einfa-
che Beobachtung ist das Herz der Sache: Der Miinzwurf ist ein physikalischer
Ablauf, da ist nichts dran zu riitteln und zu deuteln und wer sich in Erklarun-
gen flieht, dass das die Physik sowie so schwer ist, und alles so unklar, und
Quanten und Gravitationswellen und wer weifl was ins Spiel bringt, damit
die Miinze unserem sicheren Wissen entschwindet, betriigt sich selbst. Der
Miinzwurf lduft geméf einem Uhrwerk ab. Die Frage allein ist dann: Woher
kommt die Bewertung A? Nun, da die Frage gestellt ist, verlass ich sie wieder,
und verschiebe die Erklarung der Antwort auf viel spéter. Die Antwort ist
einfach diese: Gegeben T, dann ist der natiirliche Inhalt der, der invariant
unter dieser Abbildung ist. Als Definition liest sich das so

Definition 3.4.1. Sei T : {2 — (2 eine nicht notwendigerweise invertierbare
Abbildung. §2 trage die Bewertung P. Die von T transportierte Bewertung ist

P (A) :=P(T71(A)), T Y(A) := {z|Tx € A}. (3.10)
Eine Bewertung heifit stationdr, wenn P(A) = P(T~1(A)) erfiillt ist.
also
MTg (4) = A(4), (3.11)

Beachte, das T nicht umkehrbar zu sein braucht, wie es auch in unserem
Beispiel unten der Fall ist: Wir brauchen in der Tat nur die Urbilder zu
kennen.

Aber nun zuriick zu unserem Worterbuch. Um hier fortzufahren miissen
wir uns um eine passende Abbildung 7" kiimmern, unter der \ stationir ist.
Die ist nicht schwer zu finden. Sei

Tp : z — 2z modl. (3.12)



3.4 Dynamik 49

0 x,Tx, Tx, °x, 1

Abb. 3.2. Die Bernoulli Abbildung 2z mod 1

Diese Abbildung [3.2] versteht man analytisch am leichtesten, indem man
zur Dualdarstellung {ibergeht

x=0,1010...1...=:0,€1(x)ea(x) ... ex(x). ...

Denn 2 x 0 = 0, 2 x 1 = 10 und mod 1 sorgt dafiir, dass alles was iiber
das Komma nach links hinausgeschoben wird, 0 gesetzt wird. Etwa 0,10 —
2:0,1modl = 2-2modl =1—1=0oder 0,101 — 2-(3 +0- 1 + 1) modl =
140-3+1-3-1=0-35+1-%=0,01. Die Wirkung von T ist demnach
im Dualbild folgende: Schiebe in der Folge w = (1,0,1,0,...1...) alle Stellen
nach links und vernichte die erste Stelle. Nach £ — 1 Schiiben kommt der
Wert von € (x) an die erste Stelle. Nenne diesen shift T, dann ist mit den
Koordinatenprojektionen 7 auf (0, 1)—Folgen

m (T§™'w) = m(w). (3.13)

Oder genauso gut
ex(x) = el(Tgflx). (3.14)

Fiir diese Abbildung ist nun wunderbarerweise das Lebesguemafl erhalten,
d.h. es gilt (3.11) mit P= X\

MTA) = A(AVA C [0,1]. (3.15)
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(3.15)) ist leicht ersichtlich aus dem Graphen in Abbildung 3.2, zumindest
fiir Intervalle.

Nun ist Tz selbst eine chaotische Abbildung, d.h. sie trennt benachbarte
Punkte exponentiell schnell (mit dem Faktor 2), und damit ist das Bild, das
ich entwerfen wollte nicht ganz vollkommen: Lese Tp als Dynamik der Wurf-
Maschine: Ty erster Wurf, TJ_% zweiter Wurf, ... und €; (das reicht hier schon,
aber man kann natiirlich auch e fiir grofies k& denken) ist die Kopf/Zahl —
Vergroberung von der Anfangsbedingung des Dreh-Wurfes auf die relevante
Information und wir bekommen e, (z) = €;(T5 "' (z)). Was hieran ein wenig
storend sein mag, ist eben, dass die Abbildung Tp schon selber chaotisch
ist, man wiirde ja lieber haben, dass die Anfangswerte der Wiirfe nahe bei-
einander liegen, und die Instabilitit der Wurfbahn, die in der Abbildung €
eingefangen sein soll, eigentlich fiir die Unabhéngigkeit sorgt, also fiir das
ideale Durchmischen.

3.5 Kleine Ursache — Grofle Wirkung

Wir betrachten nun noch einmal das Galtonbrett Abb. 2.2, Ein Nagelbrett
aus n gegeneinander um d/2 versetzten Nagelreihen, wobei die horizontalen
Absténde der Négel d betriagt. Durch das vertikal aufgestellte Nagelbrett mit
n Nagelreihen ldsst man Kugeln mit Durchmesser 2 d, fallen. Wir haben da-
bei wieder eine Einwurfmaschine im Kopf, die die Kugeln nacheinander auf
den Weg schickt: Abbildung (3.3)). Dabei ist die Anfangsposition der einfal-
lenden Kugel zufillig. Der Mittelpunkt der einfallenden Kugeln sei iiber dem
Intervall [—a,a] (§ < 1) gleichformig verteilt, wobei 0 die Lage des ersten
Nagels ist, den jede Kugel anfangs trifft. Was die Aussage der gleichférmi-
gen Verteilung bedeutet, werden wir anschliefend genauer betrachten. Jetzt
geht es uns zuerst um das Prinzip , kleine Ursache grole Wirkung®, das der
Unabhéngigkeit zugrunde liegt. Es ist klar, daf die Einfallposition der Kugel
den Lauf der Kugel festlegt, d.h. der Endplatz der Kugel ist eine Funktion
Y :[—a,a] — {0,1,2,...,n} bei n Nagelreihen, es handelt sich also um eine
Vergroberung der Menge der Anfangswerte. Nun folgen wir dem Lauf einer
Kugel. Sie fillt auf den ersten Nagel und geht, sagen wir, nach links, sie
muss also den Zwischenraum der beiden Nagelstifte zu ihrer linken passie-
ren. Dabei stofit die Kugel mit beiden Négeln sehr viele Male (unelastisch)
zusammen. Nun sorgen die konvexen Oberflichen der Kugel und der Nagel-
stifte (beide besitzen eine positive Kriimmung) fiir eine Defokussierung von
parallelen Eingansrichtungen. In Abbildung 3.4/ist eine verwandte Situtation
dargestellt, in der ein Punktteilchen zwischen den runden Nagel-Oberflichen
reflektiert wird. Unter Beachtung, dass in der Kollision Einfallswinkel= Aus-
fallswinkel gilt versteht man, dass parallele Eingansrichtungen aufgefichert
werden.

Die Anfangsposition z der Kugel geht also in folgendem Sinne verloren:
Nahe beieinander liegende Eingangswerte fithren zu makroskopischen (d.h.
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9
238
9

Abb. 3.3. Das Galtonbrett mit einer Einwurfmaschine, die Kugeln nacheinander
in das Brett wirft

die Kugel geht nach links oder nach rechts) Verédnderungen bei der Bahn und
das geschieht in einer fluktuierenden Weise, d.h. wenn die Eingangsposition
eine noch so kleine Umgebung durchléauft, werden die zugehorigen Bahnen
abwechselnd makroskopische Verdnderungen durchlaufen, analog zum Bild
der €. Wir konnen demnach denken, dafl das Passieren des ersten Nagelzwi-
schenraumes mit einer Vergroberung X; € {0,1} (0 fiir links, 1 fiir rechts) des
Eingangsbereiches [—a, a] einhergeht. Dann werden die weiteren Nagelreihen
analog zu behandeln sein und wir bekommen Vergroberungen Xi,...,X,.
Wir kénnen uns in Analogie zu den € vorstellen, dass die Bildverteilung

Px ({0eh) = A (X0 (0} = 5

sein wird, und dass Unabhéngigkeit gilt:

A ( ﬂ {X;kl (67%)}) = ]PX1,.-.,Xn ({~-~;5n17 ...,5nm, }) = 2_‘m

MN1,MN2...s My
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Abb. 3.4. A: Zwei anfinglich nahe beieinander liegende Einfallshahnen einer
Punktmasse werden durch den Stofl mit der runden Nagelfliche aufgetrennt. B:
Dieser Effekt wird durch die Anzahl von Stéfen vergrofert. Je mehr Stofle statt-
finden, desto kleiner kann die , Anfangsunsicherheit“ der Bahnen sein, so dafl am
Ende immer noch alle Ausgangsrichtungen herauskommen

Die Symbolik {...,0n,, ..., 0n,,, ...} bedeutet, dass die Menge aller Folgen ge-
nommen wird, deren Elemente an den Stellen ny, ..., n,, die gegebenen Werte
hat. Man nennt das auch ein Zylindermenge.

Uuns interessiert aber die weitere Vergréberung Y : [—a, a] — {0,1,...,m},
die Abbildung auf den Endplatz der Kugel, die wir einerseits direkt als Ver-
groberung der Anfangsbedingungen ansehen kénnen, némlich Y = "), Xj
oder auch als Vergroberung Y : 2 := {(z1, ..., zn); 25 € {0,1}} — {0,1, ..., m}
des Bildraumes der Folge der X}, auf die Endplatze. Die Bildverteilung ist in
jedem Falle:

W (Endplatz = k) = A ({z € [a,a]; Y (z) = k}) = A ({Y'(k)}) = (Z) 2i

Warum ist das interessant? Um das zu verstehen miissen wir nun zur Ein-
wurfmaschine zuriickkehren, die Kugeln aufnimmt und nacheinander in das
Galtonbrett schickt. Wir denken dabei an die Anfangsbedingung der Ma-
schine einfach als durch x € [—a, a] gegeben und stellen uns eine Abbildung
T vor, die den Gang der Kugeleinwurfmaschine regelt, so da 7"z die Ein-
gangsposition der n—ten Kugel ist, und beziiglich derer der Inhalt A\ stationér
ist. Damit kénnen wir in Analogie zum Miinzwurf an Y, =Y (Tk‘l) als die
Vergroberung denken, die auf den Endplatz der k—ten Kugel abbildet. Und
in gleicher Analogie kénnen wir denken, dafl die Y} eine unabhéngige Familie
von Vergroberungen bilden. Die Gleichverteilungsannahme am Anfang dieses
Beispiels bedeutet also, dal wir Vorhersagen iiber A— typische Anfangswerte
x machen kénnen, ndmlich wir haben in der Regellosigkeit der Endplétze der
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Kugeln eine GesetzméiBigkeit, die wir vorhersagen konnen. Das ist das Gesetz
der groflen Zahlen fiir die empirische Verteilung

N
P ((12) = D sy (@), G € (0.1,om) (3.16)
k=1

und in Analogie zu Satz(3.3.1) kénnen wir formulieren und beweisen (was
wir hier nicht tun, weil wir es im Kapitel [7 allgemein beweisen) :
Fiir alle € > 0 und alle m € {0, 1, ...,n} gilt
> e}) =0. (3.17)

Jim 2 ({o e aal | @mn - ()

m

Da wir immer typisches Verhalten erwarten, werten wir dies als Voraus-
sage, die wir dann experimentel verifizieren kénnen.

In Laplacescher Wahrscheinlichkeit formuliert man das Ganze direkt auf
dem Bildraum (woméglich ,;semimikroskopisch* auf dem Bildraum der X}
als Bernoulli-Kette), d.h. der Bezug auf den Inhalt A, der uns hier erlaubt
zu sagen, daf} fiir einen typischen Ablauf der Kugeleinwerfmaschine sich die
relativen Hiufigkeiten gem&f der Aussage (3.17) ergeben, fehlt dort vollkom-
men. In der Laplaceschen Form wird das Gesetz der groflen Zahlen a priori
trivial, weil der Bezug zum wahren Geschehen fehlt. Natiirlich ist der Beweis
fiir die oben gew#hlte Formulierung genauso trivial, wenn wir die Y} in Ana-
logie zu den ¢ als unabhéngig einfach ansetzen. Wiirden wir das nicht tun,
dann bestdnde die Hauptaufgabe darin, die Existenz der Y} als unabhéingige
Familie bezogen auf einen stationéren Inhalt (ein modifiziertes A womdglich),
der sich aus dem Mechanismus der Maschine ergeben miisste, zu zeigen. Das
wiére eine iiberaus formidable Aufgabe, die bis heute niemand ausgefiihrt hat.
Aber deswegen sollte man diese Formulierung, die den wahren Sachverhalt
ins Gedéchtnis zwingt nicht verschweigen. Mehr noch, wollen wir wirklich an
die Wurzel der Wahrscheinlichkeitstheorie kommen, miissen wir diesen Weg
zum wahren Geschehen hin immer beschreitbar lassen, d.h. was immer wir
als wichtige mathematische Strukturen fiir Wahrscheinlichkeitstheorie fest-
schreiben wollen, diese Inhaltsstruktur mufi auf jeden Fall an erster Stelle
stehen.







4. Der Prototyp des
Wahrscheinlichkeitsraumes: ([0; 1], B([0;1]), A)

{2 ist die iibliche Notation fiir die Menge der Elementarereignisse, eine Notati-
on, die sicher von Kolmogoroff (dessen Einsichten nachher formuliert werden)
mit Bedacht gewahlt wurde. {2 steht nicht fiir das Ende als Abschluf eines
Begins und nicht fiir die Wirkung einer Ursache a sondern fiir das am Ende
stehende Umfassende. Wir ahmen mit dem Intervall [0, 1] das groe {2 nach,
um dariiber Intuition entwickeln zu konnen — insbesondere Intuition iiber
den Inhalt. Dazu ist ndmlich mehr zu sagen als man zunéchst denken wiirde.
Es gibt soviel zu sagen, dafl man den Inhalt nicht mehr nur Inhalt nennt, son-
dern das , Lebesguemafl“, nach Henri Lebesgue, dem Finder. Dabei ist das,
was aus einer Notwendigkeit heraus zu sagen ist, in keinster Weise erhellend
fiir die Begrifflichkeit der Wahrscheinlichkeit. Die Notwendigkeit, den Inhalt
iiberdenken zu miissen, ergibt sich aus der Eigenart des Kontinuums. Darum
miissen wir dariiber reden, denn am Ende hat das einen Einfluf§ auf die er-
laubten Vergroberungen — nicht alle vergrobernden Funktionen kénnen den
Zufall transportieren.

4.1 Das Inhaltsproblem

Es ist nach wie vor der ganz intuitive Inhalt, der einem Intervall seine Lénge
zuordnet:

A([a; b)) = b — a.

Er ist also verschiebungsinvariant (beim Intervall [0,1] muss man an Ver-
schiebung mod 1 denken). Allgemeiner haben wir die Additivitéit des Inhalts
bei disjunkten Intervallen:

A (U(ai; bi)) = (b —ai), (4.1)
und man iiberlegt sich leicht die ,,Subaddivitat“ bei nichtdisjunkten Interval-

len
A (U(ai; b,)) S Z(bz — ai), (42)

i
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Eine iiberraschende Wahrheit ist, dafl dieser offenbar primitive Inhaltsbe-
griff nicht auf beliebige Teilmengen von R (oder auch von [0;1]) ausgedehnt
werden kann: Es gibt keinen solchen Inhalt auf den Potenzmengen P(R) bzw.
P([0,1]) das heiit es gibt Mengen, denen man keinen Inhalt zuweisen kann,
die also nicht mef$bar sind. Diese einfach zu zeigende Sache beruht allerdings
dem Auswahlaxiom, einem beriihmten Axiom der Mengenlehre, dessen Status
vergleichbar mit dem Parallelenaxiom der euklidischen Geometrie ist.

Wir gehen das kurz einmal durch. Wir kénnen das Ganze auf [0; 1] denken,
indem wir [0; 1] zu einem Kreis biegen und 0 mit 1 identifizieren. Dann ist die
Verschiebung z. B. eines Kreissegmentes A eine Verdrehung dies Segmentes
um z (mod 1). Angenommen also es gelte die Verschiebungsinvarianz des
Inhaltes fiir alle Teilmengen A C [0, 1]

AMA+zmodl) =AA), A+tz={y+ax;2 € A}

und die unendliche Additivitét (o-Additivitét, siehe Bemerkung [4.1.1)

A (U Ai> =Y AM4A), (A;) disjunkte Familie
1=1 1=1

und der Inhalt sei normiert: A\([0;1]) = 1.

Wir bilden nun aus den Punkten des [0;1]—Kreises Aquivalenzklassen,
durch die Relation: z ~ y < 2 —y € Q, und nennen A, die Aquivalenzklasse
der Punkte mit rationalem Abstand zu x. Weiter sei A := {A,|z € [0;1]} .

Vollig klar: Entweder ist A, = A, oder A, N A, = 0. Nun legen wir
einen Schnitt durch A: Wéahle aus jeder der verschiedenen Mengen A, einen
Vertreter aus, und nenne ihn seine Klasse vertretend x € A;,y € A,,... Sei
V die Menge dieser Vertreter und V, := V + rmodl,r € QN [0, 1]. Es ist

V, NV =0 fiirr#7r und U V. = [0;1].
reQnlo;1]

Mit Translationsinvarianz und o-Addititvitat folgt

1A<Um> =D AV =) AV)=AV)> 1

und rechts steht entweder null oder oo. Die Menge V' ist nicht meBbar; zu
ihrer ,, Konstruktion* wurde das Auswahlaxiom verwendet: ,, Wihle aus jeder
der verschiedenen Mengen A, einen Vertreter aus“. Das ist natiirlich keine
Konstruktion im Sinne eines Ingenieurs. Es ist nur eine Existenzaussage:
Solche Mengen gibt es — wenn man das Auswahlaxiom als wahr ansieht.

Anmerkung 4.1.1. Wir haben die 0 — Additivitit benutzt, um eine nicht mef3-
bare Menge anzugeben. Diese Addivitédt ist einerseits ganz intuitiv und ei-
gentlich nicht zu hinterfragen, aber es sei dennoch bemerkt, dass man in
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Dimensionen d > 2 bereits auf nicht me3bare Mengen kommt, wenn man nur
endliche Additivitdt fordert, aber zusétzlich die Invarianz des Inhaltes bei
Kongruenzen des Raumes (Translation und Rotation).

Das fiir uns wichtige an dem Resultat ist, dafl wir den Inhaltsbegriff ein-
schrinken miissen. Wir miissen eine Menge von mefibaren Mengen ausweisen,
auf der der Inhalt, dann das Lebesgue-Maf} genannt, gut definiert ist.

4.2 Konstruierbare Mengen

Der Prototyp einer solchen Menge ist B(]0; 1]) die Borelalgebra iiber [0; 1]. Das
erkliire ich zuerst. Wir hatten in Kapitel [3| erkannt, dafl Teilmengen von [0; 1]
Ereignisse sind, aber nur gewisse, ndmlich ,aus Intervallen konstruierbare®
Teilmengen (die Urbilder von Vergréberungen). Die Menge aller Teilmengen,
die Potenzmenge P([0;1]), enthilt, wie wir gerade gesehen haben zu viele
Mengen, und auch solche, die man nicht aus Intervallen , konstruieren* kann.
Als Konstruktionsmittel denken wir dabei an (abzihlbar unendliches) schnei-
den, vereinigen und Komplemente bilden. Und zwar startend mit Intervallen
werden alle neu entstandenen Mengen in die Konstruktion mit eingebunden.
Die von den Intervallen so erzeugte Teilmengenfamilie heif3t Borelalgebra.

Definition 4.2.1. : Eine Familie F von Teilmengen einer Menge §2 heifst
o—Algebra, wenn folgendes erfiillt ist:

1. 2eF
2. Ae F= A°eF
3. (Ap)nen € F = U,y Ay € F o (-Eigenschaft).

Fordert man nur Abschluf$ unter endlichen Vereinigungen spricht man auch
von einer Mengen-Algebra.

Definition 4.2.2. Borelalgebra B([a;b]), —o00 < a < b < oo. B ist die
kleinste o—Algebra von R (B([a;b]) ist die kleinste o—Algebra iber [a;b]) mit
der FEigenschaft: I Intervall = I € B. Man nennt sie auch die von den
Intervallen erzeugte o—Algebra.

Anmerkung 4.2.1. : Die kleinste o—Algebra ist ein sinnvoller Begriff, da der
Durchschnitt von o—Algebren wieder eine 0—Algebra ist. Das ist ganz einfach
zu sehen.

Die Potenzmenge einer Menge ist eine c0—Algebra. Die Menge aller offenen
Mengen ist keine Algebra. Aber offene Mengen sind konstruierbar:

Lemma 4.2.1. Sei G offen, dann ist G disjunkte abzdhlbare Vereinigung

offener Intervalle:
o0

G = [J(@s b).

=1
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(Die Disjunktheit brauchen wir an spéterer Stelle.) Beweis: Sei G offen und
x € G. Dann gibt es eine offene Umgebung U(z) C G und wiihle ¢, € U(z)N

Q. Esfolgt G =, {z} CU,U(z) =U,, Ulz) C G, also G =, U(z), dies
ist jedoch noch nicht unbedingt abzahlbar Sei darum (g;);en eine Abzahlung
der rationalen Zahlen in G, dann ist U; = |J P U(x) ein offenes Intervall,
das ¢; enthélt, und damit G = [J;c Us. Das ist noch nicht disjunkt. Das
kriegen wir aber hin durch Vereinigen: Wéhle ¢; und vereinige U; mit allen Uy,
die es schneidet, jedes der U; vereinige man weiter mit allen ihren nichtleeren
Umgebungsschnitten und setze dies maximal fort. Das glbt eine maximale
offene Umgebung U; von ¢;—ein Intervall, und U; N Uq e0, U. = (). Wéhle

nun g; € J, Ur. \ U; und fiihre das Verfahren fort.

Korollar 4.2.1. Offene Mengen sind borelsch, d.h. M offen — M € B.

Der Begriff der Borelalgebra ist nicht auf die Borelalgebra von Teilmen-
gen von R beschriankt, sondern kann ganz allgemein verwandt werden, wenn
immer ein spezielles Mengensystem £ von Teilmengen einer interessieren-
den Menge {2 gegeben ist, kann man von der davon erzeugten o—Algebra
B(£2) reden. Und weil dieses Konzept der aus fundamentalen Mengen kon-
struierbaren Mengen einsichtig ist, nehmen wir dies als eine Grundlage der
Wahrscheinlichkeitstheorie.

4.3 Lebesguemafl

Zuriick zum Inhalt: Wir miissen den Inhaltsbegriff einschrinken und es gibt
zwei scheinbar verschiedene Vorgehensweisen dies zu tun.

1. Wir nehmen die Borelalgebra B. Auf ihrem Erzeugendensystem & (die
Intervalle) ist A\ wohldefiniert. Dann zeige man: Es gibt genau ein Maf
auf B, das mit A auf € iibereinstimmt. (Mit Mafl auf B meinen wir immer
o—additives MaB.)(Das Problem mit diesem Vorschlag ist: Woher sollen
wir das Maf auf B nehmen?)

2. Wir  konstruieren“ das Maf}, indem wir vom Maf} auf £ starten und eine
Definition erfinden, die festlegt welche Mengen mefibar sein sollen. Dann
ist zu zeigen, daf} sich eine o—Algebra von mefibaren Mengen ergibt, die
entweder gleich der Borelalgebra ist, oder diese umfaf3t. Hier hingt offen-
bar alles an der Definition von Mefbarkeit, die mufl genial eingefangen
werden. Andererseits ist es natiirlich zu erwarten, dafl man so etwas wie
eine Borelalgebra erhélt, da die aus den Mengen konstruiert wird, auf
denen der Inhalt gegeben ist.

Wir gehen den zweiten Weg und definieren Mef3barkeit. Wenn man die
Idee einmal verstanden hat, und sieht wie es geht, dann kann man das ganze
auch als Erweiterung des Inhaltes auf die o—Algebra ansehen, die von einer
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Klasse von Mengen erzeugt wird, auf denen der Inhalt a priori gegeben ist.
Aber nun weiter:

Die Grundidee ist einfach. Es gilt (4.1)). Wir kénnen nun von jeder Menge
M C R ein dufleres Mafl angeben, indem wir M mit disjunkten Intervallen
iiberdecken. Das geht einfach im Hinblick auf Lemma (4.2.1): G bezeichne
im folgenden immer eine offene Menge, dann setze als Aufleres Maf} von M

M) = o, HC)

Dies bedeutet: Fiir alle € > 0 existiert ein G, so dal A(G.) < A(M) +e.
Aufgrund der Definition des dueren MaBes \(M) ist klar, daB es monoton
ist:
)\(Ml) § )\(MQ) fir Ml g MQ,

und daB es subadditiv ist, d.h. fiir (M,,),eN gilt
A(UMn) <D AN, (Subadditivitit)

(wobei nicht notwendigerweise ein Gleichheitszeichen bei disjunkten Mengen
steht). Letzeres ist folgt sofort indem wir fiir €, = €¢/2" die Mengen M,, C
G., einbetten, und dann die Subadditivitét fiir die Intervalliiberdeckung der
offenen G, benutzen:

€n

AJGe) <> oMG),

denn

Gen = U In,iv

I, ; in i paarweise disjunkt, und wegen der offenbaren Subaddivitét fiir In-
tervalle ist

AUG) =AU < XX AT = SN
Da nun M, C G, ist |JM,, C JG,, und so
MU M) <M o) € SO0 + ).
Mit der obigen Wahl €, = ¢/2" kommt

AUMn) <Y MM, +e

Wegen der Beliebigkeit von € konnen wir darin € = 0 setzen.

Bemerkung: (A(Q N [0;1]) = 0), denn Q ist in eine Vereinigung beliebig
kleiner offener Intervalle einbettbar, deren Gesamtléinge beliebig klein ist.
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Das duflere Maf ist also subadditiv. Mehr brauchen wir nicht, denn der
néchste Schritt ist genial. Man denke in etwa so: Wir haben ein dufleres
MaB A\(M), jetzt briuchten wir nur noch ein inneres Mafl u(M) aus einer
Approximation der relevanten Menge von innen her. Wenn beide Zahlen, das
Aduflere und das innere Maf gleich sind, heifit M mefibar. Intuitiv ist klar, daf3
das nur gehen wird, wenn die Berandung von M nicht ,,zu sehr® zerfasert
ist. (Zur Stiitzung dieser Intuition: Man denke an die Riemannsche Ober-
und Untersumme eines Integrals einer Funktion zur Flichenbestimmung der
durch den Graphen der Funktion begrenzten Fliche. Ober- und Untersumme
miissen gegeneinander konvergieren, damit das Integral definiert ist, und das
ist der Fall wenn der Graph nicht zu wild ist; z.B. die Dirichlet Funktion,
1g hat einen zu wilden Graphen fiir diesen Riemannschen Inhalt. Die Fldche
unter der Dirichlet Funktion ist nicht meBbar im Riemannschen Sinne.)

Die Idee des dufieren und inneren Mafes ist also nichts anderes, als in einer
indirekten Form auszudriicken, wie gut oder wie schlecht, d.h. wie zerfasert
der Rand einer mefbaren Menge sein darf.

Im Folgenden (wohl zuriickgehend auf eine Idee des Mathematikers Ca-
ratheodory) wird das innere Maf} gar nicht mehr benutzt, sondern diese Idee
des ,guten Randes“ direkter verfolgt, indem man den Schnitt der gefragten
Menge M mit beliebigen Mengen anschaut, und formuliert, dal die Schnitte
sich verniinftig verhalten. Das bedeutet, daf§ der Schnitt mit der Menge M
den Rand nicht verschlechtern: Ich nenne das eine saubere Zerlegung: Abbil-
dung 4.1.

Definition 4.3.1. M heifst me3bar : <V Mengen E gilt
ME)=XMENM)+ XNEnNMC). (4.3)

Wir sollten das so lesen: E wird durch M sauber zerlegt. Der Schnitt mit
M erzeugt keine ,,zu sehr zerfaserten Réander“, so dafl das duflere Mafl von E
additiv bleibt, das heifit M selbst hat einen ,,guten“ Rand.

Also haben wir (4.3) als Mefbarkeitsbedingung, und nun miissen wir zei-
gen, dafl diese mit der Borelalgebrastruktur vertréglich ist. Wegen der Sub-
addivitat gilt bereits

AME) S AMENM)+ ANENM)

Es kommt also immer nur darauf an, ,,>*“ zu zeigen. Die geniale Einsicht
in den folgenden Schritten ist, dal immer diese triviale Ungleichung — die
»,oubadditivitit“ — benutzt wird, obwohl man meinen sollte, dafl man fiir
die ,andere“ Richtung irgendetwas neues bréuchte.

1. AM(M) = 0 = M mefBbar. Ganz einfach, denn
AMNE)+AMNE) <AXM)+ MNE)=AE).

2. M meBbar = M¢ mefbar. Symmetrie der Definition!
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Abb. 4.1. AuBere Inhalte addieren sich bei sauberem Schnitt

a () und das Komplement mefbar sind, ist R mef3bar.

a) My, My meibar = M; U My mefibar.

b) )\(Ml @] MQ) = /\(Ml) + /\(MQ) fiir M1 N M2 = (Z)

b) ist einfach: Da M; mefibar ist, wéhle £ = M; U My und M = M;.
MMy U My) = M(My U Mo) N My) + M((My U M) N M),

da My N M{ = Ms. Fiir (a) miissen wir zeigen:

AME) > ME N (M U Ms)) + ME N M N Ms).

Beachte den Term A(E N M{ N M), denn er enthélt nur Durchschnitte,
die so zustande kommen konnen: Da Ms mefibar ist, gilt

AMENM) = AMENM?N M)+ MNE N M N Ms).
Damit ist der Weg klar: Da M; mefibar ist, gilt
ME) = A(EN M)+ AMENMY).
Es folgt

AME) = XNE N M)+ XNENM;N M)+ MNENM;N M)
>AMENM{NMU(ENM))+ AEN M N M)
=EN(M;U(MgNMs))
= AMEN (M UMs))+ ANENM;NM;s).
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5. Die wesentliche Aussage ist die c—Eigenschaft des Inhaltes:
(a) (M;) meBbar = |J M; mefibar.
(b) M(UM;) = > M(M;) bei disjunkter Vereinigung.
Hier machen wir uns die endliche Additivitdt zu nutze. Die Auswei-
tung der endlichen Additivitdt zur unendlichen nennt man hiufig Maf-
erweiterung. Die geht so: Aus (M;); verschaffen wir uns neue (M;); als
disjunkte Familie mit gleichen Vereinigungen

My = My, My = My \ My, Ms = (Ms \ M)\ My, ..., UM UM

(4 4)
Die werden wir zwischenzeitlich benutzen. Da U?:l M; aufsteigend ist ,

ist (i, M absteigend. Im ersten Schritt benutzen wir die Monotonie,
dann die endliche Additivitét:

/\(E)=A<EOOM-> +A<EﬁﬁM§>

=1

EﬂUM>+)\<EﬂﬂM>

=1

=\ O E0M; ) +A<EmﬁM;>

=1 15]unkte Familie i=1

z:: (BN M;) +A<EﬂﬂM¢>

i=1

Da allein die Summe von n abhéngt, kénnen wir den Limes bilden

ME) > lim Z ME N M) + A (E n M°> mit Subadditivitiit

n—oo
=1

ZA( M)Jr)\(EmﬂMf)
_ ( )+A (Em ﬂM") B ().

12 (e Qo) o (5o )

i (BN M;) +>\<EmﬂMc>

i=1

i Cg 1 Cg

Also
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Fir E=J M;, d.h. fiir jede Vereinigung disjunkter Mengen erhilt man

(b).
Die obige Rechnung erlaubt folgende Lesart:

Korollar 4.3.1. Stetigkeit des o—additiven MajSes.

(0] () ()14

Wir haben die Sache soweit, dafl die Menge der mefbaren Mengen eine
o—Algebra bildet, und nebenbei bemerkt mit 1. ist jede Nullmenge mef3bar,
also ist z.B. [0; 1]NQ mefBbar. Aber um zur Borelalgebra zu kommen, miissen
Intervalle melbar sein. Das ist natiirlich richtig, aber es mufl gezeigt werden —
das ist der Preis fiir den genialen Zugang. Sei I also ein Intervall, E beliebig.
Definitionsgemifl gilt: Ve > 0 3 G, offen, so da A\(G.) < A(E) + ¢ und
jetzt machen wir mit G, weiter. G = |J,(ai; b;) (disjunkte Vereinigung) und
wir miissen zeigen, daBl A(G¢) = AM(Ge N I) + A(Ge N I¢). Daraus folgt die
MefBbarkeit von I, denn dann wiirde

ME)+e> MG.ND)+MG.NI) > ANENI)+AENI

gelten, was wir ja haben wollen: Mit e — 0 folgt dann die gewiinschte Unglei-
chung. Um A(G.NI) und \(G.NI) zu erhalten, miissen wir alle Moglichkeiten
diskutieren, die vorkommen kénnen. Sei I = [a;b], dann kann a € (a;,; biy)
sein fiir ein 49 und b € (a;, ; b;, ) fiir ein i oder auch nicht. Wie auch immer,
es ist offenbar nur eine langweilige Fallanalyse, die einem ohne nachzudenken
zeigt: Intervalle schneiden sauber, also

AMGe) = MG N I) + A(Ge N I°).

Anmerkung 4.3.1. Die Borelalgebra ist also in der o—Algebra der mefbaren
Mengen enthalten — leider nur enthalten. Das ist ein weiterer Preis den man
fiir diesen Zugang zahlen muf}, denn jede Nullmenge ist nach 1. oben mefibar,
und es gibt natiirlich Nullmengen, die nicht borelsch sind. Ich sage natiirlich,
weil z.B. die Cantormenge C C [0,1],( die sich ergibt indem man in der
triadischen Darstellung der reellen Zahlen in [0,1] alle Folgen wegstreicht,
die irgendwo die Ziffer 1 stehen haben, und die man leicht als Nullmenge
erkennt!) eins zu eins mit [0, 1] ist und man kann sich vorstellen, daf§ in
der Potenzmenge der Cantormenge nicht kontruierbare Teil-Mengen wie in
[0,1] selbst enthalten wird. Der Unterschied zwischen der Borelalgebra und

! Die bildhafte Kontruktion der Cantormenge geht so: Entferne aus dem Intervall
[0,1] das mittlere Drittel. Dann entferne aus jedem Rest wieder das mittlere
Drittel. Und das fithre man unendlich oft fort. Ubrig bleibt die Cantormenge.
Die ist bildlich und A—inhaltlich Nichts, aber das Nichts enthélt genauso viele
Zahlen, wie [0, 1].
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der Algebra der meBbaren Mengen sind aber auch nur Nullmengen: Zu jeder
mefBbaren Menge M existieren Borelmengen A, B mit A C M C B und

A(B\ M) =AM\ A) = 0.

Das sieht man leicht:
Ve >0 3 G, € B (offen), so dafl M C G.. Es gilt

AMM) < AGe) < Gix)%(G) +e=ANM) +e,

auflerdem
AMGe) = MM) + MG \ M).

Setze B = (] Gc= A(M) < \(B) < A(M).
>0
AC M & Me C A° (Das male man sich hin.) Wir haben gezeigt: Es
existiert A€ € B mit 0 = A\(A°\ M¢) = AM(A°NM) =ANMNA°) =AM\ A).
Da A€ € B, ist auch A € B.
Indem man sich das hingemalt hat, ist klar geworden, dafl wir auch gezeigt
haben: Sei M beschrinkt und mefibar, dann ist

AM) = su MEK) = inf G,
( ) KC]V[,KII)mmpakt ( ) GDM, G offen ( )

Relativ unwichtige Bemerkung: Betrachte eine Nullmenge N € B (zum
Beispiel die Cantormenge). Man denke nun an Teilmengen von N, die nicht
in abzéhlbar vielen Schritten konstruiert werden kénnen, also nicht in B sind.
Dennoch ist die Wahrscheinlichkeit, daraus eine Zahl zu ziehen, nach wie vor
null. Um dies auch in den mathematischen Rahmen einordnen zu kénnen,
vergrofert man B um alle Nullmengen, die Teilmengen von Borelschen Null-
mengen sind.

Definition 4.3.2. Man nennt eine Eigenschaft A C [0,1] mit A\(A) = 1 eine
fast sichere FEigenschaft, oder man sagt auch, sie gilt fast iiberall oder fiir

fast alle z. Die x € A heiflen auch typisch, wobei wir hier erlauben, daf
AA) ~ 1 ist.

Wir werden am Ende des Anhangs ein Beispiel fiir eine fast sichere FEi-
genschaft geben.

4.4 Lebesguesches Maflintegral

Zufall oder nicht, die erste Theorie der Integration ist von Lebesgue. (Wenn
man die Riemannintegration kennengelernt hat, weifs man, daf} zu viele offene
Enden da sind.) Das Integral ist ganz intuitiv aufgebaut, und man sieht die
Uberlegenheit zum Riemannintegral sofort: Es ergibt sich aus der Gewichtung
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von den Funktionswerten mit dem Maf} der jeweiligen Urbilder, d.h. man geht
im Gegensatz zum Riemannintegral (das die x—Achse unterteilt) von einer
(Intervall-)Einteilung der y—Achse aus (siehe Abb/4.2). Unsere MaBintegrale
werden spéter ganz analog gebildet:

S a0~ [ fa)ae) = ([ o) (4.5)

Wiihle zum Beispiel als Einteilung der y—Achse 5+, f > 0, dann ist

S i) =3 g (7 (5 ) ) )

i=1

mit wachsendem n monoton zunehmend: Der lim,, ., existiert (er kann oo
sein), und das Integral ist dadurch definiert. Hier wird also der Funktion nicht
vorgeschrieben, wie sie sich zu verhalten hat (das ist bei Riemann der Fall,
wo sich die Funktion der Einteilung der x—Achse anpassen muss), sondern
sie gibt die Urbildmengen vor.

a \Ui/_/ b X

Abb. 4.2. Beim Lebesgueintegral wird die y-Achse eingeteilt, z.B. in Abschnit-
te der Linge 1, und die Funktionswerte (f; = %) werden mit dem Inhalt, dem

n’

Lebesguemafl der Urbilder (U; = f~1[%, 1)), gewichtet

n’ n

Fiir allgemeine Funktionen f schreibe f = fi — f_ und f ist Lebesguein-
tegrierbar, wenn | f| Lebesgue-integrierbar ist, und es gilt

/fd)\:/erd)\—/f,d)\.
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Aber beachte, was wir wirklich benétigen, ndmlich A ( 1t ((as; bi))), das heifit
f~'((as;b;)) muB meBbar sein! Jetzt treffen wir das milde Argernis von
oben wieder: Betreiben wir pure Integrationstheorie, dann mufl das Urbild
f~Y((as;b;)) nur meBbar sein. Aber wir sind auf Wahrscheinlichkeitstheorie
aus, auf Borelmengen also, und da nennen wir f Borel-mefibar, wenn

F ((ai;b:)) € B ist.
Ich benutze nun mef3bar immer im Sinne von Borel-mef3bar.

Definition 4.4.1. f : R—R heifit (Borel-)mef3bar, wenn f~*(B) € B
fiir olle B € B.

MeBbarkeit reellwertiger Funktionen beziiglich B(R) ist nun von jedem
verniinftigen Standpunkt aus gesehen nichts besonderes—vor allem keine
besorgniserregende Einschrankung. Zunéchst reicht es aus, Intervalle zu be-
trachten.

Y1) = {z|f(x) € I} € BV Intervalle I, (4.6)

dann ist f mefBibar. Dabei ist es egal, ob wir offene oder abgeschlossene In-
tervalle nehmen. Das liegt an folgendem seichtem

Lemma 4.4.1. Betrachte die Menge D aller Mengen B € B, fiir die f~1(B) €
B ist, das heifit B € D < {x|f(x) € B} € B. Die Menge D ist eine c—Algebra.

Beweis
BeD= B°eD Klar

BneD:UBneD klar, da

B, € D= {z|f(z) € | JBn} = | J{z|f(x) € B.} € B.

Wenn nun die Intervalle in D sind, mufl D = B sein, da B die kleinste solche
o—Algebra ist.

Aus (4.6) folgt sofort:

f stetig = f (Borel)mefibar, denn f stetig
< f~!(offene Menge) ist offen.

AuBlerdem beispielhaft:

1. f meBibar = |f| meBbar.

2. (f)n meBbar = sup,, fn, limsup,, f,, inf, f,, liminf, f, meBbar. (Es
folgt (f), meBbar und konvergent = lim,, f,, mef3bar.)

Man iiberzeugt sich leicht, dafl man statt ,alle Intervalle* zum Beispiel
yIntervalle (—oo;a), a beliebig® und damit auch [a, o), nehmen kann. Daher
zu

1.
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{z[|f(2)] < a} = {z|f(z) <a}n{z|f(z) > —a} € B.

eB eB

und zu 2. zum Beispiel

{z| sup fu(@) > a} = | J{z|fu(x) > a} € B.

3. Seien f, g meBbar, dann ist das Paar (f, g) mebar bzgl. B und o(B x
B) = B(R?) (einfach zu sehen). f o g ist meBbar (einfach) und f-g und f+g
sind mefbar. Letzteres geht am einfachsten mit der Bemerkung: F : R?—R
stetig, dann ist F' meBbar (Urbilder offener Mengen sind offen) .

Nicht B(R)-mefbare Funktionen sind genauso wenig konstruierbar (im
Sinne von abzéhlbar vielen Operationen) wie nicht mefibare Mengen. Sie sind
fiir uns uninteressant.

MeBbare Funktionen haben also mefibare Urbilder, und das Lebesguein-
tegral ist die gewichtete Summe der Funktionswerte. Fiir (absolut) Riemann-
integrierbare Funktionen ist das Lebesgueintegral dem Riemannintegral gleich
(wenn man das Riemannintegral kennt, ist das leicht zu sehen), daher auch
manchmal die gleiche Symbolik, und der Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung (der gilt sogar in einer etwas besseren Form) sowie alle
Riemannintegralsdtze, insbesondere Substitution und Satz von Fubini zur
Vertauschung bei Mehrfach-Integrationen, gelten genauso.

4.5 Anhang: Konvergenzsitze

AufBer Frage stellt das Lebesguesche Maflintegral die zu integrierenden Funk-
tionen in den Vordergrund: Beim Riemannintegral muf sich die Funktion der
Intervalleinteilung auf der x—Achse ,anpassen®. Beim Lebesgueschen Maf}in-
tegral ist es umgekehrt. Die Funktion gibt die Urbilder vor, die dann mit
dem Maf} bewertet werden. Darum ist schon intuitiv klar, dafl die Klasse der
Lebesgue-integrierbaren Funktionen weitreichender ist, als die der Riemann-
integrierbaren. Ein typisches Beispiel ist die Dirichlet Funktion 1g. Das Le-
besgueintegral iiber [0,1] gibt 0. Insbesondere wirkt sich diese Erweiterung
auf Funktionenfolgen aus. Um Integrierbarkeit der Limesfunktion sicherzu-
stellen und zur Vertauschung von Limesbildung und Integration, braucht man
einige Extras. Diese sind im wahrscheinlichkeitstheoretischen Kontext oft ge-
geben. Wir benutzen im wesentlichen nur zwei Sétze — und die wollen wir
hier kurz besprechen. Man beachte, dal wir im Grunde nur allgemeine Ei-
genschaften des Mafintegrals benutzen, soda man sich leicht die Verallge-
meinerung auf andere Borel-Mafle denken kann. Zur Vorbereitung folgendes
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Lemma 4.5.1. Sei (E,), C B, E, C E,11, dann gilt fir integrierbare f >
0 und E =1limE,

n—oo E

im [ f(@)A(dz) = / F@)A(da).
" E
Der Beweis greift direkt auf die Definition zuriick:

f@Ado) = [ Fe)Le, (0)Ad2)
B (5 5)s)

/ F@)1p(2)Mdz) > / F(@) 1, (2)Mdx),

Ey

und da

folgt
[ H@neadn) = in [ @)1, @)

o . m 1 m m+1
—k&%n&“;zw(f ((zz))”k)

m

=an,k

Da (E}), monoton steigt, ist (ax), monoton steigend und beschrénkt,
das heifit lim,, 1, a, i existiert. Also kénnen wir vertauschen und zuerst den
limg_ o durchfithren. Nun ist wegen der , Stetigkeit* des Mafles (4.3.1)):

khm )\(AﬁEk) =A (Aﬁklim Ek) = /\(AOE)
Damit ergibt sich:

[ H@np@@) = tim [ fe)Le, @A) -

:nllnéozg/\ (f—l ((;’Zm;l)) mE> -

m

:/f(x)1E(x)A(da:):/Ef(:v)A(dw)~

Als Korollar erhalten wir den

Satz 4.5.1. Satz von der monotonen Konvergenz
Sei (fn),en €ine Folge integrierbarer Funktionen, fni1 > fn >0 fiir alle
n. Setze
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lim f,(x) = f(x) fir alle x.

n—oo

Weiter existiere ein C € [0, 00) mit

/ fo(@)\(dz) < Cfiir alle n.

Dann gilt: f ist integrierbar und

n—oo

lim [ f,(2)\(de) = / F@)A\(dz).

Insbesondere ist f(x) < oo fiir fast alle x.

Beweis. (i) f ist meBbar (klar).
(i) fo< fog1 = /fn < /fn_H, und da f, < f
folgt weiter: Es gibt ein a < C, so dafl
o= ligbn / fn < / f  (was unendlich sein kann).

(iii) Wir zeigen jetzt a > [ f.
Dazu kehren wir wieder zur Definition des Integrals zuriick. Setze

Ol =22 52 (32} ()

m

als elementare Funktion, die f von unten her approximiert:
C,{ < f fur alle n.
Fiir 0 < a < 1 setze nun fiir ein n
Ey, = {z|fr(x) > aCl(z)} (E) # 0 von einem k ab!).

Dies ist einfach ein genialer Trick. Denn nun geht Fy — R und

o> / fr = (Verkleinerung des Integrationsbereiches)

Y

fr  (Chebychev Trick)
Ey

2/ aCl(z)\(dz) = a Cl(z)\(dx).
Ey Ey

Nach der Vorbemerkung geht die rechte Seite im limy_.~, gegen

69
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o [ cl@nido)

nach Definition des Integrals geht das fiir n — oo gegen

a/fwnmm,

und da a beliebig, lassen wir a — 1 gehen, und es folgt

o> /f(x))\(dx)
Damit ist der Satz gezeigt.

Nun folgt noch ein Satz, der die meiste Anwendung findet, denn Mono-
tonie der Funktionenfolge ist selten direkt erfiillt:

Satz 4.5.2. Satz von der dominierten Konvergenz

Sei (fn)pen eine Folge integrierbarer Funktionen und lim, f,(z) = f(x)
fiir alle © (f kann unendlich sein!). Es existiere eine integrierbare Funktion
g, mit | fn| < g fir alle n. Dann ist f integrierbar und es gilt

n—oo

lim fn(ﬁt))x(dx):/f(x))\(dx) und

lim [ | fn(z) = f(z)|A(dz) = 0.

n— o0

Beweis. Daf3 f integrierbar ist, folgt sofort, denn f ist meBbar und

fi<o= [ir1< [a

Der eigentliche Beweis ist fiir den Limes der Integrale. Dazu benutzen wir
die monotone Konvergenz. Wir besorgen uns eine monoton steigende Folge
positiver Funktionen h,, (natiirlich integrierbar). Und zwar: g > f,, also
g — fn=:9gn > 0und lim,_ g, = g — f. Die Folge (g,,) ist nicht monoton,
aber wir bilden daraus leicht eine monoton steigende Teilfolge:

by = gflgi,
lim h, =liminf g, =limg, =g — f.
n—oo

Weiter ist h,, < 2¢ fiir alle n. Also kénnen wir den Satz von der monotonen
Konvergenz anwenden (mit C = 2 [ ¢g) und erhalten zunéchst

nm/mwnwm=/@—ﬁ@»@w=/mmmn%/ﬂwxmyuﬂ
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Daraus miissen wir nun etwas fiir die f,, ziehen: Es ist

hn = inf g; =g —sup f;, also /hn:/g_/supfi'

i>n i>n

Nach Gleichung (4.7) gilt

lim [ sup f; = /f, und da

n— 00 i>n

sup f; > fn, folgt /fz lim [ f,.

i>n n— o0

Jetzt zur umgekehrten Ungleichung

[r<pm [

n—oo
Beachte dazu, dal g > — f,,, also mit neuer Definition der Symbole

gn=Jn+g =0 list,und h, = _iI>1fgi
monoton gegen f + g steigt. Damit folgt wieder
aber nun mit h, = g + inf;>,, f;, also
dim [t 1

Und da
jgf fi < fn ist, gilt  lim /fn > /f

Damit ist die Vertauschung von Limes und Integration gerechtfertigt.

Um noch
lim [ |fn(z) — f(z)[AM(dz) =0

n—oo
zu bekommen, wende das Resultat auf

fo=Ifn—fl (=0 fiir n — oo fiir alle )

an, und beachte, dafl }
|fn| < 2¢ fiir alle n ist.
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4.5.1 Normalzahlen

Es gibt typische z fiir jede b—adische Entwicklung. Nenne x mit der Eigen-
schaft ,x liefert in jeder b—adischen Entwicklung die ,normalen“ relativen
Hiufigkeiten“ Normalzahl. Gibt es Normalzahlen? Das kénnen wir leicht
beantworten, und zwar werden wir zeigen, daf} fast alle Zahlen Normalzah-
len sind, d.h. die Zahlen, die in irgendeiner b—adischen Entwicklung falsche
relative Hiufigkeiten liefern, bilden eine Menge mit Inhalt (Lebesguemalf)
null.

Nenne S, die Menge aller ,schlechten® x beziiglich der p—adischen Ent-
wicklung. Was ist damit genau gemeint? Welches 2 gehort zu S, und welches
nicht? Wenn wir die ersten n Stellen betrachten, kénnen wir den Eindruck
haben, x gehort zu Sy, dann fahren wir in den Stellen fort und stellen fest,
jetzt kommen die relativen Héaufigkeiten doch richtig heraus. Dies ist also
mehr eine mathematische Frage als eine physikalische, denn wir spielen hier
mit oo: Um prézise zu sein, miissen wir die unendliche Entwicklung anschau-
en. Das ist moglich — aber erfordert etwas aus der Lebesgueintegration. Wir
wollen ja sehen, wie grofl das Mafl der Menge von Zahlen z ist, fiir die gilt
(wir nehmen beispielhaft b = 2)

1 — 1
lim = ¢(z) = =
nggonge(x) 5

oder mit e=e— 1

[

So ist das Komplement dieser Menge von x, und wir wollen zunéchst zeigen,
dafl A(S2) = 0 ist (fir beliebige p—adische Entwicklung geht der Beweis vollig
analog). Dabei sollte man bemerken, dafl diese Aussage stirker als das Gesetz
der grofien Zahlen (3.3.1) ist: Sei Be = {x € [0,1]; |pl,, ({0}, @) — 3| > €},
dann besteht keine logische Notwendigkeit, dal B C B, € < ¢, und damit
kann man nicht schliefen, dafl die meisten x typisch fiir alle € sind. Intuitiv
wiirde man das aber denken, und man beléfit es in der Regel bei der Intution.
Hier zeigen wir einmal, dafl die Intuition das Wahre trifft.

Betrachte )
fula) = (;Zexm)) .

i=1

Die f,, sind positiv und g := 22:1 fn nimmt monoton zu.
Der Lebesguesche Satz von der monotonen Konvergenz (4.5.1) sagt aus:
Falls

1
/ gr(x)dz < C  fiir alle k
0
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(und dies ist der Fall, wenn Y >° fol fo(z)dz < o0), dann ist g(z) :=
limg— 00 gk () (definiert als der punktweise Limes) integrierbar, das heifit
g(x) ist fast iiberall endlich, und das heifit der limy_, o gi(z) existiert fiir
fast alle x. Die Ausnahmemenge ist nur eine Lebesgue—Nullmenge.

Wenn nun gx(x) fur fast alle x existiert, mufl f,(z) fiir fast alle x eine
Nullfolge bilden, das bedeuted fiir das Komplement Ss: A(S2) = 0 und das
ist, was wir zeigen wollen.

Also héngt alles an

i/olfn(x)dx<oo<:>§/ol<i

~2L nach (3.3.1)

2
Q(Z‘)) dz < oo.

n

1

Das funktioniert also nicht, denn die rechte Reihe ist die harmonische. Aber
was geht in (3.3.1) wirklich ein?

/Olda: (sz; Ei(l‘)>2 ~ n/o1 &2 (x)dz +n(n —1) /Ol‘fi(@ej(x)dx
- —_

mit i#j ergeben 0

Also kommen wir zur Vermutung (die wir gleich bestétigen werden), dafl

1 n 4
/ dz (Z Q(x)) ~ n? quadratische Terme +
0

i=1

+n? gemischte nichtquadratische Terme .

=0
Wir setzen deswegen besser

fula) = ( Zexx)) ,

1

S|

dann erhielten wir bei der Integration - und Y -y < oo. Das rechnen wir

nun nach:
Mit der Multinomialformel erhélt man

e (ge) -

i=1

1/t Z n
7 — N1 — N9 — N3 — N4
n4 /0v dx <n17 Nno, N3, n4) “ (x)62 ($)€3 (x)64 (x) .

ni+ne+nz+ns=4,n;=0,...,4

Wenn ein n; = 1, ergibt das Integral null. Es gibt n Terme &*, wobei & = &,
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! n
n/ dzét(z) = — und
o 16

4l 1
< " ) Terme mit &2¢;%, i # j, &° = T

2121\2,2,0,0
Also .

4] 1

= (" / dr&%(z) &2 (z) = 3! ") = und somit

ani\2) J, LD 2) 16

=i =i

I - Y n+3(5) 1 /3 2
7 d i = T4 - T )
n* Jo . ;6 (=) 16 n* 16 (n2 n3>

N

N 4
- (Z —(x)> "Z%°0 fiir fast alle z, das heift

1 oo 1
— ; —  fiir fast all

n;ez(:c) — 5 firfast alle o,
und das erhalten wir jetzt genauso fiir jede b-adische Entwicklung. Also haben

WIr

A(Sp) =0 Vb

Nun schlieflen wir daraus mit der unendlichen Additivitéit des Lebesguema-
Bes, daB fast alle Zahlen Normalzahlen sind: (|J, Sy) enthilt alle z, die in
irgendeiner p-adischen Entwicklung falsche relative Haufigkeiten liefern, da-

her
A <U5b> <D A(S) =0.
b b

Alle diese z bilden also eine Lebesgue—Nullmenge. Umgekehrt: Fast alle x
sind normal! Und welche Zahlen sind denn nun Normalzahlen? Alle irratio-
nalen? 77 Wenn fast alle Zahlen Normalzahlen sind, so sollte man meinen,
kennt man sie fast alle. Falsch! Die Kenntnis, dafl fast alle Zahlen Normalzah-
len sind, und die Frage, welche Zahlen Normalzahlen sind, sind (leider) zwei
getrennte Paar Stiefel. Das ist eine allgemeine Moral, die wir lernen miissen:
Das Gesetz der groflen Zahlen sagt uns was die meisten Punkte machen,
aber einen typischen Punkt anzugeben, ist eine ganz andere, oft technisch
nicht lésbare Aufgabe. Nun aber doch eine 10er Normalzahl genannt (eine,
die zumindest im 10er System die richtigen Hiufigkeiten zeigt (Mark Kac,
Statistical Independence in Probability, Analysis and Number Theory, The
Carus Mathematical Monographs, 12, John Wiley and Sons, 1959, Seite 18):
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The simplest example is the number (written in decimal expansion)
0,1234567891011121314. ... The proof that this number is normal is
by no means trivial!

Man nennt das mathematische Gesetz vom Mittel, dafl wir gerade gezeigt
haben,

1 1
lim — Z ex(z) = 3 fiir fast alle x,

(und analoge Aussagen) starkes Gesetz der groflen Zahlen, weil hier der
Limes fiir fast jedes x etabliert wird, um es von unserem vorherigen Gesetz
vom Mittel (3.3.1) abzugrenzen, welches als schwaches Gesetz der grofien
Zahlen bezeichnet wird, und in dem nicht die Existenz des Limes fiir fast
jedes x sicher gestellt wird—eine Feinheit, die wir weiterhin getrost ignorieren
konnen.






5. (2, F,P) und Vergréberungen

5.1 Abstraktion

Wir abstrahieren ([0;1], B1,\) zu (£2,F,P) das heit wir nehmen an, wir
haben eine Menge (2 von Elementarereignissen, eine Familie von guten Teil-
mengen C von {2 und daraus konstruierte weitere Ereignisse, also B({2) oder
allgemeiner denken wir uns einfach eine o—Algebra F gegeben. PP ist ein o—
additives Wahrscheinlichkeitsmafl (wir kénnen daran denken, daf} es aus der
Kenntnis der Werte auf den guten Teilmengen auf F ausgedehnt wurde, ana-
log dem Vorgehen im Lebesgue-Fall), das bedeutet P : F—[0;1] ist eine

o—additive Mengenfunktion, mit

P(2) =1 und
P (U Ai> = ZIP’(Ai), U A; disjunkte Vereinigung.

Im Moment interessiert uns nicht, wie wir zu diesem Tripel (2, F,P)
gekommen sind — es kann ein fundamentaler Zustandsraum sein oder ein
Jedermanns-Wahrscheinlichkeitsraum, aber (2 sollte strukturell dhnlich zu
[0; 1] sein, also nichts pathologisches.

Nun betrachte eine Vergroberung X : 22— (. (In der Regel ist es gar
nicht die Funktion X selbst, sondern es ist vielmehr der Bildbereich von X,
den wir haben wollen.) Am besten, wir denken an 2’ = X(§2), das Bild von
2 unter X. Auf {2’ gibt es eine natiirliche o—Algebra F’. Was uns interessiert
ist nun die Bewertung der Bilder von X, denn das haben wir auf jeden Fall
im Kopf, wenn wir z.B. von Wahrscheinlichkeit % fiir Zahl beim Miinzwurf
reden. Man nennt diese Bewertung das Bildmaf3 Px

Px(B')=P{w e 2|X(w) € B'}) =P(X € B). (5.1)
Das Bildmaf} ist o-additiv und erfiillt

Px : .7:,—>[0; 1],
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Py (2) = B({w|X (@) € 2')) = B(2) = 1,

Py (Lnj BL) =P ({wX(w) € LnJBLD =P (LnJ {wX(w) Bil})

und falls (BJ,), eine disjunkte Familie ist, ist auch die Familie von Mengen
{wlX(w) € By} =X71(B)
disjunkt, da X eine Funkton ist. Also ist die rechte Seite oben in dem Falle

— Y P(xen,) = Px(Bl).
n n
Aber das ist alles nur moglich, wenn folgendes erfiillt ist

{weRX(w)eB'}eF VB eF. (5.2)
FErst dann haben wir auch eine von P ererbte Bewertung der Bilder von X.
Definition 5.1.1. Eine Funktion, die (5.2) erfillt heifit mefbar bzgl. (F, F').

Nur solche Funktionen sind von Interesse. Alle , verniinftigen“ Funktionen
sind mefibar. Dennoch wiirde die Aussage: ,,Sei X eine Funktion auf 2 ma-
thematisch mehr zulassen, eben auch nicht mefibare Funktionen. Darum und
nur darum benannte man diese mefbaren Funktionen in der Wahrscheinlich-
keitstheorie neu. Man nennt sie Zufallsgréflen . Ein unglicklicher Ausdruck
(,a horrible and misleading terminology“, Kac,ibid. Seite 22): Nichts hat X
mit dem Zufall zu tun — bis auf eine Sache: die Bilder von X kénnen auf
Grund der urspriinglichen Bewertung bewertet werden, wobei man letztere
gewohnlich und unreflektiert Wahrscheinlichkeit nennt — in Wahrheit ist es
weiterhin nur ein Inhalt.

Anmerkung 5.1.1. Ich mufl eine Warnung anbringen. Wenn ich sage: ,alle
verniinftigen Funktionen sind mefbar“, so meine ich damit die Funktionen,
die man natiirlicherweise auf (2 definiert hat. Man kann aber auch weiter
nach dem Bezug zwischen den Funktionen fragen: zum Beispiel erzeugt eine
Zufallsvariable X eine o-Algebra o(X) C F; das ist die von den Urbildern
erzeugte o—Algebra. Sie ist in der Regel — bei echten Vergroberungen — echt
enthalten in F. Zum Beispiel X = €; auf [0;1]. Dann ist

oler) = { [O; ;) : E 1} , 05 1]7@}-

Betrachte nun ey. Die Zufallsgrofe e ist nicht beziiglich o(e;) mefibar. (Das
bedeutet, daBl €5 nicht als Funktion von €; ausdriickbar ist, und umgekehrt ge-
nauso.) Wir kénnen uns hier damit nicht aufhalten. Aber vielleicht sollte ich
soviel sagen: Wenn man nur eine in gewissem Sinne fundamentale Vergrobe-
rung eines Sachverhaltes kennt, und man mochte darauf aufbauend Schliisse
ziehen, dann werden das besser Funktionen dieser Vergroberung sein, d.h.
meBbar bzgl. der von der fundamentalen Vergroberung erzeugten o—Algebra.
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Also bekommen wir aus (§2, F,P) mit einer Zufallsgrofe X ein neues Tri-
pel (2, F' "), den Bildraum, und mit einer weiteren Funktion Y : £2'— "
einen weiteren Raum (2”7, F” P"), und so weiter und so fort.

Beispiel 5.1.1. Unser Worterbuch mit e; auf ([0;1], 81, ) liefert den Bild-
Wabhrscheinlichkeitsraum

(9' ={0:1}, F' =P(2") = {{0}, {1}, {0; 1}, 0}, P, (5) = ;) ,

denn €; ist mefibar (klar) und P, : F/'—10; 1],

P, (161) = A({eler () = 6}) = .

Beispiel 5.1.2. Von [0;1] zum Wiirfel zur Miinze. Zunichst X als Wiirfel-
Zufallsgrofe auf ([0; 1], B([0;1]), )
X :[0,1]—{1;2;3;4;5;6} = ',
X(z)=X0,wiws .. .wy...) =14 wy,

wobei w; € {0;1;2;3;4;5}, also 6-er Entwicklung der Zahlen. F' = P(£2')
und

Px({1}) =P'({1}) = M(X =1) = M{z[X(x) = 1}) =

und dies fiir alle Elementarmengen {w’}.
Jetzt weiter mit

1
6

Y:0'—{0;1} = 2",
Y (W) = 1104y (@),
.7:// — P(Q//)

und
Py ({0}) =P"({0}) =P'(Y = 0) = P'({w'|Y () = 0}) = P'({4;5;6}) =
1 1 1 1

“676 6 2

Wenn wir nicht davon iiberzeugt wéren, dafl hier etwas Ernsthaftes geschieht,
wére dies ein ziemlich diirftiges Treiben. Wir wissen aber, daf} die relevanten
Zufallsgrofen — Vergroberungen — auf die Information unseres zugrunde
liegenden Universums fokussieren, die uns niitzlich erscheint. Und wir spielten
das mit unserem Worterbuch exemplarisch durch.

Das alles hat der Mathematiker Kolmogoroff gesehen, und so schlief3t
er weiter: Wenn man Wahrscheinlichkeitstheorie in der Modellierung an-
wendet, steigt man auf einer bequemen groben Skala ein. Man benutzt
bereits einen Bildraum als fundamentalen Raum. Die ZufallsgroBe X, die
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das Geschehen beschreibt, ist verschwunden: Sie ist nur mehr die Iden-
titit! Wie Beispiel (5.1.1) zeigt: Von der Funktion X = ¢; bleibt nur noch
(2, 7,P) = ({0;1}, P({0; 1}), P = (4,1)) iibrig. Aus X = ¢; wird id:

B({X = 0}) = P'({0}) = P'({w'id(") = 0}).

So kommen wir schlielich zur ,, Axiomatik“ von Kolmogoroff.

5.2 ,,Axiome*

Definition 5.2.1. Zwei Sachen schreiben wir fest und geben einen Namen:

1. Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (2, F,P), F ist die Men-

genfamilie der Ereignisse — Teilmengen der zugrunde liegenden Menge
2 —, P: F—|0;1] ist ein Inhalt, den man Wahrscheinlichkeitsmaf
nennt.

2. Zufallsgroflen also Vergroberungen sind mefbare Funktionen X auf
2 also
X: 02— und

XYBYeF VB €F, der o-Algebravon (2.

X induziert auf F' ein Mafs Px, das Bildmaf bezichungsweise indu-
zierte Mafl

Px(B') :=P(X € B) := P({w|X (w) € B'}).

3. Das Bildmaf heifit Verteilung von X, und jede Zufallsgrifse Y mit dem
gleichen Bildmafi: Py = Px heifit Version oder Realisierung von X.
X, Y heiffen identisch verteilt.

Nun haben wir das einfach gesagt. Aber in der Anwendung hat man oft
die Situation vorliegen, die wir vom Lebesguemafl her kennen: Gegeben ist
2 und in {2 eine Familie von elementaren Ereignissen, Teilmengen von {2,
auf denen man einen Inhalt irgendwie vorgegeben hat. Um zu (£2,F,P) zu
kommen, stellt sich die Frage nun in der Form: Gibt es auf F ein Maf} PP,
das mit dem Inhalt auf diesen elementaren Ereignissen {ibereinstimmt? Wir
haben gezeigt, wie man dies fiir das Lebesguemafl macht, und das kann man
nun kopieren (was wir aber nicht explizit ausfiihren werden).

Beispiel 5.2.1. Der oo—fache Miinzwurf.
Es ist 2o, = {(0;1)-Folgen}. Elementare Ereignisse sind Zylindermengen
(nur n Koordinaten sind vorgegeben, die restlichen sind frei):

81,0-,0m
Z00 0 = {w € Dol (W) = 61, 0o, (0) = 8}
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dabei ist ni(w) die k—te Stelle der (0;1)-Folge w (k—te Koordinate von w).
Wir kennen P auf den Mengen Z:

1 n
P(ziri) = (3)

Sei B, die von den Zylindermengen erzeugte o—Algebra. Kann nun P (eindeu-
tig) auf Bo, als Wahrscheinlichkeitsmafl ausgedehnt werden? Die Lebesgue—
Konstruktion zu kopieren, bedeutet hier: Konstruiere das Mafl P durch die
Werte auf Zylindermengen. Wir brauchen dies hier nicht zu tun. Denn jedes
w € 2 kann eindeutig (bis auf eine Menge vom Maf} null) auf ein x € [0; 1]
abgebildet werden. Die Zylindermengen werden dabei auf Vereinigungen von
Intervallen abgebildet. Und das Mafl der Zylindermenge ist das Lebesguemafl
der Vereinigung der Intervalle. Damit ist Po, auf B, festgelegt. (Ich sage noch
etwas zur Eindeutigkeit spéter). Man nennt P, auf B, ein Bernoullimaf.
Die Familie von Koordinatenfunktionen (7)), auf (£2oc,Bo,Poo) (das sind
offenbar Vergréberungen)

Nk 200—{0; 1}

Mk (Weo) = k — te Koordinate von ws,, k € N

bildet einen stochastischen Prozef (das ist eine Familie von Zufallsgrofien,
oder ein ,unendlicher Zufallsvektor) , in diesem Falle einen Bernoullipro-
zef3.

Wir konnten auch die Familie von Funktionen auf ([0; 1], By, A)

er 2 [0;1]—{0;1}, x4+ ex(z), k€N,

betrachten und erhalten eine andere Realisierung des obigen Bernoullipro-
zesses.

5.3 Zufallsvektoren und Prozesse

Das 148t sich nun alles auf endliche oder unendliche Vektoren von beliebigen
Zufallsgrofen verallgemeinern.
Zunichst sei (2, F,P) gegeben und darauf ZufallsgroBen X,Y

X : 00— mit F,
Y :0—0" mit F’,

zum Beispiel gemeinsames Werfen von Miinze und Wiirfel. Uns interessiert,
sagen wir, das Auftreten des gemeinsamen Ereignisses

XcAcF, YecAcF, also

P((X,Y) e Ax A x A") =Px y)(A x A').
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Hier ist das gemeinsame Ereignis ein ,,Produktereignis* — ein Rechteck. Das
ist nicht immer so: Betrachte das Einheitsquadrat ([0;1]%, B([0;1]?), \?) im
R2. Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, einen Punkt aus dem Kreis K
um 0 mit Radius 1/2 zufillig zu ziehen? Hier ist das Ereignis: (X1, X») € K €
B([0;1]?), mit (X1, X2) als kartesische Koordinaten des Punktes. In der Tat
lebt das Bildmaf P x yy des Vektors (X, Y") auf der von Rechtecken erzeugten
o—Algebra, die wir als F x F’ bezeichnen, und die eben nicht nur Rechteck
enthilt.

Es ist daher gut zu wissen, ob die gemeinsame Verteilung, das Bild-
mafl Py y) des Vektors (X,Y) bereits durch Rechteck festgelegt ist. Das
Lebesguemaf ist festgelegt durch Intervalle, aber dabei verbirgt die simple
Struktur, was wirklich vor sich geht, d.h. die eigentliche Konstruktion. Im
Grunde miissen wir das Lebesguemafl auf Vereinigungen von Intervallen ken-
nen, aber selbst das sagt noch nicht, was fiir das Mafl bestimmend ist. Nun,
wenn man P auf den ,kleinsten“ Elementarereignissen kennt, ist P intuitiv
festgelegt. Die ,kleinsten“ Elementarereignisse erzeugt man mittels Durch-
schnittsbildungen. Daher ist folgende sehr technische und nicht weiter aufre-
gende Bemerkung natiirlich:

Anmerkung 5.3.1. Gegeben seien (2, F,P) und (£2,F,P’). F sei erzeugt von
einem , durchschnittsstabilen“ Mengensystem C, fiir das gilt A,B € C =
ANB €. Falls nun P(A) = P'(A) fiir alle A € C, dann sind P und P’ gleich.
Beweis: Zunichst denke man daran, was ein Mengensystem fiir Eigenschaften
hat, auf dem zwei Mafe iibereinstimmen. Wir nennen das Ubereinstimmungs-
Mengensystem G. Fiir G gilt

1. 2 € G, das ist klar.

2. A(e §) ¢ B € G = B\A € G, denn P(B\A) = P(B) — P(4) =
P(B) —P'(A) = P'(B\A). Damit enthilt es mit den Mengen auch deren
Komplemente.

3. Sei (Ay),,cy eine Folge von paarweise disjunkten Mengen in G. Dann gilt
wegen der o—Additivitdt P (U, An) = P' (U,, 4n) , also ist auch |J,, A, €
g

Wir miissen nun zeigen, dafl wenn C C G, dann ist auch o(C) € G. Nun
148t sich das leichter beweisen, wenn wir die natiirliche Kollektion der Ei-
genschaften dieser Ubereinstimmungsmengen abstrakt als charakterisierende
Eigenschaften eines Mengensystem M (1 —3) nehmen (ersetze also in 1.2.3.G
durch M(1—3). Dann zeigt man, dass das kleinste solche Mengensystem, das
C enthélt: M(1 — 3)(C), gleich o(C) ist. Dazu muff man ja nur noch zeigen,
dass Vereingungen von Mengen in M(1 — 3)(C) wieder in M(1 — 3)(C) sind.
Das wissen wir aber nur von disjunkten Vereinigungen. Aber jede Vereini-
gung von Mengen lit sich wie in (4.4)) als Vereinigung disjunkter Mengen
schreiben: My = M, My = M, \ M1 = My N M; und so weiter, und um
darauf zuriickgreifen zu kénnen, muss demnach M(1 — 3)(C) durchschnitts-
stabil sein. Und um das zu zeigen, ist eben der Griff in die Trickkiste mit
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der abstrakten Einfiihrung von M (1 — 3) hilfreich. Es ist ndmlich leichter zu
zeigen (fast offenbar):

1. Die Menge aller M C 2 deren Schnitte mit allen C € C in M(1 — 3)(C)
liegen, ist wieder ein Mengensystem M (1—3). Da es konstruktionsbedingt
C enthilt, enthilt es M(1 — 3)(C).

2. Die Menge aller M C {2 deren Schnitte mit allen G € M(1 — 3)(C) in
M(1 —3)(C) sind ist wieder ein Mengensystem M (1 — 3). Da es nach 1.
M(1 — 3)(C) enthilt, ist M(1 — 3)(C) durchschnittsstabil.

Nun weiter mit

Definition 5.3.1. Die Familie (Xi)k=1,...n von Zufallsgréflen (X; : 2—(2;)
auf (2, F,P) induziert auf (4 X ... X 2,,F1 X...xF,) das n-dimen-
sionale Bildmaf3 Px, . x, , gegeben durch

,,,,,

Px Xn(Alx...XAn):P(XlEAl,...,XHGAn):

=P ({w|X1(w) € A} N...N{w][ X, (w) € 4,}).

Beachte die ,, Konsistenz“ der Familie der gemeinsamen Verteilungen
]P)Xkl’myxkr (Akl X ... X Ak7) =

=Px,, .x, (1,82, ..., Ap,, . Ak, ()

Denn

P(X1e,Xo€ ..., Xk, €Asyyoo o, Xion € Appyeo s X € 82y)
=P2n02n...N{wXk, (w) € A, F N N{w| Xy, (w) € Ap, }N...NN)
=P({w| Xk, (w) € Ak, } N ... N{w| Xy, (w) € Ax, }
= IE”X,C1 ,,,,, X,W(A;cl X ..o X Ag,).

Die Bildmafle kal,..., X, heiflen r—dimensionale Marginalmaf3e oder r—
dimensionale Randmafe des n-dimensionalen Mafles Px, .. x, . Die r-dim
Randmafle sind ergeben sich aus dem n-dimensionalen Mafl durch dessen
Bewertung von r-dimensionalen Zylindermengen.

Definition 5.3.2. : Die Familie (Xy)k=1,... n von Zufallsgrifien auf (12, F,P)
heifst unabhéingig, wenn das Bildmaf$ Px, .. x, faktorisiert:

n
Px,..x. = ][ Px.
i=1

Der Bildraum der Familie (Xg)g=1,... n ist der Produktraum der Bildrdiume
(21 X .o X 25, F1 % oo x Fp), [Ty Px, ). Xi wird auf dem Bildraum zu ny,
der Projektion auf die k—te Koordinate:
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X = (21 % 000 x 20)— 2%, mp(wi,.. Wiy ooy wp) = Wi

Aquivalent dazu ist — beachtet man die Konsistenz — offenbar die Aussage,
daf$ die Familie von Ereignissen
(Xi € Aj)i=1,...n unabhdngig ist fir alle (A;)i=1,. n.

ERREE)

Beispiel 5.3.1. Hier nun eine beispielhafte ernsthafte Darstellung von dem
in Anmerkung 2.7.1 angesprochenem Problem: Eine gemeinsame Realisie-
rung von (unfairem) Miinzwurf und (unfairem) Wiirfel auf ([0;1], By, A) ist
zum Beispiel: Teile das Intervall [0,1] in 12 Teilintervalle ag = 0 < a1 <
as...a12 = 1 und setze fiir den Minzwurf

X :[0,1] - {K,Z}, mitX(x) = K fiirz < ag, X(x) = Z fiir ag < z < a12
und fiir den Wiirfel
Y :[0,1] —{1,2,3,4,5,6, },mit Y(z) =k fiir « € [ax_1, ar) U [ak+5, Gk+6)

Der Bildraum ist dann ' = {K,Z} x {1,2,3,4,5,6}, die c—Algebra die
Potenzmenge davon und

Pocv)({EK k) = AM{z] X (@) < ae} N {2]Y (2) € [ar-1, ar) Ular+s, ar+6)})

=ak — Ag—1

und fiir ,,Z* analog. Die Randmafle sind:

6

{K} ZP(XY) {K k} Z ap — Qg— 1 = Qg,

k=1 k=1
6
x({Z}) = Z Akt6 — Qkt5) = Q12 — g
k=1
Py({k}) = Y Paxy({i k}) = (ar — ar—1) + (aki6 — arys).
i=K,Z

Die Wahl &dquidistanter Punkte aj liefert unabhéngige Realisierungen von
fairem Miinzwurf und fairem Wiirfel. Davon {iberzeuge man sich.

Anmerkung 5.3.2. Wir betrachten hiufig (aber oft, ohne uns das richt klar
zu machen, wenn wir an relative Héufigkeiten denken) eine Familie von un-
abhéingigen Zufallsgrofen (Xy); auf (£2, F,P) wobei alle Py, identisch sind,
dies ist dann eine Familie von identisch verteilten unabhéngigen Zufallsgrofien
(ii.d. = idependently identically distributed). Wir haben hierfiir analog zur
Situation der (eg)r den Produktraum ({2, Bso,Poo), gebildet aus einzelnen
Bildraumen (wobei das unendliche Produktmafl P, aus der Familie der n-
dimensionalen Mafle konstruiert wird, die das Maf} P, auf Zylindermengen
festlegt. Die Situation ist analog zur Konstruktion des Lebesguemafes.
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Auch hier haben wir dann als mogliche Realisierung dieses Bernoulli-
prozesses die Koordinatenabbildungen 71 auf (2o, Boo, Pso). Und wir ha-
ben damit eine Dynamik: den maflerhaltenden shift Ts wie in (3.13) auf
(£260, Boos Poo): nl(TSkil(WOO)) = 1k (Woo)-

Diese ,,dynamische” Sichtweise eines Bernoulliprozesses ist manchmal
niitzlich denn sie sind die direktesten Beispiele chaotischer dynamischer Sy-
steme.






6. Empirik und Integration

6.1 Eine Welt und in ihr viele Ensembles

Wir betrachten jetzt einen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) und darauf
eine Zufallsgrofe X : 2—2' (die in aller Regel die Identitdt X = id ist,
weil wir bereits den Bildraum nehmen). Endlich nun zur Frage, die uns seit
Beginn beschiftigt:

Was bedeutet die Aussage

Px(A)=P(X € A) =p (6.1)

ist die Wahrscheinlichkeit, dal X Werte in A C (2’ annimmt? Von den vie-
len Bedeutungen, die dieser Aussage zugeschrieben wird, verfolge ich jene, die
mit einem zugrunde liegenden fundamentalem Raum von ,, Anfangsbedingun-
gen“ einhergeht, deren Vergroberungen wir zur Kenntnis nehmen, und wo die
Bilder einer relevanten Familie von Vergréberungen typischerweise (bezogen
auf das uns moglicherweise unbekannte Maf}) einem Gesetz gehorchen, dem
Gesetz der groflen Zahlen. Ich bringe die Wahrscheinlichkeits-Ausage iiber
(6.1) also mit relative Haufigkeiten zusammen, aber was hat (6.1) hat mit
relativen Haufigkeiten zu tun?

Wir miissen an eine Versuchsreihe denken, und nehmen beispielhaft wie-
der den Miinzwurf: Entweder werden viele gleiche Miinzen auf einmal gewor-
fen, fiir jede steht ein X; und alle X; : 2—{0; 1} bilden einen Bernoullipro-
zefl. Oder wir werfen eine Miinze viele Male, der i—te Wurf ist X; : 2—{0;1}
und alle X; bilden wieder einen Bernoulliprozes.

Anmerkung 6.1.1. Warum sage ich hier so einfach, dafl ein Bernoulliprozefl
entsteht? Offenbar denke ich an Kapitel 3 und das Worterbuch und setzte
die Sache in Analogie. Die Miinze wird tatséichlich geworfen, aber woher
habe ich die Sicherheit, daf} sich die Ausgiinge als unabhéngige Zufallsgrofien
reprasentieren lassen? Die Sicherheit habe ich iiberhaupt nicht, es ist eine
Annahme, die mir verniinftig erscheint auf Grund der instabilen Dynamik
des Miinzwurfes. Dazu habe ich schon viel gesagt. Jetzt nur intuitiv: Bei
jedem neuen Wurf ist alles vorherige vergessen.

Ich will ein Beispiel fiir das Gegenteil angeben: Ich werfe eine Miinze:
Kopf, nochmal: Kopf, beim dritten Wurf: Kopf. Jetzt bin ich verdrgert und
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lege beim vierten Mal die Miinze auf Kopf, so dafl Zahl erscheint. Hier ist
der vierte Wurf nicht unabhéngig von dem, was vorher geschah. Und es ist
auch kein ordentlicher Miinzwurf. Das Beispiel macht eben auch deutlich, was
wir im Kopf haben, wenn wir ,,unabhéngig* sagen: Ehrliche, vorurteilsfreie
Wiirfe. Aber wir kénnen nicht dariiber hinwegtiuschen, daf letztlich hier die
Physik gefragt ist. Sie mufl uns eine Miinzwurfreihe liefern mit genau den
Eigenschaften, die wir Bernoulli nennen. Das habe ich ja auch schon alles
gesagt.

Jetzt weiter: was sind genau diese Eigenschaften. Wir denken uns X, ..., X,
als Kopien (Realiserungen) von X, das heift

Xi : Q—>Q/7 ]P)Xi = PX fiir alle ¢ und

n
Px,,..x, = | [ Px:
i=1

Das ist die Bernoullieigenschaft. Jetzt weiter mit dem Gesetz der grofien
Zahlen, das uns inzwischen schon geldufig ist: Fiir typische w € 2 wird
(Xi(w));—y _, die richtigen relativen Héaufigkeiten zeigen.

Das ist des Pudels Kern: Das Eine und das Viele, das Wahrscheinlich-
keitstheorie so schwierig macht: Die Rolle und die Herkunft des Ensembles.
Ich denke an den physikalischen Miinzwurf, bei dem ich hintereinander werfe
(oder mehrere Miinzen gleichzeitig — das ist egal). Das ist eine Welt, ein
w in der ich das tue. Und es sind die X;(w) von diesem einen w, die beim
Miinzwurf herauskommen. Die Gesamtheit der Ausgénge verschafft mir ein
experimentelles Ensemble von Werten, und iiber dieses empirische Ensemble
muf} ich mit meiner Wahrscheinlichkeitstheorie etwas aussagen. Zum Beispiel
kénnte sie voraussagen: Es gibt ein w, wofiir die X;(w) genau die reguliire
Regellosigkeit zeigen, aber das wire unbefriedigend. Warum? Weil wir dann
die Stdrke der Voraussage anzweifeln kénnten: Warum erleben wir diese sehr
spezielle eine Welt, dieses eine w? Aber Wahrscheinlichkeitstheorie liefert au-
tomatisch eine befriedigende Voraussage: Es gibt nicht nur ein w, sondern
typischerweise erscheinen die relativen Haufigkeiten richtig, das heif3t die mei-
sten w liefern die richtigen relativen Haufigkeiten. Nur darf man nun eines
nicht tun: Die Kollektion dieser meisten w als Ensemble ansehen! Wir erleben
nur ein — typisches — w.

Die Voraussage ist sehr seicht, wenn die X; als unabhéngig angenommen
werden — denn dann steckt man ziemlich das rein, was rauskommt. Aber
im Grunde wissen wir — werden aber den Beweis schuldig bleiben, weil es
viel zu schwer wire zu zeigen — daf} die Physik diese Unabhéngigkeit liefert.
Das ist gerade die Stérke von (3.3.1); da ist etwas gesagt iiber Zahlen und
Lebesguemaf}, da wurde nichts hineingesteckt, da kam alles heraus.
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6.2 Empirische Gréflen und theoretische Voraussagen

Wir miissen weiter, wir nehmen obiges spéater wieder auf. Also zuriick zu den
relativen Haufigkeiten. Da ist einerseits die empirische Verteilung: Fiir ein
typisches w muf} fiir grofle n gelten

% i 14 (X:(w)) ~ P(X € A) = Px(A). (6.2)
i=1

Die hatten wir in Definition (3.3.1)) fiir eine diskrete Zufallsgrofie formuliert.
Nun miissen wir aber auch an stetig verteilte Zufallsgroen denken:

Definition 6.2.1. Sei X Zufallsgrifie auf (£2,F,P). Dann heifst
(a) X stetig verteilt, falls es eine positive Funktion p(x) gibt (iblicher-
weise Riemann-integrierbar) mit

/ p()A(dz) <: / p(x)d:v) 1 und

Px(dz) = p(a)A(dx) = (p(x)dw).
p(x) heifst Wahrscheinlichkeitsdichte von X und Px heifft absolut stetig
beziiglich dem Lebesguemaf$. (Man schreibt auch P << X. Anders gesagt: Jede

Lebesgue-Nullmenge ist auch P-Nullmenge.)
(b) X heifit diskret, falls X (w) € {a1,...,an,...} und

Px({a;}) =pi mitpi >0, Y p;=1.

Wir schreiben

x) = Zpié(sc —a;)dx

In dieser Definition kommte das Punktmafl é(x — a) wieder vor, das glat-
te Funktionen f linear auf [ f(z)d(z — a)dz = f(a) abbildet. Die Sichtweise
des Mafles als Gewicht auf dem Punkt a gibt im Maflintegral-Sinne (Eintei-
lung der Ordinaten-Achse) sofort dieses Ergebnis, man muss sich das einfach
nur aufmalen. Im stetigen Falle ist es nicht einfach von einer punktweisen
relativen Héufigkeit zu reden. Man fithrt da der Bequemlichkeit halber eine
verallgemeinerte empirische Verteilung ein:

Definition 6.2.2. Sei X stetig verteilt, und Xy, i.i.d. mit X, dann heifst

1 n
pemp 726‘%7)(]6
k=1

3

die empirische Dichte von X. Es gilt

/}mwu—xwmmzﬂxw»
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Die theoretische Voraussage fiir die empirische Dichte ist geméfl dem Gesetz
der grofien Zahlen (das wir nachher einfachst beweisen werden) die Dichte der
ZufallsgroBe X. Offenbar kann man im stetigen Falle nur ausgeschmierte em-
pirische Héufigkeiten abfragen, also schaut man haufig nur Vergroberungen
der empirischen Haufigkeiten an. Die einfachste ist das empirische Mittel

n

Z X;(w) = ,theoretischer Mittelwert*“. (6.3)

i=1

1
n

Aber was ist der theoretische Mittelwert? Um auf die theoretische Aussage
zu kommen, benutzen wir (6.2) und schreiben erst

PRIEEES B ISR
i=1 i=1 j

(wobei wir

~ ijl{mj} (Xi(w))
J
gesetzt haben). Dann ist dies nach Vertauschung der Summation mit (6.2)

- Z]P’ (X € Azj)x Zx] {w| X (w) € Az;})
= ij Al‘]))

= Z xj]P’X AJC])
J
Und nun erinnern wir uns an den Abschnitt (6.1) iiber das Lebesgueintegral,

das ist nun keine Uberraschung mehr. Wir bilden mit P oder Px — beides
geht gleichermaflen gut — das Lebesgueintegral nach

S i P(X 7 (Axy) / X(w / 2P (dz).

Es ist nicht notig, mehr zum Integral zu sagen, als dafl es dem Lebesgueinte-
gral nachempfunden ist. Das Lebesgueintegral ist jetzt nur noch ein (durch-
aus fundamentales) Beispiel des allgemeinen Maflintegrals, gebildet mit P(dw)
oder Px (dz). Insbesondere kénnen wir auch diskrete Zufallsgréfien betrach-
ten, deren Bildmaf ist dann auf Punkten konzentriert. Aus (6.3) wird also
fiir typische w und grofle n

%ZXi(w)z / X (w)P(dw) = / 2Py (). (6.4)

Die letzte Gleichheit ist besonders hervorzuheben.
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Beispiel 6.2.1. : X = ¢; auf ([0; 1], B([0;1]), A). Als Kopien kommen X; = ¢;
in Frage, und wir haben gezeigt, daf fiir die meisten w

n 1 % 1
qu(w)NIE(el):/ el(w)duJ:/ Odw+/ 1dw:%:/x]P’X(dx):?
n 4 0 0 1
=1 2

Uns interessiert nun das ,,7“. Die Abbildung X : [0;1]—R geht nur in die
Teilmenge {0;1}, das Bildma8 Px (dx) ist entsprechend das Punktmaf

Py (dz) = %(5(55 — 1)+ 6(a))de,

oder
falls 0€ AN1¢ A,

falls 0 AN1 €A,
falls 0€e AN1€ A,
falls 0 AN1¢& A,

=
N
=
I
Pac
8
=
Il
O ool

also insbesondere

Px({0) =3 Px({(1)=3.

Das Integral mit dem Punktmaf} wird natiirlich zur Summe:
/xIP’X(dx) = Zﬂﬁipx({ﬂﬁi}) =0- 1 +1- 1
, 2 2

Also
Definition 6.2.3.

EX) = /X(w)IP’(dw) = /m]P’X(dx)
heifst der Erwartungswert der Zufallsgrofie X . Im Fall

() BX) = [ pla)da,

(b) E(X)= Zaipi.

Nochmals: Ganz wichtig ist die zweite Gleichheit in der Definition von
IE(X), die wieder Ausdruck der skaleninvarianten Struktur ist. Einmal inte-
grieren wir die Funktion X (w) auf dem urspriinglichen Raum und dann die
triviale Funktion ,Identitdt“ auf dem Bildraum. In der Regel ist man sich
der mittleren Gleichheit gar nicht bewufit. Wie beim Miinzwurf:
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Beispiel 6.2.2. X = e auf ([0;1], B([0;1]), A).

E(X) = /Olel(w)dw _ /x (;50(:5) + ;51(33)) dz=0- % .y %

Ganz rechts steht die Art, wie man den Erwartungswert des Miinzwurfes
gewOhnlicher Weise bildet.

Der Erwartungswert ist definitionsgeméf (Integral!) linear, das heifit es
gilt fiir X, Y auf (2, F,P)

E(X +Y) = E(X) + FIE®Y),
E(]X|) > E(X) Dreiecksungleichung.

Auflerdem
Va e R: IE(a) = a.

Die typische asymptotische Gleichheit des empirischen Mittels und des
Erwartungswertes (6.4) — das Gesetz der groflen Zahlen — miissen wir
natiirlich noch in dieser allgemeinen Setzung zeigen, aber das ist nicht schwer
und kommt spéter.

Wichtiger ist fiir uns die Beobachtung, dal IE (h(z)) fir alle integrierbaren
Funktionen / das Bildmaf} endeutig bestimmt. Das ist einfach und liefert uns
eine ganz wichtige (und bereits hiufig angewandte) Formel. Sei h =14, A €
F', dann ist

E (1L4(X)) = / 14(X (w))P(dw) = / 14(2)Px(dz) = Px(4),  (6.5)

das heifit wir brauchen uns nur auf Indikatorfunktionen der Mengen in F’ zu
beschrinken, um Px zu kennen. Wir erhalten hieraus sofort eine triviale und
dennoch extrem wichtige Abschétzung:

Anmerkung 6.2.1. Simple Abschétzungen:
(a) Sei IE (| X|™) < co. Dann ist

1
P(X|>a) < —E(X]"), dem
an

P(X] > ) =PXI" > 0") = [ Lojxinioysan (0)P(do) <

< [ B p@) = TE(xr.

Fiir n = 2 heifit sie Chebychevsche Ungleichung, fiir n # 2 Markovsche
Ungleichung.

(b) Wir kénnen noch besser: Falls fir A > 0 : IE (e*) < oo, gilt die
exponentielle Ungleichung

P(X >a) =P(AX > Xa) =P (M > &) < e ME (eMY).
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Fiir n = 2 ist die Abschéitzung gut ausrechenbar, und das zweite Moment
ist auch eine theoretische Voraussage fiir die mittlere Schwankung

1 — —\2 .o 1 u .
E;(Xi_X)’ wobei X—gi:ZIXi ist.

Theoretisch ist diese Grofle durch die Varianz gegeben:
VarX = E ((X; - [EX)?) = EX® — (EX)*. (6.6)

Es ist eine leichte und gute Ubung, die zweite Gleichheit zu beweisen. (Man
bemerke, dafl Y = X —IEX Erwartungswert null hat. Man nennt diese Gréfie
zentriert.) Aufgrund der ersten Gleichheit ist VarX > 0, die zweite Gleich-
heit sagt uns, dafl

E(X?) > (E(X))*.

Was steckt dahinter? Die Konvexitiit der Funktion z2. Eine Funktion f heifit
konvex, wenn es zu jedem zg eine Gerade G(z) = o + Sz gibt mit G(xg) =
f(zo) und G(z) < f(x) fiir alle  (Abb. 6.1))

Seien nun Punkte (z;); und Gewichte p; > 0, >, p; = 1, gegeben. Dann
gilt fur xo = ), piz;

f(z0) = G(x0) =G (ZP#&) =a+ 521%‘131’ =

- Zpi(a + Bx;) = ZPiG(mi) < Zpif(mi)’

also f <Zpi37i> < szf(xz)

und somit

Lemma 6.2.1. Jensensche Ungleichung

SIE(X)) <E(f(X))
fiir konvexe Funktionen f.

Nun zu VarX = 0. Man kann leicht sehen, dafl dies nur moglich ist, wenn
X keine Schwankungen hat:

X(w) =IE(X) fir fast alle w.

Fiir fast alle w heiflt, die Ausnahmemenge N bildet eine P-Nullmenge:
P(N) = 0, und P-Nullmengen fallen nicht ins Gewicht. Die Werte von X
auf einer P-Nullmenge tragen zum Integral nichts bei.
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X,

Abb. 6.1. Konvexitat

Beispiel 6.2.3. Sei P(dw) = A(dw). Sei
X :[0;1]—R, X(w)=uw?

w? fiir w irrational,
0 fiir w rational.

v ={

Dann ist X (w) = Y (w) fiir P— fast alle w und

/ X (w) — Y (w)|Mdw) = 0.

Allgemeiner:

Definition 6.2.4. : Sei n > 1. Dann heifit IE (| X|") n—tes Moment der
Verteilung von X, des Bildmafles von X oder von X selber. IE (| X|™) kann
von einem n ab oo sein. Wenn IE (e’\|X‘) endlich ist, kann man nach X dif-
ferenzieren und erhdlt:

(ddA)n E ()| =E(x]).

Analoges gilt ohne Betragsstriche. Man nennt IE(e’“X‘) die erzeugende

Funktion.

Offenbar vertauschen wir hier Differentiation mit Erwartungswertbildung,
also Integration. Warum ist das unproblematisch? Nun, erstens weil das in
der Regel unproblematisch ist und zweitens kénnen wir leicht ein Argument
geben. Dies benutzt allerdings den Satz von der dominierten Konvergenz
aus der Lebesgueschen Theorie der Maflintegration: In unser jetzigen Nota-
tion besagt er: Falls



6.3 Charakteristische Funktion 95

frn(w) — 0 punktweise (das heift fiir jedes w) und falls
|fn(w)] < g(w) mit IE(g) < co, dann ist
lim 1B (f,()) = 0.
Und genau das brauchen wir fiir die Vertauschung: Wir betrachten

Aw) = exp()\|X)Ew)|) — 1.

fa(w) geht mit A — 0 punktweise gegen X (w). Nun brauchen wir noch g(w)
als dominierende Funktion. Die kriegen wir aber sofort aus dem Mittelwert-
satz: Denke an A € [0, 1], dann ist

(@) = [X (w)[exp(u| X (W)]), pe[0,1],

so dafl wir g(w) = exp(2|X(w)|) wihlen kénnen. Diese Funktion hat nach
Vorausetzung endlichen Erwartungswert (d.h. sie ist integrierbar).

Man kommt schnell zur Frage, ob ein Mafl durch seine Momente festgelegt
ist. Das ist die Frage nach der Konvergenz der Reihe und man braucht Ana-
lyzitdt in A. Ich rede aber lieber iiber die charakteristische Funktion, die uns
in diesem Sinne besser dient: Das ist die Fouriertransformierte des Mafles,
ein {iberaus wichtiges technisches Hilfsmittel.

6.3 Charakteristische Funktion

Definition 6.3.1. : Sei X eine zundchst reellwertige Zufallsgrifie auf (£2, F,P).
Die Funktion ¢x : R— C gegeben durch

ox(y) =1E (ein) = /Px(dm)eiym

heifsit die charakteristische Funktion der Zufallsgrifie X. ¢x(y) ist die
Fouriertransformierte des Bildmafles Px :

Wenn X stetig verteilt ist mit Dichte p
Px(dz) = p(x)A(dz) = p(z)dz,
dann ist ¢x (y) die Fourier(riick)transformierte der Dichte:
6x(6) = [ p(a)da.

Wenn Px (dz) = Y7 pida, (x)dz dann ist

Px(y) = Zpieaiy-
i=1
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Die Riickrechnung, d.h. die Bestimmung des Mafles ist mathematisch einfach,
wenn es sich um ein stetiges Mafl handelt, es ist mathematisch nicht ganz so
einfach wenn es sich um ein diskretes Maf handelt (weil die Dichte dann die
0’s enthilt). In jedem Falle aber ist

1 —iz
pla) = 5 [ olw)edy, (67)
s
Dem zugrunde liegt die berithmte Formel
1 C
— [ @ ydy = §(a’ — z), (6.8)
2w

denn fiir g € S( siehe Anmerkung[6.3.2) gilt
lim — /dx' /L dye 1@ =2y g (2 = g(x).
L—oo 27 _L

Das zeigt man leicht und ist zudem gute Analysis.

Anmerkung 6.3.1. Jede charakteristische Funktion erfiillt
(a) ¢(0) =1

(b) [o(y) <1

(c) ¢(y) ist gleichmifig stetig

(d

) ¢(=y) = ¢"(y)
(a) und (d) sind klar.
(b) [I ()| < (

einD =1E(1) = 1.

(c) ist aufwendiger:
lo(y +h) — o(y)| = ‘IE (ei(y+h)x _ ein)‘ _

=B (" (" —1))[ < B (|e"* ~1]),
und wir wiirden nun gerne lim,_.g unter den Erwartungswert ziehen. Dazu

brauchte man beim Riemannintegral so etwas wie gleichméfiige Konvergenz
der Funktionenfolge

fn(w) =

Aber hier haben wir Lebesguesche MaSintegration (oder besser: einfach Ma-
Bintegration). Hier kénnen wir einfach wieder den Satz von der dominierten
Konvergenz anwenden. Da

ehX (@) 1‘ gegen 0.

fn(w) — 0 punktweise und da
W) <2 und [E(2)=2<oo, folgt
|
lim I (f,(w)) = 0.

Und genau das wollten wir haben.
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Aus (d) folgt noch eine seltsame Eigenschaft: Jede charakteristische Funk-
tion ist positiv definit.

(e) Z é(yi — yj)uiti; >0
ij—=1

fiir beliebige u; € C,i=1,...,n und y; € R.
((e) definiert die positive Definitheit einer Funktion.)

Denn
n n
E 1 (el(yi*yy‘)xuiﬂj) =IE E el(yi*yj)Xuiﬂj =
1,j=1 i,5=1

n n
=1E (Z eiy"'Xui> Z e Wi g, =1E(z2).)
i=1 j=1

Man kann dies benutzen um Mafle zu erzeugen, denn die Umkehrung
»jede positiv definite Funktion ist charakteristische Funktion“ gilt in grofler
Allgemeinheit.

Spezieller gilt:
Lemma 6.3.1. Falls IE(X) = 0 und falls IE (| X|?) < oo,

2
ox(y)=1-— %IE (X?) +o(y?)

Beweis. Durch Entwicklung der e-Funktion (0 < ¢ < y)
ox(y) =E (ein)
TR
= (1 +iyX — 2X2e‘<X)
2
=1 LB (X?) + B (X7 (1 - X%Y))

=1- y;]E (X?) +o(y?), (6.9)

und im letzten Schritt wieder mit dominierter Konvergenz wie schon vorher:
%in% 1—X2% 0, |1-X2%¥|<2
Beispiel 6.3.1. Wir sollten eine charakteristische Funktion kennen, n&mlich

diejenige der normalverteilten Zufallsgrofie: Das ist eine Zufallsgrofle, deren
Bildmaf die Gaufische Glockenkurve als Dichte besitzt.
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Px((—o0,x)) = dy—.
oo 2mo
o? ist die Varianz dieser Zufallsgrofle:

?/2

e [ () [y
ar = = | —— e = o2,
_ooy 4 2mo V2o dA oo Y A=51y

N——

>4

. _ (.1/—362@2
Ubrigens ist fiir die obige Verteilung IE(X) = 0, so daf} die Dichte %
den Erwartungswert IE(X) = z besitzt.

Nun aber zu

12
iX R 1 R A
ox(y) = (V) = dzel®V - dpe— ooz Hey _
5o 2o 210 J—

o2y? 0o

= % /OO dpe=(@*~i1V20ay) _ e’ / dxef(whm%wy’ =) =
™ — 00

N

— 00

o242 oo

e T2 —(z—i-2q)?

= / dwe™"715Y)
VT s

Aufgrund der Holomorphie von ¢’ konnen wir entlang des Weges £(t) =
t+ i%y, t € (—o0,00) integrieren:

/ dte="" = /7, also

— 00

2,2
QSX(y):efT‘ =e 2 Y,

Das ist ein wichtiges Ergebnis: Die charakteristische Funktion (die Fourier-
transformierte) einer normalverteilten Zufallsgréfe (einer Gaufunktion), mit
Breite VarX, ist wieder eine Gaufifunktion, mit Breite ﬁ Das benutzen
wir nachher.

Anmerkung 6.3.2. Nun hatte ich oben gesagt ,, Fouriertransformation des Ma-
Bes* und , Fourier(riick)transformation der Dichte®. Das sollte noch kurz ge-
klart werden. Ublicherweise wird die Fouriertransformation einer Funktion
f(zx) als

fo) = 5 [ e ra)de

definiert, also mit dem Minuszeichen im Exponenten. Es ist natiirlich, bei
Maflen das konjugiert komplexe zu nehmen, weil Mafle durch die Integration
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von Funktionen diese linear auf reelle Werte abbilden. Deswegen sind sie
natiirlicherweise duale Objekte. Wir fassen das Mafl dann als Distribution
auf, das heifit als lineare Abbildung vom Schwartzraum S nach R, wobei der
Schwartzraum S die Menge aller C*°—Funktionen ist die selbst und deren
simtliche Ableitungen mit || — oo schneller als jede Potenz abfallen. Der
Raum &’ der Distributionen ist die Menge der linearen Abbildungen von S
nach R, der Dualraum von S, wobei die Dualitdt dem Skalarprodukt angepafit
wird. Wenn @ € S’ ist und die Wirkung von @ durch ein Integral mit einer
Funktion f vermittelt wird, schreibt man nicht

/ f(x)g(x)dx sondern

/f )z = {f,g).

Das ist alles. Fouriertransformation von &’ nach 8’ wird nun einfach durch
Dualitét erkldrt. Sei @ € &, dann ist

B(g) :=2xd(§) firalle ge S

und das lesen wir nun fiir & = P. Gesucht ist P und das wird naturgeméf als
Distribution durch

o) = [ e B(aa)

vertreten, denn

B(g) = 2nP() = 2 / (2)P(dx)

/ / dye™ %7 g(y)P(dz)
— / dy ( / eiwp(dx)> 9(y) = / ¢"(y)g(y)dy






7. Das Gesetz der grof3en Zahlen

In den folgenden zwei Kapiteln werden wir die Rechnungen aus dem Unter-
kapitel 2.4] abstrahieren.

Zuerst kommen wir zur theoretischen Vorhersage (6.2) , dafi die empi-
rischen Mittel typischerweise gleich den Erwartungswerten ist. Also denken
wir an ein Ensemble von Kopien einer Zufallsvariablen, sagen wir einfach von
X1, und dann seien die Zufallsvariablen Xi,...,X,, n € N, auf (£2, F,P)
unabhingig und identisch verteilt, also

IPXI ,,,,, Xn :IFDX1 ‘...']P)Xn, ]PXi :PXl fir alle <.

Dann gilt fiir alle € > 0 das ,,schwache® Gesetz der grofien Zahlen:

ot

oder besser, weil kein Limes vorkommt: fiir alle € > 0 und § > 0 existiert ein
Ny, so dafl

I

oder dquivalent fiir alle e > 0 und § > 0 existiert ein Ny, so dafl

ot

Man sollte das so denken: Typischerweise, d.h. fiir die meisten w zeigen die
empirischen Mittel der Bildwerte die theoretisch berechenbaren Werte. Dabei
sollte man daran denken, daf§ X auch fiir eine Funktion einer uns eigentlich
interessierenden Zufallsvariablen Y stehen kann, z.B. X, = 14(Y}), die rela-
tiven Haufigkeiten von Y gebend. Das liefert dann z.B. mit Beachtung von
(6.5) die Voraussage (3.16), wenn die Unabhéngigkeitsannahme der einzel-
nen Kugelldufe und der Links-Rechts-Entscheidungen beim Lauf einer Kugel
gerechtfertigt sind.
Wir setzen X = X — E(X) und

% Z X;(w) — E(X))

> e}) —0 fiir n — oo, (7.1)

% Z X;(w) —E(X1)

> 6}) < ¢ fiir alle n > Ny,

% 3 Xiw) ~ E(X)

>6}> >1—4 fir alle n > Np).
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5, =3 %,
i=1
Dann ist (7.1)
1 _
P <{|Sn| > e}) — 0, n — oo. (7.2)
n
Der Beweis ist unter der Voraussetzung, dafi E (|X 1|2) < oo ist, trivial, sofern
wir die Chebychev-Ungleichung Anmerkung 6.2.1! als trivial einsehen.
Ich will das etwas anders sagen: Fiir grofie n soll %Sn(w) nicht mehr
streuen! Ein Maf3 fiir die Streuung ist die Varianz. Warum hat die skalierte
Summe %Sn (mit % skaliert!) geringe Varianz?

Um die Notation zu vereinfachen sehen wir die X, als zentriert an:
E(X;) = 0. (Das erspart uns das setzen des Querstriches). Dann ist

2
1 & 1 —
Var <n§X> =K (n;X>

1 " 1 &
= —E dOXiX; | = —~ Y E(X:X;). (1.3)

ij=1 ij=1
Um hier fortzufahren, schieben wir die anstehende Frage ein:

Anmerkung 7.0.3. Wie behandelt man den Erwartungswert des Produktes
zweier Zufallsgroffen? Da geht es um ein Paar von Zufallsgrofien, also allge-
mein um

Mﬂmxm:/ﬂ&w»&wm@n (7.4)

Also ist das klar. Aber das ist nur eine Art der Sache zu begegnen, eine andere
Moglichkeit ist es, auf den Bildraum zu gehen:

/ﬂ&wwmmmw>

A Zf(yi,Zj)P({W\Xl(W) € Ay} N{w|Xz(w) € Az;})
= Zf (Y, 2j) Px, x5 (Ayi x Azj)

~ / / £y, 2)Px, x, (dydz2). (7.5)

Bei Unabhéngigkeit ist Px, x,(dydz) = Px, (dy)Px,(dz), und damit pas-
siert wieder diese duflerst seltene Sache, dal ndmlich ein Integral {iber eine
Produktfunktion zu einem Produktintegral wird:
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E(f(X1)g(Xa2)) /ﬂxwmwmmmm

_ / / F(0)g(=)Px, (dy)Px, (d2)
F@m/}@mmmwjﬁww&ma

/f » [ ape)

JE(X2) (7.6)

Zuriick zu (7.3). Die Doppelsumme gibt n? Terme, das hebt den Faktor
n? gerade auf; demnach miifite die Varianz von der Ordnung 1 sein. Aber die
X; sind unabhéngig und das bedeutet fiir 7 # j gilt

E(XiX;) =E(X:)E(X;). (7.7)

gemifl (7.6). Die rechte Seite ist aber null, denn E(X;) = 0, das heifit von
den n? Termen in (7.3) bleiben nur noch die Diagonalterme. Das sind nur
n Terme. Folglich geht die Varianz der skalierten Summe mit % gegen null.
Was wir hier als wichtiges Ergebnis festhalten, ist

Lemma 7.0.2. Das \/n-Gesetz: Seien X; unabhdingige Zufallsvariable, dann

18t
ar <ZXi> = ZVar (X:)

d.h. die Wurzel der quadratischen Abweichung wdichst wie v/n.

(Diese Tatsache benutzt man oft beim Aufsummieren von Fehlern bei Me§-

apparaturen.)

Hier ist nun der Beweis von (7.1): Sei X; = X; — EX;, dann ist
P |1§:X() E(X)| > P |1zn:)’(()>
wl||— (W) — € = wl||— i(w
s 1 1 "= l
1

_p ({w| ’s

Chebychev ]

n2e?

= EQ—Var(Xl)
Anmerkung 7.0.4. Man nennt diese Art von Konvergenz auch manchmal
Konvergenz in Verteilung, im Mafl oder stochastisch. Stérker ist jene, die
uns versichert, daf} fiir fast alle w der Limes der S, /n gegen null geht, das
ist das starke gesetz der groflen Zahlen, und wir haben in 4.5.1] gesehen, wie
man die obige Abschéiitzung verbessern muss, damit das leicht herauskommt.
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Es ist klar, daB8 X7 und X5 genau dann unabhingig sind, wenn
E (9(X1)h(X2)) = E (9(X1)) E (h(X2)),

fiir g und h in einer geniigend grofien Familie von Funktionen gilt, zum Bei-
spiel charakteristische Funktionen: Wenn

E (eiylxleiy2x2) =F (eiy1X1) E (eiszz) ,
dann sind X; und X5 unabhéngig.

Es reicht natiirlich nicht, dafl E (X;X5) = E(X;)E (X2), um auf Un-
abhéngigkeit schlieflen zu kénnen.

Beispiel 7.0.2. Triadische Entwicklung von z € [0; 1] mit P = A
x=0,t1ta... mit ¢ € {0;1;2}.
t; und ¢9 sind unabhiingig. Setze X1 = (t; — 1)ta, Xy = to. Dann ist
E(X1X5)=0=E(X71)E(Xs), aber
E(X7Xo) =E((ti —1)*3) =E((t1 —1)*)E(t3) #
#E((t1 —1)*5)E(t2) =E ((t1 —1)*) E(3) E (t2).
Mit den Erwartungswerten

5 9
E(t))=1, E(&3) = 3 E(t3) = 3= 3
sieht man, daf} die linke und rechte Seite in der Tat verschieden sind. Da
rechts E (X7) E (X2) steht, sind X; und X nicht unabhéngig.

Die Voraussetzung der Unabhéngigkeit im Gesetz der groflen Zahlen ist
mathematisch vollig iiberzogen. Wenn man

I .
- Z E(X;X;)—0 fiirn— oo
ij=1
hat, reicht das offenbar aus. Dazu brauchen wir natiirlich enorm viel weniger

als die Unabhéngigkeit von X; und X fiir ¢ # j. Es geniigt offenbar, dafl

E(X,X;) ~

i—j

also schwache Abhdngigkeit ist schon ausreichend. In der Tat braucht man
schliefllich keine Unabhéngigkeits-Eigenschaft mehr, sondern nur noch ,, Er-
godizitit“. Aber das wiirde hier zu weit fiihren.
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Anmerkung 7.0.5. Uber groBe Abweichungen.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit fiir eine groie Abweichung vom Mittel
wirklich? Sei wieder E(X;) =0

Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit

P ({w|Sn > ne}) ?

Wenn die Verteilung, das heifit das Bildmafl Px noch E (etX) <oo,teR
ist folgende exponentielle Abschitzung fiir grofe Abweichungen méglich und
auch natiirlich.

P ({w|Sn > ne}) = P (tS, > tne) = P ("5 > ™)
S e—tneE (etSn)
— e—tneE (H etX,;) — e—tns (E (etXl))n
i=1
= =c¢ "exp (n InE (etXl)) .

Setze M(t) = E (e'*1) und als , Ratenfunktion® I(e) = sup, (te —In M (t))
(man nennt dies die Legendretransformation der Funktion In M(¢) . Dann
gilt

P ({w|Sy, > ne}) < e ™), (7.8)

Anmerkung 7.0.6. Niaherungsweise (ohne die Abschétzung korrekt fortzufithren)
bekommt man

72
E () =1+ LE (XT), mit e [0;¢] und

2
t2 ) t2 o _ 12 )
In(1+5E (X7)) < ZE (X7) < S E(X7)
also gilt fiir (7.8):
2

R exp (—tne + nEE (Xf)) .

Im Exponent wird —te + %E (Xf) minimal fiir t = m; dieses t ergibt
1
oben als Exponenten —ﬁi?), also insgesamt
ne?

Das ist ebenfalls ein Wiederauftauchen des Wurzel-n-Gesetzes Lemma [7.0.2/in
der Form, dal e = O (\/571> offenbar die Grenze der groflen Abweichungen

darstellt. Also in dem Bereich bewegen sich die zu typischen Fluktuationen.
Wir werden dies im néchsten Kapitel allgemein beweisen.
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Es gibt ein {ibrigends ein wunderbares Argument von Cramer, das einem
versichert, dafi diese Abschéitzung nicht verbessert werden kann. Die Grundi-
dee ist dabei, dafl wenn das Supremum in der ,Ratenfunktion“ angenommen
wird, sagen wir im Punkte £, dann ist I(e) = £e—1In M (£), und Differentiation
nach ¢ liefert dann ex

1
e~ Larg - B
E (65X1 )

M
Das verwende man zur Definition eines neuen Mafles

et
x, (dz) = W]P)X1 (dz),

woraus man nunmehr ein neues Produktmafl P/ bildet, unter dem die ska-

lierte Summe %" gegen e geht, d.h. unter dem neuen Maf ist die ehemals

grofle Abweichung typisch! Damit ist es einfach nun

IP’(Sn>e5>
n

fiir beliebig kleine § abzuschétzen:

IP’<5n>e—§> <]P)<S;Ln€[e—5,e+5]>

n

_ / 1 closerayBldw)

— efn(67§)+nln1v1(§) /M(g)fn HeEXil{ST"e[e—57e+6]}P(dw)

K2

— e~ n(e=8)+nln M(£) / o / 1{%6[676’@%]}()(1, o ’Xn) HP,X:' (dxi),
[

wobei das Integral wegen des Gesetzes der grofien Zahlen gegen 1 geht.

Grofle Abweichungen vom Mittel haben also exponentiell kleine Wahr-
scheinlichkeit. Also die Menge der w, fiir die grofle Abweichungen vorkommen
haben kleines Maf. Und was bedeuted das fiir ,,unser® typisches w, das wir
erleben? Es bedeuted, dafl in der relativen Héufigkeit der Werte (X;(w)); (als
Folge in ¢) durchaus grofie Abweichungen vorkommen konnen, aber diese sind
extrem rar.



8. Der zentrale Grenzwertsatz

Wir kénnen das Gesetz der groflen Zahlen so lesen: %2?21 X; ist fiir grofle
n determiniert, es gibt keine Schwankungen (Fluktuationen) mehr:

1 n
=3 X — B(X1) ~ 0.
n =1

Das bedeutet, dafi die Skalierung mit 1/n Fluktuationen um den Mittelwert
unterdriickt. Das Wurzel-n-Gesetz Lemma [7.0.2 besagt, dafl Fluktuationen
im \/n—Bereich liegen, das heifit

> X - nE(X)) & v/n.
i=1

Also betrachten wir die mit ﬁ reskalierte Summe:

1 1 2
ﬁsn =7 <;Xz - ]E(X1)> ;

so daf

Var \/177571> ~ O(1).

8.1 Konvergenz der charakteristischen Funktion

Was konnen wir iiber die Verteilung von ﬁSn im allgemeinen sagen? Man

sollte meinen: Nicht viel. Aber das ist falsch! Um die Verteilung in den Griff
zu bekommen, empfiehlt sich die charakteristische Funktion. Warum? Nun,
wenn X; und X, unabhéngig sind, dann ist

Px1+x,(y) =IE (eiy(x1+X2)> =IE (eV*1e¥¥2) =

=T (V) IE (e¥72) = ¢x, (y)dx, (y)-



108 8. Der zentrale Grenzwertsatz

Ein iiberaus interessantes Ergebnis; denn wir wissen, daf§ die Fouriertrans-
formation einer Faltung

f(z)=g=*h(z) = /g(x)h(z — z)dz,
d.h.

fly) = /eiyzf(z)dz = //eiyzg(x)h(z — z)dadz
= [ [ eregtamtuadn = gw)c)

das Produkt der Fouriertransformierten ergibt.

Wenn also X; Dichte p; hat und X5 Dichte pa, dann ist p; * py die Dichte
von Z = X; 4+ X,. Das kriegt man natiirlich auch durch direktes Uberlegen,
aber ganz schon geht es da nur fiir diskrete Zufallsgréfien.

Speziell fiir identisch verteilte, unabhingige X; mit IE(X;) = 0 gilt also:

o0 (3) - (0 525)
=E (H exp (1y§%>>

= . ¢’ y\"
paiiet P (ly\/ﬁ> i <\/ﬁ> 7
oder in Kurzform

=B (7)) = (8 (o (v))) o (G5)

Wir erinnern uns an die Entwicklung der e-Funktion in Lemma (6.3.1), also

VY o1y L) - CE(X2) 4 o(1/n
ox, (L) =1+ B0 - LB (X) +o1/n),

und damit ist es nun ein leicht zu sehen, daf} fiir jedes y

y2 y2 2
lim ¢, (y) =e” 7 V¥ =™ 77 (8.1)
n—oo
gilt, wobei wir IE(X?) = Var(X;) = 02 gesetzt haben.

Was fiir ein Ergebnis! Denn wir wissen inzwischen sehr gut: Die cha-
rakteristische Funktion der Gaufiverteilung ist wieder eine Gaufifunktion mit
inverser Breite. % ist also fiir grofle n normalverteilt mit Breite Var X, ganz
egal, welche Verteilung die X; haben! Nur das erste (IE(X;) = 0) und das
zweite Moment IE(X?) = Var(X;) spielen eine Rolle. Das ist der berithm-
te zentrale Grenzwertsatz: Die universale Form der Limesverteilung ist die

Normalverteilung.
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8.2 Konvergenz der Verteilung

Satz 8.2.1. Seien X1, Xo,..., X, eine Familie von unabhdngigen und iden-
tisch verteilten Zufallsgrifien auf (£2,F,P) (i.i.d. = independent, identical-
ly distributed) mit 0 < o2 = IE(X{) < oo und (ohne Einschrinkung)
IE(X1) =0. Dann gilt fir alle co < a < b < 00

2
. 1 — b e 27
lim 1P <\/HZ;X1 € [a,b]> =/ dz,

2ro

mit anderen Worten: Die Verteilung (,the Law*“ L) konvergiert gegen die
Gaupverteilung N(0,02) mit Mittelwert 0 und Varianz o?:

L (;ﬁéXQ — N(0,0%)  fiir n — oo.

Eine besonders héiufige Anwendung ist die Approximation der Binomi-
alverteilung, die wir im néchsten Kapitel anschauen: Die Verteilung von
der Anzahl von Einser in einer Null-Eins-Folge der Lénge n, mit Einser-
Wahrscheinlichkeit p ist binomialverteilt, d.h. die Summe S, = Y | V;, V; €
{0,1} i.i.d. Variable, ist binomialverteilt, und dann fiir grofie n entsprechend
reskaliert approximativ normalverteilt. Die Approximation der Binomialver-
teilung durch die Normalverteilung geht (wie wir es im Kapitel 2 bereits
angedeuted haben) direkt mit der Stirling-Formel und wird in dem Fall auch
Grenzwertsatz von Moivre-Laplace genannt.

Beweis. Der Beweis kann nur noch iiber die Frage sein, wie man von
der Konvergenz der charakteristischen Funktionen auf die der Verteilungen
schlieflen kann. Aber wir brauchen auf Grund der Schénheit der Gaufifunktion
dazu keine in Theorie der Konvergenz von Maflen oder Verteilungen.

Die Konvergenz besorgen wir uns aus einem einfachen Dichtheitsargu-
ment: Die Indikatorfunktion 1, 148t sich leicht zwischen

fm<luny<ft [f.ftes,

einschlieflen, und wie gut und in welchem Sinne wir das genau brauchen sehen
wir nachher. Dann ist

o (%)) = (s cton) <2 (r (G55

und wir kiimmern uns erst nur um

(o) [ e
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Damit verschieben wir die Frage der Umkehrung der Fouriertransformation
von den Mafen auf Funktionen in S, da wirkt die Fouriertransformation
bijektiv, (was man iibrigends ganz leicht sieht). Da

flz) = /eiyzf(y)dy
und

o

62 = [ [ew (iy;ﬁwm) 7o) dyP ().

Nun miissen wir auf die Vertauschbarkeit der Integrationen hinweisen — Satz
von Fubini —, was hier miihelos geht, weil alles absolut integrierbar ist; also
weiter

f0) =55 [ s

ist zunéchst

(82) = / Ay £ (4)bny)-

Jetzt wieder Lebesguetheorie, dominierte Konvergenz: Mit (8.1) und |¢,| <1
gilt
2 2

E2— [ dfe 7 =

L f e e

nach 8.18. Also ist

[ s e (Gosecton) [ 5

und indem wir fi gegen 1y, 5 gehen lassen, so dafl
[ et @)= 5| -0

z2
I lp(ls [ b]) ey
1m — € |a, = xX.
n— o0 \/ﬁ " a 2ro
Anmerkung 8.2.1. Auch fiir den zentralen Grenzwertsatz ist die Vorausset-
zung der Unabhingigkeit der Familie der X; iiberzogen. Man braucht wviel
weniger, zum Beispiel ist milde Abhéngigkeit erlaubt. Dabei ist die Rate mit

der die Zufallsgroflen unabhéngig werden relevant: Mit Rate meine ich den
Abfall von P x , x,,..— P x Px, | gegen null, wenn n grof§ wird.

ns

folgt mit Leichtigkeit
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Diese Rate heifit in der Theorie dynamischer Systeme auch Mischungsrate:
Die Wahrscheinlichkeiten der Zufallsgrofen faktorisieren, wenn die Groéfien
weit voneinander (z. B. in der Zeit, d.h. dann steht 2n fiir die Zeit) entfernt
sind. Es gibt dann einen interessanten Bezug zwischen der Existenz von Mo-
menten (IE (|X1]%) < 0o, a > 2) und der Mischungsrate, um den Beweis des
zentralen Grenzwertsatzes durchfithren zu kénnen.

Ich kann auch nicht umhin, eine weitere Version des zentralen Grenzwert-
satzes anzusprechen, deren Beweis ich nicht durchgehe. Aber diese Bemer-
kung soll zeigen, dal Unabhingigkeit (auch milde Abhingigkeit, bzw. Mi-
schungseigenschaften) nicht die notwendigen Voraussetzungen fiir die Giiltig-
keit des zentralen Grenzwertsatzes sind. Wenn man sich den Beweis des zen-
tralen Grenzwertsatzes nochmal vor Augen hélt, und einfach die e-Funktion
entwickelt, kann man grob auf folgendes kommen: Wenn das empirische Mit-
tel L3 | X7 nicht mehr vom Zufall abhéngt, d.h. 237 | X2—0?, und
wenn IE (X3, X;) = 0 fiir alle k1 gilt, dann sollte der zentralen Grenzwertsatz
gelten. Das ist nicht ganz richtig aber fast: Wenn fiir alle £ und beliebige
Funktionen f gilt, da IE (X f(Xg—1, Xg—2,...,X1)) = 0 ist, dann heiflen
die X; Martingaldifferenzen, und sie heilen ergodisch, wenn die empiri-
schen Mittel nicht mehr vom Zufall abhéngen, und man kann zeigen, daf}
der zentrale Grenzwertsatz fiir ergodische Martingaldifferenzen gilt. Wovon
man sich nun noch iiberzeugen muf, ist das die Martingaleigenschaft kei-
ne Unabhingigkeitseigenschaft ist: X = &, X wobei X und &, € {-1,1}
unabhéngige Zufallsvariablen sind, ist eine Folge von Martingaldifferenzen,
aber X? = X2 fiir alle k, also besteht nicht die geringste Unabhéngigkeit.
Aber umgekehrt sind unabhingige zentrierte Zufallsgrofien ergodische Mar-
tingaldifferenzen.

Anmerkung 8.2.2. Zur Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes in der Feh-
lerrechnunyg.

Das Gesetz der groflen Zahlen und der zentrale Grenzwertsatz sind die Wur-
zeln das gesetzméflige Verhalten von vom Zufall abhéngigen Groflen, die sich
aus vielen Einzelgroflen zusammensetzen.

Eine schone und einfache Anwendung ist die Methode der kleinsten Qua-
drate: Fehlerrechnung bei Mefireihen. Zum Beispiel mifit man die Lénge [
eines Stabes n—mal und erhélt die Resultate l1,lo,...,l,. Dann bildet man
das empirische Mittel | = >, l; und sagt, daB [ der gemessene Wert sei.
Warum? Man konnte an das Gesetz der groflen Zahlen denken, aber das
ist eine asymptotische Aussage, und wenn man nur ein paar Meiwerte hat,
ist der Hinweis auf das Gesetz der grofien Zahlen fragwiirdig. Hier ist ein
anderes Argument. Man geht davon aus, dal die Einzelmessung von vielen
unabhéingigen Faktoren beeinflufit wird, so dal das Ergebnis einer Messung
als NV(0, 0?) verteilte ZufallsgroBe anzusehen ist. Dies ist natiirlich selbst ein
AuBerst fragwiirdiger Ausgangspunkt. Dafi viele unabhingige Ursachen in
einen Mefiwert einflielen, ist natiirlich unbestreitbar, dafl sie aber als ,,ska-
lierte Summe* in Erscheinung treten, bedarf einer Begriindung. Man hat hier
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allerdings eine Konsistenz, die einem hilft. Also die unabhéngigen Einfliisse
der Fehlerquellen addieren sich; wenn die Messung nicht auf einer Skalierung
dieser Summe basierte, wiirden die Meflwerte unkontrollierbar fluktuieren.
Mehr kann ich dazu nicht sagen.

Also weiter mit der Normalverteilungsannahme. Fiir unsere Lingenmes-

sung bedeutet sie:
I; —1)2
P(I; € dl;) ~ exp _Li= D
202

und dies fiir jede Messung unabhéngig, also bei n Messungen

— (i = 1)?
Pl ... 0y €dly...dly) ~exp [ =D 5.

, 202
1=1

Beachte: | und o kennen wir nicht! Aber wir sollten annehmen, dafl die ge-
messenen Werte unter den gegebenen Umstinden die wahrscheinlichsten (die
typischen) sind, das heifit je unwahrscheinlicher (untypischer) eine Abwei-
chung ist, desto unwahrscheinlicher wird es sein, sie zu messen. Das gibt uns
einen Schétzwert I(n) fiir I. Er wird so gewéhlt, dafl obige Wahrscheinlichkeit
maximal wird:

exp (—ZW) = Max = Z(li—l(n))Qz Min =

i=1

n n

Y (li—1n)=0 = In

=1 i=1

S~—
Il
S|
—~
S

Man nennt dies auch Maximum likelihood Schitzung. Wichtiger als das (zu
erwartende) Ergebnis ist, sich klar zu machen, was in die Argumentation
einflieft; kann man dem trauen?

Nun kommen wir zu den ,, Fehlerbalken“, die Fehlerschranke, mit der wir
den Schiitzwert [(n) angeben. o2 ist ein gutes Maf fiir den Fehler: Bei einer
Normalverteilung ist

22 2
.z _x
00 0T 5.7 00 o5

de =2
ac 2o a vV 27

Was ist ein guter Schitzwert fiir 2? Eine verniinftige Wahl wiire sicher

P(|X —-IEX)| >a0)=2 dz.

n

o2 = 3 s~ ),

Aber
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Der Erwartungswert der geschéitzten Breite ist also kleiner als die wahre
Varianz, was daran liegt, dal I(n) den MeBwerten besser angepaft ist als das
wahre [. Man sollte dies wohl als Hinweis dafiir nehmen, dafl die Angabe von
oy, in einer Versuchsreihe zu klein ausfallen wird. Darum sind die ehrwiirdigen
Fehlerbalken die um den Faktor "5 vergrofierten. Also ist

eine ehrwiirdige Fehlerschranke.

8.3 Mehrdimensionale Gauflverteilung

Was wir gerade betrachtet haben, ist im Grunde die Normalverteilung im
R™. Das ist klarerweise etwas, woriiber zu reden ist: Mehrere Gaufsche Zu-
fallsgrofien.

Definition 8.3.1. : Es sei C eine symmetrische positive n X n—Matriz und
a € R™ (mit Skalarprodukt (-,-)). Die n-dimensionale Normal— oder Gauf3-
verteilung mit Kovarianzmatrix C und Mittelwert a ist durch die Dichte

W exp (—;@c a0, C V= a)>)

gegeben.

Das bedeutet, der gaufSverteilte Zufallsvektor
X =(X,...,X,): 2—R"
hat das Bildmafl
Px(Ay,...,A,) =

1 1
dzy ... dz,———exp | —=(z —a,C  Hz —a )
/Al Vs, R Vae e p( ) S

Zunichst beachte man, dafl die Positivitdt von C fiir die Invertierbarkeit
sorgt (alle Eigenwerte sind positiv). Zu den Namen ist nun zuerst folgendes
zu sagen: Der Erwartungswert IE((X; — a;)(X; — a;)) heift Kovarianz der
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ZufallsgréBen X;, X;. Um also die Kovarianzmatrix zu sehen, miissen wir
den Erwartungswert der Matrix (X — a)(X* —a') (¢ steht fiir transponieren,
also z' ist ein Zeilenvektor) ausrechnen, wobei X der Zufallsvektor X =
(X1,...,Xy) ist. Man hat dann (mit einer simplen Substitution)

E((X — a)(X' — / / rm <1<9:C >>d”x

zu berechnen, wobei natiirlich d"z = dzdzs .. .dx, ist.
Beginnen wir mit der Normierung:

N:/.../exp (—;<x—a,01(x—a)>> dng =

(mit Substitution z — a — )

fofenl Ao

Das Integral wird mit einer weiteren Substitution berechnet. Wegen der Sym-
1
metrie von C' (und auch C2) ist

(x,C") = (C"%2,C 2a),

also setze y = C~ 2 2; das Volumenelement &ndert sich dabei um | det C*%| =
V/|det C—1] = V/det O~ (letzteres wegen der Positivitit von C)). Also d"y =

Vdet C—1d"z = v/det C_ld”x und somit
1
N = \/detC/.../exp (—2<y,y>) d"y

1
= \/detC/.../eXp (—2|y2) dy ...dy
I,
:\/detC/.../exp (—2;yi>dy1...dyn
det C (/e_éyzdy) = V21 Vdet C.

Jetzt zum Mittelwert und zur Kovarianz:

/ /x—exp <<xa - (xa)>> "z
za—l—/.../(aﬁ—a)ﬁexp (—;@c—a,c_l(x—a») &'z = a,

das Integral ist null wegen der Symmetrie.
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Wir kénnen (und sollten) insbesondere fiir hohere Momente (wie die Ko-
varianz) zum Trick mit der momenterzeugenden beziehungsweise charakteri-
stischen Funktion greifen:

dx(y) = %/.../exp (i(y, z)) exp (;@701@) A"z
= exp (—;(y,Cw) ;

wobei wir uns der Einfachheit halber auf a = 0 beschrankt haben. Man sieht
das Ergebnis ganz analog zum Fall des R. Quadratische Ergénzung liefert:

(x,C7Ye) = 2i(y,x) = (C™%a,C~5z) — 2i(y, ) + (iCFy,iC%y) + (y,Cy) =

wegen der Symmetrie von C' (und C2)
1 1 2
=|C7 2z +i1C2y| + (y,Cy).

Jetzt fithre . )
z=C2x+1iC2y

als neue (komlexe) Variable ein, das fiihrt auf

¢x(y) = exp (—;<y70y>> /.../%e_lzlzd”z
1 1
= exp (—2<y7 Cy>> =exp | —3 > Civiy;
ij

Damit kénnen wir alle Momente berechnen (die Vertauschung von Differen-
tiation mit Erwartungswertbildung haben wir ja schon unter Definition 8.10
besprochen.

E(X) = iVyox()l,_, (=0 fir a =0),

0 0

E(X;X) = *aTﬂaTmébx

(v) = Ch,

y=0

und was ganz wichtig ist, alle hheren Momente sind durch die Kovarianz-
matrix bestimmt. Alle ungeraden Momente sind null (fiir ¢ = 0) und alle
geraden Momente sind Produkte aus C — was natiirlich wegen der Form
der Gauflverteilung vollig klar ist. Sie ist eindeutig durch Erwartungswert
und Kovarianzmatrix gegeben. Ich will noch einmal betonen, dafl in einem
Gauflschen Zufallsvektor (Xi,...,X,,) die Komponenten X; und X; durch-
aus korreliert sein konnen, d.h. sie brauchen nicht unabhingig zu sein, wie
im Beispiel der Fehlerechnung. Das ist eben dann der Fall, wenn die Kovari-
anzmatrix keine Diagonalmatrix ist.






9. Binomial-Verteilung und Approximationen

Beim Galtonbrett konnen wir mit (3.16) die wichtige Miinzwurf-Verteilung
von Zahl und Kopf in n Miinzwiirfen mit vielen Kugeln realisieren. Wenn
nun die Links-Rechts-Entscheidungen nicht gleichgewichtet sind, bekommen
wir eine sehr oft auftretende Verallgemeinerung dieser Verteilung, die wir in
diesem Kapitel besprechen.

9.1 Die Binomialverteilung

Jedermanns Wahrscheinlichkeitsaufgaben fragen oft nach der Anzahl von
, Treffern® in einem Zufallsexperiment. Es gibt viele Arten der Formulierung,
ich beginne mit folgendem

Lemma 9.1.1. Sei Xj € {0,1} k € N auf (2, F,P) mit

n

die Verteilungsdichte
n —
P, () = bkinp) = ()1

Das ist eine leichte formale Ubung bei der wir beniitzen, dass (:) die Anzahl
von 0 — 1—Folgen der Lénge n ist, und dass das Bildmaf} faktorisiert. Gerne
aber sagt man es so: X; = 1 bedeutet, dass im k—ten Versuch ein Treffer
erzielt wird, hingegen ist 0 eine Niete. Also hat man die Wahrscheinlichkeit zu
berechnen, dass in einer Versuchsreihe der Lange n an k bestimmten Malen
ein Treffer erzielt wird, und sonst nur Nieten gezogen werden. Die Ausgéinge
der Versuche sind unabhéngig und Treffer hat Wahrscheinlichkeit p, das liefert
den Faktor p*(1—p)"~* und dann ist wieder mit der Anzahl aller moglichen
k Male zu multiplizieren.
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Definition 9.1.1. Fir k=0,1,...,n heifst

b(k:n,p) = <Z>pk(1 -

die Binomialverteilung mit Trefferwahrscheinlichkeit p und Versuchslinge
n. Fine Zufallsgrofie X mit

Px (k) = b(k;n, p)
heifst binomialverteilt.

Die Binomialverteilung ist insbesondere eine jedermanns Wahrscheinlich-
keitsverteilung, und dafiir geben wir noch ein Beispiel.

Beispiel 9.1.1. Im Casino.

Eine Spielerin wettet auf eine Zahl von 1 bis 6. Drei Wiirfel werden gewor-
fen und wenn einer, zwei oder alle drei die gewettete Zahl zeigen, erhélt die
Spielerin einen, zwei oder drei Chips. Wenn keiner der Wiirfel die gewettete
Zahl zeigt, muf} die Spielerin einen Chip abgeben. Ist dies ein faires Spiel?

Natiirlich gehen wir davon aus, daf§ die Wiirfel fair und die Ausgéinge
unabhéingig sind. In der Sprache von oben haben wir drei Pldtze, auf die
mit Wahrscheinlichkeit % die gewettete Zahl gesetzt wird. Also ist der
Gewinn (oder Verlust) der Spielerin eine b (k;3, &)-verteilte ZufallsgroBe
X € {0;1;2; 3}, wobei X = 0 Verlust eines Chips bedeutet. Also

o -oos8)-() ) () -2

T ()= () ) -
und analog B({2)) = 217156’ P({3}) = %

Das sind die Wahrscheinlichkeiten. Ist das Spiel fair? Nun ist 216 eine grofie
Zahl: In 216 Wettspielen verliert sie ungefdhr 125 Chips, gewinnt ungefdhr
75 -1 Chips, 15 -2 Chips und 3 - 1 Chip, also 108 Chips. Sie verliert in 216
Léufen 17 Chips. Das ist nicht fair.

Man stelle sich nun ein eindimensionales Gitter mit Gitterplatzen 1,2,....,n
vor. Man verteile Teilchen auf die Gitterplitze; und zwar setze man un-
abhingig und pro Gitterplatz ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeit p und
keines mit Wahrscheinlichkeit 1 — p. Was bedeutet das? Bei jedem Gitter-
platz werfe man eine Miinze, die unfair sein darf (das heifit Kopf kommt mit
Wabhrscheinlichkeit p), und wenn Kopf erscheint, setzt man das Teilchen, bei
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Zahl nicht. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit genau k Teilchen zu haben?
Nach Lemma [9.1.1:

P(N = k) = (Z)pku —pE,

Man stelle sich [0; n] als Zeitintervall vor und die Gitterplétze als diskrete
Zeitpunkte, zu denen ein Teilchen mit Wahrscheinlichkeit p um 1 springt und
mit Wahrscheinlichkeit 1 — p ruht. Dann ist

n
X0 =V,
=1

der Ort des Teilchens zur Zeit n, wobei

Vi — 1 mit Wahrscheinlichkeit p
710 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p.

Wir haben hier einen Sprungprozess und nach Lemma [9.1.1

P, =) = () ) o

Besonders einfach sind Erwartungswert und Varianz der Binomial-Verteilung
anzugeben, wenn man Lemma [9.1.1/ im Kopf behalt:

E(X) =Y kb(k;n,p) = np.
k=1

Das kann man ausrechnen (unerfreulich) oder argumentieren: An jedem Git-
terplatz ist mit Wahrscheinlichkeit p ein Teilchen, also ist die mittlere Teil-
chenzahl np. Oder wir beachten, dafl

X, = i V; also
i=1

n n

E(X,) =Y E(WV;)=)Y p-1+(1—p) 0=np.

i=1 i=1
Dergleichen fiir die Varianz:
n 2 n
EQxﬁEmmﬁzE @]w—m) =Zﬁﬁw—mﬂ=
i=1

i=1

wegen der Unabhéngigkeit der V;
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= Zn:p(l —p)*+ (1—p)p* =np(1 - p).

Wir bleiben beim Bild des hiipfenden Teilchens, und besprechen die ver-
wandte Verteilung, die sich fiir die Irrfahrt (random walk) ergibt. Da ist
V; = +1 mit Gewichten p und 1 — p und der Ort ist zur Zeit n

n
X, = ZVZ- € {—nv,...,0,...,nv}.
i=1

Dessen Verteilung ist

denn

’
Xp=kve(n—1)—mal —1;l—mallund — (n—1) +l=kel= ;"

Ein besonderer Fall ist die symmetrische Irrfahrt, gegeben durch p = % Da
haben wir wieder den Kugellauf im Galtonbrett, fir den E (X,,) = 0 und
E (X,QL) ~ n ist. Wir haben dann diffusives Verhalten vorliegen, ein Verhal-
ten, das uns in vielen Naturereignissen begegnet, z.B. Brownsche Bewegung,
Teilchen-Diffusion und Wirmeleitung. In der allgemeinen Irrfahrt ist p # 1/2
und E (X,,) = nv(2p — 1), was man Drift nennt.

9.2 Grenzverteilungen

9.2.1 Moivre-Laplace-Gauf3verteilung

Die Binomialverteilung ist die Verteilung der Summe unabhiingiger Zufalls-
grofien, wenn wir also zentrieren und skalieren (mit /n) kommt mit dem
zentralen Grenzwertsatz als Approximation die Gaufiverteilung in Frage. Sie
heifit in diesem speziellen Falle, der sich einfach durch Rechnung mit der
Stirlingformel ergibt (wie wir es in Kapitel 2| angedeutet haben) der Grenz-
wertsatz von Moivre-Laplace: Wenn X gemif b(k; n, p) verteilt ist, dann ist

h— _
PX € (b)) | b2 ) g _azme
np(=1—p) np(1 —p)
fiir np(1—p) > 10 eine ,gute* Approximation, wie man aus der Stirlingformel-
Rechnung ablesen kénnte. Dabei ist

d(y) = /_io Gi;;%dx.

M
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Wir haben schon die Glockenkurve, die sich als Einhiillende fiir die An-
zahlen von Kugeln in den moglichen Ausgangsplétzen ergibt besprochen. Das
ist eine Anwendung von diesem Satz. Eine typische Jedermanns-Aufgabe ist
dagegen folgende:

Beispiel 9.2.1. Uberbuchungsproblem: Im Studienfach Physik gibt es 150
freie Pltze. Erfahrungsgemifi kommen nur 30% der zugesagten Bewerber.
Darum gibt man 450 Studenten eine Zusage. Wie grof} ist die Wahrscheinlich-
keit, daB mehr als 150 Studenten kommen? Dazu verteile 0, 1 auf 450 Plétze.
Die Zufallsgrofie X ist die Anzahl der Treffer, d.h. die Anzahl der Einsen, wo-
bei 1 bedeutet: Student kommt. Dabei ist die Trefferwahrscheinlichkeit 0, 3.
Insgesamt ist also X geméf b(k;450,0,3) verteilt und approximativ ist

151 - 450-0,3

P(X > 150) = 1 — b(151;4 Ml - P e
(X > 150) (151;450,0, 3) <450.0’3.077

) ~1—&(1,59)
~ 0, 056.

Damit man die letzte Zahl angeben kann, gibt es in vielen Lehrbiichern iiber
Wahrscheinlichkeitstheorie Tabellen, in denen @ tabelliert ist.

Man kann die Fragen varieren: Wievielen Studenten (n =?) kann man
Zusagen erteilen, damit die Wahrscheinlichkeit einer Uberbelegung kleiner
als 1% ist. Man iiberlege sich, ob die Unabhéngigkeitsannahme gerechtfertigt
ist.

9.2.2 Poisson-Verteilung

In einer Situation, in der es mit Wahrscheinlichkeit p einen Treffer (Y = 1)
oder mit Wahrscheinlichkeit 1 — p eine Niete (Y = 0) gibt, haben wir nach
n unabhéngigen Versuchen eine binomial verteilte Zufallsgrofle X mit Para-
metern n und p vorliegen. Wenn die Wahrscheinlichkeit eines Erfolges sehr
klein ist und n entsprechend grofl gewéhlt wird, erhalten wir approximativ
die Poissonverteilung.

Bildhaft: Wir betrachten ein Intervall der Linge L und teilen es in n
Stiicke der Lénge % Verteile nun Teilchen im Intervall nach folgender Regel:
Es sei % die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal in ein vorgegebenes Teilstiick ein
Teilchen gesetzt wird, das heifit fiir jedes Teilstiick wird eine unfaire Miinze
geworfen, die mit Wahrscheinlichkeit p = % Kopf zeigt, und bei Kopf wird
das Teilchen gesetzt, bei Zahl nicht. Wir haben damit die Situation aus 11.1,
wobei die mittlere Anzahl der Teilchen genau L ist. Jetzt gehen wir zum
Kontinuum {iiber, und zwar genau so, dafl die mittlere Anzahl L von Teilchen
fest bleibt. Die entstehende Verteilung von Teilchenzahlen nennt man die
Poissonverteilung. Also wir halten L = np fest und lassen n — oo gehen, das
heifit p — 0. Die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen zu setzen geht gegen null,
aber die Anzahl der Moglichkeiten geht gegen unendlich.

Wir suchen also
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lim  b(k;n,p) = lim b <k;n, L)
n

n—oo,np=L n—oo

i n! L\"* L ok

=25 (n— k)Ik! <n) ( n> -
Lk n 1 L\" L\ "

= lim ———(1-2) (1-2) =
Kl nooo (n— k) nk ( n) ( n>

1 n! L\*
= [Pl lim — " (1-2) .
[t (n —k)Ink < n)

Und da .
—1)...(n— 1 B
lim nn-1)...(n—k+1) (1— L) =1, ist
n—oo n-mn...n n
———
k—mal
. Lok 1
lim  b(k;n,p) = =L " =:PL(N = k).
n—oo,np="L k!
Man beachte, dafl
Y PLN=k)=1
k=0
Definition 9.2.1. : Sei A > 0. Die Verteilung Py auf 2 = N gegeben durch
1
Py(w=k) =e ’\HA’“,

heifst Poissonverteilung mit Parameter A (Das ist der Erwartungswert)
. Fine Zufallsgrofle Ny mit Bildmaf Py heifit Poissonvariable. (Ny(n) =
n, n € N ist eine triviale Realisierung dieser Grifie auf dem Raum (N, P(N)Py).)

Zwei Sachen sind klar, ohne rechnen zu miissen (die zugehorige Rechnung
ist trotzdem dringend empfohlen!).

E(Ny) =X und Var(Ny) =\,

was beides aus der Binomialverteilung folgt, insbesondere fiir die Varianz

(A = L von oben):
np(l—p):né (1—)\> — A
n

Hier ist die Rechnung fiir E(Ny):

= 1 = 1
E(Ny) =) ke ’\HAk:Zke *Eﬁ
k=0 ’ k=1 ’
o0 1 o0

1
_ - k—1 __ - k _
= e Z(k_l)!)\ = Xe ZHA =\
k=1 k=0
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Beispiel 9.2.2. Die Fehlerquote bei Herstellung eines Produktes sei 0,1. Wie
grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dafl von 10 Produkten nicht mehr als Eines
fehlerhaft ist. Das geht einmal mit (Treffer ist ein Fehlerhaftes) b(0; 10,0, 1)+
b(1;10,0, 1) und schneller mit Poisson mit Parameter A =0,1-10=1:

Py (Ny=0V1)=e¢l+et=0,76.

Aus unserer Konstruktion der Poissonverteilung folgt, daf§ bei Untertei-
lung des Intervalls [0; L] in zwei disjunkte Teilintervalle [0; a] U [a; L] die An-
zahlen von Teilchen in [0;a] und [a; L] unabhiéingig und Poissonvariable N,
und Np,_, sind. Das wollen wir erst einmal anders sagen: Seien N, und Ny,_,
unabhéngige Zufallsgrofien, dann ist ihre Summe die Poissonverteilte Zufalls-
grofle Np. Das ist klar aus unserer Konstruktion heraus, aber jetzt stellen wir
die Frage allgemeiner: Die Druckfehler in einem Buch sind poissonverteilt mit
Erwartungswert a, die Anzahl von falsch gewahlten Telefonnummern in ei-
ner Stadt sind poissonverteilt mit Erwartungswert b. Aufler Frage sind N,
und N, unabhéngig. Und wie kann man iiber N, + N, reden? Dazu miissen
die beiden Zufallsgroflen — die wir jetzt ja nur sprachlich definiert haben —
erst auf einem gemeinsamen Wahrscheinlichkeitsraum (2, F,P) dargestellt
werden. Erinnerung an Anmerkung 2.7.1: Wir haben zwei Grofien, die nichts
miteinander zu tun haben — deswegen empfinden wir sie als unabhéngig
— um dies aber mathematisch zu prézisieren, miissen wir die Groflien auf
einem gemeinsamen Raum darstellen. Welche verniinftige Erkldrung gibt es
dafiir? Welche Einsicht steckt dahinter? Um der Definition zu geniigen? Das
wiire eine lidcherliche Erkldrung! Hier ist die wahre: Offenbar sind die Feh-
ler in einem Buch und die falsch gewéahlten Telefonnummern tatséchlich Teil
eines gemeinsamen Ganzen. Unsere Welt! (Aber das sicht man natiirlich in
Folgendem nicht!) Ubrigends hat man ganz oft eine Situation vorliegen, in
der eine Zufallsgroffe nur verbal gegeben ist (wie nachher die Wartezeit),
denn meistens interessiert nur deren Verteilung, und eine Realisierung der
Zufallsgroflen auf einem (2-Raum ist ohne Interesse. Die ist, wenn einmal
die Verteilung bekannt ist dann sowieso meistens die auf dem Bildraum, also
die triviale, weswegen man die Frage aus den Augen verliert, was hinter den
ganzen ,Statistiken® steckt.

Nun aber weiter mit technisch Ublichen, um wenigstens das tun zun
konnen: N, und N, miissen gemeinsam dargestellt werden, und das geht
trivialerweise so:

N, sei auf 2, = N definiert mit P, (k) = ak—};e_a,

Ny sei auf 2, = N definiert mit Py(k) = Le".
Bilde nun den Produktaum 2 = 2, x 2, = Nx N und P = P, x P, und
definiere N, und Np neu auf {2 (mit Mibrauch der Notation):

Ny(w) = Ny(wa,wp) = Ny(we) = w, und

Nb(w) = Nb(wa,wb) = Nb(wb) = Wp und
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B(N, = k, Ny =) = P({w[Na(w) = k, Ny(w) = 1}) =

ab _ bk,
P ({,1}) = P (KD Py ({I}) = Fre ™ e
Nun kénnen wir N = N, + N bilden und

k
P(Nk)P(U{N l}m{kaZ}) _
=0

[
E

k
P({Na=UN{No=k—-1}) =) P ({IH)Ps({k—1}) =

l

k k
Za —a bk S Z R O A k

=0

Il
<

Und das ist genau das Ergebnis, das wir erwartet haben. N ist eine Poisson-
verteilte Zufallsgroie Ny 4p-

Diese Summe von unabhéingigen Zufallsgrofien ist natiirlich etwas fiir die
charakteristischen Funktionen — und darum leiten wir das Ergebnis gleich
noch einmal auf diese Art ab:

Anmerkung 9.2.1. Die charateristische Funktion der Possonverteilung ist

(ZSNQ (y) 1yN Z elyk e

iy

oo
> ()

k=0

=e “exp (ea) = exp (a (¥ —1)).

Also mit Unabhéangigkeit:

O+, () = On, (1), (y) = exp (a (¥ — 1)) exp (b (e — 1))
=exp ((a+b) (¥ —1)) = on,., ()

und fertig.

9.3 Poissonprozess

Nun kehren wir zu unserer urspriinglichen Konstruktion der Poissonvertei-
lung zuriick und nehmen die Teilchenbelegung von Orten (g;);cz ernst, das
heifit wir stellen uns die reelle Achse in Intervalle der Léinge % zerlegt, vor,
und fiihren unsere Teilchenbelegung wie oben beschrieben durch, so dafl die
mittlere Anzahl von Teilchen in einem beliebigen grofien Intervall propor-
tional zu dessen Lénge ist. Dadurch kriegen wir als fundamentale Ereignisse
Ortskonfigurationen (g;);ez.
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Also setzen wir

Q:Rzz{w|w=(...,q_n,...,ql,qg,...,qn,...),qi € R}.

Nun betrachten wir die Anzahl von Teilchen in irgendeiner (mefibaren) Teil-
menge A C R:
Na(w)=|wn A= 1alg:) =

q; Ew

Anzahl der Teilchen der Konfiguration w in A.

Wir betrachten A als variabel, das heifit N wird durch die Variable A indi-
ziert. F ist dann die o—Algebra von {2, die von N, A € B(R) erzeugt wird.
Wir haben oben gesagt, dafl N4 und N unabhéingig sind, wenn A und B dis-
junkt sind. Damit erhalten wir also durch Teilmengen indizierte Zufallsgréfen
N4 und man hat ein Mafl P auf F, den sogenannten Poisson-Punkt-Prozess:

Definition 9.3.1. Sei p > 0. Die Familie (Ng)acr heist Poissonscher
Punktproze3 mit Dichte p von Punkten in R, wenn fir jedes (mefbare)
ACR und ke N

e—rlAl K
(@) P(Na=h) =" (A,

wobei hier |A] = A(A) das Lebesguemaf der Menge A bedeutet, und
(b) Fiir AN B = () sind A und B unabhingig, das heif$t fiir alle k,l € N
gilt:

P({No=k Ng=1})=P(Na=k)P(Np=1).

Hier sind nun der Verallgemeinerung keine Schranken gesetzt. Wir kénnen
statt R auch R™ nehmen und statt einer konstanten Dichte p eine variable
Dichte p(z). Dariiber reden wir nachher. Zunichst kénnen wir an R den-
ken und statt an Orte an Zeiten (¢;);cz, zu denen irgendetwas passiert (zum
Beispiel Erdbeben, deren zeitliches Auftreten in der Tat durch einen Poisson-
schen Punktprozefl beschrieben werden). Man nennt die (¢;);cz auch Sprung-
zeiten: Sei A = [0;t), dann setze N; = Njo,;y und wir haben den Sprungprozef3
direkt vor Augen (siehe Abb.[9.1)

Insbesondere ist die Verteilung von Ny gleich der Verteilung von N,
fiir s € R und die Sprungzahlen von disjunkten Intervallen sind unabhéngig.
Weiter ist Ny — N, in Verteilung gleich zu N;_; und der Zuwachs N; — N
ist unbahéngig von der Vorgeschichte des Prozesses bis zur Zeit s. Man sagt,
der Prozess habe unabhéngige Zuwéchse.

Beispiel 9.3.1. Man benutzt die unabhéngigen Zuwéchse z.B. zur Berech-
nung von

E(N¢N,) = E((N; — N, + N — s)N,) = E(N; — No)E(N,) + E(N?)
=\t —s) + \?s = \ts
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N(t)
4 P —
4 ~——
4 ~——
4 o——
14 o——
t1 tz t3 t4 t5 tG

Abb. 9.1. Sprungprozess.

Fir Na; = Npgiqaq ist E(Nag) = AAt, d.h. die erwartete Anzahl von
Spriingen pro Zeiteinheit ist A. Man nennt A die Sprungrate.

Fiir kleine At ist auch P(Na; = 1) = AA¢(1 — MA¢t) =~ AA¢, das heifit
die Wahrscheinlichkeit, dal pro Zeitintervall At ein Sprung stattfindet, ist
ebenfalls A. Der Poissonsche Punktprozef} ist durch die lokale Charakterisie-
rung ,,Sprungrate A“ und P (N, > 1) = O(At?) sowie die Unabhingigkeit
der Spriinge in disjunkten Intervallen bestimmt. Das nehmen wir nur zur
Kenntnis.

9.3.1 Exponentielle Wartezeit

Die Wartezeit 7 von einem Sprung zum néchsten liefert ebenfalls eine haufig
auftretende Verteilung: Man erhélt sie entweder aus unserer einginglichen
Bernoullikonstruktion oder aus folgender Uberlegung. Uns interessiert offen-
bar ein Ereignis der folgenden Art: ,Ein Sprung in [s — §, s + §], kein Sprung
in [s+§,s+t—§] und ein Sprung in [s+¢— §, s+t + 5]“. Dafiir ist die Wahr-
scheinlichkeit (wir benutzen Definition 11.7 b, und da alles auf unabhingigen
Ereignissen beruht haben wir sofort)fiir kleines e:

Aee 2E€) xe.

Nun miissen wir daran denken was wir wirklich wollen, ndmlich die Distanz
von einem Sprung (der stattgefunden hat) zum néchsten. Das heifit aber, daf§
wir auf die bedingte Wahrscheinlichkeit aus sind, dafl im obigen Ereignis der
néichste Sprung in [s 4t — §, s+t + 5] ist, wenn der vorherige in [s — §, s+ §]
stattgefunden hat. Das gibt (durch Division mit Ae)

e M) \e & e M Ae + o(e)
Daraus lesen wir sofort die Dichte der Wartezeit ab:
P (1 € [t;t + At]) = e MAAL.

Also
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(o]
Py (1 >1t) = / e Mdt = e M,
t

und man sieht, daf3
P(r > t) = P(Njg544(w) = 0),

wobei s beliebig sein kann, denn die Wahrscheinlichkeit der rechten Seite ist
unabhéngig von s. Das ist gut zu wissen, und wir werden dies nachher auch
noch einmal benutzen.

Definition 9.3.2. Die Verteilung mit Dichte \e™*, X\ > 0, heifst Exponen-
tialverteilung zum Parameter \ ( % ist der Erwartungswert der Wartezeit).

Sie bestimmt die Wahrscheinlichkeit fiir das ,erste* Ereignis nach einem
gegebenem Zeitpunkt. Sie gibt die Wartezeitverteilung bei unabhéngigen (ra-
ren) Ereignissen an. Das witzige an der Verteilung ist, dal man durch Warten
nichts lernen kann: Wenn wir bedingen, dafl bis zur Zeit s nichts passiert ist,
und fragen nach der Wahrscheinlichkeit

P(r>t+s|T>s),

dann ist dies gleich

—A(t+s)
6677)\5 —eM=P(r>1).
Die exponentielle Verteilung kann ebenfalls geméfi der Konstruktion als
Approximation der diskreten Wartezeit auf den ersten Erfolg bei der Bernoul-
likette mit X = 1 (Erfolg) mit Wahrscheinlichkeit p und X = 0 (Mierfolg)
mit Wahrscheinlichkeit 1 — p gesehen werden. Wenn Y die Anzahl der Ver-
suche bis zum ersten Erfog zihlt, haben wir (ohne groBe Uberlegung) fiir die

diskrete Wartezeit

P(Y =n) = (1-p)"'p

(geometrische Verteilung). Wir haben im Unterkapitel 2.7 einen moglichen
Bildraum genannt. Auch die Wartezeit zwischen Treffern im Bernoulliprozess
hat diese Eigentiimlichkeit, dass nachdem einige Zeit vergangen ist und noch
kein Treffer eingetreten ist, die Wartezeit auf den néchsten Treffer unabhéngig
von der bereits vergangenen Zeit ist.

Wir kénnen nun die Sache einmal umdrehen und aus der Wartezeit den
Poissonpunktprozef3 iiber R aufbauen. Diese Konstruktion ist wegen der ein-
maligen Ordnungsstruktur des linearen Kontinuums R moglich: Die Distan-
zen zwischen den aufstrebend geordneten Zeiten (¢;);ez sind exponential-
verteilt und unabhéngig, das heifit wir haben im Zeitintervall [0,¢] z.B. k
Spriinge
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P(tl e dty,ty €dty, ...ty € dtk)
Y “A(to—
= e MAl Ly, e M2
W (1. Sprung in dt;) W (2. Sprung in dtz)

s ye ML, o Mt—tr)

W (kein Sprung in [tg,t])
= e_)\t)\k]-{t2>t1}1{t3>t2} . 1{tk,>tk_1}dt1dt2 ... dtg

Hieraus bekommen wir P (N; = k) durch Integration:

P(N, =k) = ‘“)\k/ dtl/ dty .. / dty, —“Akt .

Der Divisor k! kommt hierbei automatisch heraus. Im Grunde ist er der Fak-
tor, der die Permutationen von k Objekten herausdividiert, wobei man hier
die Frage stellen wird, welche Objekte iiberhaupt zu permutieren sind. Es ist
die Benennung der Zeitpunkte t1, ..., tx, die ja willkiirlich ist. In einer Dimen-
sion gibt es aber die natiirliche Ordnung, die wir oben benutzt haben, und
die automatisch das richtige Ergebnis liefert. Wir werden uns das gleich in
hoheren Dimensionen anschauen.

9.3.2 Das ideale Gas

Als ideales Gas bezeichnet man ein Molekiilgas ohne Wechselwirkung (das
heifit mit vernachlédssigbarer Wechselwirkung) von identischen Gas-Teilchen.
Der Zustand eines Gasmolekiils ist ein Punkt im Ein-Teilchen-Phasenraum
I' = R3 x R? (Ort und Geschwindigkeit) und beim Gas mit unendlich vielen
Teilchen im Phasenraum haben wir Punkte in I'™N: (g;,v;)ien, ¢ € R3, v; €
R3. £2 ist hier also I'N, der Phasenraum des Gases. Wir lassen zunichst die Ge-
schwindigkeiten der Gasteilchen aufler Acht und betrachten die anschauliche
Situation von N Teilchen die gleichfsrmig in einem Volumen V C R? verteilt
sind. Die Gleichférmigkeit resultiert dabei aus der Wechselwirkungsfreiheit
der Gasmolekiile. Es wird dann als Ortsverteilung die uniforme Verteilung
vorliegen, das heifit bei N Teilchen ist die Wahrscheinlichkeit ein Teilchen in
d3q1, 1 Teilchen in d3¢s und so weiter zu haben durch

o d3(I1 PN d3qN

= e

gegeben, wobei wir mit V' das rdumliche Volumen und dessen Volumeninhalt
bezeichnen. Dazu ist nichts weiter zu erkldren. Aber nun betrachten wir ein
kleines Teil-Volumen V; C V und ein sehr grofles N, und wir suchen die
Wahrscheinlichkeit, dafl k Teilchen in V; sind: Es gibt ( ) Moglichkeiten, k
der N Teilchen zu markieren. Jede Markierung entspricht einer Auswahl an
Koordinaten g¢;, , ..., g;, - Die Wahrscheinlichkeit, genau diese &k in V; zu haben
ist offenbar (ohne Einschrinkung nehmen wir ¢y, ..., qx)

P(d3q,...,d%qwN)



9.3 Poissonprozess 129

1 / 3 3 1 3 3
— dQ1~-~/ko — / A t1 - - d’qn
VE v, vi VR von v-v,
N kv o\ Nk
Vv \% ’
also aus der uniformen Verteilung kommt, indem wir noch mit der Anzahl
aller Moglichkeiten k Teilchen zu markieren multiplizieren

N A AWA AN A A
W(kTellchenlnvl)—<k) (V) ( v ) .
N

Wenn 3> = p als ,Dichte” gesetzt wird, und N — oo mit p = const gefiihrt
wird, erhalten wir mit einfacher Rechnung:

k
lim W (k Teilchen in Vi) =P, (Ny, = k) =e *¥ M.

N—00,V—00,X=p k!

Man nennt dies in der statistischen Physik die groflkanonische Gesamtheit
der Orte des idealen Gases. In ihr ist die Teilchenzahl im Volumen V; eine
variable Zahl. Dagegen entsprach die Ausgangssituation der N Teilchen in V'
der sogenannten mikrokanonischen Verteilung bzw. kanonischen Verteilung,
in der die Teilchenzahl eine feste Grofle ist. Diese Namen sind natiirlich ziem-
lich unwichtig, aber sie kommen in der statistischen Physik hiufig vor. Im
thermodynamischen Limes (N — oo, V — o0, % = p = const) geben
beide ,lokal“, d.h. bezogen auf die Teilchenzahl in einem Teilvolumen die
gleichen Wahrscheinlichkeiten. Dieses Zusammentreffen ist ein Beispiel fiir
die sogenannte ,, Aquivalenz der Ensembles® im thermodynamischen Limes.

Nun ist es leicht zu verallgemeinern. Wir nehmen die Geschwindigleiten
mit hinzu und beschreiben das unendliche ideale Gas im Phasenraum:

Definition 9.3.3. Das ideale Gas ist ein Poissonscher Punktprozef, mit
dem Intensitdtsmafl (das Analogon zur Rate oder zur Dichte)

dp = pd3qf(v)d3v  mit fw)d®v =1 das heifit
R3

P# (Nd3q(i3v = 1) =E (Nd3qd3v) = du.

Die Anzahl von Teilchen in einem Phasenraumgebiet A C I' ist

P, (Ns=k) = e-MA)M, mit (9.1)
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Fiir f(v) wird oft die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung ange-
nommen, was aber fiir das ideale Gas wegen der fehlenden Wechselwirkung
nicht zwingend ist. Ich werde anschlieBend im Anhang diese Geschwindig-
keitsverteilung noch ableiten.

Anschaulich kénnen wir analog zu unserer Eingangskonstruktion vorge-
hen, jetzt aber im R3, also Aufteilung in Wiirfel, und fiir jeden Wiirfel wird
eine (sehr unfaire) Miinze geworfen, und mit kleiner Wahrscheinlichkeit ein
Teilchen gesetzt. Dann wird jedem Teilchen unabhéngig von seinem Ort und
den anderen Teilchen eine Geschwindigkeit gegeben, die ebenfalls zufllig ist,
im allgemeinen stetig verteilt.

p ist die mittlere rdumliche Dichte (oder einfach nur die rdumliche Dichte)
der Gasmolekiile, und das macht nicht nur von unserem obigen thermodyna-
mischen Limes her Sinn: Eine typische Realisierung w = (g;, v;):en, also eine
Realisierung unseres idealen Gases (alle Orte und Geschwindigkeiten), von
der wir annehmen miissen, dafi sie vorliegt, zeigt im empirischen Mittel p als
Dichte: Denn wenn wir die Anzahl der Teilchen in verschiedenen (disjunk-
ten) aber gleichgrofien Raumgebieten (V;)i=1,.. m, A(Vi) = V, ausmessen,
erhalten wir (Nv;(w)),—; . ein empirisches Ensemble und wegen des
Gesetzes der grofien Zahlen haben wir (beachte die Unabhéngigkeit der Ny;)

1 m
— 3 Ny (w) *E(Ny,) = pV,
M=

also ist p die Dichte. (Beachte, da§ Ny, = Ny, gz und

B (Nyows) = [ ot [ f0)dP0= V)
Vi R3

Wenn man nun ein endliches rdumliches Volumen betrachtet, dann ist Ny
eine Poissonverteilte Zufallsgrofle, das heifit die Teilchenzahl in V ist zufillig.
Wir haben gerade schon eine Interpretation dieser Zufélligkeit gegeben. Wenn
man V umbherschiebt“, spiegeln die Teilchenzahlen in den verschiedenen V
die Poissonverteilung wider. Oder man denkt an die Dynamik. Die Gasteil-
chen fliegen umher, und die Teilchen, die zur Zeit ¢ in V sind, sind zu einer
spateren Zeit ¢’ woanders, und neue Teilchen sind zur Zeit ¢’ in V. Und die
Abfolge von Teilchenzahlen in V' zu verschiedenen Zeiten geben ebenfalls die
Poissonverteilung. Das kann man sogar ohne grofien Aufwand zeigen, aber
das machen wir jetzt nicht; wir geben uns mit dem Bild zufrieden.

9.3.3 Anhang iiber die Maxwellsche Geschwindigkeitsverteilung

Ich will noch vorfithren, wie die berithmte Maxwellsche Geschwindigkeitsver-
teilung ins Spiel kommt. Das ist ganz analog zur obigen Beziehung zwischen
»mikrokanonischer und grofkanonischer Gesamtheit“, (feste Teilchenzahl im
GroBen und variable Teilchenzahl im Kleinen) also auch eine Aquivalenz der
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Ensembles Aussage, nur betrifft es nun die Energie des Systems. Einmal ist
sie fest im Groflen (mikrokanonisch) und einmal ist sie variabel im Teilsystem
(kanonisch). Im idealen Gas wechselwirken die Gasmolekiile nicht miteinan-
der. Fiir ein N-Teilchen—Gas ist daher die kinetische Energie der Teilchen
mit den Geschwindigkeiten (v1,...,v,) € R3V

1
E = igmlvf

erhalten (v; € R3, das heifit wir betrachten hier das dreidimensionale Gas).
Wir absorbieren die Massen in die v; und erhalten (mit leichtem Mibrauch
der Notation)

N
E = E v?
i=1

das heiit die v;,~Werte miissen alle auf der (3N — 1)-dimensionalen Kugelo-
berfliche vom Radius R = /E liegen. Der zugrunde liegende Zustandsraum
ist also

N
Q={v=_(v1,...,v) ER3N|ZU¢2:E}-
i=1

Ich habe hier die Orte aufler acht gelassen, das heifit wir haben schon eine
vergrobernde Sichtweise vorliegen. Nun fehlt noch ein natiirliches Maf} P.

Natiirlich — vom mathematischen Standpunkt aus — ist das Lebesgue-
mafl auf {2, und spiter werden wir sehen, dafl es auch physikalisch ausge-
zeichnet ist durch den Liouvilleschen Satz. Also nehmen wir einfach das Le-
besguemaf auf der Kugeloberfliche, das heifit fiir B C {2

P(B) = Volumen von B 9.2)
92|

Man nennt diese Verteilung auf der Energiefliche die mikrokanonische
Gesamtheit und was wir nun zeigen werden ist, dafl sich aus ihr die ka-
nonische Verteilung (fiir lokale Grofien) ergibt. Dazu untersuchen wir zuerst
die Frage, wie das Lebesguemafl df2 auf {2 aussieht? Die der Kugeloberfliche
angepafiten Koordinaten sind zunéchst die 3N—-dimensionalen Kugelkoordi-
naten (mit r = R), r,$,91,...,9,_2, n=3N, r >0, ¢ € [0;27), ¥; € [0;7],
und die kartesischen Koordinaten x1,...,x, ergeben sich aus

r1 =rcos¢sind sindsy...sind,,_o
To =rsingsind; ...
T3 = rcos?disind, . ..

Tp_1 = rcos¥,_3sind,,_o
Ty = 7 COSUp_o
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Hieraus erhalten wir das Lebesguemafl auf der Kugeloberfliche (und wir
meinen damit iiberhaupt das folgende) wie folgt: Wir betrachten das Kugel-
schalenvolumen zwischen den Radien R und R+ AR:

R+AR
|KRr r+AR| :/ dzy...dx, :/ dr/ do(r).
KRr,R+AR R alleWinkel

Das gibt uns df2(R), das Oberflichenmafl auf der Kugelfliche vom Radius
R. Das Volumen in Kugelkoordinaten ist

ox
8(1", ¢7 191) cety ﬂn—?)

=7""!sind; sin® ¥y ... sin" 29, _odrdedd; ... dd, o

det drdgdd; ... dY,_o =

und daraus ergibt sich
d2(R) = R" 'sind; sin? 9y . . .sin" "2 9, _odrdedd, ... dd, _s.

(Die Determinante kann man leicht ausrechnen, weil die Jacobimatrix fast
Dreiecksgestalt hat.)

Uns interessiert nun die Wahrscheinlichkeitsverteilung von, sagen wir v; ,
und vy 4, also den 2-Komponenten der Geschwindigkeiten von Teilchen 1 und
2. Die koénnen wir nun leicht berechnen. B sei das Ereignis

B={vig €l und vy, €I} C 12

und wir wihlen der Einfachheit halber das Koordinatensystem passend zur
Fragestellung, und zwar vy , = ,,—1 = « und vy , = x,, = y. Damit wird

27 T s
\B\:/dgz/ dgb/ dﬁl.../ Aty
B 0 0 0

: / dd,_3dVY,_oR" sind; sin® s . . .sin" "2 9, _o.
el ,ycly

Die freien Integrationen geben eine von n abhingige Konstante C(n) und es
bleibt

|B| = C(n)R"* / sin™ 39, _3sin" 29, _odd,_3dd,_o.
el ,yel,

Um dies zu berechnen, fithren wir z und y als Variable ein:
= Rcos?,_3sint,,_2, y= Rcost, o (9.3)
Hierfiir ist die Determinante der Jacobimatrix einfach

Rsind,_3sin,,_o —Rcos,,_3cost,_o
0 Rsin 1971,—2
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also
dedy = R%sind,,_3sin?9,,_odv,,_sdd,,_s.

Weiter ist nach (9.3))

Y2 22 y2 -1
sint,,_2 =14/1— 7 und sind,,_3 =4/1— i <1 — RQ) ,

das heifit wir erhalten oben, durch Ersetzen von dv,_3d?, _s durch dzdy,

/ y2 -1
|B| = C(n)R™™ 1‘//IdxdyR2 1_ﬁ \/ 1_R2>
n)R"~ 3//dxdy 1————

Nun zuriick zu (9.2), da fallen C(n) und R"~3 heraus und

n—4
1 y2  x?
B) = — ap/1-L - 4
= - 0.4

mit A/ als Normierung:

n—4
y2 xQ

- dedyy/1- L -2
N //mzmyg TV TR TR

Nun weiter mit dem thermodynamischen Limes, in dem P(B) eine einfache
Form annimmmt. Wir lassen die Teilchezahl N gegen oo gehen und pro-
portional dazu die Gesamtenergie E (= R?), das heifit wir betrachten eine
Situation, in der

E
— =const, N — o0
N )
geht, und aus rechentechnischen Griinden wéhlen wir

31

RP=E=-—-N
287
mit 4 > 0, und da n = 3N, ist
1n
R =-_.
G2

Wenn wir das in N einsetzen, ergibt sich

n

O] fp (- -5)
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Formal liefert der Limes n — oo sofort
N(o0) = / / dmdye_ﬁ(xz*'yz) -
R JR B

und rigoros brauchen wir einen der Lebesgueschen Konvergenzsitze. Also

26 22
N(n) = /R/Rdxdyl{k%(zuy?)z()}(%y) (1 - ?(552 + y2)> )

und nun schitzen wir den Integranden ab. Dazu:

-
(1—25(:32—1—;1/2)) —exp((Z—Q)ln <1—2nﬁ(:c2

< exp <— (g -2) %(IQ +77)

< exp <,6’(x22+ y2)> )

SN— +
Ny

wegen In(1 — x) < —x (wie man leicht sieht) und fiir n grofi genug. Also ist
fiir alle (z,y)

2 22 Ba? + y?)
L2802 42)503 (2, 9) <1 - ?(392 + ?/2)) < exp (2 ;

was iiber R x R integrierbar ist, und weiter haben wir punktweise Konvergenz
(fiir n — o0) der Integranden gegen exp (—6(9&2 + yz)) Damit liefert der Satz
von der dominierten Konvergenz das rigorose Argument. Gleiches gilt fiir den
Zahler in (9.4), so dafl schliefllich

limP,(B) = g/j /I dzdy exp (—3(2% + ¢?)) .

Um von hier zur Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung zu kommen, miissen
wir nur noch auf die physikalischen Gréfien zuriicktransformieren.

1 1
2 2 2 2
T = Smavy,, YT = SMavy,

2 2

und wir erhalten im thermodynamischen Limes die Verteilung

exp (fg(mlvix + mgv%x))

C(B,m1,mz)

P(Ul,x € dvl,xa Va.z € dv2,a:) = dvl,xdv2,a¢a

mit der Normierung
27

C(ﬁ’ml,mz) = m
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Was wir hier fiir die z—Komponenten der Geschwindigkeiten von zwei Teil-
chen gerechnet haben, geht natiirlich fiir alle Komponenten von beliebig vie-
len Teilchen, mit dem Ergebnis

e (1 5sme)
C(B,mi,...,mp) '

Was wir an dieser Stelle nun nicht mehr zeigen kénnen — weil es nicht
unsere Aufgabe ist —, ist die Identifikation von ( mit der inversen Tem-
peratur. Dies ist natiirlich eine interessante Verkniipfung; sie verbindet die
mechanische Theorie der Welt mit der thermodynamischen Beschreibung: Die
mittlere kinetische Energie der Gasteilchen ist direkt proportional zur Tem-
peratur des Gases! (Das sollte ruhig nochmal berechnet werden — wieder mit
Gaufischer Integration!)

Die Berechnung der mittleren kinetischen Energie — das heifit theoretisch
die Berechnung des Erwartungswertes — gibt nun Gelegenheit, eine Formel
fiir die Verénderung der Wahrscheinlichkeitsdichte anzugeben, wenn man eine
Funktion der betreffenden ZufallsgréfSen betrachtet. Wir haben in unserem
Fall fiir die Verteilung der Geschwindigkeit V' (sagen wir beispielsweise eines
Teilchens in einer Dimension) die Maxwellsche Verteilung

exp (—%mv

P(V e dv) = fy(v)dv = ) dv,

2m

mf3

und nun betrachten wir £ = %mV2, eine neue Zufallsgrofie als Funktion der
alten. Welche Verteilung hat E? Die Antwort liefert eine einfache Substitu-
tion: Fiir irgendeine Funktion g berechne

[t = [ e ki Y

27

mp

jetzt Substitution mit E = %va, das heifit

dE = mvdv, also dv=

1
dE,
V2Em
und das Integral ist
2F \ e PP 1 |
- i ,7dE:/* EF)———dF.
/g<\/ m) /%\/QEm ( )Qﬁx/ﬁ

Also ist die Dichte der Verteilung der Energie E
e PE 1

Qﬁﬁ'

fu(E) =
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Anmerkung 9.3.1. Allgemein habe X die Dichte p(z). Sei F(X) eine inver-
tierbare Funktion (beachte, dafl wir oben die Inversion v(y) nicht ordent-
lich diskutiert haben, was wir natiirlich hétten machen miissen). Dann hat
Y = F(X) die Dichte

o 1
Das liegt an
P(Y € dy) = P(F(X) € dy) = P(X € F~(dy))

:]P’<Xe ):P(Xedx).

1
|[F" (=1 (y))]
Dabei meine ich den Ausdruck |F’ (F~!(y))| ernst: in Dimension d > 1 ist
das die Determinante der Jacobimatrix. Das benutze ich nachher bei der
Brownschen Bewegung.



