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11 PARNE GRAFY

11.1 Parovania a transverzaly

Definicia. Parovanie (matching) v grafe je takd mnoZina hrén, z ktorych Ziadne dve nemaju spo-
lo¢ny vrchol. Hrany 'ubovolného parovania tvoria mnozinu navzajom nezavislych hran. Maximové

v s

parovanie je parovenie s najvacsim poétom hran a kompletné parovanie v grafe na n vrcholoch je
. . P s
parovanie, ktoré ma 5 hran.

Poznamenajme, Ze kazdy graf ma maximové parovanie, avsak kompletné parovanie mat’ nemusi.

Priklad 1. Na obr. 20 si zndzornené tri suvislé pravidelné grafy stupiia 3, vSetky na parnom pocte
vrcholov. Prvy graf ma kompletné parovanie, dokonca mnoZinu jeho hran mozno rozloZit’ na tri kom-
pletné parovania. Druhy graf ma kompletné parovanie, ale mnoZinu jeho hran nemozno rozlozit’ na tri
kompletné parovania. Treti graf nema kompletné parovanie.

Q O

Obr. 20

Pérovania v parnych grafoch odpovedaji transverzdlam. Nech je X mnoZina diev¢at a Y nech je
mnozina mlddencov. Nech je G = (X, Y; E) parny graf, v ktorom s vrcholy x € X ay € Y spojené
hranou prave vtedy, ked’ sa mladenec y paci sleéne x. Ak ozna¢ime N(x) mnoZinu vrcholov y € Y, pre
ktoré existuje (x, y) hrana v grafe G, tak systém {N(x); x € X} odpovedd zoznamom pripustnych napad-
nikov pre diev€atd a priradenie €o najvicSieho poctu ndpadnikov dievcatdm odpovedd maximovému
parovaniu.

Definicia. Hrana pokryva vrchol, ak je s tymto vrcholom susednd a mnoZina hran M pokryva mno-
zinu vrcholov S ak pre kazdy vrchol v € § existuje hrana e € M pokryvajtica vrchol v. Nech je G = (V, E)
graf, x e Va§ c V. Symbolom N(x) oznacujeme mnoZzinu vrcholov y € V, pre ktoré existuje (x, y) hrana
v grafe G a symbolom N(S) oznaCujeme mnoZinu Uxes N(x).

Nasledujuca veta je ekvivalentna s Hallovou vetou 7.1, avSak formulovana je v reci tedrie grafov.

Veta 11.1 (Hallova veta). Parny graf G = (X, ¥; E) ma parovanie pokryvajice celi mnozinu X prave
vtedy, ked’ IN(S)| > S| pre kaZzdd mnoZinu S C X.

Dokaz: Nech je G = (X, Y; E) parny graf, pricom X = {x;, x,, ..., x,}. Podl'a Hallovej vety 7.1
ma systém N(x;), N(xp), ..., N(x,) podmnozin mnoZiny Y transverzalu prave vtedy, ked’ pre kazdé k=1,
2, ...,naprekazdy vyber iy, i, ..., iy taky, Ze 1 <i; <i; < ... <i <nplati

IN(x;,) U N(x;,) U ... UN@ ) >k

Transverzdla je priradenie roznych prvkov y mnoziny Y ré6znym mnoZindm N(x), pricom y € N(x).
Preto dvojice prvkov (x, y) reprezentujiice toto priradenie tvoria navzdjom nezavislé hrany grafu G.

52



Vydané len pre vnitornu potrebu FMFI UK ako elektronicky ucebny text PJK

Ked’Ze v transverzdle ma kazdd mnoZina N(x), x € X, reprezentanta y € Y, tak navzdjom nezavislé hrany
reprezentujlice transverzalu pokryvaju celd mnozinu X. Teda systém N(x,), N(x»), ..., N(x,) ma trans-
verzalu prave vtedy, ked’ v grafe G existuje parovanie pokryvajice celi mnozZinu X. Na druhej strane

N(-xil) UN(xiz) ... UN(xik) =N({xi17-xi2’ ""xik})

¢ize pre kazdd mnoZinu S = {x|, xa, ..., x¢} plati IN(x;) U N(x;,) U ... U N(x;)| = k prave vtedy, ked’
IN(SI=ISI o

Veta 11.2. Nech je H = (X, Y; F) pravidelny parny graf stupiia p. Potom mnoZinu hrdn F moZno
rozlozit na p kompletnych parovani grafu H.

Dokaz: VSimnite si, Ze | X1 = 1Y, kedZe H ma plX| = plY|hran. Vetu dokdZeme indukciou podl'a
stupna p grafu H.

1° Ak p = 1, tak niet ¢o dokazovat’, lebo hrany tvoria kompletné parovanie grafu H.

2° Nech veta plati pre grafy stupiia p — 1, pricom parny graf H md stupeil p. UkdZeme, Ze H ma
kompletné parovanie. Nech S € X. S vrcholmi mnoZiny S je susednych plS| hran, priCom vsetky tieto
hrany majui druhého suseda v mnoZine N(S). Ak by platilo IN(S)| < IS|, tak by podl'a Dirichletovho

plS
IN(S)I

parny graf H je pravidelny stupiia p. To znamend, Ze IN(S)| > IS plati pre kaZdd mnoZinu S c X, CiZe
podl'a Hallovej vety 11.1 ma parny graf H parovanie M pokryvajice celd mnozinu X. Ked'ze | X1 = 1Y,
tak M je kompletné parovanie grafu H. Ozna¢me H' graf, ktory vznikne z H vynechanim vSetkych hran
parovania M. Graf H' je pravidelny parny graf stupnia p — 1 a podl’a indukéného predpokladu mozno mno-
zinu hran grafu H'rozloZit' na p — 1 kompletnych parovani M,, M,, ..., M,_,. Teda M, M,, ..., M,_;, M je
rozklad mnoZiny hran grafu H na p kompletnych parovani. o

Porovnajte vetu 11.2 s cvi€enim 7.5. Nasledujiica veta je ekvivalentnd so zovSeobecnenou Hallovou
vetou 7.3, avSak formulovana je v reci tedrie grafov.

Veta 11.3 (zovSeobecnena Hallova veta). Nech je G = (X, Y;E) parny graf. Ozna¢me S, taki pod-
mnozinu mnoziny X, pre ktoru je ¢islo ISyl — IN (Sp)| najvicsie. Potom maximové parovanie parneho
grafu G ma

principu existoval vrchol y € N(S), ktorého stupei je aspon > p, €o je spor s predpokladom, Ze

1X1=(1Sy! = IN(S)1)

hrén.

Dokaz: Najprv si vSimnime, Ze plati ISol — IN(Sp)l > 0, ked’Ze pre prazdnu mnoZinu sa tento vyraz
rovnd 0. Podl'a zovSeobecnenej Hallovej vety 7.3 ma parny graf G = (X, Y; E), kde |X| = n, parovanie
velkosti r prave vtedy, ked’ pre kazdé k = 1, 2, ..., n a pre kazdd k-prvkovi podmnoZinu § mnoZiny X
plati

|N(S())| Ek— (I’l - r)

To znamend, Ze parny graf G ma parovanie vel'kosti r prave vtedy, ked’ pre kazdi podmnoZinu S mno-
Ziny X plati

INSIZISI=IX1+7r, Cize r<IXI-(SI=IN(S)D

Teda ak oznacime S, taki podmnozinu mnoziny X, pre ktord je hodnota Sy — IN(Sy)| najvicsia, tak
maximové parovanie grafu G ma

1X 1= (1Sy! = IN(S)1)

hran. o

11.2 Petersenova a Konigova veta

Definicia. Nech je G = (V, E) graf a nech je H = (V, F) podgraf grafu G. Ak je H pravidelny graf
stupnia k, tak H nazyvame k-faktor grafu G.

Vsimnite si, Ze vrcholovd mnoZina k-faktoru grafu G je totozna s vrcholovou mnozinou grafu G.
Kompletné parovanie je 1-faktor grafu, a teda podl'a vety 11.2 moZno pravidelny parny graf stupia p
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rozlozit na p 1-faktorov. Ak vsSak graf nie je parny, tak nie vZdy je mozné rozlozit' pravidelny graf na
1-faktory, pretoZe tento graf nemusi obsahovat’ Ziaden 1-faktor, pozri priklad 1. Napriek tomu pre 2-fak-
tory plati nasledujice tvrdenie, ktoré dokézal J. Petersen v roku 1891.

Veta 11.4 (Petersenova veta). Nech je G = (V, E) pravidelny graf stupiia 2p. Potom mnoZinu hrdn
E mozZno rozloZit’ na p 2-faktorov grafu G.

Dodkaz: Vetu staci dokdzat’ pre suvislé grafy, pretoZe v nestvislom grafe mozno rozlozit' kazdy
komponent stvislosti samostatne. Teda predpokladajme, Ze G je stvisly graf. Ked'Ze vSetky vrcholy
grafu G su parneho stupna, tak podla Eulerovej vety 9.3 v grafe G existuje uzavrety Eulerovsky t'ah T.
Zvolme si orientdciu tahu T a prejdime sa po grafe pozdiZ hrén T. Zvolend orienticia ndm uréila, ktorym
smerom sme presli kazdd hranu grafu G. Oznacme V = {v1, v, ..., v,} vrcholy grafu G. Nech sd
X=A{x;, %2 ..., x,} aY={y1, y2, ..., ¥, } disjunktné mnoziny. Zostrojme pomocny parny graf H = (X, Y; F)
tak, Ze dvojica (x;, y;), je hranou grafu H prave vtedy, ked’ je (v;, v;) hranou grafu G, priCom pri pre-
chadzke pozdiZ hran tahu T sme tito hranu presli v smere z v; do v, 1<i<nal<j<n KedZe G je
pravidelny graf stupna 2p, tak H je pravidelny parny graf stupna p (do kazdého vrchola grafu G tah T
p krét ,prisiel* a p krat z neho ,,0disiel*). Podl'a vety 11.2 moZno mnozinu hran F grafu H rozlozit na p
kompletnych parovani Fy, F, ..., Fj,. Nech E; obsahuje také hrany (v;, v;) grafu G, pre ktoré bud’ (x;, x;),
alebo (x;, y), patriado Fy, k=1, 2, ..., p (vSimnite si, Ze iba jedna z hrdn (x;, x;) a (x;, y;) sa mdZe vysky-
tovat’ v grafe H). Ked’Ze x; aj y; st vrcholy stupnia 1 v 1-faktore F}, tak stupen vrchola v; v E, je 2 pre
kazdéi=1,2,...,nak=1,2, ..., p. To znamend, Ze E,, E,, ..., E, si 2-faktory grafu G. Tieto 2-fak-
tory spolu obsahujui vSetky hrany grafu G, a preto sd ich mnoZiny hrdn navzdjom disjunktné. Teda
systém Ey, E,, ..., E, tvori rozklad mnoZiny hrén grafu G na 2-faktory. o

Definicia. Nech je G = (V, E) graf. PodmnoZina P mnoziny vrcholov V tvori vrcholové pokrytie
grafu G, ak je kaZda hrana grafu G susednd s nejakym vrcholom z mnoZiny P.

Veta 11.5 (Konigova veta). Pocet hran maximového parovania parneho grafu sa rovna minimalnemu
poctu vrcholov vrcholového pokrytia tohto grafu.

Dokaz: Nechje G =(V, E) parny graf. Oznacme m, pocet hran maximového parovania a m, mini-
malny pocet vrcholov vrcholového pokrytia grafu G. Podl'a vety 11.3 sa pocet hran maximového
parovania rovnd 1 X| — (ISy] — IN(Sp)I) pre nejakii mnoZinu Sy < X. Potom vSak (X — Sy) U N(Sy) tvori
vrcholové pokrytie, lebo Ziadna hrana nespdja vrchol z mnoZiny S, s vrcholom z Y — N(S;). Velkost
tohoto pokrytia je

(IX1=1So1) + IN(So) 1 = 1X1 = (ISo] = IN(So)) = e

a preto pre minimdlny pocet vrcholov vrcholového pokrytia plati m, < m.. Na druhej strane kazdé vrcho-
lové pokrytie obsahuje aspon jeden vrchol z kazdej hrany maximového parovania, a preto m,. < m,, Cize
Me =my. O

Konigova veta je zndmejsia v inej formuldcii.

Definicia. Riadky aj stlpce matice nazyvame spoloénym ndzvom linia. Ak nejaky prvok matice
leZi v linii /, tak linia [ pokryva tento prvok. Prvky matice, ktoré nelezia v spolo¢nej linii nazyvame
nezavislé. Matica A je binarna, ak sd vsetky jej prvky 0 alebo 1.

Veta 11.6 (Konigova veta). Maximélny pocet navzijom nezavislych jednotiek bindrnej matice sa
rovnd minimalnemu poctu linif, ktoré pokryvaju vSetky jednotky v tejto matici.

Dokaz: Nechje Amatica typum X ns prvkami a;; anech si X = {x;, x, ..., X, a Y= {y1, ¥2, ..., Yu}
disjunktné mnozZiny. Zostrojme parny graf G = (X, Y; E) tak, Ze (x;, y;) € E prave vtedy, ked a;; = 1.
Teda jednotky matice A odpovedaji hrandm a nuly ,,nehrandm* grafu G. Hrany kaZdého parovania
grafu G predstavuji v matici A navzijom nezavislé jednotky, pretoZe Ziadna dvojica tychto hran nema
spolo¢ny vrchol, Cize ziadna dvojica odpovedajiicich jednotiek nelezi v spolocnej linii. Na druhej strane,
vrcholy kazdého vrcholového pokrytia grafu G predstavuji linie A pokryvajice vSetky jednotky, pretoZe
kazda hrana je susednd niektorému vrcholu z vrcholového pokrytia, ¢iZe kazda jednotka matice A leZi
v niektorej z pokryvajicich lini{. Podl'a Konigovej vety 11.5 sa velkost’ maximového parovania v grafe
G rovnd minimédlnemu poctu vrcholov vrcholového pokrytia grafu G, a preto sa maximalny pocet na-
vzajom nezavislych jednotiek v A rovnd minimalnemu poctu linii, pokryvajucich vSetky jednotky
matice A. O
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Priklad 2. UvaZujme bindrnu maticu A typu 5 x 5

001060
01 010
A=|1 0 0 0 O
01 001
001060

Této matica neobsahuje Ziadny nulovy riadok ani nulovy stipec. Napriek tomu na pokrytie tejto ma-
tice stadia Styri linie: druhy a $tvrty riadok a prvy a treti stipec. V matici A si $tyri navzdjom nezavislé
jom nezavislych jednotiek ani mensi pocet pokryvajicich linii.

Konigova veta je vetou minimaxového typu. Existuje metahypotéza, zZe kazdd hodnotu, ktora je
maximom jednej veli¢iny a zdroveni minimom inej veli¢iny, moZno ndjst’ v ¢ase zhora ohrani¢enom
polynémom, ktorého argument predstavuje vel'kost dlohy.

CVICENIA

Cvicenie 11.1. Doké7te, Ze mnozinu hran Petersenovho grafu nemozno rozlozit’ na kompletné paro-
vania.

Cvicenie 11.2. Njjdite rozklad mnoZiny hran kompletného bipartitného grafu K, ,, kde n je parne,
na 2-faktory.

Cvicenie 11.3. Njjdite rozklad mnoZiny hran kompletného grafu K,,, kde n je parne, na 1-faktory.

Cvicenie 11.4. Njjdite rozklad mnoZiny hran kompletného grafu K,,, kde n je neparne, na 2-faktory.

Cvicenie 11.5. Pre aké n moZze existovat’ rozklad mnozZiny hran kompletného grafu K, na trojuhol-
niky? Akd Struktiru tvori takyto rozklad?

Cvicenie 11.6. Dokazte, Zze v l'ubovolnom grafe ma minimovd mnoZina vrcholov vrcholového
pokrytia aspon takd velkost’, ako je velkost maximového parovania.

Cvicenie 11.7. Zostrojte parny graf odpovedajuci bindrnej matici A z prikladu 2.

Cvicenie 11.8. Zostrojte bindrnu maticu A odpovedajicu prvému grafu z obrazku 20.
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