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Glava 1

OSNOVI DIFERENCIJALNE
GEOMETRIJE

1.1 Mnogostrukosti i raslojenja

Realni vektorski prostori su strukture na kojima je razvijen aparat analize, u ovom trenutku jedno
od dva najvaznija matematicka oruda fizike. Medutim, ispostavilo se da razliciti fizicki sistemi
ne dozvoljavaju opis u terminima vektorskih prostora (npr. konfiguracioni prostori razlicitih
prostih sistema ne moraju biti linearni: konfiguracioni prostor dvostrukog klatna je torus), mada
zadrzavaju neophodnost diferencijalnog racuna. Tako je doslo do uopstavanja pojma vektorskog
prostora.

Definicija 1.1 |M|-dimenzionalna glatka mnogostrukost je Hausdorff-ov topoloski prostor (M, T)
za koji vazi:

i) postoji atlas skupa M, tj. skup uredenih parova (karte) A = {(Ua,¥a)} skupova Uy, koji
J ) (
obrazuju otvoreni pokrivacé skupa M, i homeomorfizama 1, sa U, u RM!;

(ii) atlas je gladak: za svaka dva nedisjunktna skupa U, i Ug, realna funkcija realnih promenljivih

Vap = g0t 1 U (UsNUg) — ¥5(Us,NUp) je beskonacno diferencijabilna na 1, (U,NUg).

Drugim re¢ima, u okolini svake tacke mnogostrukost izgleda kao prostor R|, a sve okoline
su glatko spojene. Svaka karta (U,,1,) uvodi sistem koordinata na U,, tako sto tacki m iz U,
pridruzuje koordinate njenog lika 1, (m) = x = (z',..., 2M) iz RIMI,

Lokalno predstavljanje mnogostrukosti u RI™! je osnova generalizacije pojmova matematicke
analize. Pocetni korak ka tome je definisanje glatkosti za preslikavanja mnogostrukosti, sto se
obic¢no ¢ini u dve etape. Prvo se razmatraju preslikavanja mnogostrukosti u R.

Definicija 1.2 Preslikavanje f : M — R je glatko u tacki m € U, C M, ako je realna funk-
cija realnih promenljivih fo = fo vt : 1Yo (U,) — R beskonacéno diferencijabilna u 1) (m).
Preslikavange f : M — R je glatko na M, ako je glatko u svakoj tacki M.

Skup preslikavanja iz M u R, glatkih u tacki m € M, oznacava se sa C°(M), a algebra glatkih
funkcija (operacije su proizvod i linearne kombinacije) na M sa C°°(M). Vazan primer glatkih

1
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Slika 1.1: Mnogostrukost. Karte U, i U 3 mnogostrukosti M dimenzije n = | M| se homeomorfizmima 1, 11g
preslikavaju u R™. Pri tome su likovi preseka karata glatko povezani homeomorfizmom ,g (0dnosno yg, = 111;5)

funkcija daju koordinatne funkeije na nekoj karti (U, s): 1 M — R je funkcija definisana na
Uy, i svakoj tacki m € U, dodeljuje vrednost i-te koordinate tacke v, (m) € RIM.
U drugoj etapi se ista ideja uopstava:

Definicija 1.3 Neprekidno preslikavanje f mnogostrukosti M u mnogostrukost N je glatko ako
je za svako g € C(f(M)) preslikavanje go f : M — R iz C°(M). Obostrano glatka bijekcija
F' se naziva difeomorfizam mnogostrukosti M i N.

Ako su (Uy, ¥4) 1 (Vp, ¢p) karte na M 1 N, takve da f(U,) ima neprazan presek sa Vg, glatkost
preslikavanja f znaci, na osnovu definicije 1.2, da je glatko preslikavanje pgo f oy ! iz RMI y
RN (koje povezuje likove preseka f(Uy) i V3 na kartama prve i druge mnogostrukosti, i samim
tim je realna funkcija realnih promenljivih).

Difeomorfizam je relacija ekvivalencije medu mnogostrukostima. U tom smislu se dve difeo-
morfne mnogostrukosti smatraju jednakima. Na istom topoloskom prostoru se mogu definisati
razliciti atlasi, i time dobiti razlicite mnogostrukosti. Ukoliko je identicno preslikavanje skupa
M na sebe difeomorfizam u odnosu na razlicite atlase A i B, smatra se da je u pitanju ista mno-
gostrukost, te se pod atlasom mnogostrukosti zapravo podrazumeva skup svih mogucih atlasa
difeomorfno povezanih identi¢nim preslikavanjem. Time je pojam karte drasti¢no prosiren, jer
karta iz bilo kog od tih atlasa postaje karta ovako shva¢ene mnogostrukosti. Skup takvih karata
daje maksimalni atlas, tzv. glatku strukturu na M.

Podstruktura se uvodi preko maksimalnog atlasa:

Definicija 1.4 Podskup N mnogostrukosti M je |N|-dimenzionalna podmnogostrukost u M ako
za svaku tacku m € N postoji karta (U,,,v) mnogostrukosti M takva da za neke konstante a’
(i=|N|+1,...,|M|) vazip(n) = (z, ..., 2N oV alM) 2a svako n € NN U,,.
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Jasno je da relacija ekvivalencije medu mnogostrukostima, koju uspostavlja difeomorfizam,
dozvoljava da se prethodna definicija uopsti, te da se svaka mnogostrukost koja se difeomorfno
preslikava u neku podmnogostrukost u M, takode smatra za podmnogostrukost u M. Pokazuje
se da je svaku mnogostrukost moguce difeomorfno preslikati u neku hiperpovrs realnog prostora
dovoljno velike dimenzije, i shvatiti je kao podmnogostrukost vektorskog prostora. To omogucava
da se pojmovi definisani unutrasnje, u terminima same mnogostrukosti, uporede sa odomacenim
geometrijskim predstavama iz euklidskih prostora.

Prilikom razmatranja fizickih problema Cesto se relevantna mnogostrukost moze na odredeni
nacin faktorisati, tj. shvatiti kao proizvod vise mnogostrukosti (npr. prostor kvantnih stanja ili
konfiguracioni ili fazni prostor slozenog sistema). Dve konstrukcije daju adekvatan opis razlicitih
situacija te vrste:

Definicija 1.5 (i) Direktni proizvod mnogostrukosti B i F sa atlasima B i F je mnogostrukost
B x F sa atlasom B x F = {(U, x Vﬂ Vo X wp)|Va, B} (direktni proizvod karata iz B i F,

sa preslikavanjima (1 x 93)(b, f) % (6o (b), 3(f)) skupova Uy x Vs u $a(Ua) x 05(Vs) C
RIBHIFI )

(ii) Raslojeni prostor (raslojenje, kosi proizvod mnogostrukosti) E(B, F, ) je mnogostrukost E,
na kojoj je definisano glatko preslikavanje © (projekcija) na mnogostrukost B (baza), takvo
da je za svaku tacku baze, b, sloj nad njom, 7=1(b) = o {e € E | (e ) = b}, difeomorfan
sa mnogostrukoséu F (tipicni sloj), i postoji okolina Uy za koju je 7= *(Uy) difeomorfan sa

U},XF.

Kod direktnog proizvoda B x F' preslikavanje 7 dato sa 7 (b, f) = b zadovoljava sve osobine
projekcije, tako da je svaki direktni proizvod istovremeno i raslojeni prostor. Kod raslojenog
prostora, struktura direktnog proizvoda se moze uvesti samo lokalno, na skupovima 71(U,); to
znaci da se moze odabrati atlas na B (medu kartama maksimalnog atlasa), takav da je za bilo
koji atlas sloja F, skup 7~ 1(U,) difeomorfan direktnom proizvodu karte na U, i mnogostrukosti
F. Karte takvog atlasa, tzv. lokalne trivijalizacije, dozvoljavaju da se deo po deo, raslojeni
prostor vidi kao direktni proizvod sloja sa delom baze. Stoga je direktni proizvod mnogostrukosti
specijalan slucaj raslojenog prostora, tzv. trivijalno raslojenje. Ako su (U, q) 1 (Ug,vg) dve
takve karte na B kojima pripada b, tada se sloj 771(b) (difeomorfan sa F') nalazi u proizvodima
Uy X F'1Ug x F (tj. preslikava se u oba ova proizvoda). Uvode¢i difeomorfizme ¢, : U, X F —
71 (Ua), svaki presek karata odreduje difeomorfizam ¢os : ¢5' (7' (U N Up)) — ¢ (71 (Ua N
Up)), koji je u tacki b € U, N Uz dat sa:

Gas(D) = 02 0 By = 05 (11 (B)) — B (w7 H(D)). (1.1)

Oba skupa povezana ovim preslikavanjem, difeomorfna su sa F', te se funkcija prelaza ¢op(b)
moze shvatiti kao difeomorfizam ¢o3(b) sloja F: ako je ispunjeno ¢ (b, fo) = és(b, f5) € E,
tada su elementi f, i fg iz F' povezani relacijom f, = QAﬁag(b) f3. Korisnim zargonom se kaze da
se raslojeni prostor dobija tako Sto se delovi baze direktno pomnoze slojem i tako dobiju isecci
raslojenog prostora "nad tim delovima baze”. Zatim se isecci ”slepe”, identifikovanjem originala i
likova funkcija prelaza. Treba uociti da je ¢nq(b) identicno preslikavanje, dok je ¢g,(b) = gb;g(b)
Konaé¢no, ako se uoci vise lokalnih trivijalizacija sa b, tj. viSe karti iz definicije koje sadrze b, za
svake tri vazi ¢ag(b) = Pary(b) 0 ¢p5(b). Ocigledno, funkcije prelaza (podrazumeva se maksimalni
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Slika 1.2: Raslojeni prostor. Predstavljen je deo raslojenog prostora E = E(B,, F), koji se projekcijom 7
preslikava na dve okoline, U, i Ug, baze, B. Direktni proizvodi ovih okolina sa slojem, F', difeomorfni su delovima

raslojenja = (Uy) i 7= 1(Ug). Sloj m—*(b) se vidi u oba direktna proizvoda, i uspostavlja funkciju prelaza, ¢os(b).

atlas, i sve odgovarajuce funkcije prelaza!l) generisu neku podgrupu grupe difeomorfizama sloja
F, i ta grupa se naziva strukturna grupa raslojenjal.

Ukoliko je kod raslojenog prostora sloj F' = GG neka Lie-jeva grupa, a funkcije prelaza ggag su
elementi iste grupe, raslojenje se naziva glavno raslojenje grupe G. Vektorsko raslojenje asocirano
glavnom raslojenju P grupe G je raslojenje ¢iji je sloj vektorski prostor u kome deluje linearna
reprezentacija grupe (G, a postoji trivijalizacija sa strukturnom grupom istom kao u glavnom
raslojenju P.

Preslikavanje f : B — E(B, I, 7) zakoje je wo f identi¢no preslikavanje na B se naziva globaln:
preselk raslojenja. Takvo preslikavanje svakoj tacki m mnogostrukosti B pridruzuje tacku iz sloja
nad m. Jasno je da se mogu definisati i [okalni preseci, tj. funkcije koje su definisane samo na

'Pod raslojenjem se u ovom tekstu podrazumeva samo lokalno trivijalno glatko raslojenje, §to nije najopstija
konstrukcija. Sli¢no, ne ulazeé¢i u nekoliko na¢ina uvodenja dejstva grupe, strukturna grupa je uvedena preko
funkcija prelaza, a redukcija ove grupe, odnosno moguénost da se za ”lepljenje” iskoristi samo neka podgrupa,
nije razmatrana. lako je za dalji tekst ovaj minimum dovoljan, za neke druge fizicke aplikacije je ipak potrebna
detaljnija analiza, [7].
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nekoj okolini (obi¢no karti) u B, no na toj okolini imaju navedeno svojstvo preseka. Pitanje
egzistencije globalnih preseka nije trivijalno, i kod nekih raslojenja oni ne postoje. Skup svih
preseka raslojenja E se oznacava sa I'E. Preseci vektorskih raslojenja daju matematicki okvir
pojma fizickih polja (kod vektorskih raslojenja uvek postoje globalni preseci), dok se preseci
glavnih raslojenja mogu shvatiti kao polja transformacija, tj. transformacija cije dejstvo zavisi
od tacaka baze (ispostavlja se da je glavno raslojenje trivijalno ako i samo ako postoji njegov
globalni presek).

1.2 Tangentni prostor

Definicija 1.6 Glatka kriva je preslikavanje ~ : [0,1] — M koje moZe biti prosireno do glatkog
preslikavanja nekog otvorenog intervala (—e,1+¢) u M.

To znaci da je za neko ¢ > 0 definisano preslikavanje v : (—¢, 14+¢) — M koje je glatko: naime,
za svaku tacku t € (—e,14 ¢) se moze naci neko 6 > 0, tako da deo krive y((t —§,t+6)) bude u
jednoj karti U, mnogostrukosti; glatkost znaci da je preslikavanje ¢, 0y : (t —9,t+0) — 1o (Uy)
(iz R u R™I) beskonaéno diferencijabilno za svaku tacku intervala.

Definicija 1.7 Tangentni vektor na krivu v w tacki m = ~(t,,) (tm € [0,1]) je preslikavanje
Viltm) : C (M) — R definisano sa: za svako f € Co¥(M) vu(tm)f = &(f 0 7)

Y« (tm) je o¢igledno linearno preslikavanje (uz prirodno definisanje linearnih kombinacija funk-
cija iz C2°(M)), a zadovoljava i Leibnitz-ovo pravilo, te je u pitanju diferenciranje u Ce(M).

Uobicajena predstava tangentnog vektora krive zadate u R™ koordinatno (”parametarski”),
v(t) = x(t) = (z(¢),...,2"(t)), u tacki m = x(t,,) je vektor

tm

dat(t,,) da"(tm)

G d )= (& (tm)s -, 3" (tm)).

X(tm) = (——

Diferencijalno geometrijska definicija 1.7 isti pojam uvodi kao preslikavanje ~.(t,,) iz C2°(R"™) u

R:
dzt 0
W = Z e Plican (1.2

tj. kao izvod u pravcu tangente na krivu ~.
Mada je izveden za funkcije definisane u R™, izraz (1.2) obuhvata i opsti slu¢aj mnogostrukosti

(|M] = n): na karti (U,, ¥), kojoj pripada (t,,), kriva v definise krivu -, a0 Vo (Us) C
R", a funkcija f realnu funkciju realnih promenljivih fa (iz definicije 1.2). Izraz (1.2) se moze
primeniti za v, i fa, i tada je You(tm)fa = (f o lo Yo © e, = V«(tm)f, Sto znaci da se
(1.2) odnosi i na proizvoljnu mnogostrukost pri ¢emu su 2’ koordinate na razmatranoj karti.
Konceptualni znacaj ovog zakljucka lezi u moguénosti da se u (1. 2) 7*( m) shvati kao linearna

. .. . . def
kombinacija vektora koordinatnog bazisa 9; = 3250 yu(tm) = > iy S 0;|y,,. Pri tome je vektor

0; tangentni vektor u ¢t = 0 na koordinatnu linyju kroz m. To je kriva 7; koja na karti U, ima
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koordinate 1, o 5 = (a,...,a" Y, a’ +t,a™, ..., a™M) ede su a' konstante koje odgovaraju
koordinatama tacke m, tj. o(m) = (a',...,a™!). Ocigledno je da za koordinatne funkcije vazi
O’ = &7, (1.3)

sto moze posluziti i kao ekvivalentna definicija koordinatnog bazisa.

Postaje ocigledno da za razlicite krive kroz tacku m, tangentni vektori ¢ine realni vektorski
| M |-dimenzionalni tangentni prostor, T,,(M). U terminima obi¢ne geometrije, to je hiperravan
tangenti na mnogostrukost u tacki m. Tako je svakoj tacki m mnogostrukosti M pridruzen
vektorski prostor T,,,(M), i dobijeno je tangentno raslojenje, T(M); to je vektorsko raslojenje, sa
bazom M, slojem R™| i projekcijom 7 : Ty, (M) +— m.

Razlicite krive kroz m mogu imati iste tangentne vektore, tj. korespondencija krivih i tan-
gentnih vektora je jednoznacna samo u jednom smeru. Ocigledno je medutim da za svaki vektor
X € T, (M) postoji bar jedna kriva  kroz m, za koju je X, tangentni vektor: X, = Y. ¢'0; je
tangentni vektor krive v(t) = ¢ (tq' + m!, ... t¢" +m") (za t = 0), pri cemu su m’ koordinate
tacke 1, (m). U istom kontekstu se i razli¢ite parametrizacije iste (u obi¢nom geometrijskom smi-
slu) krive moraju smatrati razli¢itim, sa razli¢itim, mada kolinearnim, tangentnim vektorima:
ako je s bijekcija na [0, 1], onda je u(tm) = (70 8)s(tm) = L7 (s(tm)).

Pri preslikavanju f mnogostrukosti M u N (definicija 1.3) kriva v : R — M se preslika
u krivu fovy : R — N. Tako se preslikavanjem f povezuju tangentni vektori 7.(t,,) u tacki
m = Y(tm) 1 (f o )«(tm) u tacki f(m), tj. uspostavljeno je preslikavanje tangentnog prostora
T (M) u tangentni prostor Ty, (N). Lako se pokazuje da je to preslikavanje linearno, i naziva
se diferencijal preslikavanja f, a oznacava se sa d f. Ako su (Upn,¥) i (Vimmy,¢) dve karte
koje sadrze m, odnosno f(m), sa koordinatama (z!,...,2™!) odnosno (3',...,y"™!), moze se
odrediti matrica koja reprezentuje ovaj linearni operator u koordinatnim bazisima. Formula
reprezentovanja je [d f(z%)]g = (g0 fov) = Z‘Ji'l %%g. Posto je (y'(t),...,y™N!(t)) kriva
koja se dobija preslikavanjem koordinatne linije v;, pa je ddi: = 6F, posrednim diferenciranjem se

nalazi d f (8?ci) g = Z‘;le gi a%j g, Sto pokazuje da je diferencijal funkcije reprezentovan Jacobi-

jevom matricom, (d f)! = giﬁ. Rang ove matrice ne moze biti veéi ni od |M| ni od |N|. U
posebnom slucaju kada je mnogostrukost N upravo R, preslikavanje f je glatka funkcija na M,
a njen diferencijal u tacki m postaje linearni funkcional na T,,,(M). Za koordinatne funkcije x*

se nalazi

dx*(0;) = oF. (1.4)

(2

1.3 Vektorska polja

Izborom jednog tangentnog vektora X, iz tangentnog prostora T,,(M) u tacki m, funkciji f
se, na osnovu (1.2) u tacki m dodeljuje realni broj X,,f. Na taj nacin svaki presek tangentnog
raslojenja predstavlja linearno preslikavanje u skupu funkcija na M.

Definicija 1.8 Vektorsko polje X na mnogostrukosti M je pridruZivanje tangentnog vektora
X € Tn(M) svakoj tackim € M. Vektorsko polje X je glatko ako je preslikavanje X f : M — R,
definisano sa X f(m) = X, f glatko za svako glatko f.
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Glatka vektorska polja, iskljuc¢ivo razmatrana u nastavku, ocigledno su linearna preslikavanja
u C(M), a kako (po definiciji tangentnog vektora) zadovoljavaju Leibnitz-ovo pravilo, to su
diferenciranja u C*°(M).

Vektorska polja je moguce zadati lokalno, na otvorenim skupovima u M, posebno na kartama,
ili razmatrati restrikcije na pojedine karte polja definisanih globalno (tj. na M). Na karti
(Ua, 0, vektorsko polje X, u skladu sa (1.2), ima koordinatnu reprezentaciju

X=> q0, (1.5)

gde su koeficijenti ¢* funkcije koordinata x = (x',...,z!M) tacaka karte. Glatkost polja se
manifestuje kao glatkost ovih koeficijenata.

Teorem o jedinstvenosti reSenja sistema obi¢nih diferencijalnih jednacina pokazuje da se za
svako vektorsko polje X mogu naéi integralne krive polja, ¢iji tangentni vektori u svakoj tacki

m daju X,,. Naime, takva kriva v mora da zadovolji uslov X, f = %( f o), sto lokalno (na
odgovarajuéoj karti) daje sistem jednacina df;t(t) =qi(t), i=1,...,n,sajedinstvenim resenjem

Yooy = (xl(t), o ,x|M|(t)).

Posto je linearna kombinacija vektorskih polja (¢ak i sa koeficijentima iz C*°(M)) i sama
vektorsko polje, skup svih vektorskih polja, I'T' (M), ¢ini vektorski prostor. Tako je ovaj prostor
beskonacne dimenzije, mogu se uvesti bazisna vektorska poljo na nekom podskupu (na primer na
kartama) U u M: to su polja {E, ..., Ej }, definisana na U, takva da vektori { Eipm, ..., Ejmpm }
u svakoj tacki m € U ¢ine bazis u T,,(M ); svako vektorsko polje na U se moze izraziti kao linearna
kombinacija bazisnih polja, pri ¢emu su koeficijenti u kombinacijama glatke funkcije na U. Pri
tome treba napomenuti da neke mnogostrukosti nemaju globalno definisana bazisna polja. Na
primer, na sferi S? takva bazisna polja ne postoje, §to sledi iz poznatog teorema da je svako
globalno definisano vektorsko polje na sferi bar u jednoj tacki jednako 0 (te se u toj tacki ne
moze uzeti za bazisno polje). Mnogostrukost kod koje takva bazisna polja postoje naziva se
paralelizabilna, i vektorski prostori RIM| su takvi. Najéesée koriséeni lokalni bazisi na kartama
su koordinatni: F; = 0;.

Kao i u opstem slucaju diferenciranja, kompozicija vektorskih polja (shvacenih kao presli-

kavanja u C>*(M)), XY f o X(Y(f)) nije polje (u koordinatnoj formi sadrzi druge izvode f:

(XY)f = Zm(qipjaiajf +q"(0;p°)(9;f))), no komutator

1

XY (XY =Y X)f =320 (00 —v'oa)o]

jeste. Lako se pokazuje da je komutator antisimetrican i zadovoljava Jacobi-jev identitet, ¢ime
['T(M) postaje realna Lie-jeva algebra, X'(M). Ocigledno je da koordinatna polja komutiraju:
0;,0;] = 0.

1.4 Tenzorska polja

Kada se proucava jedan vektorski prostor, tenzorskim proizvodima se formira tenzorska alge-
bra. Ova konstrukcija se prenosi i na mnogostrukosti, uz prilagodavanje cCinjenici da je re¢ o
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skupu prostora, po jedan za svaku tacku mnogostrukosti. U svakoj tacki m mnogostrukosti, tan-
gentni prostor T,,(M) odreduje njemu dualni Lotangentni prostor Tk (M), pa i njihove tenzorske
proizvode.

Analogno tangentnom, dobija se Lotangentno raslojenje, T*(M), a njegovi preseci su kovek-
torska polja. Ocigledno, kovektorsko polje w svakoj tacki m € M pridruzuje funkcional w,, na
T.,(M). Na taj nacin, za svako vektorsko polje X je u tacki m dobijen realni broj wy,(Xm),
odnosno w preslikava X u C*°(M). Kao i za vektorska, tako se i za kovektorska polja uvek
moze uvesti lokalni bazis, {e', ..., e™!}: svako kovektorsko polje lokalno je linearna kombinacija
w =Y, q€, gde su koeficijenti ¢; glatke funkcije.

Svako vektorsko polje X preslikava svaku funkciju f € C*(M) u X f € C*(M), tj. svakom
paru (f, X) je pridruzena funkcija X f. Drugacije gledajuéi, moze se reéi da svaka funkcija
f € C®(M) generise jedno preslikavanje f* svakog vektorskog polja X u X f € C*(M), tj.
kovektorsko polje f*(X) © X f. Pri tome, iz (1.3) sledi 2*(9;) = &} (ovde je &} konstantna
funkcija na karti), tj. {z'*,..., 2/} je dualni koordinatni bazis na uo¢enoj karti. Pisuéi f*i X u
koordinatnim bazisima, f* =Y, ¢z™, X =Y, p'0;, nalazi se X f = zip"g; o X =>rq.
Kako ovo vazi za svako polje X, sledi da je ¢; = %, odnosno f* = Y. %
dobijeni izraz sa izrazom df = ), %d 2! za diferencijal funkcije vise promenljivih, postaje
jasno da je kovektorsko polje generisano preslikavanjem f upravo diferencijal preslikavangja?.
Tako je f*=d f, 2™ = da’ (jer se (1.3) prepisuje kao d2*(9;) = 8%, u skladu sa (1.4)), i dualna
(bazisna) koordinatna poljasu {0y, ..., 0} 1{dat, ... da!M}. Koristeéi teoreme o egzistenciji
of

oxt)
kovektorsko polje lokalno moze predstaviti kao diferencijal neke funkcije: w =d f=73", g jldx’
Sada se mogu uvesti i ostala fenzorska raslojenja, T@* (M), sa istom bazom M i slojem

Téf’k)(]\/[) o ToM)® - T, (M)RT,(M)®---®Tr(M). Preseci ovih raslojenja su tenzor-

™. Uporedujuéi

i jedinstvenosti reSenja sistema diferencijalnih jednacina ¢¢ = zakljucuje se da se svako

v e
v

k
ska polja razlicitih tipova: tenzorsko polje S je tipa (v,k) (v puta kontravarijantno i k puta
kovarijantno) ako u svakoj tacki m odreduje tenzor S, tipa (v, k), tj. S, € T, Kako je
T = R, sledi da su tenzorska polja tipa (0,0) u stvari glatke funkcije na M. U istom smislu
kao i do sada govori se o tenzorskim poljima koja su definisana na nekom podskupu u M ili na
celoj mnogostrukosti.

Formirajuci od bazisnih polja u svakoj tacki nekorelisane bazise u tenzorskim proizvodima
T,Sf ’k), dobijaju se bazisna polja za sve tipove tenzora. Na taj nacin se svako tenzorsko polje tipa
(v, k) moze predstaviti u obliku

S= )  SUE 9B, 0d @ d, (1.6)

J1s--50k
T1yeensbu,J s 50k

115000l

gde su 3" glatke funkcije (a ne konstante kao kod tenzora). Kao i do sada, moze se govoriti
o lokalnim i globalnim bazisnim poljima, i odgovaraju¢i smisao pridati poslednjem izrazu.

Zbog konacne dimenzije mnogostrukosti, tj. tangentnog prostora u svakoj tacki, dualni pro-
stor dualnog prostora se prirodno identifikuje sa pocetnim, sto znaci da su vektori iz T,,,(M)

2Zapravo, u definiciji diferencijabilnosti funkcije f : R™ — R se zahteva (npr. [15]) da prirastaj funkcije zavisi
od prirastaja argumenta kao Af = grad f - Az + o(Az?). Uobi¢ajeni pojam diferencijala se zatim odreduje kao

linearni deo ovog prirastaja, d f def grad f - Az, $to odmah znaci da je diferencijal linerni funkcional na R™.
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funkcionali na T} (M). Zato su i tenzori tipa (v, k) funkcionali na prostoru tenzora tipa (k,v), a
tenzorska polja tipa (v, k) preslikavaju polja tipa (k,v) u polja tipa (0, 0), tj. C*°(M). Uobicajen
naziv za ovo preslikavanje je Lontrakcija polja, a jedan primer daje kontrakcija dualnih bazisnih
polja: € (E;) = Ej(e') = 6. Kada je tenzorsko polje zadato izrazom (1.6), sa dualnim bazisnim
poljima, vazi

St =5 @0 ® B, - By).

15 rin

U ovom kontekstu se tenzorsko polje cesto zadaje funkcijama s, koje ga jednoznacno de-
finisu. Poslednji izraz se moze interpretirati kao delovanje tenzora S na (k + v)-torku bazisnih
polja, pa se umesto "®” tada pise ”7,”. Jos jedna, Einstein-ova, konvencija olaksava rad sa
tenzorima: podrazumeva se sumiranje po indeksu koji se javlja kao donji i gornji u nekom za-
pisu. Konaéno, delovanje koordinatnog polja (tj. izvod po koordinati) na funkciju (ukljucujuéi i
komponente tenzora) se oznacava zarezom: 0;f = f;.

Postojanje medusobno dualnih prostora tenzorskih polja je omogudilo da se polja tipa (v, k)
preslikaju kontrakcijom poljima tipa (k,v) u polja tipa (0,0). Postupak se moze uopstiti, pa se
delimi¢nim kontrakcijama poljem tipa (p, q) polje tipa (v, k), ¢ < v, p < k preslikava u polje tipa
(v—gq,k—p). Precizna forma ovog preslikavanja najjednostavnije se daje u formi delovanja polja
S na bazisna polja, pri ¢emu ostaje (v — ¢q) + (k — p) upraznjenih mesta:

T1 T —
S(, A ) ,Elp, ,)—

TLyeeesTLyeeesT gy ylo— i i
81 1 q vqE‘1®"'®Eiv,q®€]1®"'®€jkp-

el yeeeslpyeesfie—p T4

Postaje jasno da se tenzorska polja mogu shvatiti i kao C°°(M)-linearni operatori (linearni i
kada se kao koeficijenti u kombinacijama uzmu glatke funkcije), koji jedne u druge preslikavaju
prostore tenzorskih polja odredenih tipova. Naime, ako je F' = iijﬁjjjﬁ% E,® - QF,Q" Q- Qe
proizvoljno tenzorsko polje tipa (p,q), tada prethodna relacija naznacava na koji nacin se vrsi
preslikavanje bazisa, odnosno koji parovi dualnih polja se kontrahuju, odakle se delovanjem S na
F' nalazi

S(F) = gimrtobafh b Bog @B, @ @@ dhr,

T 0l lp s Jo—p I T v—q

1150y Ly Tgyeenslo—gq pl1,-0lp
jl7"'7l17"'7lp’“'»jk7p Tlyees Tq
rezultujuceg tenzorskog polja S(F'), omogucava da se kontrakcija zada preko indeksa: odgova-

rajuéi parovi gornjih i donjih indeksa polja S ® F' se izjednace, i po njima se vrsi sumiranje.

Promena komponenti tenzorskog polja S pri promeni bazisnih polja u kome su te komponente
odredene lako se nalazi na osnovu promene tenzora S, koje polje S pridruzuje tacki m. Promena
bazisa u tacki m je opisana operatorom prelaska A,, € GL(7T,,(M)). Ovi operatori formiraju
tenzorsko polje tipa (1,1) nesingularnih operatora, tzv. polje gradijentnih (gauge) transformacijao:
svakoj tacki m pridruzuje operator A, € GL(T,,(M)) u prostoru T,,(M). Nova bazisna polja su
stoga Ej, = E;AL paje €' = (A1) ek, Tako iz (1.6) sledi da je

Pojava sumiranja po kontrahovanim bazisnim poljima u komponentama s

S = A AR AT (AT (17)

J1yeeJk Ji Jk*

Nac¢in promene komponenti pri promeni bazisa se ¢esto koristi za odredivanje tipa tenzorskog
polja. Posebno, kada se tenzor zadaje u koordinatnom bazisu, promena koordinata (karte)

(zh, ..., M — (y',...,y™) dovodi do promene tenzorskih komponenti po gornjem izrazu, pri
cemu je A} = %.
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Sva prethodna razmatranja mogu se visestruko uopstiti. Pre svega, ako je V(M) = E(M,V, )
proizvoljno vektorsko raslojenje sa bazom M i vektorskim prostorom V' kao slojem, mogu se na
isti nacin kao kod tangentnog raslojenja, konstruisati tenzorski proizvodi V(¥ i odgovarajucéa
tenzorska raslojenja V(*#) (M). Njihovi preseci, elementi prostora I'V®*) (M), daju generaliza-
ciju pojma tenzorskih polja. Sa druge strane, polje A iz (1.7) se moze shvatiti kao presek glavnog
raslojenja G(M) nad M, u kome je sloj grupa G = GL(R/™!). Sada je jasno da dodatna genera-
lizacija dozvoljava da se, ako je u prostoru V' zadata reprezentacija D(G) grupe G, posmatraju
transformacione osobine razlicitih polja iz V% (M) pri dejstvu polja transformacija iz G: u
(1.7) treba A zameniti sa D(g), tj. A, (transformacija u tacki m) postaje D(g,,). Ponovo, pre-
sek glavnog raslojenja odreduje reprezentacijom grupe, D, polje transformacija tenzorskih polja
vektorskog raslojenja V' (M). Tako se V(M) pojavljuje kao asocirano raslojenje glavnom rasloje-
nju G(M), i kaze se da je G gradijentna (gauge) grupa polja iz VWK (M). Ovakva konstrukcija
daje dovoljno sirok matematicki okvir za formulaciju prakti¢no svih fizickih teorija, koje u takvoj
postavci nose zajednicko ime gradijentne (gauge) teorije.

1.5 Diferencijalne forme

Medu pojmovima vezanim za tenzorska polja na mnogostrukostima, znac¢ajno mesto zauzimaju
kososimetri¢na kovarijantna polja. Re¢ je o jednostavnoj i opstoj konstrukciji preuzetoj iz line-
arne algebre [10] i primenjene na T*(M).

Ako je {€',..., €"} bazis n-dimenzionalnog vektorskog prostora V* (dualni prostoru V), je-
dan bazis u 7-tom tenzorskom stepenu V*" je {¢" ® - ® €|iy,... i, = 1,...,n}. Koristedi
ovaj bazis, delovanje elementa o permutacione grupe S, na vektor w = ¢;, ;€' ® -+ ® €
iz V*', moze se definisati sa: ow = ¢, ;€' ® -+ @ €. Antisimetricni tenzori ranga r, tj.
vektori koji zadovoljavaju uslov ow = (—)%w, ¢ine antisimetricni potprostor, \"(V*), odreden
grupnim projektorom A{"} (antisimetrizator) na antisimetri¢nu ireducibilnu reprezentaciju grupe
S, tj. N'(V*) = AUV Antisimetricnost povlaci da za svaku permutaciju o grupe S, vazi
w(Xy, ., X)) = (—)w( X1, Xor)-

Kosi (spoljni) proizvod dva antisimetri¢na tenzora 7 i p, ranga p i r, je antisimetri¢ni tenzor
T A p stepena p + r definisan sa (7 A p) o (7’;7") APt ® p). Proizvod je asocijativan, ali ne
i komutativan: 7 A p = (—=1)"p A w. U svakom od prostora A"(V*) bazis se moze generisati iz
bazisa prostora V* = A'(V*), antisimetrizujuéi nekorelisani bazis r-tog reda. Time se dobijaju
kosi proizvodi bazisnih vektora, a svaki antisimetricni tenzor ranga r se moze izraziti preko
bazisnih u obliku p = Zi1<~~~<ir Qiy iy €1 A oo - A€o Jasno je da je (’Z) dimenzija prostora
A" (V*), najveéi stepen forme je n, a A™(V*) i A°(V*) su jednodimenzionalni. Kosi proizvod svih
bazisnih vektora €' daje tenzor ranga n, pa zbog jednodimenzionalnosti prostora \"(V*), svaki
antisimetri¢ni tenzor tog ranga je oblika v = ge* A+ - - Ae™. Direktni zbir A(V*) = &"_, A" (V*), sa
operacijom kosog proizvoda, postaje asocijativna algebra, tzv. Grassmann-ova (spoljna) algebra.

Primenjujuc¢i konstrukciju spoljne algebre na kotangentno raslojenje, lako se dolazi do pojma
kososimetri¢nih tenzorskih polja ranga (0, 7).

Definicija 1.9 Diferencijalna forma stepena (ranga) r (r-forma) na mnogostrukosti M je ko-
varyjantno kososimetriéno tenzorsko polje ranga r. Diferencijalna forma nultog ranga je svaka
glatka funkcija na M.
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Prema tome, diferencijalna forma ranga r se dobija tako Sto se za svako m € M u antisimetri-
zovanom potprostoru A" (M) = AT (M) odabere po jedan vektor. Naravno, kao i do sada,
razmatraju se samo glatke forme, tj. ovi vektori se moraju beskonaé¢no diferencijabilno menjati
pri promeni m. Uzivalacki sofisticirana formulacija prethodne definicije moze da glasi: r-forma
je glatki presek Grassmann-ovog raslojenja r-tog stepena nad M. Treba obratiti paznju da su
forme stepena 0 u stvari glatke funkcije na M (jer je T0(M) = T,%D’O)(M) = R), dok su forme
prvog stepena kovektorska polja. Jasno, kao i svako polje ranga (0, ), r-forma preslikava r-torku
vektorskih polja (Xi,...,X,) u C*°(M), no zbog antisimetri¢nosti je za svaku permutaciju o
grupe S, ispunjeno w(Xy,..., X,) = (=1)°w(Xs1,. .., Xor).

Koristec¢i koordinatnu reprezentaciju diferencijalnih formi, moguce je definisati spoljni izvod
formi. To je preslikavanje iz I' AP(M) u T A" (M), dato sa:

. B, , , ,
Ar 3T (g, )da Adat A Ad (18)

10,11 <+ <ip
Najvaznije osobine spoljneg izvoda su:

(¢7) primenjen na 0-formu, funkciju iz C*°(M), spoljni izvod daje 1-formu, i to upravo diferencijal
funkcije;

(ir) d(am+a'7") =adnm + d'd7’ (o, € R);

111) ddm = 0 za svaku formu 7, kao posledica simetricnosti tenzora drugih izvoda koeficijenata
g )
(i) <-<i,, 1 antisimetricnosti koordinatnih bazisnih (p+2)-formi sa kojima se vrsi kontrakcija;

(iv) d(mAp)=(dm)Ap+ (—=1)’7 Adp (7 je p-forma), §to se lako proverava na osnovu (1.8).

Dokazuje se da je spoljni izvod jedinstveno preslikavanje na skupu svih formi, koje zado-
voljava (i)-(iv), te se pobrojane osobine mogu uzeti kao definicija te operacije. Kako i sledece
preslikavanje zadovoljava iste osobine, ono predstavlja beskoordinatnu definiciju spoljneg izvoda:

p+1
(AT (X1, Xpan) B Y (D)X (X, K X))+
i=1
Z(—l)i+j7r([Xi,Xj],Xl, e ,XZ', e ,Xj, e ,Xp+1),
i<j
gde 7 "7 oznacava izostavljeno polje. Specijalno, za 0-forme, tj. funkcije, nalazi se d f(X) = X f,
¢ime se proverava osobina (1), dok se za 1-formu w dobija dw(X,Y) = Xw(Y) — Yw(X) —
w([X,Y]).

1.6 Metrika mnogostrukosti

U vektorskim prostorima su uvedeni pojmovi skalarnog proizvoda i rastojanja, da bi se dobile
i iskoristile jasne geometrijske predstave iz R3. Generalizaciju ovih pojmova za mnogostrukosti
daje metrika.
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Definicija 1.10 Simetricno nedegenerisano tenzorsko polje g tipa (0,2) na mnogostrukosti M

se naziva metrika (metricki tenzor) na M. Ukoliko u svakoj tacki m mmnogostrukosti simetricna
: : def

matrica komponenti g;; = ¢(E;, E;) za neka bazisna polja {E\, ..., Ea} ima s pozitivnih i

|M| — s negativnih svojstvenih vrednosti, kaze se da je g metrika signature (s, |M| —s). Metrika

je Riemann-ova, odnosno Minkowskog, ako je signature (|M]|,0), odnosno (1,|M|—1).

Simetri¢nost znaci da je (X, Y) = g(Y, X) za proizvoljna polja X i Y, a nedegenerisanost g je
uslov da za neka (time i za sva) bazisna polja { £y, . .., Ejy} matrica g;; bude nedegenerisana (bez
nultih svojstvenih vrednosti). Cesto se pod metrikom podrazumeva samo Riemann-ova metrika
(u skladu sa opstom topoloskom definicijom); tada se generalizacija iz poslednje definicije naziva
pseudometrikom. Za fiziku su posebno interesantne Riemann-ove i metrike signature (1, |M|—1),
jer se time dobijaju mnogostrukosti koje lokalno izgledaju kao euklidski (g(X, X )(m) > 0 za svako
m e M iX € T,,(M)), odnosno prostor Minkowskog. Na karti je uobicajeno zadavati metriku
koeficijentima u koordinatnom bazisu, ¢;; = ¢(0;, 9;), a njen tenzorski oblik se tada ¢esto naziva
mterval d s* = gi;dx*d 7. Buduéi tenzor, ova velicina je nezavisna od izbora koordinata.

Postojanje metrike omogucava uvodenje ortonormiranih bazisnih polja {E1,. .., Ejm } koja
u svakoj tacki m definisu ortonormirani bazis, tj. u slu¢aju metrike signature (s, |M| — s) vazi:

0, zai#j,
(Eim, Ejm) = { 1, zai=j <s,. Metrika zadaje i dualizam T,,,(M) i T (M), kao izomorfizam
-1, zai=3>s,
D(w,,) = W, definisan sa: wy, (X)) = gm(Win, Xm) za svako X, iz T,,,(M). Kor1stec1 dualizam,
i u T*(M) se uvodi metrika, kao polje ¢’ tipa (2,0): ako je W,, = D(wy) i = D(xm)
u svakoj tacki m € M, ¢ se zadaje sa ¢'(w, x) o gW, X) (= w(X) = X(W)) U dualnim
bazisima, uz w = w;e’, Y = q;¢’, W = w'E;, X = ¢'F; i g7 = ¢/(¢, ¢), poslednja relacija daje
giwiq; = gyw'ed = wig' = w'q, odakle se vidi da je ¢" = ¢Y¢; 1 ¢; = g;;¢°. Kombinujudéi te
jednakosti, nalazi se g gr; = 0y, $to, pozivajudi se na simetri¢nost metrike znaci da su u svakoj
tacki mnogostrukosti matrice g i ¢ medusobno inverzne.

Nakon opisane indukcije metrike u 7%(M), prosirenje na tenzorska polja proizvoljnog tipa je

pravolinijsko. Tako se za tenzore S i S’ tipa (v, k) zadate izrazom (1.6) prirodno definise:

(S S/) déf R T ]1]1 . ]kjkszl, i s/zl7 71‘;
g 7 g1121 glvlvg g J1s-- :Jk .717 7.7

a tenzor tipa (k,v) dualan tenzoru S je sfllffEh R QFE, Q" Q- Q€™ uz

15k g gk (et
Szl, i guzl gzuzgg ! g kSh’ Jk
Ocigledno, u dualnim bazisima dualni tenzori se dobijaju odgovaraju¢im mnozenjem metrickim
tenzorom, Sto se, gledajuéi komponente tenzora, svodi na dizanje i spustanje indeksa.

1.7 Koneksija tangentnog raslojenja

Tangentno raslojenje je kao skup unija svih tangentnih prostora za svaku tacku mnogostrukosti.
Pri tome se svakoj tacki mnogostrukosti nezavisno pridruzuje po jedan tangentni prostor. Bez
obzira §to su svi tangentni prostori medusobno izomorfni (zato T'(M) i jeste raslojeni prostor
sa slojem RM ), a priori nema pravila kojim se uspostavlja korespondencija medu vektorima
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tangentnih prostora razli¢itih, makar i bliskih, tacaka. Ako je potrebno, takvo pravilo se mora
uspostaviti dodatno, i naziva se Loneksijaili povezanost, jer daje svojevrsnu vezu medu slojevima
raslojenja.

Analizom intuitivno razvijenih pojmova dolazi se do pojma ”paralelnih vektora”, kao vektora
koji se smatraju korespondentnim po nekom pravilu (npr. paralelne ulice ili brzine cestica). Pri
tome se ti pojmovi shvataju u o¢iglednom smislu koji imaju u R3, unutar koga se razmatra povrs
Zemlje. No, iako u opstem slucaju svaka mnogostrukost moze biti shva¢ena kao podmnogostru-
kost u nekom vektorskom prostoru, dimenzija tog prostora nije odredena samom mnogostrukoséu.
Ako je M difeomorfno sa nekom hiperpovrsi u R”, tada je difeomorfno i sa nekom povrsi u R™
za svako n' > n. U tom smislu postoje samo stavovi o minimalnoj dimenziji vektorskog prostora
u kome M moze biti podmnogostrukost. Osim toga, na¢in na koji neka mnogostrukost postaje
povrs u R, tj. pomenuti difeomorfizam, ne mora biti jednoznacan. Stoga ovakvo izvodenje ko-
neksije iz R™ nije sasvim zadovoljavajuce, i mora se prec¢i na njeno definisanje preko unutrasnjih
karakteristika same mnogostrukosti. U skladu sa opStom idejom lokalnosti u diferencijalnoj geo-
metriji (pojmovi se zadaju na nekim okolinama, kartama i sl.), pitanje koneksije se tako svodi na
problem proglasavanja parova vektora iz susednih tangentnih prostora za medusobno paralelne.
Drugim rec¢ima, lokalno je koneksija preslikavanje vektora iz T,,(M) u vektore susednih tangent-
nih prostora, tzv. paraleln: prenos. Zadavanje koneksije se tako vrsi diferencijalnim operatorom
odstupanja tangentnih vektora vektorskih polja od paralelno prenetog vektora u susedne tacke.
Pri tome su razlicite susedne tacke definisane infinitezimalnim pomeranjima u pravcu razlicitih

tangentnih vektora.
Y <Ym (e)
— ,
|
|

v(e)

|
|
li, J'_ ol

m = v(0) v(e)

Slika 1.3: Paralelni prenos. Vektor Y,, (jednak vrednosti polja Y u m), se paralelno prenosi duz krive v, u
tacku ~y(e), ¢ime se dobija vektor Y, (¢); ako je v integralna kriva polja X, a vektor Y.,y vrednost polja Y u (e),
kovarijantni izvod polja Y po polju X je VxY = lim._q Yo =Ym()

€

Neka su X 1Y dva vektorska polja, i v integralna kriva kroz m = +(0) polja X; Y,, je tangentni

vektor u m odreden poljem Y, a Y, (¢) vektor iz T’y (M), po zadato] koneksiji paralelan vektoru

Y, (sl. 1.3). Kovarijantni izvod polja’Y u praveu polja X, VxY g lim,._ M, je vektorsko

polje brzine odstupanja polja Y od polja koje bi se dobilo paralelnim prenosom Y,, u pravcu X,,.
Ocigledno je zadavanje kovarijantnog izvoda ekvivalentno zadavanju koneksije, tj. paralelnog
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prenosa vektora u razlicite tacke mnogostrukosti. Iz definicije se mogu izvesti sledece osobine
kovarijantnog izvoda:

VxfY = (XY + fVxY | Vx(Y +2)=VyY +VxZ, (1.9)
VixY = fVxY | VyxiyZ=VxZ+VyZ (1.10)

Kovarijantni izvod par vektorskih polja preslikava u vektorsko polje, ali zbog prve navedene
osobine preslikavanje nije C*°(M)-linearno po Y, te V nije tenzor. Medutim, za fiksirano polje Y,
na osnovu ostalih osobina se vidi da je VY tenzorsko polje tipa (1,1), i moze se, za bazisna polja
E; napisati u obliku VY = E;®w}, gde su wi 1-forme pridruzene vektoru Y: wi (X) = ¢/(VxY).
n? 1-formi koneksije w! i n® funkcija wzl-j (koeficijenti koneksije) se definisu u dualnim bazisnim
poljima sa w! & wai = wéjej, tj. wf-j = w!(E}). Oni odreduju koneksiju preko n tenzora tipa (1, 1)
kovarijantnih izvoda bazisnih polja: VE; = E; ® wé, odnosno Vg E; = wZEk Za'Y = p*E,
kovarijantni izvod se rekonstruige u obliku VY = E; ® dp' + p'E; ® w! (prvi sabirak ukazuje na
netenzorijalnost po Y), odnosno VY = {(Xp') + p'w!(X)} E; duz X.

Da bi se preciznije shvatila tenzorska struktura, pa time i geometrijski smisao prethodnih

relacija, uvode se matrica 1-formi koneksije €2 o (wé), te vrsta i kolona dualnih bazisnih polja

E By, Ban) i e ™ (. dMT. Sada e e(X) % (E(X),...,dVI(X))T, g, delova-

njem kolone € na vektorsko polje X dobija se kolona komponenti polja X u bazisu E. Zato
Xe=(Xe', ..., XM ima smisao kompozicije preslikavanja: polje X deluje na svaku kompo-
nentu kolone koja se dobija delovanjem e na neko vektorsko polje. Vrsta E, obi¢nim matri¢cnim
mnozenjem, preslikava kolonu funkcija (¢', ..., ¢™N7 u polje X = ¢'E};, usled ¢ega je Ee identi¢no
preslikavanje u 719 (M)). Uz ovakve oznake, ranije dobijene relacije postaju:

VE=E®Q , (VxY) =q(Ep)+p'du (1.11)

157

VY = B{d + Q}e(Y) , VyY = E{X + Q(X)}e(Y). (1.12)

Pri zadatom polju X, matrica 1-formi © odreduje obi¢no matriéno polje Q(X), te se poslednji
izraz moze interpretirati tako da Q(X) kompenzuje odstupanje dejstva polja X od kovarijantnog
izvoda. U tom smislu se Q(X) cesto naziva kompenzujuce polje. Uz Qg = Q(0%) (t]. ()5 = wiy),
koordinatna forma relacije (1.12) postaje (ViY)! = Opp' + (Q)ip’, odnosno® €(V,Y) = (0 +
Qp)e(Y).

1-forme i koeficijenti koneksije, time i €2, su definisani u odredenom bazisu dualnih polja. Pri
gradijentnoj transformaciji matriénim poljem A, promene bazisa su E' = EA, tj. E = E'A™1,
time i € = A€’, 11z (1.5) se nalazi (X f =d f(X)):

Q' =AdA +ATIQA, (1.13)

gde je d A matrica diferencijala elemenata A. I ovog puta prvi sabirak, mozda na najjasniji
nacin, ukazuje da koneksija nije tenzorska velicina. Treba uociti da je forma koneksije definisana
za odredena bazisna polja, Sto u opstem sluc¢aju znaci lokalno (ako mnogostrukost nije paraleli-
zabilna), te je izvedeni zakon transformacije koneksije vazan za prelazak sa jedne karte na drugu
(na presecima karata gradijentne transformacije A su elementi strukturne grupe (1.1)).

3U stvari, ako se podrazumeva da se sva vektorska polja pisu kao kolone u koordinatnim bazisima, postaje
nepotrebna kolona e (koja upravo i sluzi da apstraktno zadato polje pretvori u kolonu njegovih komponenti), i
dobija se relacija VY = (0 + Q)Y tj. Vi = 0k + Q. U istom smislu se mogu interpretirati i naredni izrazi.
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U slucaju kada se za bazisna polja na nekoj karti koriste dualni koordinatni bazisi, koeficijenti
koneksije se nazivaju Christoffel-ovi simboli T, Tada (1.11) i (1.13) postaju:

: - ox's 0% ox's dz" dx'
_ 1k I _ l i1l /s __ J
v&'&j - Fjiaka (VXY) - q]pJ' + qu Fz’j7 tk — Oxi Or'* Ot ord Ox'* Ox't ir:

Za paralelno prenet vektor Y,, duz krive v kroz m ocigledno treba smatrati vrednosti onog
kovarijantno konstantnog polja Y duz v koje u m ima vrednost Y,,,. Jezikom kovarijantnog izvoda,
ako je v integralna kriva polja X, Y je polje koje zadovoljava jednacinu paralelnog prenosa:

! k
VyY =0, (Z—];%—Fikpzdd—xt =0 l=1,...,n.

Drugi izraz je ekvivalentni sistem diferencijalnih jednacina u koordinatnom bazisu neke karte:
njih treba da zadovolje funkcije p’, da bi polje Y = p’d; bilo kovarijantno konstantno duz (t) =
Y1x(t), uz pocetni uslov (p'(t), ..., oM (tm))* = €(Y),n. Za svaki tangentni vektor Y,, resenje
je vektorsko polje Y (definisano na «), ¢ije su vrednosti u svakoj tacki krive vektori paralelni
sa Y,,. Time se ekvivalentnost zadavanja koneksije i kovarijantnog izvoda manifestuje kroz
algoritam definisanja paralelnosti vektora u razli¢itim tackama mnogostrukosti. Vazno je zapaziti
da je postupak vezan za paralelni prenos: zadavanjem koeficijenata koneksije dat je nacin da se
prepoznaju paralelni vektori pri kretanju duz neke krive. Kako i sama kriva ulazi u algoritam,
zakljucuje se da paralelni prenosi istog vektora iz pocetnog polozaja u drugu tacku razli¢itim
putevima, mogu dati razlicite rezultate.

Ako se tangentni vektori krive v dobijaju paralelnim prenosom jedan iz drugog, kriva se
naziva geodezijska linijo mnogostrukosti sa koneksijom V. Navedeni uslov je (beskoordinatno i
na karti):

d 2z ~da’dat
VxX =0, — ——— =0. 1.14
* CodeE TR (1.14)
Drugim rec¢ima, dobija se sistem diferencijalnih jednac¢ina za geodezijske krive ~,(t) = x(t)

(tangentni vektori su im po definiciji dZ—ZEt)Gi = X). Za svaki unapred zadati tangentni vektor
X, utacki m na karti, dobija se jedno resenje sistema, tj. geodezijska linija kroz m sa tangentnim
vektorom X,,. Znacajno je uociti da poznavanje geodezijskih linija na mnogostrukosti omogucuje
prepoznavanje koneksije, putem odredivanja Christoffel-ovih simbola iz poslednje jednacine.
Pojam paralelnosti se lako prenosi i na sva tenzorska polja. Naime, ako se u 7T,,(M) odredi
neki bazis {Ep1, ..., Fmn}, pa se paralelnim prenosom duz neke krive u drugu tacku m’ dobije
bazis {Ep1, -, Eyyn } 0 Ty (M), funkcional w,, je paralelno prenet duz iste krive u w,,, ako je
Win(Fmi) = W (Epri) za svako i. Sada je definiciju kovarijantnog izvoda moguée preneti i na
kovektorska polja. Analogno, definisué¢i paralelno prenete tenzore kao one koji daju iste rezul-
tate delujuci na paralelno prenete vektore, odnosno kovektore, moze se definisati i kovarijantni
izvod proizvoljnog tenzorskog polja. Ocigledno je iz takve definicije, da su dodatne osobine

kovarijantnog izvoda:
Vx(S®S5)=(VxS) @5 +5S@Vxs, Vxwl)) =(Vxw)(Y)+w(VxY) (1.15)

Tako se nalazi, direktno ili uporedujuéi prve relacije iz (1.15) i (1.9), da je Vx f = X f. Dalje, za
bazis {¢', ..., ™} dualan bazisu {Ey, ..., £, } u kome je koneksija definisana svojim koeficijentima,
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druga jednakost iz (1.15) daje (posto je kovarijantni izvod konstantne funkcije jednak 0): V Ejek =

—wfjez. Kona¢no, na osnovu izvedenih pravila za funkcije i (1.15), komponente kovarijantnog

izvoda Vg, S tenzora S tipa (v, k) su:

1.8 Torzija i krivina koneksije
[ako sama nije polje, koneksija odreduje dva tenzorska polja, koja karakterisu njenu strukturu.
Torzija je tenzorsko polje tipa (1,2):

T(X,Y) ¥ VyY - Vy X — [X,Y].

Ona preslikava [T (M) u T'T(M), tako da vazi T(X, fY) = fT(X,Y). Ocigledno je antisi-
metricna po argumentima X i Y, paje T = T]ZkEZ R (eI Ne¥), ili B;@T¢ gdesu Tt = Tjkej AeF -

Jorme torzije. Koristeéi (1.12) i izraz za diferencijal kolone bazisnih formi d e o (de', ..., deMh
u obliku de(X,Y) = Xe(Y) — Ye(X) — €([X,Y]) (uz podseéanje da je Fe([X,Y]) = [X,Y]),

nalazi se prva strukturna jednacina:
T=E;@T =E{d+QA}e, ii T=E®T uzT =de+QAc¢,

gde je T kolona 2-formi torzije 77 = dé + wlj A €, a spoljni proizvod znaci da se vrsi for-

malno matri¢no mnozenje, pri ¢emu se matri¢ni elementi — forme — koso pomnoze. Racunom u

koordinatnim dualnim bazisima (ddz* = 0), lako se dobija 2T, = T'(d 2%, 0,,0,) =T, = T%,.
Koneksija je simetricna, ili bestorziona ako je T = 0. Strukturna jednacina postaje de =

—Q A€ tj. déd = —wlj A €': Christoffel-ovi simboli su simetri¢ni po donjim indeksima F{k =TI iz-
Krivina je polje tipa (1,3):

R(X,Y) ¥ VxVy — VyVx — Vixyl.

Preslikava I'T®9 (M) u I'T(M), i, zbog otigledne antisimetrije po argumentima u zagradi, moze
se predstaviti u obliku R = R, E; @ € @ (¥ Ae™), ili R = E; ® € ® R{, preko 2-formi krivine
R} = R}, €" Ne™. Za VxVyZ jednakost (1.5) daje

E{X+QX)}e(E{Y +Q(Y)}e(2)) = E{XY +(XQY))+ Q)X +QX)Y +Q(X)QY)}e(Z)
(jer je eE identicno preslikavanje kolona funkeija), i nalazi se druga strukturna jednacina:
R=E; @R =Foe{d+QA}Q, ili R=dQ+QAQ,
gde je R matrica 2-formi krivine R{ = dwlj + wi A wF. U koordinatnom bazisu je
2R}, = R(da’, 00,0, 0n) = T4, — Tl + T4 L5, — T, T3

Spoljnim diferenciranjem druge strukturne jednacine se nalazi Biancchi-jev identitet:

AR —RLAWF+ W ARF =0, ili dR—[R,Q]=0.
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U koordinatnom bazisu je R{km’s = Fst;km - Féstkm, i u slucaju simetricne koneksije, poslednja
jednakost postaje Rjy,,.. + Riep + Blgpm = 0.

Ricci-jev tenzor se dobija kontrakcijom tenzora krivine po vektorskom polju i prvoj od formi
koje se antisimetrizuju. Tako se dobija
RC = R(ESJ 7E87 ) = RClmGI ® em? RClm = 2R§tm = Flltm,t - Fft,m + Fl;t lsm - Fl;m ?t‘

Ukoliko je na mnogostrukosti zadata i metrika, definise se skalarna krivina, kontrakcijom Ricci-
jevog tenzora nakon podizanja jednog indeksa:

Rs = Rc! o g7 Reij.

Za tenzorsko polje je jasno da ukoliko su mu komponente u nekom bazisu jednake nuli, onda je
to nulti tenzor, sa nultim komponentama u bilo kom drugom bazisu. Isto vazi i kada se razmatra
jednakost sa nulom tenzorskih komponenti u nekoj tacki, ili na nekoj karti. Medutim, koneksija
nije tenzor, tako da odgovor na pitanje postoji li gradijentna transformacija A kojom se koneksija
anulira, lokalno ili globalno, ne sledi iz prethodne argumentacije, i mora se posebno razmotriti.
Zakon promene koneksije (1.13), uz ' = 0, postaje jednac¢ina d A = —QA za gradijentno polje A.
Stavovi o egzistenciji reSenja diferencijalnih jednacina pokazuju da se uslov resivosti prethodne
jednac¢ine dobija spoljnim diferenciranjem: 0 = dd A = —d QA+ QA d A. Zamenom d A nalazi se
0 = RA, pa zbog nesingularnosti polja A, uslov resivosti postaje R = 0. Prema tome koneksija se
moze globalno anulirati ako i samo ako joj je tenzor krivine jednak 0. Mnogostrukost sa takvom
koneksijom se naziva ravni prostor. Sa druge strane, lako je pokazati da za svaku unapred zadatu
tacku m mnogostrukosti postoji gradijentna transformacija A koja Q transformise u koneksiju €,
takvu da je 2/ = 0: dovoljno je uociti da polja A za koja je A, jedini¢na matrica, daju (dA),,
iz. Lie-jeve algebre grupe GL(T,,(M)), a to je skup svih matrica te dimenzije. Stoga algebarska
jednacina (d A),, = —Q,, A, = =8, uvek ima resenje.

1.9 Koneksija Levi—Civita-e

Kaze se da je na mnogostrukosti sa metrikom g koneksija V metriclka, ili usaglasena sa metrikom,
ako je g kovarijantna konstanta, sto, koristeéi (1.15), daje uslov usaglasenosti:

Vg=0, dgy= gljw@l' + gilwé'a Gijs — gljrés - gilré's = Gij;s =0

(poslednji izraz je za koordinatna polja karte). U ortonormiranim bazisnim poljima, kada je
dgi; = 0, uslov postaje w;; = —wj; (spusteni indeks matrice Q).

Posebno, metricka koneksija koja je simetriéna naziva se koneksija Levi Civita-¢*. Zahtev
simetricnosti omogucava reSavanje gornje jednacine po koeficijentima,

i 1,
k= 59 l(glj,k + Gk — Gjki), (1.16)

Sto znaci da svaka metrika jednoznacno odreduje koneksiju Levi-Civita-e.

4Ponekad se i ova koneksija naziva metricka.



Glava 2

ELEMENTI OPSTE TEORIJE
RELATIVNOSTI

2.1 Princip ekvivalencije

Iskustvo upucéuje na pretpostavku da je prostor-vreme cetvorodimenzionalna mnogostrukost:
pojmovi vezani za rastojanja se mogu definisani preko metrike, a fizicka polja se tretiraju kao
tenzorska polja. Pri tome fizicki zakoni postaju veze medu poljima, Sto automatski obezbeduje
kovarijantnost zakona — njihovu nezavisnost od izbora bazisnih polja (tj. lokalnog referentnog
sistema).

Sledeca iskustvena ¢injenica je da gravitacione sile deluju na sve objekte, i to na isti nacin, bar
u dovoljno malim delovima prostora u okviru kojih se gravitaciono polje moze smatrati homo-
genim (Sto sigurno vazi za sve probne tackaste objekte), uz jednacine kretanja koje ne zavise od
karakteristika objekta (ni od mase!). Ona omogucava da se gravitacija shvati kao svojstvo same
mnogostrukosti prostor-vremena. Istovremeno dozvoljava da se delovanje gravitacije lokalno
izjednaci sa neinercijalnos¢u posmatraca, tj. datog koordinatnog sistema: prelaskom u drugi ko-
ordinatni sistem, gubi se gravitaciono polje, i dobija se dinamika u prostoru Minkowskog. Ovako
formulisani princip ekvivalencije, je polazni fakt opste teorije relativnosti. U okviru nje, teorija
gravitacije postaje teorija mnogostrukosti sa metrikom signature (1,3), i njome odredenom ko-
neksijom Levi-Civita-e. Gravitaciono polje je zadato metrikom, tj. koeficijenti metrike dobijaju
ulogu potencijala, a koneksija (Christoffel-ovi simboli, izvodi potencijala) manifestuje gravita-
ciju kroz zakrivljenost mnogostrukosti, i time uzrokovanu promenu slobodne dinamike. Tako
gravitacija postaje potpuno geometrijska teorija. Izborom pogodnog referentnog sistema, tzv.
lokalno inercijalni sistem, Christoffel-ovi simboli se anuliraju u svakoj zadatoj tacki, ¢ime se
dobija geometrijski izraz principa ekvivalencije. Istinsko odsustvo gravitacionog polja je ekvi-
valentno postojanju jednog koordinatnog sistema u kome su svi Christoffel-ovi simboli globalno
jednaki nuli, odnosno (zbog (1.16)) metrika globalno konstantna: time se rekonstruiSe ravni
prostor Minkowskog.

Kretanje slobodne cestice u prostoru Minkowskog se odvija po pravolinijskim trajektori-
jama, koje su geodezijske linije koneksije Levi-Civita-e. Naime, Descartes-ove koordinate je tada
moguce globalno definisati, jer se ceo prostor moze shvatiti kao jedna karta, pri ¢emu su koordi-
natna polja globalni ortonormirani bazis vektorskih polja. Koeficijenti metrike su konstantni i svi

18
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Christoffel-ovi simboli nestaju, ¢ime (1.14) postaje % = 0, sa pravolinijskim resenjima. Kako
je prostor-vreme lokalno prostor Minkowskog, prirodno je pretpostaviti da se kretanje cestice u
gravitacionom polju, tj. i u slucaju netrivijalne metrike, odvija po geodezijskim linijama, ¢ime
jednacine (1.14) postaju jednacine kretanja Cestice u gravitacionom polju. Ovo je u skladu sa

Lagrange-ovim jednacinama ekstremalnosti dejstva cestice mase m
Sml[Y] = —mc/ds :/ Ldt, ds=/9(X;0),Xye)dt,
¥ ()

uz uslov da je d s odabrano da bude proporcionalno parametru krive d¢. Na karti je 7,(t) = x(t),

a moguca trajektorija «y je integralna kriva polja X = df;t(t) 0;, te jeds = /g;x'0id t. Lagrange-
ove jednacine za L = —mcy/g;;@*47 su upravo (1.14), osim u slucaju geodezijskih linija za koje je
ds = 0 (8to samo znaédi da kod njih metricka duzina duz krive nije linearno zavisna od parametra
krive). Krive duz kojih je ds* > 0, ds* < 0 i ds? = 0 nazivaju se vremenskim, prostornim i
izotropnim, respektivno. U okviru ovakve teorije ¢estice se kreé¢u duz vremenskih ili izotropnih
geodezijskih linija, a njihovo sopstveno vreme se definise kao de. U sistemu vezanom za Cesticu,
trajektorija cestice je vremenska koordinata, i d s je duzina, odredena metrikom duz vremenske

koordinate z° (podeljena sa c), tj. d7 = %, /Good 2°.

2.2 Einstein-ove jednacine

Izvedeni rezultat pokazuje da je dinamika uslovljena poznavanjem metrike, te je osnovni zadatak
njeno odredivanje u datoj fizickoj situaciji. Jednacine gravitacionog polja se, kao i uvek, nalaze iz
varijacionog principa. U skladu sa opstim zahtevima fizike, moraju biti diferencijalne jednacine
najvise drugog reda po gravitacionim poljima, tj. komponentama metrike, te Lagrange-ova funk-
cija gravitacionog polja mora biti skalarno polje, potpuno odredeno metrikom. Zato je potrebno
da zavisi od polja i njihovih izvoda, odnosno Christoffel-ovih simbola. Izborom lokalno inerci-
jalnih koordinata u svakoj pojedinoj tacki se svi Christoffel-ovi simboli anuliraju, i homogene
funkcije izvoda polja postaju jednake 0. No, za razliku od netenzorskih veli¢ina (kao Sto su
Christoffel-ovi simboli), ako su komponente tenzorskog polja u jednom koordinatnom sistemu u
nekoj tacki jednake nuli, takve su i u svim drugim sistemima. Postaje jasno da se samo od g;; i
njihovih izvoda ne moze konstruisati skalarno polje koje bi dovelo do jednacina drugog reda, te se
moraju koristiti i visi izvodi, pri ¢emu je znacajno sledece opazanje: zapreminski integral velic¢ina
koje druge izvode sadrze linearno, zahvaljujuéi relaciji a’9;S = 9;(a'S) — S(9;a*) i Stokes-ovom
teoremu, svodi se na zapreminski integral po veli¢ini koja sadrzi prve izvode i integral po granici;
poslednji integral ne utice na varijacione jednacine, jer se variranje vrsi pri fiksiranim poljima na
granici, i varijacija integrala je jednaka nuli. Stoga ¢e i veli¢ina koja linearno sadrzi druge izvode
polja dati jednacine kretanja najvise drugog stepena, te se moze uzeti za Lagrange-ovu funkciju.

Trazena svojstva ima skalarna krivina koneksije Levi-Civita-e. Einstein je, formulisuéi opstu
teoriju relativnosti, nju uzeo za Lagrange-ovu funkciju gravitacionog polja. Tako je dejstvo
S, =T [Rsy/=gd*z, gde je I' gravitaciona konstanta i \/—g element zapremine (g je deter-
minanta metrike u sistemu z°, ..., 2%). Jednacine polja se dobijaju iz uslova ekstremalnosti,
65, = 0, koji zbog d (v/—8) = —1\/=8g;;d g, postaje 0 = [(Rei; — 19i;Rs)(d97)/—gd 'z +
[ ¢ (0Rc;j)\/—gd*z. Pokazuje se da drugi integral moze da se svede na integral po hiperpovrsi
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granice (time se koristi anticipirano svojstvo), i kao jednacine Cistog gravitacionog polja (bez pri-
sustva drugih polja) se dobijaju Finstein-ove jednacine za vakuum: Re — %gRS = 0. U slucaju da
pored gravitacionog, postoje jos neka polja, dejstvo sadrzi njihove Lagrange-ove funkcije, i nakon
variranja Einstein-ove jednacine su Rec — %gRs =T, gde je T tenzor energije-impulsa dodatnih
polja. Koordinatno je Rc;; — %gins = T,;, odakle se mnozenjem sa ¢ (i sumiranjima) nalazi
ekvivalentan oblik Re;; = T;; — % 9i;971T 4, koji za vakuum postaje Rec = 0.

Koriste¢i Einstein-ove jedna¢ine mogucde je za poznatu fizicku situaciju (npr. poznati raspored
masa) odrediti metricki tenzor, i time formulisati dinamiku. Nelinearne su, te se ne moze kori-
stiti ideja superpozicije (osim aproksimativno u slu¢aju slabih polja). Jedna od posledica ovoga
je da se gravitaciono polje sistema vise objekata, ne moze dobiti kao zbir polja podsistema, sto
znatno otezava njihovo resavanje. Iz jednacina je jasno da polja materije, kroz tenzor energije
impulsa, odreduju gravitaciono polje, koje sa svoje strane uslovljava dinamiku materije, te se ra-
spored i kretanje materije ne mogu zadati proizvoljno, ve¢ se definisu Einstein-ovim jednac¢inama
istovremeno sa gravitacionim poljem.

2.3 Konstantno polje

[ako je, kako je napomenuto, Einstein-ove jednacine komplikovano resiti, neki vazni slucajevi
dozvoljavaju dovoljno duboku analizu, zahvaljujuéi koriséenju dodatnih fizickih argumentima (u
prvom redu simetrije).

Konstantno polje je gravitaciono polje sa metrikom ¢iji koeficijenti u nekim koordinatama ne
zavise od x°, odnosno metrika je invarijantna pri translacijama duZ ove koordinate (takvo z°
se naziva svelsko vreme). Ako se za dve tacke A i B nekim fizickim metodom (koji o¢igledno
bazira na razmatranju razmene signala izmedu A i B, i time ukljucuje, preko jednacina kretanja,
metriku duz puta), definiSe da su istovremene, sa vremenskim koordinatama z% i 2%, pa im
se zatim dozvoli kretanje duz 2 za isti interval A, dobijene tacke ostaju istovremene u smislu
istog metoda (jer je metrika nepromenjena na putu u celini transliranom za A). Kako ggo ne
zavisi od 2°, a u definiciji sopstvenog vremena se posmatra vremenska koordinata pri fiksiranim

prostornim, sa infinitezimalnih se moze preéi na konacne intervale: 7 = % Goox".

Telo koje je nepokretno (tj. njegova trajektorija je koordinatna linija svetskog vremena) stvara
staticko polje. Kod takvih polja interval d s ne sme zavisiti od znaka z°, te metricki koeficijenti
Joa (gréko slovo oznacava prostornu koordinatu), u ¢lanovima linearnim po dz® moraju biti
jednaki nuli. U drugim slucajevima konstantnog polja ovo ne mora vaziti; to su tzv. stacionarna
polja (npr. ocigledno je da ¢e rotirajuca, dakle pokretna, kugla stvoriti konstantno polje, no
smerovi vremena nisu ekvivalentni, tj. metrika nije invarijantna na vremensku inverziju).

Vazan test za celu teoriju je ponasanje sporih cestica daleko od izvora konstantnog polja,
kada je klasi¢cni Newton-ov zakon odlicna aproksimacija. Lagrange-ova funkcija Cestice mase
m u gravitacionom potencijalu ¢, je L = m? 2

5 — My — mc”. (Clan —mc?, koji ne utice na
jednacine kretanja, potice iz relativisticke Lagrange-ove funkcije slobodne cestice mase m, L =
mT“2 — mec?; mora se koristiti za formiranje
drugih Lagrange-ovih funkcija u istoj aproksimaciji.) Dejstvo je S,,[v] = f7 Ldt = —mc f7(1 -

%—l—g%) cdt, pajeds = (c—%—i%—f)dt. Kvadriranje daje d s? = 02(1+5§+%+2—;%—Z—§—2—3g%)dt2.

—mc?y /1 — ’C’—j, u nerelativistickoj aproksimaciji L =
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Zadrzavajuci clanove najnizeg stepena po 2 i % (jer se razmatra nerelativisticki limes), nalazi se

ds® = good (ct)® —dx*, goo =1+ 26%_ (2.1)

Odavde je lako na¢i Christoffel-ove simbole, pa i aproksimativne jednacine geodezijskih linija
sporih (% < c¢) cestica. Te jednacine su istovremeno i jednacine kretanja (za ds prema
(2.1) vazi ds ~ ¢(1 + %)dt ~ cdt), i nakon odgovarajucih aproksimacija daju Newton-ove

jednacine CiTm; +I'6 = ;f; + 8‘1—“‘; =0 (d;t”;O = (0 obezbeduje da je duzina duz trajektorije lokalno
proporcionalna vremenu).

2.4 Schwarzschild-ova metrika

Intuitivno je jasno da sferno simetricna tela moraju indukovati sferno simetriénu metriku, in-
varijantnu na prostorne rotacije oko centra izvora gravitacije. Kako se rotacijama jedne tacke
dobija sfera, ukupna mnogostrukost je difeomorfna direktnom proizvodu sfere S?, sa metrikom
d 6% + sin*(0)d p?, i neke dvodimenzionalne mnogostrukosti sa metrikom signature (1,1). Po-
kazuje se da se najopstija metrika takve mnogostrukosti, pogodnim izborom koordinata, moze
napisati u obliku d s = e¥d (ct)? — e*dr? — r?(d 0% + sin?(0)d ¢?), gde su v i A proizvoljne funk-
cije promenljivih ¢ i 7. Metrikom odredena, koneksija Levi-Civita-e ima nenulte Christoffel-ovi
simbole (zarezom je obelezen izvod po 7, a tackom po ¢, nisu navedeni simboli koji se dobijaju
permutacijom donjih indeksa):

0 _ 1, 0 _ 1. 0 _ 1y A—v 1 _ 1.7 v\
1 _ 1 1 _ 1y/ 1 _ - 1 _ i 2 -
2 _ 1 2 _ : 3 _ 1 3

[y =7, T33=—sin(@)cos(d), I'iy=-, [y = ctg(d) .

Sada je mogu postaviti Einstein-ove jednacine. U sluc¢aju da je tenzor energije-impulsa jednak
nuli, tj. kada se opisuje centralno simetricno polje u vakuumu, njihovim resavanjem se potpuno
odreduje tzv. Schwarzschild-ova metrika. Tri nezavisne vakuumske Einstein-ove jednacine su:

_ A _
—Ry=e (?+ﬁ)_r_2_0’
N 1 1
0_ - _
—Ry = (?—ﬁ) ) 0,
A
—Ri=e?*==0
r

Iz poslednje jednacine sledi da A ne zavisi od t, a iz prve dve jednacine je v/ + X' = 0, tj
v+ A = C(t). Dodatnom promenom vremenske koordinate ova jednacina postaje v + A = 0
(ako je t = f(f) onda je gooc2dt® = e”2d 2, gde je U = v + In(f?), $to znaci da se f moze
izabrati tako da kompenzuje bilo koju funkciju C(t)). Na kraju, u obliku (re™) = 1, druga
jednacina daje e™ = e¥ = 1 — %. Integraciona konstanta R, se odreduje uslovom da je na
velikim rastojanjima od centra polje slabo, te se mora dobiti Newton-ov oblik metrike (2.1)
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za p = —: njena vrednost R, = 2 se naziva gravitacioni radijus tela koje stvara polje’.
T C ‘ -

Konaé¢no, Schwarzschild-ova metrika je:

R R
ds? = (1—-D)d(ct)* — (1 — L) 'dr? —r*(d6* + sin*(0)d ©?). (2.2)
r r

Neki znacajni fizicki zakljucci se mogu izvesti i bez detaljnog resavanja geodezijskih jednacina.
Prvo sto treba uociti je da za veliku udaljenost od centra metrika malo odstupa od metrike
Minkowskog, te za udaljene posmatrace Schwarzschild-ove koordinate imaju uobic¢ajeni smisao

vremena i sfernih koordinata. Inace, sopstveno vreme je 7 = 4/1 — =21, i vidi se da se interval

proteklog sopstvenog vremena smanjuje (za fiksirani interval svetskog vremena) pri priblizavanju
centru. Kao §to je objasnjeno, zbog staticnosti metrike, istovremenost dogadaja A i B povlaci
istovremenost nizova dogadaja koji su iz A i B dobijeni isklju¢ivo protokom istih intervala svet-
skog vremena. Medutim, izvedena relacija pokazuje da ¢e za isti niz dogadaja biti potrebno
utoliko manje sopstvenog vremena, ukoliko je posmatrac blizi centru: sopstveno vreme protice
sporije. Ako je wq frekvenca svetlosti po svetskom vremenu, frekvenca po sopstvenom vremenu

posmatraca, w = \/‘”g%, povecava se blize centru. Ovo znaci da ¢e svetlost emitovana sa nekog

masivnog objekta za udaljene posmatrace imati manju frekvencu, tj. opservirace se croeni po-
mak. U graniécnom slucaju velikih rastojanja, time i slabog Newton-ovog gravitacionog polja,
kada je \/goo ~ 1 — %%, 1w w(l+ %%), a opserver i izvor miruju na radijusima r, i r., ra-
zlika emitovane frekvence (sopstveno vreme izvora) w i opservirane frekvence (sopstveno vreme
posmatraca) je? Aw = %wRQ(i — i)

Ocigledno je da u r = R, komponente goo i g, imaju nepravilno ponasanje. lako je sama
metrika u toj tacki nesingularna, jer se kompenzuje nestajanje goo i divergencija g, r i t gube
uobicajeni smisao unutar gravitacionog radijusa. Medutim, ovo se ne moze interpretirati kao sin-
gularitet metrike, tj. odgovaraju¢e geometrije prostor-vremena, ve¢ iskljuc¢ivo kao nemoguénost
da se odabranom kartom mnogostrukost opise globalno. Kao i uvek u slicnim situacijama,
potrebno je odrediti drugu kartu koja pokriva oblast unutar gravitacionog radijusa, odnosno
novi koordinatni sistem. Pronadeno je vise mogucénosti da se ovo u¢ini. Na primer, smenom

(t7 7/.7 07 (p) = <T7 R? 07 ()0) uz

Baqy
st [VEY
1_ g

By

dr
, R+ / —
R R
VR0 - )
dobija se Lemaitre-ova metrika u kojoj gravitacioni radijus nije singularitet, ali metricki koefici-
jenti zavise od vremena T":

§R—CT
2 R,

R—CT 4
)3

ds? = 2dT? — ( 3 R? — (3 R (462 + sin?(0)d ¢?). (2.3)

1
Kako je r = (3%)3}%5, u novim koordinatama je gravitacioni centar (pri fiksiranom 6 i )
predstavljen simetralom koordinatnih linija 7" i R, a paralelno translirane nanize linije odgovaraju

1Za Zemlju je R, = 0.443cm, a za sunce R, = 2.96km.
2Veli¢ina % je na Zemlji jednaka 1076, odnosno 10~° za emisije sa Sunca i Sirijusa B.
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sferama pozitivnog radijusa. Konstantnost ggg i odsustvo koeficijenata go, dovode do toga da su
vremenske koordinatne linije geodezijske, sto znaci da telo koje u takvim koordinatama miruje
(njegova trajektorija je prava paralelna T osi) zapravo slobodno pada ka centru. Izotropne linije
povucene iz neke tacke ispod simetrale koordinata T'1 R (jer je r > 0) imaju tangentne pravce

cdT _ Ry
dRrR + r’
r = const, i sve vremenske ili izotropne geodezijske linije se priblizavaju centru. Ovo znaci

da unutar gravitacionog radijusa sve Cestice padaju u centar, tzv. gravitacion: kolaps. Kako
nikakav signal poslat iz oblasti r < R, iz istog razloga ne moze tu oblast da napusti, prostor
unutar gravitacionog radijusa se naziva crna rupa.

na osnovu (2.3) Za r < R4, pozitivni deo svetlosnog konusa je iznad pravca

cT r=20

Slika 2.1: Lemaitre-ove koordinate. Kose prave oznacavaju tacke istog radijusa u odnosu na centar. Za
tacku na rastojanju od centra manjem od Ry, pozitivni deo svetlosnog konusa je usmeren ka centru, a ako je

tacka na vecem rastojanju od Ry, deo konusa je usmeren ka povecanju radijusa.

Za r > R, pozitivni deo svetlosnog konusa sadrzi deo pravca r = const, $to znaci da se mogu
na¢i geodezijske linije sa ve¢im ili manjim nagibom od simetrale (sl. 2.1). One opisuju Cestice
koje se priblizavaju odnosno udaljavaju od centra. Za cCestice koje se priblizavaju centru, daleki
posmatra¢ nalazi da je vreme njihovog puta do R, beskonacno (sl. 2.2). Naime, ¢ak i svetlosnom

signalu koji se radijalno krece ka centru (ds = 0 u (2.2), pa je znak u dt = — (1d_7}ig) odabran

zbog smanjivanja radijusa), za put iz r u R, + ¢ potrebno je Schwarzschild-ovo svetsko vreme

R,+ R, — R R . . . . .. . .
At = fT At = =t 4 Zp’ —2; za dostizanje gravitacionog radijusa ono je beskonacno.

Medutim, putnik za crnu rupu ¢e docekati kraj (puta), jer ¢e mu za to biti potrebno konaéno
sopstveno vreme. Na primer, Cestica koja se kre¢e drugom kosmickom brzinom, tj. mirovala je
u r = oo, pod dejstvom centra ¢e sa radijusa r doc¢i do R, za sopstveno vreme, tj. vreme u

(2.3) (sve ostale koordinate u (2.3) su konstantne) AT = fTRg dT =T(R,) —T(r) =

3 3
lr?—Rgﬁ
3c Rg% :
Naravno, re¢ je o opisanom usporenju sopstvenog vremena: za udaljene posmatrace svi procesi
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ct Rg

R, r
0N

Slika 2.2: Grafik funkcije ¢t = Ryln T::g’qg + 19 — r. Kada t raste, za udaljenog posmatraca putnik se

asimptotski priblizava Schwarzschild-ovoj sferi.

u blizini R, (ali na ve¢em rastojanju od centra) teku sporije, zamrzavajuéi se pri dostizanju sfere
radijusa R, tzv. horizonta dogadaja, 1 ostavljajuéi svoj lik zauvek na njemu.



Glava 3
ZADACI

3.1 Vektorska polja

Zadatak 1 Neka je A proizvoljna algebra. Diferenciranje algebre je svaki linearni operator D
u A koji na proizvod elemenata algebre deluje po Leibnitz-ovom pravilu: D(ab) = (Da)b + aDb.
Pokazati da kompozicija diferenciranja nije diferenciranje, a komutator jeste.

Ako su C'i D dva diferenciranja, tada je (C'D)(ab) = C((Da)b+aDb) = (CDa)b+ (Da)Cb—+
(Ca)Db + aC'Db, sto ocigledno nije Leibnitz-ovo pravilo za C'D. Medutim, odavde sledi da je
[C, D](ab) = ([C, D]a)b+ a|C, D]b, $to je Leibnitz-ovo pravilo.

Zadatak 2 Integralne krive polja X @Y kroz tacku m = v(0) = £(0) suy 1 &, a vy, © & su
integralne krive istih polja kroz tacke mqo = &(n) = v,(0) ¢ my = () = &(0), respektivno.

Pokazati da je na karti kojoj pripadaju sve pomenute tacke, vektor iz ms = &(n) do my = 7,(¢)
jednak sa [X,Y],, do na clanove najnizeg reda.

may Tn

ma
ms3

my

Slika, 3.1: Komutator vektorskih polja. Komutator polja X i Y u tacki m je vektor izmedu my i ms.

Integralne krive ovih polja su oznacene sa v i &.

Ako likovi tacaka my na karti imaju koordinate x;, = (z}, ..., 2}), trazeni vektor je x4 — x3.
Koristeci definiciju tangentnog vektora i integralne krive vektorskog polja, nalazi se do drugog

25
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reda razvoja:

1 ,d?x(y(t 1 ,d’x(&(s
X1 —X+8Xx+§€2%>>’t:0, X9 :X+77Yx+§772 6558( ))’sz[)a
1 ,d*x(y,(t)) 1 ,d*x(é(s))
X4 = X9 + 6XXQ + §€ Th:o, X3 = X1 + 77YX1 + 577 s |S:0'

Razvojem koordinata tangentnih vektora X, i Yy, do na prvi red, nalazi se (izvod u pravcu)

X = Xa £ XYY, Yo, =Y +eVe  X)

X)X
Zamenjujuéi sve ovo u vektor koji zatvara ” éetvorougao” integralnih krivih nalazi se: (x4—x3)" =
en(Yy ; XJ — XL YY), tj. x4 — x5 = en[Y, Xx.

X, X

Zadatak 3 Na nekoj karti 2-dimenzionalne mnogostrukosti su zadata vektorska polja X = 2°0;

1Y = —2%0; + 2'0,. Odrediti komutator ovih polja i njihove integralne krive.
[X,Y]=0.
1 2
Integralna krive polja X se nalaze iz jednacina: 250 = z1(t), 8 = 22(t). Resenja su

(ae’, be’). Vidi se da je koordinatni pocetak jedna integralna kriva, dok su ostale radijalne prave

u svim pravcima iz (0,0) (bez (0,0)).

dal(t) _

Za polje Y se nalazi: =22 = —z*(t), dm;t(t) = 2'(t). ReSenja su krive (a cos(t + b), asin(t +

b)), tj. koncentricne kruznice oko koordinatnog pocetka.

Zadatak 4 Na karti 4-dimenzionalne mnogostrukosti data su polja P; = 0;, R; = ij gl-jkxjﬁk )
B; = 2°0; + 2°0y. Odrediti njihove komutatore i integralne krive.

Polja zadovoljavaju komutacione relacije Poincare-ove algebre. Integralne krive za P; se nalaze
iz jednacina % = ¢, kao i-te koordinatne linije. Za polje Rj3, koris¢enjem prethodnog zadatka

. oo 0 . 3 . . . .
(uz dodatne jednacine ddit =01 ddit = 0 se odmah nalazi da su integralne krive koncentricne
kruznice (c,acos(t) + bsin(t),asin(t) — bcos(t),d) u ravnima paralelnim sa z'z?-ravni. Sli¢no
o . . s, 0 1 2 . 3 o
vazi i za Ry i Ry. Jednatine za By su % = gz! %= = o0 & — i & — (. Reenja

. 2 2 . . .
su (ae’ + bet,aet — bet c,d). To su krive 2% — 21" = ab u ravnima paralelnim sa x°z'-ravni.

Specijalno, (0,0,¢,d) za a =0b=0, (z°(t),2°(t),c,d) za b= 0, (2°(t), —2°(t), ¢, d) za a = 0.

Zadatak 5 Odrediti koordinatna polja za sledeée koordinate u R* (izraZene preko Descartes-

ovih):

(i) Inercijalne 2° = (2 — '), o' = (=P +a"), 2> =2, ¥ =2 B=2, v=—+—=).

V/1-52

(i) Méller-ove: 2° = (2" +2)sh (), a* = (2M+1)ch (aa®) -1, 22 =27, 2° =2 (a = 5);

0 0 3

(iii) cilindricne rotirajuée: z° = 2°, x' = pcos(¢'), x* = psin(¢’), 3 = 23, gde je ' = gp—w“”—;

(w je konstantna ugaona brzina rotacije oko x3-ose).
Inercijalne: 9 = v(dy + £01), 0 = v(60 + 01).
Moller-ove: 9) = a(z™ + L)ch (az”)dy + oz + L)sh (az)dy, 0] = sh (az)dy + ch (a™®)0;.
Cilindricne rotirajuce (S = sin(¢’), C' = cos(¢’)): 0y = 0o + p£S0 — p2Cy, 0, = COy + S0,
0, = —pSoy + pCdy, 95 = 5. Ostala polja su jednaka Descartes-ovim.

Zadatak 6 Pokazati da je d f, gde je f preslikavanje mnogostrukosti M u N, linearni operator.
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3.2 Diferencijalne forme

Zadatak 7 Neka je AP} antisimetrizator u HP. Pokazati da je APT3 (AP} 1) = AP+ ([, @
A{q}) = Alpt+a}.

At (AP @ 1) = LS o (=) AP+ (D,(0) ® I,). Kako delovanje antisimetrizatora na
p! oCop

vektor permutovan operatorom D, (o) daje isti rezultat kao i bez permutacije, osim §to se znak

menja u (—)%, ovo postaje %!ZUGSP(—)QUA{PW} = AlPta} - Analogno se pokazuje i druga jedna-

kost.

Zadatak 8 Ako je m € N'(H) i p € N (H), spoljasni proizvod se definise sa m A p = c(p +
r,p) APt @ p). Pokazati da je w A p = (=)""p AT i asocijativnost proizvoda za c(p+r,7) = 1
ic(p+rr)= pETy
p

U bilo kom bazisu je za dobijanje ¢;,,, @ -+ ® ¢€;,, ®¢e; @ -+ ® ¢, iz pocetnog uredenja
ei, ® -+ ® e;,,, potrebno pr transpozicija T;. Stoga je p Am = cAPYIT . T, (1 ® p), ¢ime
se kao i u prethodnom zadatku dobija trazeni faktor (=)?". (w Ap) Ao = c(p+r+ s,p+
r) APt (e(p + r, p) AP @ p)) ® o). Koristedi prethodni zadatak dokazuje se da je ovo
jednako sa c(p + 1 + s, p) AP+t (r @ AP} (p ® 7)), odakle direktnom proverom za oba izbora
koeficijenata sledi trazena jednakost.

Zadatak 9 Izraziti formu € A--- A€ preko direktnog proizvoda bazisnih formi za obe konvencije
1z zadatka 8.

LA Ner = c(p, DAPHET @ (€2 A -~ ANew)) = c(p, 1)e(p—1,1) APt @ AlP~1 (€2 @ (3 A
o ANER))) = clp, 1) e(2,1) AP (et @ AP (2 @ L@ A2 (e-1 @ €7))). Prema zadatku 7
unutrasnji antisimetrizatori nestaju, te je rezultat ¢, (—)7€' @ - - @ €'or, gde je ¢ = %! kada

Zadatak 10 Forma 7 je za neka bazisna polja zadata sam™ =Y. cociy Piri €L A---A€'r. Obja-
) : Zlv ip 10 ip
sniti mogucénost alternativnog zadavanja: ™= pj, _; e*A---Ae'. Cemu je jednako m(Ej,, . .., Ej,)

za bazisna dualna polja E;.

Prvi zapis je jednoznacan, jer kosi proizvodi {e* A---Ae|iy < -+ <i,=1,...,n} ¢ine bazis
formi u AP(M). Neravnopravnost indeksa u razli¢itim racunima ponekad predstavlja smetnju,
pa se pribegava drugom nacinu pisanja. No, kako je oc¢igledno re¢ o razvoju po skupu vektora
koji ima (Z) puta po p! linearno zavisnih vektora (p! permutacija svake od bazisnih p-formi),
drugi razvoj nije jednoznacan. Ovo se resava tako Sto se koeficijenti drugog razvoja definisu kao

antisimetri¢ni po svim permutacijama indeksa, odakle se odmah nalazi da je pj i) = I%Ph,...,ip'

Ako je ¢ konstanta konvencije (u zadatku 9 pokazano ¢ = # ili ¢ = 1), nalazi se

T= CZ(—l)Upgl,...,ipeiﬂ Q- ® P =

[
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cZ(—l)a’péo_7117.“71»0711761.1 ® T ® Glp - Cp!p’,&laﬂpezl ® o ® ezp'
U prvoj konvenciji su koordinate 7m u bazisu direktnog proizvoda (neantisimetrizovanom) stoga
pgmip, dok su u drugoj konvenciji p;,,..;,. Zato je m(Xy,...X,) = pgl,”_jipq? g za X; = ¢ E;
u prvoj konvenciji; specijalno, za dualna bazisna polja m(Ej, ..., E;) = p;-hm’jp. Za drugu
konvenciju ponovo se dobijaju isti rezultati samo sa komponentama pj, ;. .

Zadatak 11 [zracunati (dm)(X,Y) pomocéu beskoordinatne definicije. Uporediti sa prethodnim
zadatkom, i koordinatnom definicijom za 7 = p;da’. Koliko je dm(0;,0;)?

dn(X,Y) = c{X7(Y)—Yn(X)—7([X,Y])}. Tako se nalaziza X =¢'0;1Y =r'0;: dr(X,Y) =
c@*r'(dspr — Oups). dm(0;,0;) = c(Dip; — O;p;). U zavisnosti od konvencije ¢ = 3 ili ¢ = 1.
U koordinatnoj formi je dr = 9;p;da’ A da’, odnosno dr = Y7, . (9;p; — 9jp;)da’ A da’ i

1 . | : )
dm = 5(81}7] — 8Jpl)dxl A de = 5(8229] — @pl)dxl & dxj,
u skladu sa rezultatom prethodnog zadatka, pa se delovanjem na (X,Y) ponovo dobija isti
rezultat.

Zadatak 12 Odrediti dw ako je w na nekoj karti mnogostrukosti zadata koordinatno kao (f i g
su glatke funkcije na razmatranoj mnogostrukosti, a h je funkcija na R):

a) w=a¥dz' Ada? + (23 + 22%)d zt Adad;

b) w =13z d 2! + 22’ d 22 + zla?z3d 23;

¢)w=(z} +322%)(da® Ada! + tda? Adat);

e) w= —IQigf;;i;ng ;

f) w = h(z'® + 22°) (21 d 2! + 22d 2?);

g)w=f(z', ..., a™Mhdg(z?, ... zM);

h)w=h(g(z',...,aMNdg(z', ... M.

a) 2(x3 — 1)da! Adx? Ada;

b) z2x3dx! Adx® + pladda? A dad;
¢) 6zdz! Ada? Adad;

d) 0;e)0;f)0;g) df Adg; h) 0.

Zadatak 13 2-forma na R® (sa koordinatama x,y, z,u,v) je w = f(z,y)dzAdy+g(z, z,u)dyA
d z. Odrediti dw i proveriti koliko je ddw; izracunati w Aw 1 w A dw. (Novembar 1993.)

Zadatak 14 Hodge-ov operator je linearna involucija (x = 1) x : N'(M) — N""" (M), koja
je, kada je M 3-dimenzionalni euklidski prostor, zadata na bazisnim formama * : 1 +— dz' Adx* A
dz3, * : dzt — dx?Adz? i ciklicno. Neka jew = f;dx'. Pokazati da se definisanjem grad (f) = df,
div (w) = *d * w i rot (w) = *d(w) dobijaju wobicajeni izrazi za gradijent, divergenciju i rotor, i
odatle izvesti relacije rot grad = 0 ¢ div rot = 0.
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dw = (01 fa— 0o f1)dx* Ndx*+ (0o f3— 05 fo)dx* Ada3+(0s f1 — 01 f3)dx® Adx! | pa je xdw = rot (w).

*w = frdx* N dxd + fodx® A da' + fadzt A da®, dxw = (01f1 + Oafo + Osf3)dxt A da® Ada? i
*d % w = 81f1 + agfg + 83f3 = div (w)

Koristeci ove relacije i ¢injenicu da je * involucija, sledi rot grad = xdd = 0 i divrot = xdd =
0.

Zadatak 15 Na R" je zadata metrika g, ¢ime je indukovan dualizam D : TT(M) — T'T*(M).
Pokazati da definicije gradijenta skalarnog i divergencije vektorskog polja div X = divDX =
xd * DX igrad f = Dgrad f = D7'd f daju uobicajene izraze. Pretpostaviti da je koordinatni
bazis ortonormiran.

U koordinatnom bazisu je g;; = ¢(9;,0;) = ci0;j. Vektorskom polju X = ¢'9; dualna je 1-
forma w = DX = g;;¢’d 2" (jer je za bazisna polja 9 ispunjeno w(d) = gr;j¢’ = g(X, %)), a
formi w = w;d z* dualno je vektorsko polje X = D~'w = g¥w;d;. Stoga je grad X = D7'd f =
D7lf,dat =37, ¢;f, 0;. Sliéno se za divergenciju nalazi generalizacija poznatog izraza: div X =

>0 960 = 2o il i

Zadatak 16 Na mnogostrukosti je zadata forma “potencijala” A = a;dx®. Odrediti 2-formu
"polja” F = dA = Fjjdx' A\ da?, pa pokazati gradijentnu invarijantnost “polja” ("potencijal”
A+ df daje isto "polje” za svaku funkciju f) i Mazwell-ove jednacine: Fyj; + Fi; j + Fj; =0

dA = Oiajdx' N do? = Y7, _(9a; — Oja;)da’ N dx?. 1z dF = ddA = 0 slede Maxwell-ove
jednacine, a gradijentna invarijantnost se dobija iz linearnosti spoljasnjeg izvoda: F = d(A +
df) = dA.

Zadatak 17 Neka je na 2n-dimenzionalnoj mnogostrukosti M zadata nedegenerisana 2-forma
Q, koja na nekoj karti sa koordinatama {q*, ..., q", p', ..., p"} ima oblik Q@ = >, d¢'Adp'. Takva
mnogostrukost se naziva simplekticka mnogostrukost.

a) Pokazati da je Q = —dw, gde je w =, p'dq¢", i dQ =0.

b) Dualizam D 1-formi i vektorskih polja zadat je formom §2: wvektorskom polju A se bijek-
tivno pridruzuje 1-forma o = DA, tako da za svako wvektorsko polje X wvazi: a(X) =
Q(A, X). Simplekticki gradijent realne funkcije h na M je vektorsko polje sgrad h = Dd h,
a Hamilton-ovo polje je vektorsko polje H za koje postoji funkcija h takva da je H = sgrad h.
Odrediti koordinatne komponente Hamilton-ovog polja.

c) Pokazati da jednacine integralnih krivih Hamilton-ovog polja H daju Hamilton-ove jednacine
kretanja cestice sa Hamilton-ovom funkcijom h.

d) Proveriti da je Q(sgrad f,sgrad g) = {f, g} (Poisson-ova zagrada).
e) Dokazatli odrzanje energije kod Hamilton-ovog sistema, tj. da integralna kriva Hamilton-

ovog polja Hamilton-ove funkcije h, pripada jednoj ekvienergetskoj hiperpovrsi u M, tj.
podmnogostrukosti h~'(E) = {m € M|h(m) = E € R}.
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a) Ocigledno.

b) Neka je H = bZ 8 Kako je dh = dp delovanjem na bazisna polJa se

nalazi: dh( ) = 3;2, dh( ) Istovremeno je Q(H, 6?11) = b iQH, 2 5,7) = —a', pa je
i _ Oh ; _ o _ oh 9

b = o apw tj. H= sgradh ap a¢ — bq gt

c) Po definiciji integralne krive {¢'(?),...,¢"(t),p'(t),...p"(H)} je ¢’ =a' = g; ip' =b' = —
d) Direktnom proverom: Q(sgrad f,sgradg) = >_.d ¢’ A dp’ (g—fai —oro 0908 _ 090
Si= g+ gy

e) Treba pokazati da je duz integralne krive v(t) polja H funkcija h konstantna, tj. da je hoy(t) =
E, sto se vidi trazenjem izvoda: Lh(v(t)) = d h(y(t))L~(t) = dh(H)(t) = Q(H, H)|, = 0.

Zadatak 18 Neka je na karti 4-dimenzionalne mnogostrukosti zadat bazis vektorskih polja E =
(Ey = ¢80y, B, = 20, Ey = %89, E, = rrll(e)&p), gde su X i v funkcije t i r. Odrediti njemu
dualnu bazisnu kolonu € i kolonu de.

Uslov €/(E )—(V za € = adt + Bdr + vdf + ddp daje a = e” ,ﬁ v =0 = 0. Tako se nalazi
€ = (¢ = evdt,e" = eMdr,e® = rdf, e? = rsin()dp)”, i de = (—e vidt Adr,erddt Adr,dr A
dd,sin(@)dr Adp +rcos(@)dd Adp)T.

Zadatak 19 p-forma 7w je zatvorena ako je dm = 0, a tacna ako postoji (p — 1)-forma w takva
da je m = dw. Pokazati:

a) Svaka taéna forma je zatvorena;
b) Kosi proizvod dve zatvorene forme je zatvorena forma.
c) Kosi proizvod dve zatvorene forme, od kojih je bar jedna tacéna je tacna forma.

d) Ako je na R* zadata forma A = A, dx", odrediti F = dA, i odrediti uslove koje daje identitet
dF =0. (Jun 1994.)

Zadatak 20 Neka je d, restrikcija d na N\*~"(M) (linearni operator koji kao diferencijal presli-

kava NP~ (M) uw A\P(M): dy(w) = d(w) za svako w € N*~"(M)). Pokazati da je oblast likova d,,

(Im(d,)) potprostor nulpotprostora d,y. Odrediti grupu kohomologije HP ' Ker dpt+1/Imd, za

mnogostrukost R"™.

Prvi deo zadatka je na drugi nac¢in shvaéena jednakost dd = 0. U R™ funkcije (0-forme)
sa nultim diferencijalom su konstantne funkcije, a funkcije nisu (osim nulte) diferencijali pa je
H°(R™) = R. Za 1-formu w = p;da’ je dw = 0 ako i samo ako je 9;p; = 9;p;, §to je uslov da je
w diferencijal. Prema tome kerd, = Imd; i H'(R™) = 0. Sli¢no se pokazuje i H?(R™) = 0 za
p=2..n
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3.3 Metrika

Zadatak 21 Pokazati da je R™ orijentabilna mnogostrukost: postoje dve klase bazisa u odnosu
na relaciju ekvivalencije {Ey, ..., E,} ~ {E},...,E.} ako postoji A € GL;(n,R) takvo da je
E' = EA (izbor jedne od ovih klasa se naziva orijentacija).

Kako je A € GL(n,R), a to je grupa sa dve komponente povezanosti, bazisi do kojih se iz
unapred zadatog moze stic¢i transformacijama iz komponente jedinice ¢ine jednu klasu. Ocigledno,
transpozicija bazisnih vektora pripada kosetu komponente jedinice, te se na ovaj nacin generise
druga klasa.

Zadatak 22 Neka je {E\, ..., E,} ortonormirani bazis u odnosu na metriku g. Odrediti dz* A
s Nda"(Ey, .. Ey).

Ako je E; = (9;)A = A0, vaii

de & dz' A+ Ada" = iy dr @ -+ @ da'

pa je 4 .
dl’(El, cvey En> = €i1.‘.ind$zl (El) coedxt (En) = &Til...inAzll e A:ln = det A.
. 1, 1=7<s . . . .
Sa druge strane je g(E;, Ej) = 0;; X 1 ey gde je (s,n — s) signatura metrike g, te je

95 = 9(0:,0;) = (ADH (A g(Es, Br).

Odavde je matrica ¢ u koordinatnom bazisu gy = A™'TgrA~"!, a njena determinanta je det g =

(==

w7 Konacno je dx(Ey,..., E,) = —L | §to znadi da je forma zapremine (koja

(—=1)n—sdet go
delujué¢i na n-torku vektora daje njima obrazovanu metricku zapreminu) +/(—1)"~sdet gdz* A
S Ada”.

Zadatak 23 Neka je {e',... "} ortonormirani bazis orijentabilne mnogostrukosti sa metrikom
g. Pokazati da je €' A --- A€ = /det gdzt A+ -+ A da”.

Posto su n-forme C°° (M) proporcionalne, rezultat sledi iz jednakosti €' A- - A" (Ey, - -+, E,) =
1 i prethodnog zadatka.

Zadatak 24 Neka je {¢',... "} ortonormirani bazis orijentabilne mnogostrukosti sa metrikom
g, signature (s,n — s). Hodge-ov operator je linearno preslikavanje * : NP(M) — N"7(M)
definisano na bazisnim vektorima:

H(E Ao A ein) (1)t gt p A, 02(2-1 ) )
P n—p

Pokazati da je xx = (—1)P=V+=s[ " gde je I jedinicni operator w \'. Odrediti 7, za ™ =
det A -+ Adate.
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Iz definicije je

w(€ N N enr) (1) gL ginpinpeit AL A

Zaa’:(.l n‘—p n—p—{—l 7.1>.Ak0je/{d§f(i‘1 -@'p jl j@_p)
]1 o« . . ]n_p Zl .‘- . /Lp ‘ ]1 .. ]n_p Zl ‘. .. Zp ’
jasno je da je o = koo, pa je x(x(€1 A - A€r)) = (=1)TFTHFRTSE A LA €t wx =

(—1)%*rtn=s]  Ocigledno je parnost (—1)% = (—1)P(*P) = (—1)P(®=D &ime se dobija trazeni
rezultat.

Zadatak 25 Ako j@ F = 20§i<j§3 Fwdml/\da:] (%4 FOi = Ei, F12 = —Hg, F13 = H2 iFgg = —Hl,
wzracunati d x F' u prostoru Minkowskog.

Posto je dz' ortonormirani bazis (uz signaturu (1, 3)), vazi
% {da® N dat — —da? A da?, da® A da? v dat A da? da® A da? s —dat A da?,

dz' A da? v d2® A da? dat A da® — —d2® A da?, da? A da? s da® A dat).
Tako je

*F = —Fgldl'Q VAN dx3 + Fogd.ﬁlfl A\ dl'g — F[)gdl'l A dx2 + Flgdilfo A\ dl'g — Flgdl'o A dilf2 + Fggdilfo A\ dl'l,

d+ F = <_FO3,0 + F13’1 -+ FQg}Q)d:EO A dl‘l N dl‘2 + <F0270 - F12’1 + F2373)d$0 N d.Tl VAN d$3+
(_FOI,O — F1272 — F13’3)d1'0 N d$2 VAN d.fl?g + <—F0171 — F0272 — Fog,g)dl'l VAN dl’2 A dx?’.

Tako d * F' = 0 daje drugi par vakuumskih Maxwell-ovih jednacina. Ako se uvede proizvoljna
3-forma struje napisana kao j = %euy,\pj“dx”dx)‘dmp , drugi par Maxwell-ovih jednacina postaje
d*x F' = 7. Pri tome, zbog dd = 0, vazi dj = 0, Sto daje jednacinu kontinuiteta.

3.4 Koneksija

Zadatak 26 Pokazati da se pri promeni bazisa opisanoj sa E = AE;, matrica koneksije menja
po pravilu: Q' = A~ dA + AT1QA.

Pri opisanoj promeni bazisa se vrsta i kolona bazisnih polja menjaju po pravilu £ = E'A~1 i
e = A€’. Definicija kovarijantnog izvoda daje u poc¢etnom i novom bazisu:

VY = E{X + Q(X)}e(Y) = VxV = E'{X + Q(X)}(Y).

Srednji izraz je VxY = E'A"H{ X +Q(X)}Ae(Y). Ako se ima u viduda je X (fg) = (X f)g+fXg
i X f=df(X), nalazi se

VxY = EAHAX + (XA) + QXA (Y) = E'{X + A 1A (X) + ATIQ(X)AY(Y),
Sto je upravo trazeni izraz.

Zadatak 27 Izvesti izraz za promenu Christoffel-ovih simbola pri promeni koordinata.
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Polazeéi od izraza za promenu matrice koneksije ' = A~'dA + A~*QA pri promeni bazisa,
za koeficijente koneksije se nalazi:

wir = W (Br) = (A)3(BRAY) + (A3 ARALW,

~ . . . . .o . . . 'L /Z . 8 . ax’r‘ 8
U slucaju kada se radi sa koordinatnim poljima, pri promeni koordinata ' — ", iz 5% = £2- =

i o2 =200 sledi daje A} = 22 i (A7Y); = 223, Tako je

oxk dzxk dz'm
. 0x' 0%t Oz’ Ox" dx' _,

T Qxd 9xkQxt T Oxd Ox'k Ot T

3.5 Torzija i krivina
Zadatak 28 Polazeci od izraza za kovarijantni izvod u obliku VY = E{d + Q}e(Y'), izracunati
T(X,Y)E VY = Vy X —[X,Y] i R(X,Y) & VxVy - Vy Vx — Vixy.
Posto je de(X,Y) = Xe(Y) — Ye(X) — €([X,Y]) i Ee([X,Y]) = [X,Y], vazi:
IV (X) - VX(Y) - [X,Y] = B{X + QX)}e(Y) — B{Y + Q(Y)}e(X) — [X,Y] =
E{Xe(Y)=Ye(X)+QX)e(Y) —QY)e(X) — e([X,Y])} =
E{de(X,Y)+ QA e(X,Y)} = E{d+ QA}e(X,Y)
Slicno se za krivinu nalazi:
R(X,Y)Z = E{X + Q(X)}e(E{Y + Q(Y)}e(2))—
E{Y +Q(V)}e(E{X + Q(X)}e(2)) — E{[X, Y]+ Q([X, Y])}e(Z) =
E{XY +(XQY))+QY)X +QX)Y + QX)Q(Y)}e(2)—
E{YX +YQX))+Q2X)Y + Q)X + QY)QX)}e(Z2) — E{[X, Y]+ Q(X,Y])}e(Z) =
E{(XQY)) + QX)QY) - (YQX)) - QY)QX) — QX Y])}e(Z) =
E{(d+ QnNQX,Y)}e(2).

Zadatak 29 Proveriti da su torzija © krivina tenzorske velicine.

T(X,Y)<

Torzija: Kako je oc¢igledno antisimetricna po poljima X i Y, dovoljno je proveriti za jedno
od njih. Jedini moguéi uzrok netenzorijalnosti je kovarijantni izvod, koji je sa svoje strane
aditivan, no nije C'°(M)-multiplikativan po polju na koje deluje. Stoga treba ispitati jedino
multiplikativnost po nekom od ulaznih polja. T'(X, fY) = Vx fY =V X - [X, fY]| = (X )Y +
VXY — [V X — (XP)Y — f[X.Y] = FT(X.Y).

Krivina: Antisimetricnost po X i Y, ponavljanjem prethodne argumentacije, dovodi do
potrebe da se proveri multiplikativnost: R(X, fY)gZ = fgR(X,Y)Z. Kako je [X, fY] =
(X )Y + f[X,Y], za pojedine ¢lanove se nalazi

VxVigZ =Vx(f(Y9)Z+gVvZ)) = (Xf(Yg)Z+ f(Y9)VxZ+(X[f9)VyZ + fgVxVyZ,
VivVxgZ = fVy(X9)Z +9gVxZ) = f(YX9)Z + f(X9)VyZ + [(Y9)VxZ + fgVyV xZ,
Vix.v9Z = (XY 9)Z + (X )gVyZ + f((X,Y]9)Z + fgVixy1Z

Odavde se lako dobija trazeni identitet.
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Zadatak 30 Pokazati da Christoffel-ovi simboli nakon promene koordinata ' = '+ 1T} lox* !,
u slucaju simetricne koneksije, postaju jednaki nuli v koordinatnom pocetku.

. I . 2../7 y .. '’ . . . .
Kako je 27 |o = 07, i 227 |o = I'},|o, zamenjujudi u izraz za promenu Christoffel-ovih simbola

(oblik I'" — T se nalazi zamenom u izvedenoj formuli starih i novih koordinata), dobija se da su
novi simboli jednaki nuli.

Zadatak 31 Odrediti komponente torzije u dualnim koordinatnim bazisima na karti.

Posto su koordinatna polja diferencijali i izvodi, vazi:

1 . .
207, = T(dx”, 0y, 05) = 2075 (w] (0:)0, = w] (9:)8,)) = I, — 7.
Zadatak 32 Odrediti komponente krivine u dualnim koordinatnim bazisima na karti.

2Rikm = R(dffj, 8[, 8k, 8m) = 28p ® d:L“ng(de, al, ak, 8m) =

. 1 1
26067 (dy (O, D) + 520w (D) = 562 (D)3 (D)) =

J 1Y J1Ts 19 TS
1—‘lm,k Flk,m + FskFlm Fsmrlk'

Zadatak 33 Dokazati ciklicnu jednakost (prvi Biancchi-jev identitet) za simetricnu koneksiju:
R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y = 0. Naéi koordinatni oblik ove jednakosti na karti.

Iz definicije torzije sledi da je kod simetri¢ne koneksije VxY — Vy X = [ X, Y], 1 Vx[Y, Z] —
VivgX = [X,[Y, Z]], pa je

Vx[Y,Z] +Vy|Z,X] + Vz[X,Y] =

(VxVy = VyVx)Z + (VyVz = VzVy) X 4+ (VzVx — VxV2)Y.
Iz definicije krivine poslednji izraz daje
RX,)Y)Z+R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y =
VX[Y, Z] + VY[Z, X] + VZ[X, Y] - V[va]Z - V[Y,Z]X - V[Z,X]Y -
(X[ Z]]+ [V, [2, X]] + 2, [X, Y]] = 0.

Zamenjujuci bazisna polja u poslednju jednakost, nalazi se ciklicna jednakost zapisana preko
komponenti tenzora krivine: R}, + R,  + R, =0.

Zadatak 34 Napisati Biancchi-jev identitet na karti za simetricnu koneksiju.
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Kako je R{ = R{kmdajk A dx™, vazi
0= (dR] — RI Aw} +w] AR (0s,0p,0,) =

1. , . .

Rl -Ti R, +TLR + R —TLRL +T,R, +R] —T R, +TR, —

lpg;s tpq Ilpq lgs,p lgs 1sp.q
j t pi _TJ opt P tpi _1TJ pt P t pj _ 1TJ pt
qup,s + I‘ls‘thp Ftsqup Ips,q + quRtps thRlps Rlsq,p + Flpfitsq FtpRlsq'

Oduzimajudi, u slucaju simetricne koneksije jednak nuli, zbir

R, T+ R T+ R T+ R+ RY, T+ RYTY

ltq™ ps Ipt ltp™ qs Its™ pq lqt™ ps?
nalazi se
J J J _
Rlpq;s + Rlsz?;q + quS;p =0.

3.6 Koneksija Levi—Civita-e

Zadatak 35 Pokazati da se uslovi koje zadovoljava koneksija Levi—Civita-e mogu napisati u
obliku (g je matrica koeficijenata metrike' ):

QTG+ gQ=4dj, de+QANe=0.
Naci oblik ovih uslova za ortonormirana bazisna polja i koordinatna polja.

Drugi uslov je uslov simetri¢nosti, i dobija se direktnom primenom prve Cartan-ove strukturne
jednacine. Drugi uslov je posledica kovarijantne konstantnosti metrike. Lako se proverava da
je metricki tenzor moguce predstaviti u formi g = €’ ge (matricno mnozenje gde se matri¢ni
elementi mnoze tenzorski), nalazi se Vg = (Ve )ge + €' (dg)e+ €' gVe = e {—=QT g+ d g — §Q}e
(jer je dgi;(X) = Xgij i V" = —wlie'), tj. Vg =dgi Ve = —Qe. U svim izrazima je obican
a ne kosi proizvod, jer se podrazumeva da pre mnozenja sa €, {2 deluje na neko vektorsko polje.
Zahtevom da je metrika kovarijantno konstantna, dobijeni izraz se anulira, Sto je ekvivalentno
uslovu iz zadatka.

Kod ortonormiranih polja je g konstantna matrica, pa je dg = 0. Tako se nalazi

QTG +90=0, de+QAe=0. (3.1)

Kod koordinatnih bazisnih polja je de = 0, t;j.
QTG+ g0 =dg, Qne=0. (3.2)
Zadatak 36 Data je metrika sfere radijusar (u sfernim koordinatama) ds* = r*(d6*+sin® 0dp?).

Za bazisna polja nastala ortonormalizacijom koordinatnih Op @ 0,, odrediti matricu i koeficijente
koneksige, i krivinu koneksije Levi—Civita-e.

U ostatku teksta ée biti pisano ¢ umesto §, jer je iz konteksta jasno da li je re¢ o tenzoru ili o njegovoj
matri¢noj reprezentaciji.
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5 (1 0

0 sin?()
E = (Ey,E,) = (109, rsi;n(G)a‘F’) ie= (e = (rd,rsin(f)de)’. U njima je metricki tenzor
g = I tj. metrika je euklidska (zbog signature (2,0)). Vazi de = (rddf,r cos(0)dd A dp)" =
(0, (6’)6 A de?)T.
Uslov da je re¢ o koneksiji Levi-Civita-e je, zbog ortonormiranosti bazisnih polja, daje (3.1),

. . . .. . 0
pa kako je metrika euklidska, vazi i Q7 = —Q. Tako je Q = (_wz 0¢’ ) , Uz wg = wgeef)—i-wgwé”.

U koordinatnom bazisu je g = r , pa su ortonormirana dualna bazisna polja

*..I)—l

Prva strukturna jednacina postaje:

Wl A €?
— — ¥
0=detflAe (—wf, A€l + Letg(0)e? Ade? )

Znajuci da je € A€ = 0 odmah se nalazi W = —wy = —Letg(6)e? i nenulti koeficijenti w wly =
why =0, Wl = —Wp, = —2ctg(f). U matricnom obliku je Q = —Lctg(6)efe (¢ je antisimetricna
0 1
_1 O )7

Kako je Q2 A Q2 = 0, druga strukturna jednacina za matricu krivine daje R = df2, a za
tenzor krivine R = T%(Eg ®e? — B, ® ) ® (€ A e?). Konacno, Ricci-jev tenzor je Rc =
R(é°, ,Ep, )+ R(e?, E,, ,) = T,%(ea ® €’ + ¢ ® €?), a skalarna krivina Rs = r%

matrica drugog reda ¢ = idQ)= 7%269 A €¥e.

Zadatak 37 Christoffel-ove simbole sfernih koordinata za koneksiju Levi-Civita-e iz prethodnog
zadatka odrediti na tri nacina: a) po formuli za Christoffel-ove simbole koneksije Levi—Clivita-e; b)
koristeci zakon transformacije koneksije i matricu koneksije odredenu za ortonormirana bazisna
polja c¢) na osnovu uslova metriénosti i prve strukturne jednacine (kao u prethodnom zadatku, ali
u koordinatnom bazisu,).

l . o0 ).
a) Koristeci formulu I, = 29" (guj + Gk — Giky), za metriku g = r? (O sin?(0) ), ig!=

e (1 ’ )’ nalazi se I'),, = —sin(f) cos(d) i Ty, = 'y = ctg(f), dok su ostali jednaki

0 sin~?(0)

nuli.

b) Prelazak sa ortonormiranog na koordinatni bazis ostvaruje matrica A = r ((1) sinO( 0) ),

. . 0 0 . . . L
sa diferencijalom dA = r ( 0 cos(6) d@)' Matrica koneksije u ortonormiranom bazisu je {2 =
—2Letg(f)eve = — cos(f)dye pa je u koordinatnom bazisu:

P I 0 — sin(0) cos(6)dy
Q' =AN"dA+A QA_(ctg(H)dap cta(6)d :

Uporedivanjem se nalazi isti rezultat kao u prvom delu.

0

c) Potrebno je koristiti izraze (3.2), uz dg = r?2sin(f) cos(6) 8 1). Prvi uslov daje

16 19 102 I
2wy Wl + sin”(0)wy

w? +sin*(0)wy’  2sin’(0)wf — 2sin(0) cos(6)do

QTG+ g —dg =0 = r? ( ) Odmah je jasno



3.6. KONEKSIJA LEVI-CIVITA-E 37

da je wy =0, i wf = ctg(f)df. Zamenom ovih rezultata u prvu strukturnu jednacinu nalazi
0 —sin?(0)w,’ db —sin?(0)wy’ A dyp
_ _ ) _ 0
e 0 =@ Ae = (wgp ctg(6)do a dp ) — \wf A0+ ctg(@)dd Ndp ) Odavde se
nalazi i preostala forma koneksije wy” = — sin(6) cos(0)dp. Znajuéi da je u koordinatnom bazisu

wi =T dx*, lako se dobijaju isti Christoffel-ovi simboli.

J

Zadatak 38 Pilot leti duZ paralele § = const € [0,7) iz ¢ = 0. Odrediti vektor dobijen paralel-
nim prenosom vektora Y o) iz pocetne tacke pri povratku u nju (konesija iz prethodnih zadataka,).

Jednacine paralelnog prenosa ‘% + F;k '% = 0 postaju

dp? g dzF dp? da®
— 4P —=0, —+T9p—=0
dp e’ dp T dyp e dp ’
sto na osnovu poznatih Christoffel-ovih simbola daje:
dp’ dp?
% — p¥sin(0) cos(f) = 0, % + pPetg(h) = 0.

Diferenciranjem prve po ¢ i zamenom druge, nalazi se % +p? cos?(0) = 0, te je

—asin(¢ cos(#)) + bcos(¢ cos(6))

Y (@) = (09, 0,)(acos(p cos(h)) + bsin(p cos(h)), Sn(0)

)

b

Tako pocetni vektor postaje (9, 0,)(a, W)T’ a konacni

—asin(27 cos(0)) + bcos(27m cos(h)) 7
sin(0) '

(0, 0,)(a cos(2m cos(h)) + bsin(2m cos(6)),

Ocigledno su razliciti, osim u slucaju § = 7 (ekvator). Kako su tada celim putem prenoseni
tangentni vektori nepromenjeni, sledi da se ne menja ni tangentni vektor na ekvator, odnosno da
je ekvator geodezijska linija. No, izbor koordinatnog sistema je proizvoljan, tako da se svaki veliki
krug sfere moze u nekom sistemu videti kao ekvator, sto znac¢i da su svi veliki krugovi geodezijske
linije. Obrnuto, za svaki tangentni vektor iz proizvoljne tacke, postoji tacno jedan veliki krug,
kao i ta¢no jedna geodezijska linija, koji su tangentni za taj vektor, pa je skup geodezijskih linija
jednak skupu velikih krugova.

Zadatak 39 Odrediti koneksiju Levi—Civita-e u ortonormiranom bazisu, krivinu i skalarnu kri-
vinu za metriku ds® = 55 (dt* — dz?). (Februar 1993.)

Zadatak 40 U poluravni v > 0 je zadata metrika ds* = y%(duQ + dv?). Odrediti koneksiju Levi—
Cita-e 1 jednacine geodezijskih linija. Pokazati da su geodezijske linije polukruznice sa centrom
na u-osi ili poluprave ortogonalne na ovu osu. (Jun 1993.)
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Zadatak 41 Na dvodimenzionalnoj mnogostrukosti metrika je zadata u koordinatama (u,v) iz-
razom ds?® = dv? —v3du®. Odrediti koneksiju Levi-Civita-e i napisati jednacine geodezijskih linija
(Jun 1994.).

Zadatak 42 Za Moler-ov koordinatni sistem odrediti koneksiju Levi—Civita-e. Analizom poten-
cijala inercijalnih sila i pravila prelaska iz Descartes-ovog u ovaj sistem, interpretirati Méler-ov
sistem u nerelativistickom limesu (Jaz®|, |azt| < 1). (Januar 1994.)

Zadatak 43 a) Pokazati da su u metrici cilindricnog rotirajuceg sistema krugovi ¢ = “E’xo,

p= R 1 2= 7 geodezijske linije koneksije Levi—Clivita-e.

b) A i B se u trenutku z° = 0 u prostor-vremenu Minkowskog nalaze na istom mestu, sa
Descartes-ovim koordinatama x = R, y = z = 0. Dok A ostaje u ovom poloZaju, B se
krece konstantnom ugaonom brzinom w << % oko z—ose. Izracunati sopstvena vremena
ATy za A i AT za B protekla do njihovog ponovnog susreta. Racun izvrsiti kako u koor-
dinatnom sistemu u kome miruje A, tako i u sistemu u kome miruje B. (Februar 1994.)

a) Duz ovih kruznica je dp = wdt, dp = dz = 0; zamenom u jednacine geodezijskih linija se

dobijaju identiteti.

b) U cilindri¢nim koordinatama prostora Minkowskog (¢, p, ¢, z) metrika je ds? = cdt* — dp? —

p*dp? — dz?. Svetsko vreme (u sistemu A) za koje B obide krug je At = 22,
ds

Sistem A: A ostaje u mestu, duz njegove trajektorije je ds* = c*dt®, pa je drq = % = dt (ili

dry = %‘/goodt = dt), tj. sopstveno vreme T4 je isto Sto i svetsko, 1 Aty = 2w—” Duz trajektorije
B je ds* = 2dt? — R2W*dt?, te je dtg = /1 — Rj;ﬂ dt, i Atp=24/1— Rif.
Sistem B: B miruje, pa je duz njegove trajektorije ds”? = gp,dt* i drp = /1 — %dt, i Ay =

I J1— B2 = Arp. A se krede duz kruznice, pa je dy' = wdt i ds” = (1— &%) dt? — R2w?dt? +

2R?Wdt?. Stoga je drly = dt i Aty = 2% = A7y,

Zadatak 44 Pokazati da je u metrici u kojoj je koeficijent gog konstantan (sinhroni referentni
sistem ), koordinatna linija vremena jedna geodezijska linija koneksije Levi—-Civita-e. Znajuci ovo,
razmotriti letec¢i tangir koji je iz mirovanja u beskonacnosti pod uticajem neke zvezde poceo da
pada na nju. Izracunati sopstveno vreme koje protekne dok se priblizi zvezdi sa k na (< k)
Schwarzschild-ovih radijusa. (April 1993.)

Zadatak 45 Konformna metrika dvodimenzionalne mnogostrukosti se u lokalnim koordinatama
moZe zadati u obliku g = g(u,v)(du? + dv?). Odrediti skalarnu krivinu koneksije Levi-Civita-e.

Zadatak 46 U trodimenzionalnom prostoru Minkowskog (R® sa metrikom g = diag(1,—1,—1))
jednacina pseudosfere je t?2 — a2 — y? = R2. Odrediti skalarnu krivinu ove mnogostrukosti (ko-
neksija Levi-Civita-e).
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Zadatak 47 Odrediti skalarnu krivinu i jednacine geodezijskih linija koneksije Levi—Civita-e za
torus sa metrikom indukovanom Euklidovom metrikom u R3.

Zadatak 48 Na dvodimenzionalnoj mnogostrukosti metrika je zadata u koordinatama (u,v) iz-
razom ds* = dv® — vidu?®. Odrediti koneksiju Levi-Civita-e i krivinu.

Ortonormirana dualna polja su E = (Ey = 9,,E, = 19,) i ¢ = (¢8 = dv,e® = vdu)’.
1
U ovom bazisu je €2 = ( 2}1 %2 . Uz opsti oblik wi = adv + Bdv,uslov bestorzionosti je
—W
Qv . 0 —du _ . :
=de+QANe= (1 N ﬁ) dv A\ du. Tako je Q) = <du 0 > Iz definicije krivine se nalazi
R =0.

Zadatak 49 Odrediti opsti oblik matrice koneksije Levi-Civita-e za metriku signature (1,3) u
ortonormiranom bazisu.

U ortonormiranom bazisu, uslov kovarijantne konstantnosti metrike je Q7g = ¢, odakle se

0 o W Wl
. W0 wi o wl
nalazi Q = | 7} L 2 3
wy —wy; 0 wj
wy —wi —wi 0

Pri tome mora biti zadovoljen i uslov simetri¢nosti, tj. bestorzionosti: de = —Q A e.

Zadatak 50 Napisati jednacine geodezijskih linija u cilindricnom rotirajucem sistemu prostora
Minkowskog.

Potrebno je odrediti Christoffel-ove simbole za ove koordinate. Najjednostavniji postupak
je da se transformise koneksija iz Descartes-ovih koordinata u cilindri¢ne rotiraju¢e. Kako
je u Descartes-ovim koordinatama prostora Minkovskog metrika nezavisna od koordinata, svi
Christoffel-ovi simboli su jednaki nuli, tj. {2 = 0. Tako se nalazi da je u cilindri¢nim rotirajuc¢im
koordinatama Q' = A~'dA, gde je 0 = AJ9;. Koristeéi zadatak 5 nalazi se:

1 0 0 0 1 0 0 0
A~ pe C —pS 0 Al 0o C S 0
| —p2C S pC 0] e —%S %C 01’
0 0o 0 1 0 0 0 1
0 0 0

“Sdp + p2Cdp — p5Cda®  —Sdp + 2Sda® —Sdp — pCdyp + pCda®

o O OO

dA = 2
—2Cdp + p<Sdp — p4Sda®  Cdp —2Cda®  Cdp — pSdp + p2Sda®
0 0 0
0 0 0 0
o pLdyp — prda’ 0 —pdp + p2dz® 0
cp P coc p
0 0 0 0
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Sada je lako oéitati nenulte Christoffel ove simbole: Il =17, = p%, ['fy = —p% 02, e, = —p,
I, =T%= _;E’ r¢,=T%, =-. Jednacine geodezusklh hnua su
d*a°
atz
d*p de ., dp
—_— — 2 0
Tz~ P(0)” = p’ 4 2pw— =0,
d? 2dpd d
LA s S Y}

ez opdt dt T padt
Prva jednacina pokazuje da je 2° proporcionalno duzini krive.

Zadatak 51 Za determinantu g metrickog tenzom signature (1,3) dokazati: dg = gg“dg;; =
~ggi;dg", dy/—g = 1y/=ggUdg; = —1\/~gg;;dg", g, = 2gI",, I = ZVE

Ako je G minor elementa g;;, onda je d(g) = G“dg;; (ovo se vidi kombinatorno, pisudi
g = clting . gn i diferencirajudi, ili diferencirajuéi relaciju g = e ™9). Dalje, na osnovu
definicije ¢¥ = %j, sledi dg = gg“dg;;. Druga relacija se nalazi koris¢enjem ¢injenice da je
gij9” = 4, pa i (dgij)g"” + gi;dg" = 0. Odavde odmah slede i jednakosti za \/—g. Kako odavde

sledi da je gs = 89"1gpq.s, uslovi simetricnosti i metri¢nosti (g;;s = gi;I'%; + gizfés) daju odmah
relaciju g s = 2gI"? | odakle sledi i poslednja jednakost.

sp?

3.7 Einstein-ove jednacine

Zadatak 52 Pokazati da se jednaéz’ne geodezijskih linija dobijaju kao Lagrange-ove jednacine
za dejstvo S|y fg ~)dt (X je tangentni vektor krive), dok se iz dejstva S[y] =

—mc [ds = —mcf \/g 7(t), () dt dobzya]u geodezijske jednacine ako je t prirodni parametar

krive, tj. duZina duz km’ve.
Lagrange-ove jednacine 425 — 2L — 0 daju u prvom slucaju: 2g;@'a" + 29 @' — gijpa'd’.

MnozZenjem sa g** (i sumiranjem po k), i podseéanjem da je

Ffﬂf &’ = §9kl (9151 + Garj — 9ija) '3 = égkl(2glj,i — Giji)&'d,

nalaze se jednacine geodezijskih linija.

) [¢] i
d( i’ ) aer

dt \/gijiiij 2\/9 g

tako da je ds proporcionalno sa dt, tj. da duz krivih koren ne zavisi od ¢, ceo izraz se svodi na
prethodni slucaj.

Zadatak 53 Pokazati da je Rs\/—g = /—g g™ (1.5, — T5.T%,) + '

Za drugi lagranzijan jednacine su = (. Ukoliko je parametar odabran

Posto je Rs = ¢"(I'},,,, — [, n + T4 T, — T4, Tj), parcijalnom integracijom se dobijas
Rsv/=g = 0:(9"" V=8 Tlm) = O (9" V=8 Tl n)—
at( lm\/_) + F at( lm\/_) + glml—w;t s lmrt s )

Prva dva c¢lana su 1zvod1 dok se primenom prethodmh‘relacua za izvode \/—g 1 g;;, te kovari-
jantne konstantnosti g% (Jednakost g” = —gljFZ — ¢'T".) dobija trazena veza.
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3.8 Schwarzschild-ova metrika

Zadatak 54 Odrediti g u Newton-ovoj teoriji (nerelativisticka aproksimacija).

U specijalnoj teoriji relativnosti Lagrange-ova funkcija slobodne cestice mase m je L =

—mec?y/1—%. Stoga je u nerelativistickoj aproksimaciji L = mT”Q — mc?. Vidi se da se ja-
vlja ¢élan —mc? koji ne utice na jednacine kretanja, ali se mora koristiti za formiranje drugih
Lagrange-ovih funkcija u istoj aproksimaciji. Tako je za Cesticu u gravitacionom potencijalu

me, L = ™2 — m(c + ), odakle je dejstvo Sy, f Ldt = —mcf - % + £)dt, tj.

2
ds = (¢ — & + £)dt. Kvadriranjem se nalazi ds = (1 + f—f + 5 +25 -G - L84
Zadrzavajuci clanove najnizeg stepena po ¥ i %5, nalazi se ds? = good(ct)? dx , Uz goo = 142%5.

Zadatak 55 Nadi jednacine geodezijskih linija uw Newton-ovoj aproksimaciji.

U ovoj aproksimaciji se pretpostavlja da su brzine Cestica male i da je polje staticko i slabo.
Takode se radi u koordinatama u kojima je goo, = 0 (zbog inverznosti ¢” i g;; je i ¢°* = 0),
koeficijenti metrike ne zavise od vremena, i malo odstupaju od euklidskih. Stoga je ds? =

good(ct)? — dx?, uz goo = 1 + 2“’(‘” 2220 Koristedi relaciju za Christoffel-ove simbole

, 1 .. 0gs; Ogs dg; 1 .. 0g;; Og; g
i __zs( gj+ gk’_ g]k):_zz( g]+ gk_ gjk)7

k9 oxk  OxJ oxs oxk  OxJ ox'
nalazi se | 8gb
M =1 =r*=0 I% =_-T% = )
00 af 08 ) Oc 00 — CQ axa

Zamenom u jednacinu geodezijskih linija, uz pretpostavke da je dst <L ¢ idt = (1—-%)dr,

te se svetsko vreme moze uzeti za parametar krive (priblizno proporcionalan duzini), nalaze se
jednacine
d?z0(t) x> o
2 7 dt2 Qxe
Dok prva relacija izrazava apsolutnost vremena (ukazujuéi da je duz geodezijske linije vreme
proporcionalnu parametru krive), druga je Newton-ov zakon.

Zadatak 56 Centralnosimetricna metrika je data u koordinatnom obliku:
ds* = e’d(ct)* — e dr? — r?(df* + sin?(0)dp?),
gde su v i \ funkcige t i r. Odrediti koneksiju ove metrike u ortonormiranom bazisu.

Ortonormirani bazis formi i njegov diferencijal su:

e=(c = e2cdt, ¢ = e dr, e’ = rdf), e? = rsin(0)dp)”,

1 : 1 1 1
de = (—§V e PN )\e_%”et Ae —e e Al Zem 2N A e? + —ctg(0)e A e?)T
r r T

Koristeci oblik koneksije u ortonormiranom bazisu iz prethodmh zadataka, uslov simetri¢nosti je

QNe=—de (ovde je a = I/e 3= %}\e’%”, v = —16’5’\ o= 16’2’\, p= —%ctg(Q)):
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AW+ ey AN + el Nw? aet N e
N+ N e Aw? | Bet A e
AW —eg AW +e, Aw? | T ve" A €
NV —eg AW — el AW o€" N €? + pe? A e?

Ovo je sistem jednacina po formama koneksije, ili, ako se forme izraze preko bazisnih, po koe-
ficijentima u kombinacijama, tj. koeficijentima koneksije. Taj sistem je linearan i moze se lako

resiti uobicajenim metodima. Tako iz prve jednacine sledi: w/, = a, wy, = w,, = 0, iz druge

Wi, = =0, wp, = w, =0, iz trete why =, why = wly = 0, iz Cetvrte W), = 0, W, = p, wl, = 0.
Takode se dobijaju veze: iz prve jednacine wl, = wj,, W, = W, Wy, = why, iz druge wly = Wy,
W, = why, wh, = Why, iz trete wh, = —wpy, wh, = wh, Wl = —wp,, iz Cetvrte W, = —wl,,
wfog = —wfpt, Wy = wgr. Uporedujudi relacije za isti skup indeksa iz razlicitih jednacina se nalazi:

t 0t t _—_ ,t
w7‘0_w9r_w0t_0’ wrcp_wgor_wcp

0 aet — Be 0 0

_ t 0 _ r o _,r _ , .0 __
t—O,wgw—ww—ww—o,wgw—ww—ww—o.

. ael — Be" 0 vel  oe?
Tako se nalazi €2 = 0 et 0 pe?
0 —0€? —pe? 0

Zadatak 57 Odrediti koneksiju centralno simetricne metrike u koordinatnom bazisu.

Ako je ¢ koordinatni vazis, vazi € = Ae, gde je A = diag(e%”,e%)‘,r,rsin(e)) 1 dA =
diag (5 (vd(ct) + Vdr)ez”, s(Ad(ct)+ Ndr)ez*, dr,sin(0)dr +r cos(9)df). Koristedi zakon transfor-
macije koneksije, nalazi se

tvdt + $V/dr TVdt + %/.\e)‘*”dr 0 0
O — sv'er At + %)\dr %)\dt + sNdr  —re7*df  —rsin®(0)e
0 Ldo Ldr —cos(f) sin(0)dy
0 ~dy ctg(@)dy  1dr + ctg(6)do

Odavde je lako ocitati Christoffel-ove simbole.

Zadatak 58 Pokazati da je koordinatna linija vremena istovremeno vremenska geodezijska linija
ako u datom referentnom sistemu vazi ds* = dz® + Gapdx®daz® (sinhroni referentni sistem).

Kako su ostale jednacine u ovom slu¢aju identiteti, 2° je geodezijska linija, ako i samo ako je
zadovoljena jednacina Ziﬁﬁo +T9, = 0 (2° je i parametar krive; u poslednjem sabirku ostali ¢lanovi
nestaju jer su prostorne koordinate konstantne duz linije vremena). Prvi sabirak je jednak nuli,
te uslov postaje I'); = 0, i zadovoljen je zbog osobina metrike: T}y = $¢%goo,0 = 0.

Zadatak 59 Odrediti sopstveno vreme potrebno cestici, koja iz mirovanja ur = 0o, pod uticajem
centra teze pada na njega, da prede put iz v do R,.

Krecudi se po vremenskoj liniji, koja je po prethodnom zadatku geodezik za dR = df = dp = 0
u Lemaitre-ovoj metrici, i predstavlja sopstveno vreme, nalazi se AT = fTRg dl' =T(R,) —T(r).

3 53
2 r2—R;
3c R% :

3
Iz veze R — cT' = %%, nalazi se AT = Posto je na ovoj geodezijskoj liniji dR = 0 =
Rg g

ﬁ, vidi se da je brzina Cestice u r = oo bila jednaka 0.
g g

V=t

cdt +
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