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Newtonschen Gravitationstheorie

Energie nach unten unbeschrankt.

Feldkonfiguration: Potential ¢p(x) mit A¢p = 47p

E= [ p(x)d

z.B. homogene Kugel mit Masse M und Radius R, also

3IM
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ergibt
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—> durch grofse Masse auf kleinem Volumen kann Energie beliebig negativ
gemacht werden (grofse Bindungsenergie)

Einem klassischen System kann beliebig viel Energie entzogen werden



Einsteinsche Gravitationstheorie

Positive-Masse-Satz. Die gesamte Energie (Masse) m op ) eines isolierten
Systems ist positiv. Ist m opy; = 0 dann ist die Raumzeit flach.

Einem relativistischen System kann nicht beliebig viel Energie entzogen

werden.

Es ist irgendwann leer!



Zum Beweis (Witten, 1980)

VS

Betrachte Spinor-Feld A auf einer 3-dimensionalen raumartigen
Hyperfldache > mit Normalenvektor ¢

Integral-Identitat:

i | Agdrn 044 =i / A pdA 4044 + / Gpt*1° dV
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asymptotisch (r — co) mit A4’ A4 — 1 konstant

e / A pdAn 044 = pl°
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r—00

eine lichtartige Komponente des ADM-Energie-Impuls-Vektors.



Einstein-Gleichung und dominante Energiebedingung:

/ Gt dV = 87r/ Tt dV > 0
vV vV

und
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Wenn A die Witten-Gleichung:
DicAC =0
erfiillt, dann folgt fiir beliebige [*
Dol = /)E 1 (DaAc) (DAC)EC dV + 871 /Z Tt dV > 0

also ist p, zeitartig, also pgp = E > 0.



Was passiert, wenn man versucht, einem System Energie zu entziehen,
indem man die gravitative Bindungsenergie erniedrigt, also Masse auf

kleineres Volumen komprimiert?

Die Raumzeit wird immer stdrker verbogen, es bildet sich eine

Raumzeit-Singularitat.
Kosmische Zensur: Die Singularitdt ist hinter einem Horizont verborgen.
Diese Vermutung ist (noch) nicht bewiesen!

Eine Konsequenz dieser Vermutung ist die Penrose Ungleichung.



Notwendiger Begriff: Eingefangene Flache (“trapped surface’)

Betrachte 2-Flache S in einer Raumzeit M. Zu einem bestimmten Zeitpunkt
leuchte die Fldache auf; es gehen zwei Lichtwellenfronten weg, nach innen

und nach aufsen.

Im Minkowski-Raum wird der Flacheninhalt

der nach innen gehenden Wellenfront kleiner, derjenige ‘7{: - - :}f’
der nach aufsen gehenden Wellenfront wird grofser. <

Eine Flache heifst eingefangen,

S wenn die Krimmung der Raumzeit so grofs ist,

dass die Flacheninhalte beider Wellenfronten abnehmen.

Eine Flache heifst scheinbarer Horizont, wenn der dufsere Flacheninhalt
gerade konstant bleibt.
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Penrose-Ungleichung

setzt die Flache eines scheinbaren Horizonts mit der ADM-Masse in
Beziehung

Ay < 167TM?

e Gleichheit nur fiir Schwarzschild-Raumzeit
e Eigenschaft von Anfangsdaten
e Verletzung der Penrose-Ungleichung killt kosmische Zensur

e bisher nur in Spezialfdllen bewiesen, spharische Symmetrie,
Zeitsymmetrie K;;, = 0



Zum Beweis

Zwei wesentliche Methoden
1. Fluss-Argumente von Geroch (1973), Jang-Wald (1979)

2. Integral-Identitdten a la Nester-Witten



Fluss-Argumente

beruhen auf dem Verhalten der Hawking-Masse einer 2-Fldche S

s—1 AN R "l d%S
mH()_47r 477 5[ zd

fiir scheinbaren Horizont ist p = 0 und mg(S) = 4/ 1AT§T°

Die Hawking-Masse ist keine physikalisch sinnvolle Masse: die Flache
muss geniigend ‘rund’ sein. Es gibt Beispiele im Minkowski-Raum fiir die

Aber: asymptotisch ist limg_,, my(Sr) = M.

Vermitteln zwischen my(S) und mpy(S..) so, dass mpy(S) < mpy(Se
garantiert ist

Geroch: Wenn K, = 0 (Zeitsymmetrie) inverser mittlerer Kriimmungsfluss



Inverser mittlerer Krimmungsfluss

Auf einer gegebenen zeitsymmetrischen raumartigen Hyperflache:

‘Aufblasen’ der Flachen, so dass sie immer runder werden. Die
Kriimmungseigenschaften jeder Flache bestimmt die Lage der nédchsten.

Dann wichst die Hawking-Masse monoton an.

Parabolische nichtlineare PDE (Huisken-Ilmanen)



Verallgemeinerung
4-dimensionaler IMKEF (JF, 2001)

nur scheinbarer Horizont gegeben, sucht sich eine asymptotisch flache
raumartige Hyperfldche selbst. Hawking-Masse bleibt monoton.

Existenz?



Integral-ldentitaten

i [ Audr,04 :i/ di\A,dAAeAA’Jr/ Gpt1° dV
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e Anpassen des Spinor-Felds an die Geometrie liefert im sphérisch
symmetrischen Fall ebenfalls die Penrose-Ungleichung (JF, 1998)

e Kann man das verallgemeinern?
e Wie muss man die raumartige Hyperflache wahlen?

e Gibt es ein Variationsproblem?



