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Kapitel 1

Lineare Systeme, Fourieranalyse und
Abtasttheorem

1.1 Einleitung

In diesem Kapitel wird auf die Bedeutung des Abtasttheorems bei der Signalerfassung und
~rekonstruktion eingegangen sowie das Versténdnis fiir die Ubertragungsfunktion linearer zei-
tinvarianter Systeme vertieft.

Nichtelektrische Messgrofsen wie z.B. die Temperatur, die Schall- und Lichtintensitat kon-
nen durch einen entsprechenden Sensor (Thermoelement, Mikrofon bzw. Phototransistor) in
eine elektrische Messgrofe (meist die elektrische Spannung) umgewandelt werden. Ist die Mess-
grofke zeitlich verdnderlich, so ist dies auch die Spannung am Sensor, welche das Messsignal
darstellt. Eine messtechnische Grundaufgabe besteht darin, dieses Messsignal zu erfassen, zu
bearbeiten, um es dann z.B. graphisch anzuzeigen bzw. zu analysieren oder als Steuergréfie in
einem Regelkreis zu verwenden. Die Verarbeitung des Messsignals kann dabei auf zwei wesent-
lich verschiedenen Wegen erfolgen: analog oder digital.

Im analogen Fall wird das Messsignal z.B. verstarkt, analog gefiltert und auf einem Oszil-
loskop angezeigt. Mathematische Operationen mit dem Signal wie z.B. die Verschiebung oder
Quadrierung werden durch elektronische Bauelemente, meist in Verbindung mit Operationsver-
starkern, realisiert. Vorteile einer analogen Messwertverabeitung gegeniiber einer digitalen be-
stehen darin, dass das Signal praktisch ohne Zeitverzégerung mit einer vergleichsweise simplen
elektronischen Schaltung verarbeitet werden kann. Allerdings ist die analoge Signalverarbeitung
empfindlicher gegeniiber verschiedenen Stérungen etwa in Form des Temperaturrauschens von
Halbleitern oder elektromagnetischen Einstreuungen. Dariiber hinaus ist die analoge Ausfiih-
rung der gewiinschten Operationen meist ungenauer als auf digitalem Wege. Die Reproduzier-
barkeit der Ergebnisse ist demzufolge im analogen Fall geringer.

Werden die Messsignale in der Zeit und Amplitude diskretisiert, so konnen sie auch mit
einem Digitalrechner verarbeitet werden. Die digitale Signalverarbeitung setzt sich gegeniiber
der analogen weithin durch, sind doch digitale Systeme bedeutend storsicherer. Mathematische
Operationen kénnen mit vergleichsweise grofser Genauigkeit ausgefiihrt werden. Die Verarbei-
tungsergebnisse sind praktisch exakt und mit einer duflerst geringen Fehlerwahrscheinlichkeit
reproduzierbar. Durch die Verwendung frei programmierbarer Digitalrechner ist eine bedeutend
grofkere Flexibilitat der Apparatur gegeben als im analogen Fall. Der meist hohere schaltungs-
technische Aufwand digitaler Systeme sowie ihre zunéchst geringere Verarbeitungsgeschwindig-
keit verlieren mit den laufenden technologischen Fortschritten — grofiere Integrationsdichten,
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System
x(t)—— T[] y(t)

Storung &(t)

Bild 1.1: Allgemeines Schema der Signaliibertragung

digitale Signalprozessoren u.a. — zunehmend ihre Bedeutung.

Eine digitale Signalverarbeitung setzt wegen der endlichen Speicherkapazitdt von digita-
len Anlagen sowie wegen der Forderung nach einer moglichst raschen Signalverarbeitung eine
Diskretisierung in der Zeit sowie eine Quantisierung der Signalamplituden voraus. Diese Dis-
kretisierungen fiithren zu einer Signalverfilschung (Jitter, Shimmer, Quantisierungsrauschen)
und somit letztlich zu Ungenauigkeiten in den Ergebnissen der Signalverarbeitung, der Si-
gnaldarstellung bzw. —rekonstruktion. Werden jedoch gewisse Regeln bei dieser Diskretisierung
eingehalten, so kann man davon ausgehen, das die durch Diskretisierung entstehenden Fehler
praktisch vernachléssigbar sind.

1.2 Signale und Systeme

Wird ein Signal x(t) iiber einen Nachrichtenkanal {ibertragen oder in einem allgemeineren Sin-
ne ,verarbeitet®, so entsteht als Ergebnis dieser Verarbeitung ein Ausgangssignal y(t), das vom
Eingangssignal z(t) abhéngt. Der Operator, welcher x(t) nach y(t) iiberfiihrt, sei mit 7 bezeich-
net. Bei einer Signaliibertragung bzw. —verarbeitung treten jedoch immer zuféllige Fehler auf.
Vermeintlich gleiche Eingangssignale liefern im Allgemeinen unterschiedliche Ausgangssignale.
Der Zusammenhang zwischen Ein— und Ausgangssignal ist also nicht ,rein“ deterministisch.
Aus systemtheoretischer Sicht besteht deshalb im Allgemeinen der Zusammenhang

y(t) = Tlx(t)] +£(F) - (1.1)

Hierin beschreibt 7 den deterministischen Zusammenhang zwischen Ein— und Ausgangssignal,
zufillige Ubertragungs— oder Verarbeitungfehler werden durch die Zufallsgréfe &(¢) beriicksich-
tigt. In der Abbildung 1.1 ist dies illustriert.

Eine wichtige Aufgabe besteht darin, zu einer gegebenen technischen Apparatur den Ope-
rator 7 zu bestimmen, was einer Modellbildung entspricht, und 7" auf relevante Signale z(t)
anzuwenden. (Eine Charakterisierung der Storung £(t) ist ebenso von Interesse. Dies wird hier
aber nicht weiter verfolgt.) Die Bestimmung von 7 kann auf vielfdltige Weise erfolgen. So kon-
nen z.B. zu verschiedenen Eingangssignalen {x;(¢)} die entsprechenden Ausgangssignale {y;(t)}
beobachtet (gemessen) oder theoretisch bestimmt werden, um dann auf den gesuchten Opera-
tor 7 zu schliefen, meist unter Vernachlissigung zufélliger Storungen (£(¢) ~ 0). Die genannte
Aufgabe ist jedoch im Allgemeinen nicht 16sbar, da es keine universelle Theorie hierzu gibt. Be-
schréankt man sich aber auf eine gewisse Klasse von Systemen, die sog. linearen zeitinvarianten
Systeme, so steht eine ausgebaute Signaltheorie zur Verfiigung.

8 Fassung vom 29. Januar 2007



1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

Der Operator 7 eines linearen Systems gentigt fiir zwel beliebige Eingangssignale x; (t) sowie
xo(t) sowie willkiirlich gewéhlte reelle Zahlen aq, ag der Uberlagerungsbedingung

T[&1$1(t) + CLQI’Q('[Z)] = alT[xl (t)] + CLQT[IQUJ)] . (12)

Diese Beziehung besagt, dass die Antwort des linearen Systems auf eine Summe von Signalen
gleich der Summe von Systemantworten ist, die man erhalten hétte, wenn die Signale ein-
zeln {ibertragen worden wéren. Dariiber hinaus ist es gleich, ob das Eingangssignal zunéchst
mit einem beliebigen Faktor gestreckt und dann tibertragen oder in umgekehrter Reihenfolge
verfahren wird.

Bezeichne S™: z(t) — x(t + 7) den (linearen) Verschiebungsoperator. Ein System heift
zeitinvariant (allgemeiner: verschiebungsinvariant), wenn zu einer beliebigen Verschiebung 7
die Operatoren 7 und §™ kommutativ sind,

T oS [z(t)] =8 o Tlx(t)]. (1.3)

Das bedeutet, die Reihenfolge der Operationen ,Zeitverschiebung* und 7 sind vertauschbar
bzw. T héngt hier nicht von der Zeit ab (wohl aber das transformierte Signal y).
Eine allgemeine Form des Operators 7 eines linearen zeitinvarianten Systems ist das Fal-

tungsintegral
+oo

Tla(t)] = / w(Ph(t — 7)dr = (t) % h(t) . (1.4)

—00

Die Funktion h charakterisiert das System und wird Gewichtsfunktion genannt.

Lineare zeitinvariante Systeme sind haufig recht gute Modelle realer Systeme. So sind z.B.
alle elektrischen Ubertragungsnetzwerke, die nur aus passiven Bauelementen (Ohmschen Wider-
stainden R, Kapazitidten C', Induktivitdten L) bestehen, linear und zeitinvariant. Ebenso sind
aktive Filter, sofern keine Ubersteuerungen infolge zu groRer Signalpegel auftreten, in guter
Néherung als linear und zeitinvariant anzusehen. Andererseits stellt z.B. eine Gleichrichter-
schaltung oder ein iibersteuerter Verstidrker ein nichtlineares System dar. Streng genommen
sind alle realen Systeme nichtlinear und zeitvariant, betreibt man jedoch z.B. eine elektroni-
sche Schaltung mit Eingangssignalen, die in einem bestimmten eingegrenzten Bereich liegen, so
kann man haufig in guter Naherung das System als linear modellieren. Werden dariiber hinaus
z.B. alterungsbedingte Anderungen des Ubertragungsverhaltens des realen Systems vernachlis-
sigt, so kann man das System als zeitinvariant betrachten.

1.3 Fourier—Transformation

Héaufig kennt man den Operator 7 eines linearen zeitinvarianten Systems nur in seiner Wirkung
auf eine spezielle Familie {z;(¢)} von Signalen. Setzt man z.B. in einem passiven RCL-Netzwerk
die komplexen Widerstande Rc = 1/(jwC) und R; = jwL fir Kapazitaten C' bzw. Induktivi-
taten L, so erhédlt man unter Anwendung der Kirchhoffschen Regeln fiir feste Werte von R, C
und L eine komplexwertige Ubertragungsfunktion H (jw). Ein Beispiel ist in der Abbildung 1.2
dargestellt. Hierbei handelt es sich um einen Bandpass mit der Ubertragungsfunktion

| jwRC
H(jw) = |H(jw)|ei## @) = td
o) = [H (jw)le 1+ jwRC — 2LC

(1.5)

Fassung vom 29. Januar 2007 9
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o—|C 2
w(t) § Ry
1 1

Bild 1.2: Lineares System: LRC-Bandpass

mit dem Betrag

_ (WRC)?
H _
HG) = T =L+ RO
und der Phase . 21 0
o (w) = arctan i
wRC

Die Ubertragungsfunktion (1.5) beschreibt, wie harmonische Schwingungen
z(t) = |x| - cos-(wt + @) (1.6)
in Abhéngigkeit von der Kreisfrequenz w durch den Bandpass modifiziert werden:

y(t) = [H(jw)| - 2] - cos[(wt + s + @ (w)] -

Somit hat man einen expliziten Ausdruck fiir den Operator 7: z(t) — y(t) fir harmonische
Eingangssignale.

Fourier—Zerlegung

Ist das Eingangssignal x(¢) nicht harmonisch, so kann aus der Ubertragungsfunktion (1.5)
nicht unmittelbar auf 7 [z(t)] geschlossen werden. Approximiert man jedoch z(t) durch additive
Uberlagerung harmonischer Funktionen verschiedener Frequenzen, so kann unter Beachtung der
Linearitat (1.2) zunédchst 7 auf die harmonischen Signale angewandt werden und anschliefend
das gesuchte Ausgangssignal y(t) = 7 [x(t)] durch Uberlagerung der iibertragenen harmonischen
Komponenten von z(t) erhalten werden. Die Approximation eines Signals mit harmonischen
Signalen heifst Fourier—Zerlegung.
Fiir zeit-kontinuierliche periodische Signale x(t) lautet die Fourier—Zerlegung

z(t) = % + Z a, - cos nwot + by, - sin nwot. (1.7)

n=1
Hierbei ist Ty = 27 /wy die (triviale) Periode von x(t) und die Fourier—Koeffizienten
To/2 To/2
x(t) - cos nwot dt , b, = —
To

—To/2 —~To/2

2

ap = —
To

x(t) - sin nwet dt . (1.8)

Die Fourier—Zerlegung ist nicht immer moglich. So ist z.B. die periodische Funktion z(t) =

<o nicht zerlegbar. Hinreichende (im Allgemeinen jedoch nicht notwendige) Bedingungen

fiir die Existenz der Fourier—Zerlegung eines Signals z(t) sind:

sin

10 Fassung vom 29. Januar 2007



1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

To
1. x(t) ist absolut integrierbar, d.h. [ |z(¢)] dt < oo .
0

2. In einer Periode [t, t 4 Tp] treten nur endlich viele Unstetigkeiten und relative Minima
und Maxima auf.
Fiir reale periodische Signale kénnen diese Bedingungen zumeist als erfiillt angesehen werden.
Die Fourier-Reihe (1.7) kann unter Verwendung der Abkiirzungen
ag
AO = ?7

A, = a2 +b und

()
¢p = arctan | ——
an

2(t) =Y Ay - cos(nwot + o). (1.9)

n=0

folgendermafen dargestellt werden:

Somit kann das Ausgangssignal y(t) = 7 [z(t)] eines linearen Systems, das durch die Ubertra-
gungsfunktion H (jw) beschrieben ist, berechnet werden:

y(t) = [H(jnwo)| - Ap - cosnwot + ¢n + o (nwo)] - (1.10)

Eine elegantere Darstellung gelingt durch Einfiihrung der komplexen Fourier—Koeffizienten

an, F jbn

X (£jnwg) = 5

(1.11)

Somit kann das Ty—periodische Signal in (1.7) bzw. (1.9) auch wie folgt geschrieben werden:

“+o00

w(t) = Y X(jnwp) - et (1.12)

n=—oo

Die Fourier-Komponenten X (jnwg) konnen aus den Beziehungen (1.8) und (1.11) erhalten
werden oder direkt aus

To/2
1 .

X(jnen) = - / 2(t) - eIt g (1.13)
—Tp/2

Fiir das Ausgangssignal y(t) erhdlt man somit

oo

y(t) = > H(jnwp) - X (jnwo) - €', (1.14)

n=—oo

Fassung vom 29. Januar 2007 11
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x(t) T (1)
Al ol
X(jnwn) ————= ¥ (jno)

Bild 1.3: Kommutatives Diagramm fiir ein lineares System

Hieraus konnen sofort die Fourier-Komponenten Y (jnwg) des Ausgangssignals abgelesen wer-
den:
Y (jnwo) = H (jnw) - X (jnwy). (1.15)

Die durch (1.13) definierte Abbildung
F:a(t) — X(jnwo)

heifst Fourier—Transformation und die Menge aller Fourier-Komponenten X (jnwg) Fourier—
Transformierte oder kurz Spektrum des Signals z(t). Die inverse Fourier—Transformation

F 1 X(jnwy) — z(t)

ist durch (1.12) definiert.

Fiir Signale, die in der Praxis vorkommen, sind z(¢) und F~! o F|[z(t)] fiir alle Zeitpunkte ¢
identisch. ') Folglich ist das Diagramm in Abbildung 1.3 kommutativ. Hiernach kann das Aus-
gangssignal y des durch die Ubertragungsfunktion H beschriebenen linearen Systems erhalten
werden, indem H mit der Fourier—Transformierten des Eingangssignals x multipliziert und das
Produkt dann riicktransformiert wird:

y(t) = F! [H . f[x(t)]} . (1.16)

Spektraldichte

Nichtperiodische Signale z(¢) kénnen nicht durch eine unendliche Summe (1.12) dargestellt
werden. An die Stelle des Spektrums X (jnwy) tritt hier die Spektraldichte

+oo
Flo(t)](w) = X (jw) = /x(t)-e it gy (1.17)
Man erhélt sie aus dem Grenziibergang
X(jw) = Tlim To - X(jn2n/Ty). . (1.18)
0—00

1) Aus mathematischer Sicht kann jedoch fiir einige Zeitpunkte das originale Signal vom hin- und riicktrans-
formierten abweichen. Allerdings stimmen beide zumindest fast iiberall bez. des Lebesgue-Mafes iiberein. Das
heifst, die Menge der Zeitpunkte, zu denen keine Ubereinstimmung auftritt, hat auf der Zeitachse die Lénge
Null.

12 Fassung vom 29. Januar 2007



1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

Nichtperiodische Signale werden also als ,periodische Signale mit unendlich grofer Periode
Ty aufgefaht. Gleichung (1.17) definiert die Fourier-Transformation F : z(t) — X (jw) fir
nichtperiodische Signale. Die zugehérige inverse Fourier—Transformation F~1 : X (jw) — z(t)
ist wie folgt definiert:

FAXG)0) = 0lt) = 5 [ X(w) e do (1.19)

Sie tritt an die Stelle der Reihendarstellung (1.12) periodischer Signale. Fiir die Existenz der
Spektraldichte (1.18) eines Signals z(t) sind die folgenden Bedingungen hinreichend:

1. Der Definitionsbereich von = kann in endlich viele Teilintervalle zerlegt werden, in denen
x(t) stetig und monoton ist

2. An jeder Unstetigkeitsstelle sind die Grenzwerte z(t — 0) und x(t + 0) definiert.
3. z(t) ist absolut integrierbar, d.h., fj;o |z(t)| dt existiert (und ist endlich).

Die ersten beiden Bedingungen sind nach DIRICHLET benannt. Die dritte Bedingung ist gleich-
bedeutend damit, dass [ |2(t)[? dt existiert. An den Unstetigkeitsstellen liefert die Riick-
transformierte F X (jw)](t) = [z(t — 0) + z(t + 0)] /2.

In der Praxis wird die Existenz der Fourier—Transformierten in der Regel nicht in Frage
gestellt, weil hier Signale zeitlich und in der Amplitude begrenzt anzusehen sind. Aber schon
eine Sinusfunktion z(t) = A - coswyt, mit A,w # 0, erfiillt nicht die Bedingung nach absolu-
ter Integrierbarkeit. Wird die Transformation jedoch im Raum verallgemeinerter Funktionen
(Distributionen) betrachtet, dann gilt X (jw) = A7 - §(|w| — wp), denn

1 Foo elwot  g—jwot

FHUX(w)](t) = — AT - §(Jw| — wo)e dw = A 5

=A- t=ux(t) .
5 coswot = x(t)

Die Spektraldichte (1.17) wird ebenso wie die Fourier—-Komponenten (1.13) mit , X* be-
zeichnet. Tatséchlich handelt es sich hierbei jedoch um unterschiedliche Grofen. Wird z.B.
x(t) in ,Volt* gemessen, so haben die Fourier—Komponenten dieselbe Einheit, wohingegen die
Spektraldichte in ,Volt /Hertz* anzugeben ist. Zwischen beiden wird hier durch die Argumente
wjnwo' (periodischer Fall) und ,jw" (nichtperiodischer Fall) unterschieden, oder der Kontext
macht die Unterscheidung moglich. Eine einzelne harmonische Komponente eines nichtperi-
odischen Signals mit der Kreisfrequenz w hat also die Amplitude (27)~!|X (jw)| dw = 0, falls
X (jo)| < oo. ,,

Fiir die Untersuchung des Ubertragungsverhaltens linearer Systeme spielt die Spektraldichte
jedoch genau die gleiche Rolle wie das Spektrum. Insbesondere ist auch im nichtperiodischen
Fall das Diagramm in der Abbildung 3 kommutativ, wenn anstelle der Spektren X (jnwy) und
Y (jnw) die Spektraldichten X (jw) und Y (jw) treten.

Setzt man nun in (1.16) fir y(¢) das Faltungsintegral aus (1.4) ein, so findet man

Fly(t)] = Fla(t) « h(t)] = / / 2PVt — 7)dr | e dt
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B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

+oo +o0

= [atr) [ b =rpearar

_ /<> Zh@ew iwar

- Zox(f)ej”ﬂh(tﬂdf

= Fla(t)] - Flh(t)] - (1.20)

Damit haben wir eine wichtige Beziehung hergeleitet: Die Fourier—Transformierte Y (jw) des
Ausgangssignals y(t) eines linearen Systems ist gleich dem Produkt der Ubertragungsfunktion
H (jw) mit der Fourier-Transformierten X (jw) des Eingangssignals x(t), Y (jw) = X (jw)- H (jw).
Dabei ist die Ubertragungsfunktion die Fourier—Transformierte der Gewichtsfunktion h(t),

H(jw) = F[h(@)] -

Einer Faltung im Zeitbereich entspricht also eine Multiplikation im Frequenzbereich mit an-
schliefsender Riicktransformation,

z(t) * h(t) = F X (jw) - H(jw)] (1.21)

In der Praxis stellt sich haufig das Problem, ein unbekanntes System zu identifizieren, un-
ter der Annahme, dass dieses System linear ist. Zur Identifikation muss dann die unbekannte
Ubertragungsfunktion bestimmt werden. Nach (1.21) kann man ein bekanntes Testsignal z(t)
auf das System geben und am Ausgang y(t) messen. Damit sind dann auch die Transformierten
Y (jw) und X (jw) bestimmbar und die Ubertragungsfunktion erhélt man aus

H(jw) =Y (jw)/X (jw) fir alle w mit X (jw) #0 .

Dies nennt man FEntfaltung. Ein geeignetes Testsignal, dass X (jw) = const. # 0 fiir alle Fre-
quencen w liefert, stellt ein Rauschsignal dar.?)

Man findet auch, dass einer Multiplikation im Zeitbereich eine Faltung im Frequenzbereich
entspricht. Denn analog zu (1.20) erhalten wir

+oo | +oo

FUXGe) « HGw)] = o / / X(i2) - H(j(w - 2))d2| & du

2 ) Tatséichlich kann hier ein beliebiges Signal genommen werden, welches keine linearen statistischen Abhiin-

gigkeiten hat. Spéter werden wir solche Signale unkorreliert nennen.
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1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

+oo +oo
1 .
= 5 X(jQ)/H(j(w—Q))e]“’tdwdQ
s
1 7+oo 7+oo
= o [ X(9) / H (jw)e@ ) dw d
s

+oo +oo
1 . 1 .
= 2 — [ X(i©)"? Q-—/H' te
T 271'/ (j92)e* d o (jw)e™ dw

— 2 x(t) - h(l) . (1.22)
Folglich gilt
#(1) (1) = o - F X () * H(jw) (1.23)

1.4 Abtasttheorem

Eine digitale Signalverarbeitung setzt neben einer Quantisierung der Amplitude auch eine Dis-
kretisierung der Zeit voraus. Hier wird angenommen, dass ein urspriinglich zeit—kontinuierliches
Signal z(t) in dquidistanten Zeitabstdnden Ty abgetastet wird (s steht fiir ,sampling").

Bei der praktischen Realisierung der Abtastung mit einem getakteten Schalter schwankt
die Zeit zwischen jeweils zwei aufeinanderfolgenden Abtastungen infolge verschiedener Stérun-
gen. Dieses Schwanken um eine mittlere Abtastperiode wird Zeit-Jitter genannt. ) Derartige
Effekte werden hier jedoch nicht betrachtet, so dass wir im Folgenden von einer konstanten
Abtastperiode T ausgehen.

Durch die Abtastung des Signals z(t) wird eine Folge von Abtastwerten erzeugt,

{2(t) her — {2(to + MT) }on = {Tm =2, 10,1.2... (1.24)

Im Folgenden wird ohne Beschriankung der Allgemeinheit ¢y = 0 gesetzt. Will man die zeitli-
chen Anderungen des abgetasteten Signals moglichst genau durch die Folge der Abtastwerte
widerspiegeln, so ist schon intuitiv versténdlich, dass hierzu die Abtastperiode T hinreichend
klein gewahlt werden muss. Andererseits sollte aber Ty nicht zu klein sein, wiirde doch dann
unnoétig viel Platz zur Speicherung der Abtastwerte eines bestimmten Zeitabschnittes des Aus-
gangssignals benotigt. Dariiber hinaus ist eine grofere Abtastfrequenz f; = T, in der Regel
mit einem hoherem geritetechnischen Aufwand verbunden. Somit steht die Frage nach einer
,maximalen”“ Abtastperiode bzw. ,minimalen Abtastfrequenz, so dass aus den Abtastwerten
noch eindeutig auf die Werte des Ausgangssignals zwischen den Abtastzeitpunkten geschlossen
werden kann. Hierzu macht das Abtasttheorem eine Aussage.

Fiir die Formulierung des Abtasttheorems wird zunéchst der Begriff der Nyquist—Frequenz
eines Signals z(t) eingefiihrt als die kleinste (Kreis—)Frequenz wy, ab welcher das Spektrum

3) Allgemein versteht man unter dem Begriff , Jitter unerwiinschte, kleine, schnelle Schwankungen in der Zeit
oder der Amplitude eines Signals.
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B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

X (jw) verschwindet, d.h., | X (jw)| = 0 fir w > wyx und | X (jw)| # 0 fiur ein w € [wy — €, wn),
e > 0, beliebig klein. 4)

Ist die Nyquist—Frequenz endlich, so bedeutet dies im Falle periodischer Signale x(t), dass
es eine natiirliche Zahl N gibt, mit der Eigenschaft, dass die Fourier—-Komponenten die Bedin-
gungen X (j(N — 1)wp) # 0 und X (jnwy) = 0 fiir alle n > N erfiillt, wobei wy/27 die triviale
Periode von z(t) ist. Die Nyquist—Kreis—Frequenz von x(t) ist dann Nwy.

Fiir nichtperiodische Signale z(t) ist fx durch die Eigenschaft bestimmt, dass es fiir ein
beliebiges d f > 0 im Frequenzintervall [fx — df, fx] eine Frequenz f gibt, so dass die Spektral-
dichte X (j27f) # 0, wohingegen X (j27 f) = 0 fiir alle f > fx. Es gilt dann das folgende

Abtasttheorem (Probensatz, Sampling Theorem): Ist x(¢) ein zeit-kontinuierliches Si-
gnal mit der endlichen Nyquist—Frequenz fx < 0o, so kann aus den Abtastwerten z(mTy) = x,,
eindeutig z(t) fiir alle Zeitpunkte ¢ bestimmt werden, sofern die Abtastfrequenz f, = T, die
folgende Bedingung erfiillt:

foo 20 (125)
Die Interpolationsformel lautet
0 *i sin[r(t/T, — m)] (1.26)
x(t) = T - .
= m(t/Ts —m)

Formel (1.26) stellt eine unendliche Reihe dar, deren direkte numerische Bestimmung im Allge-
meinen recht aufwendig ist. Dariiber hinaus miiffte zur vollstdndigen Rekonstruktion die Reihe
fiir einen jeden Zeitpunkt ¢ des Kontinuums bestimmt werden, was offenbar praktisch nicht
realisierbar ist. Eine Losung dieses Problems ergibt sich aus der folgenden Uberlegung.

Begriindung des Abtasttheorems

Zunachst wird aus den Abtastwerten 1z, zu einem beliebigen ¢ € [0, 1] das zeit—kontinuierliche
Signal gebildet,

ze(t) = (1.27)

a:?m cm—e/2<t/Ty<m+¢e/2
0 : sonst.

In der Abbildung 1.4 ist diese Folge von Rechteckimpulsen der Pulsdauer €7} schematisch
dargestellt.

Wird nun diese Pulsdauer verkleinert und gleichzeitig die Impulshéhe z,,/(¢Ty) derart ver-
grofert, dass die Flache unter dem m—ten Impuls konstant x,,T ist, so erhélt man im Grenzfall
e — 0 fiir z.(t) eine Folge von Dirac-Impulsen,

+oo
zo(t) = lim (1) = _Z T - Ty - 8(t —mTy) . (1.28)

4)In der Literatur (z.B [OSB04]) wird die Gréfe 2 - wy Nyquist-Rate genannt. Manche Autoren benutzen
hierfiir jedoch auch den Begriff Nyquist-Frequenz, so dass immer aus dem Kontext die richtige Interpretation
gefunden werden muss.
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1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

Wird nun x(t) nach Gleichung (1.17) fourier-transformiert, so folgt,

+o0o
Xo(jw) = /xo(t)~e It qt
= T, Z xm/ét—mT e Tt
= T, Z Ty - exp( mw) : (1.29)

Offenbar gilt X((jw) = Xo(j(w+n-ws)) fiir ganzahlige Werte von n, das heift, die Spektraldichte
von xo(t) ist eine periodische Funktion mit der Periode ws.

Um Xj(jw) genauer zu bestimmen, wird zunéchst z(t) umgeformt. Unter Beachtung der
Eigenschaften des Dirac-Impulses, kann (1.28) wie folgt geschrieben werden,

“+00

m=—0o0

= Ts- f x(mTy) - 0(t — mTy)

m=—00

= Ty x(t) - i d(t — mTy)

m=—00

= Ty-x(t)-on(t) , (1.30)
mit der Ty—periodischen Diracschen d—Funktion (Distribution)

or(t) = Z 6(t — mTy) (1.31)

m=—0oQ

Die Fourier-Komponenten von dr,(¢) sind nach (1.13) alle gleich 7!, denn mit Ty = Ty folgt

Ts/2
Flonm) = o / 5, (£) - e im0t it
~Ty/2
z:(t) 4
s( ) T e’
el
LTm—1 me x7J+1
€ Imil
m—1 m m Li— 1 t/T;

Bild 1.4: Signal der Abtastimpulse
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B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

Ts/2
= T;! / §(t) - e im0t qg
—T./2
= T, firallen=0,+1,42...

Demzufolge hat o7, die Fourier—Reihe-Darstellung (1.12)

+oo
or,(t) =T' ) et (1.32)

n=—oo

Fiir zo(t) in (1.30) folgt somit die Darstellung

400

mo(t) = x(t) Y et (1.33)

Wird z¢(t) nun nach (1.17) fourier—transformiert, so erhdlt man die Spektraldichte

“+o00

Flzo(t)] = Xo(jw) = / zo(t) e 0 dt

+oo

+o0 .
= Z /az(t)ej(”“’s_“’)t dt

n=—oo
— 00

—+00

= ) X[i(nw, —w)] . (1.34)

n=—oo

Die Spektraldichte der Abtastimpulsfolge z((t) entsteht also, indem man die Spektraldichte
F (a:(t)) = X(jw) des abgetasteten Signals x(¢) nimmt, um alle ganzzahligen Vielfache der

Abtast-Kreisfrequenz wy auf der Frequenzachse verschiebt und dann aufsummiert.

Fiir den Fall, dass die Nyquist-Frequenz fy = wx/27 von z(t) die Abtastbedingung (1.25)
erfiillt, sind die Betrége der Spektraldichten X (jw) und Flzo(t)] = Xo(jw) in Abb. 1.5a) und b)
schematisch dargestellt. Fiir die Rekonstruktion des urspriinglichen Signals z(t) aus der Folge
von Abtastwerten z,, ist es wesentlich, dass die Spektraldichten X (jw) und Xy (jw) im Intervall
[—wn, wn] iibereinstimmen. Zur Rekonstruktion miikte dann das Signal z(¢) auf einen ,idealen®
Tiefpak gegeben werden, der durch die Ubertragungsfunktion

oy 1 —won<w<wy
Hr o () _{ 0 : sonst. (1.35)
charakterisiert ist. Offenbar gilt dann
w(t) = F~ [Hrwy (i) - Xo(jw)] (1.36)

Falls aber die Bedingung (1.25) infolge einer zu niedrig gewéhlten Abtastfrequenz verletzt
wird, fiihrt dies zu ,,Uberlappungen” der Frequenzbénder X [j(nws —w)] in Gleichung (1.34), wie
es in Abb. 1.5¢) und d) schematisch dargestellt ist. Man nennt dies aliasing (gesprochen wie
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1. Lineare Systeme und Abtasttheorem

) X ()

{ T T " T T \
-3 —2 —1 0N 1 2 w/ws

b) [ Xo(jw)

{ w w ( w w \
-3 —2 -1 0 f 1 2 w/ws

wN < ws/2

) X ()

{ \ \ o] \ \
-3 —2 -1 0 N 2 wws

d) | Xo(jw)

{ w w w w \
-3 —2 -1 0 f 1 2 w/ws

WN > ws/2

Bild 1.5: Schematische Darstellung der Spektraldichten der Signale x(¢) und zo(t) im Falle der Erfillung der
Abtastbedingung (a bzw. b) und ihrer Verletzung (¢ bzw. d). In d) sind die Betrige der Summanden der Reihe
in Gl. (1.34) dargestellt. Im Uberlappungsbereich w = wg — wy ...wx kann aus dem Abtastsignal xo(t) das
urspriingliche Signal z(t) nicht eindeutig rekonstruiert werden
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1 si(mw /wy)

0,5 w/ws —

Bild 1.6: Graph der Spaltfunktion si(rw/ws) = Smre/ws)

Tw/ws

,ciliesing®). Hierbei weichen die Spektraldichten X (jw) und Xg(jw) im Intervall [—wy, wn] von-
einander ab, und eine eindeutige Rekonstruktion von z(¢) aus den Abtastwerten ist prinzipiell
nicht mehr méoglich.

Wird die Abtastbedingung (1.25) nur geringfiigig verletzt, gilt z.B. wy > ws/2 mit (wn —
ws/2)/wn < 1, so kann es in der Praxis noch sinnvoll sein, aus den ,unterabgetasteten Werten
Z,, das urspriingliche Signal z(¢) zu approximieren, indem fiir den Rekonstruktionstiefpafs in
(1.36) anstelle der Grenzfrequenz wy /27 nun (ws—wy) /27 gewéhlt wird. Das so erhaltene Signal
*(t) = FHr,—wy (jw) - Xo(jw)] unterscheidet sich dann von z(¢) nur in der Spektraldichte
an den Stellen |w| > ws — wx.

Zusammenfassend lautet die Vorschrift zur Riickgewinnung des Analogsignals x(t) aus den
Abtastwerten x,, also wie folgt: Aus den Abtastwerten z,, wird das zeit-kontinuierliche Signal
xo(t) von Dirac—Delta~Impulsen gebildet und auf einen ,idealen” Tiefpal gegeben, mit der
Nyquist—Frequenz von z(t) als Grenzfrequenz des Tiefpasses. Das rekonstruierte Signal x(t)
kann am Ausgang des Tiefpasses abgegriffen werden.

Praktische Rekonstruktion

Bei der praktischen Riickgewinnung des originalen Signals aus Abtastwerten treten jedoch ver-
schiedene Probleme auf. So kann man z.B. mit elektronischen Schaltungen keine Dirac-Impulse
erzeugen. Ein reales Impulssignal gleicht eher der in der Abbildung 1.4 dargestellten Funktion
xe(t) mit € > 0. Die Fourier-Transformierte hiervon lautet

sin(mew /ws)

X, (jw) = Xo(iw) - (1.37)

Tew [ wy

Die Spektraldichten X.~¢(jw) und Xo(jw) unterscheiden sich also nur in einer Gewichtsfunktion,
welche die Spaltfunktion

si(mew/ws) = sin(rew/ws)

1.38
Tew Wy (1.38)
darstellt (s. Abbildung 1.6).>) Im Fall ¢ = 1 stellt z.(t) eine Treppenfunktion dar, mit den
Abtastwerten z,, als Stufenhdhe. Dies ist besonders unter praktischen Gesichtspunkten inter-
essant, denn z7(¢) kann relativ einfach schaltungstechnisch realisiert werden. Die zugehéorige

5)Statt si schreibt man zuweilen auch sinc fiir sinus cardinalis. Im Englischen heikt die Spaltfunktion auch
interpolation function, filtering function oder first spherical Bessel function.
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Spektraldichte lautet

X1 (jw) = si @%) - Xo(jw) - (1.39)
Die Gewichtsfunktion schwécht besonders hohere Frequenzen ab. Bei der halben Abtastfrequenz
ist sie beispielsweise si(7/2) = 2/7 = 0,636...

Der Einfluft der Gewichtsfunktion hinsichtlich der Abweichung zwischen den Spektraldichten
X (jw) und Xy (jw) wird umso geringer, je hoher das Signal x(t) iiberabgetastet wird. Gilt z.B.
ws = 10 wy, was mit Blick auf die Abtastbedingung (1.25) eine 5-fache Uberabtastung bedeutet,
so wird si(mwn/ws) = si(w/10) = 0,983 . .. Im relevanten Frequenzintervall [—wy, wy] ist also der
relative Fehler, den man macht, wenn anstelle der Dirac-Impulsfolge x(¢) die Treppenfunktion
x1(t) auf den Rekonstruktionstiefpalh gegeben wird, kleiner als 2%. Bei vielen Anwendungen,
z.B. in der Musikelektronik, ist dieser Fehler vernachléssigbar.

Sollte eine Uberabtastung nicht maglich sein, oder ist eine besonders prizise Rekonstruktion
des Analogsignals erforderlich, so kann die Abschwichung hoéherer Frequenzen ausgeglichen
werden, indem anstelle eines einfachen Rekonstruktionstiefpasses sogenannte Formfilter (FF)
verwendet werden. Diese haben ebenfalls eine Tiefpak-Charakteristik, gleichen aber fiir niedrige
Frequenzen (< wy) den Einfluk der Gewichtsfunktion aus. Offenbar muf dazu die zugehéorige
Ubertragungsfunktion Hpp(jw) fiir Frequenzen w < wy die Ubertragungsfunktion | Hpy(jw)| =
[si(mw/ws)] ™! haben.

In der Praxis ist haufig die Sampling-Frequenz durch die Apparatur zur Datenerfassung
fest vorgegeben oder nur in engen Grenzen wihlbar. Soll nun ein Analogsignal z(t) abgeta-
stet werden, dessen Nyquist—Frequenz grofer als die halbe Sampling—Frequenz ist, so ist dies
zwar formal moglich, allerdings wiirde der Tiefpalt zur Rekonstruktion des Analogsignals an-
stelle von z(t) ein davon verschiedenes Signal z*(t) liefern. Um zumindest im Frequenzband
[—ws/2,ws/2] eine umkehrbar eindeutige Entsprechung zwischen dem originalen Signal und den
Abtastwerten zu haben, muf x(t) vor der Abtastung mit einem Tiefpafs gefiltert werden, des-
sen Grenzfrequenz kleiner als f;/2 ist. Entsprechend der Steilheit der Filtercharakteristik und
geméfs den konkreten Anforderungen an die Unterdriickung von Frequenzen, die grofer als f/2
sind, kann dabei die Grenzfrequenz mehr oder weniger dicht bei f;/2 liegen. Diesen Tiefpaf
nennt man Anti-Aliasing—Filter. Wird ein Signal zunéchst unterabgetastet (f; < 2fx), so ist
eine spitere Filterung mit dem Ziel, eine Ubereinstimmung zwischen originalem Signal und
den zeit—diskreten Werten im Frequenzband [—ws/2,ws/2] zu erzielen, prinzipiell nicht mehr
moglich!

Abbildungl.7 fast diese in einem allgemeinen Schema der Datenaufnahme und Rekonstruk-
tion zusammen. Bei einer digitalen Weiterverabeitung der Daten wiirde die Rekonstruktion
durch Interpolationsalgorithmen realisiert.

1.5 Diskrete Fourier—Transformation

Hat man ein Signal z(¢) mit der Abtastperiode Ty unter Einhaltung der Abtastbedingung (1.25)
zeitlich diskretisiert, so gibt es nach dem Abtasttheorem eine umkehrbar eindeutige Zuordnung
zwischen Abtastwerten x,, und dem originalen zeit-kontinuierlichen Signal z(¢). Will man nun
von z(t) das Spektrum (1.13) bzw. nach (1.17) die Spektraldichte X (jw) bestimmen, so stellt sich
die Frage, wie man dies direkt aus den Abtastwerten erreichen kann. Eine Antwort gibt Formel
(1.29). Wird hier durch 7§ dividiert, so erhélt man die Zeit-Diskrete Fourier—Transformation
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Signalquelle

Ausgangssignal x(t) Spektrum X (jw)
Nyquist—Frequenz wy =7

’ Anti-Aliasing—Tiefpass Haa ‘

: <
bandbeschrénktes Signal z*(¢) Hap(jw) = { (1) Lﬂls“t‘ ws/2
fiy = 4 Xlw) o] S ws/2
Xt (w) = { 0 : sonst

Analog-Digital-Wandler, Abtastrate wy

Binorwort b,_1,...,b1,bg codiert z,, ~ x(m - Ty), Ts = 27 /w;
Quantisierungsfehler = Dynamikbereich 27"
iiblich n = 8, 12, 16, bis zu n = 22

Digitalspeicher ‘

Binérwort b,,_1,...,b1,bp

Digital-Analog—Wandler, Wandelrate wy

Treppenfunktion z**(t) gleicher Dynamikbereich wie AD-Wandler
X (jw) = Smele) . X () fiir |w| S ws/2

Rekonstronstruktions—Tiefpass Hgp ‘

rekonstruiertes Signal z***(t) /
H (w) — sin‘IE:r)wL;i)‘) : |w| 5 w5/2
ey 0 : sonst

Bild 1.7: Allgemeine Anordnung zur Aufnahme und Rekonstruktion zeitkontinuierlicher Signale z(t). Abwei-
chungen des rekonstruierten Signals vom x***(¢) von xz(t) entstehen infolge von (i) Bandbeschrénkungen nach
Anti—-Aliasing—Filterung und (ii) Quantisierungsrauschen. Ist letzteres vernachlissigbar, so stimmen z***(¢) und
x(t) zumindest im Frequenzband 0. ..ws/2 {iberein
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der Abtastfolge {z,,},5)

Fplrm|(w) = io T - €XP (—j2ﬁﬂ;w> : (1.40)

S

Wie schon oben bemerkt, ist Fplz,,](w) periodisch in w, mit der Periode ws, und im Intervall
[0, ws] gilt X(jw) = Ty - Fp[rm](w). Man betrachtet deshalb die Frequenz w nur im Intervall
[0, ws]. Wird dariiber hinaus w fiir ganzzahlige Vielfache von ws/N berechnet, also fiir

w=(n/N)-ws, n=012,...,N—1,

so folgt
+oo
Ts_1 - X <J% : Ws) = fD[xm] (% : Ws) = mzzoo Tm - €XP <_J'27T%)

Diese Gleichung liefert noch immer keine praktikable Vorschrift zur numerischen Bestim-
mung des Spektrums eines Signals aus seinen Abtastwerten, kénnen doch unendliche Reihen
im Allgemeinen nicht bestimmt bzw. nur mit groffen Aufwand geschétzt werden. Ist das Signal
jedoch stationdr oder zumindest quasistationér, so kann anstelle der unendlichen Reihe eine
Summation iiber nur endlich viele (N < co) Glieder der Reihe betrachtet werden.

Dies fiihrt schlieklich auf die sogenannte Diskrete Fourier—Transformation (DFT),

N—-1

mn

X =3 - <_-2 _> 1.41
mZOZE exp J4m N ( )

Die Summation iiber der Zeit (Index m) lduft hier nur in einem endlichen Bereich, was dem
Zeitbereich 0...(N — 1) - Ty entspricht. Dies ist streng genommen nur dann zuléssig, wenn
T = x(m-T) = 0 fir alle m < 0 und m > N. Das ist aber das gleiche, als wiirden wir nicht das
Signal z(t) abtasten und transformieren, sondern das Produkt aus x(t) mit der Fensterfunktion
(Rechteckfenster) h(t) =1 fiir t € [0, N - T;) und h(t) = 0 sonst,

z(t) = z(t) - h(t) .
Nach (1.23) hat dieses Signal das Spektrum

- 1 . .
Fla@)] = 5 - [X(jw) * H(jw)] -
Man berechnet also letztlich die Faltung der gesuchten Spektraldichte X (jw) mit der Spektral-

dichte der Fensterfunktion (vgl. Rechnung auf S. 129),

(i) = FIn(h)] = NT - 2]

Es gilt dann

Xn:st<J%ws>

6 )Bemerkenswert ist die Dualitét zu den kontinuierlichen periodischen Zeitsignalen, deren Spektren diskret

sind, wohingegen hier die diskreten Zeitsignale kontinuierliche periodische Spektren haben.
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Der Betrag der n—ten Fourier—-Komponente |X,,| ist also ein Mak fiir die Amplitude der harmo-
nischen Komponente von z(t) mit der Kreisfrequenz (n/N)ws.
Die zugehorige Inverse Diskrete Fourier—Transformation (IDFT) lautet

N-1

1 .o_mn
Tm = 5 2 X, - exp (JQWW> (1.42)

Allgemeine Eigenschaften der DFT

1. Ist x,, fir jedes m =0,1,..., N — 1 rein reell, so ist die DF'T symmetrisch,

Xn:XN—n—l furn:O,l,,N/Q—l

2. Wird der Normierungsfaktor 1/N bei der Riicktransformation (1.42) symmetrisch auf die
Hin- und Riicktransformierte aufgeteilt (jeweils Faktor 1/v/N) dann ist die DFT eine
unitire Transformation von {,,}N_J.

Hinweise zur Berechnung der DFT

Die DFT hat in der digitalen Signalverarbeitung eine aufterordentlich grofe Bedeutung, ins-
besondere, weil fir N = 2¥ mit k& = 3,4,5,... ein schneller numerischer Algorithmus zur
Ausfithrung der DFT existiert, die sogenannte Schnelle Fourier—Transformation (fast fourier
transformation: FFT).

Die direkte Berechnung nach

0% 1 1 . 1 .
0 . . . _— . 0
X, 1 exp (—J27T1—N1) e exp (—J2W%> T
: = _ X , (1.43)
Xn_ 19, 1:(N-1) 9, (N—1)-(N—1) _
N-1 1 exp (—JQ’/TT> ... exp <—J27TT> TN-1

benotigt 2 - N2 Multiplikationen mit reelwertigen Faktoren. Ist jedoch die Blocklinge N keine
Primzahl, so kann der Rechenaufwand erheblich verringert werden, insbesondere dann, wenn N
als ganzzahlige Potenz von 2 gewahlt wird, beispielsweise N = 256; 512; 1024; 2048. Der schnelle
Algorithmus nutzt den Umstand aus, dass dann gewisse Multiplikationen, die bei der direkten
Implementierung mehrfach ausgefiihrt wiirden, nur einmal realisiiert werden. Im Falle N = 8
ist dies aus der folgenden Darstellung der Transformationsmatrix U leicht einzusehen ist (es
werden nur die Produkte mn mod N, der Elemente exp (—j2ﬂ%) der Transformationsmatrix
in (1.41) dargestellt)

000O0O0OO0OO0®O
01234567
02460246
Us — 036147235
040404¢0 4
0527416 3
06 4206 4 2
076 54321
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Zwei gleiche Zahlen in der Spalte bedeutet, das bei der direkten Implementierung eine Mul-
tiplikation unnotigerweise zweimal ausgefithrt wird. Beispielsweise wiirde hier nach (1.43) der
Abtastwert x5 zweimal mit dem Faktor exp (—j27r2;N1) = exp (—j27r2;N5) multipliziert werden,
um X; bzw. X5 zu berechnen.

Man findet nun im Allgemeinen, dass die Anzahl der Multiplikationen fiir grofe Blockléngen
N von der Gréfenordnung N log, N ist. Das bedeutet gegeniiber N2 bei der direkten Implemen-
tierung eine erhebliche Reduzierung der algorithmischen Komplexitét. Beispielsweise reduziert
sich der Rechenaufwand fiir N = 2'0 auf den Bruchteil (N log, N)/N? = log, N/N = 10/1024,
also auf etwa 1% einer direkten Berechnung.

Ein PASCAL-Code zur FFT findet sich im Anhang (Seite 131).

Zwei—dimensionale DFT

Die 2-dimensionale DFT ist beispielsweise wichtig fiir Probleme der Bildverarbeitung und —
codierung von grofter Bedeutung.

Uberdecken wir ein Bild mit M x N vielen gleich grofen Boxen (Quadraten) B,,, und
ordnen ihnen die Amplitude z,,, zu, welche eine Intensitit oder Helligkeit darstellen konnte,
oder einen mittleren Grauwert der Box B,,,,. Der Datensatz

{xmn}m n=1

kann auch digitales M x N Bild genannt werden. Die Zwei-dimensionale diskrete Fourier—
Transformation (2D-DFT) eines N x M-Bildes ist dann definiert durch

i In  km
X -2 | =+ —
firk=0,1,.... M—1,1=0,1,..., N—1. Und die zwei—dimensionale inverse diskrete Fourier—

Transformation (2D-IDFT) ist gegeben durch

M—-1N—

e +32 ln+km
X exp |+j2m N Wi

=0 [=0

Eine geringfiigige Umformung liefert

X = \/LM Z: exp (—jZka) [\/_ Z Ty €XP <—j2ﬁlﬁn>]

Der in eckigen Klammern stehende Term kann als 1D-FFT einer Bildspalte bei festgehaltener
Bildzeile m interpretiert werden. Die Summation iiber m ist letztlich eine weitere 1D-FFT.
Zur effektiven Berechnung kann dazu in der Praxis jeweils der schnelle Algorithmus, also die
1D-FFT angewandt werden.
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Kurzzeit—Fourieranalyse

Bei Signalen interessiert man sich hiufig fiir Anderungen des Signalcharakters im Zeitablauf.
Typische Beispiele hierfiir stellen Sprachsignale dar. Die fortlaufende Anderung der Geometrie
der Artikulationstraktes (Stellung der Unterkiefers, der Zunge usw.) sowie die Anderung der
Erregungsbedingungen (Schwingung der Stimmritze im Kehlkopf, Turbulenzen an Engstellen
im Artikulationstrakt u.v.a.m.) machen erst natiirliche Sprache aus.

Um langsam verdnderliche Parameter von Signalen zu erfassen, schneidet man aus dem
Signal einen gewissen Abschnitt, ein sogenannten Datenfenster heraus und analysiert zunéchst
nur dieses. Dann wird ein weiteres Fenster ausgeschnitten und analysiert usw. Formal kann
man dafiir wie folgt schreiben: Zum Signal

{.Z‘m :r_LO:o—oo

erhalten wir das Fenster
i:%m) = hpTman, N = —00...4 00 .

{h,}>° . nennt man Fensterfunktion. Einige hiufig angewandte Fensterfunktionen sind:

n=—oo

Rechteck—Fenster der Liange N:

ho_ 1 : 0<n<N
" 0 : sonst.

Hamming—Fenster der Linge N:
hn:{ 0,54 — 0,46 - cos 2 0<n <N

0 : sonst.

Tragt man nun den Betrag des Fourier-Spektrums grau codiert vertikal fiir die Daten—Fenster
zu den verschiedenen Zeitpunkten auf, dann erhélt man das sogenannte Periodogramm des
Signals.

Periodogramme von Sprachsignalen

Abbildung 1.8 zeigt Periodogramme fiir verschiedene stimmhafte Sprachsignale, Vokale. Dies
sind annahernd periodische Signale, deren Grundfrequenz auch Pitchfrequenz genannt wird.
Sie spiegelt die Sprachmelodie (Grundfrequenz der Schwingung der Stimmbénder) wieder und
liegt bei ménnlichen Sprechern etwa zwischen 50 und 150 Hz, bei Frauen bis iiber 250 Hz. Zu-
sammen mit den Oberwellen erzeugt sie die horizontal verlaufende Streifenstruktur. Uberlagert
werden die Muster von breiteren dunklen Streifen, deren Mittenfrequenzen die sogenannten
Formantfrequenzen bilden. Diese sind von Vokal zu Vokal unterschiedlich und spiegeln die un-
terschiedliche Geometrie von Rachen— uns Mundraum bei der Spracherzeugung wider. Mittels
der Formatfrequenzen kann deshalb eine Spracherkennung erfolgen.

Abbildung 1.9 das Periodogramm einer Probe fliekender Sprachprobe. Hier ist eine gro-
SSere Variabilitdt der Sprachmelodie zu erkennen, beispielsweise steigt die Grundrequenz bei
t ~ 270007} deutlich an (Stimme wird héher). Auch die Formantfrequenzen &ndern sich zeitlich,
was jedoch der Darstellung nicht mehr so deutlich zu entnehmen ist. In der On-line Sprachver-
arbeitung werden deshalb ausgefeiltere Methoden zur Spracherkennung verwendet.
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[N)

[/ kHz

t/s

Bild 1.8: Spektrogramm von isoliert gesprochenen Vokalen (ménnlicher Sprecher im Brustregister)

be trach tet man eine deutsche Sprach probe so fallt auf

f/8kHz

t/10007,

Bild 1.9: Oben: Sprachsignal eines ménnlichen Sprechers im modalen Register (Abtastperiode Ty = 125us).
Unten: zugehdoriges Periodogramm
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Kapitel 2

Interpolation (engl.)

2.1 Introduction

In this chapter digital filters are designed for interpolation and differentiation combined with
interpolation of time—discrete signals. Upper bounds of the interpolation resp. differentiation
errors are derived which depend on the Nyquist frequency of the signal and its power. The
filters require low computational efforts.

In digital signal processing it is a standard task to interpolate and/or differentiate a signal
which is discrete in time and amplitude. The sampling theorem says that interpolation is in
principle uniquely possible if the sampling frequency f; is at least twice the Nyquist frequency
fn of the signal, and it gives an interpolation formula which represents an infinite sum. However,
in practice we would rather use any finite digital filter (e.g. FIR filter) which speeds up the
procedure. But typically there remains an interpolation error which corrupts the interpolated
signal.

In this paper we first (section 2) design digital filter for interpolation of a uniformly sampled
bandlimited signal using Lagrange polynomials. Our point is to derive formulae representing
upper bounds of the interpolation error as a function of the Nyquist frequency fy of the original
signal. The error can be arbitrarily diminished by increasing the ”degree” of interpolation,
provided fy is related to the sampling frequency as fx < f/m, i.e., our error estimation works
only in the case of at least slight oversampling. However, from a practical point of view this is
no essential restriction. Moreover, we find upper bounds for the interpolation errors which are
caused by the quantization error and/or possible corruptions by noise of the sampled data.

In Sec. 3 we derive digital filters performing interpolation combined with differentiation
simultaneously. Again, our point is to give precise error criterias in a similar way as for the
interpolation filters of Sec.2.

The usefulness of our proposals is illustrated in the construction of Poincaré maps from a
discrete time series and for higher-dimensional embeddings of a scalar time series.

2.2 Interpolation

Consider a band-limited time continuous signal s*(¢) with a finite Nyquist frequency fy. Let
fs = T;! denote the sampling frequency, which should be constant, with 2fy < fs. Then,
according to the sampling theorem, from the discrete sequence

{*(tm) = s(m)}M_,,  t,, = mT,, (2.1)
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we can unambiguously reproduce the original continuous signal s(¢) by interpolation. Using
Lagrangian polynomials of order n

“ t—t
* o m+l1
Lity= ] P (2.2)
1=0,1£i " m

we have

= Li(t) $*(tmgi), for by St <ty (2.3)

The interpolation error is given by

dn+1
R*(t, TL) = S*<t) — S*(t) = W S*(t)

1 n
N (t = tmti) (2.4)
() (n+1)! g
where ¢, < 9(t) < tpin.
Henceforth time ¢ is measured in units of the sampling period Ty, thus (2.2) can be rewritten

as
n n

1=0, I m+z —(m+1) 1=0, I#£i i1
Writing 7 =t — m we get somewhat more conveniently:

L) =Lim+) = - T -y (2.5)

1l — !
il (n—1)! 10 1

for 0 <7 <m, (—1)° =1, and 0! = 1. We get now, instead of (2.3), the interpolation formula
s(m+T) ZL s(m+1i), for 0<7<m, (2.6)

with the interpolation error

dnJrl n

R(r,n) = R*(m + 7,n) = dt"+15<t)‘ﬁ(t) ﬁ 211(7 —1) (2.7)

where m < J(t) < m + n.
To get a more convenient expression, we consider in the following only odd values of n,

n = 3,5,7,---, and we restrict the interpolation to equidistant values of 7 in the interval
1>n L, de. T € {7},
i Y T (2.8)
T: — —_ — . e — .
] 2 k?’ j » < ) I

where £ > 2. k — 1 represents the number of points we want to obtain by interpolation from
the samples s(m),s(m +1),---,s(m + n). Figure 2.1 illustrates this situation.

The restriction to the middle interval has computational advantages, because the interpola-
tion error is expected to be small there. Further, from (2.5) we can derive for each time instant
7; the coefficients

L;; = L;(7;), where ¢=0,1,---,n and j=1,2,--- k-1 (2.9)
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s(t) ~__

m m+1 m—+ 2 m—+ 3 m—+4 m—+5
t/T,

Bild 2.1: Scheme of the interpolation of order n = 5, and &k — 1 = 5 interpolated values

From (2.6) we see that they represent for each j a set of n + 1 coefficients of a (noncausal)
digital filter (finite impuls response: FIR) from which we can obtain the interpolated values,

stm+1;) = ZLZJ (m+1i) . (2.10)

Note that the coefficients L;; do not depend on the time instant m. Hence they have to be
calculated only once, and if we vary m from 1--- M —n — 1, we obtain from the discrete series
(2.1) via the filter (2.10) for each j =1,2,---,k — 1 a series of interpolated values

{3(m + ;)M (2.11)

m=1

Together with the original series (2.1) they can be used to compose a times series

{A(n_l—i_j)}(M—n-i-l)k’
S 7 3
2 k),

Neglecting the interpolation error, this can be considered as a sampled version of our signal
s(t), but now with a sampling frequency & f;.

Bounds of the Interpolation Error

We intend now to find an upper bound of the magnitude of the interpolation error (2.7). We
start with the product on the right hand side. For the considered case 7 = "T_l + 0, where
d€[0,1], n=3,5,7,-- -, we obtain

n (n—1)/2
[[e-9 = | J] 6+ —6+4)
=0 1=0

(n—1)/2

IN

I ( )2 (2.12)
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Bild 2.2: Ratio of overestimation according to Equ. (2.12) (n = 3,7,11,...,31)

Note that this upper bound is independend on the instant §. The equality holds for § = 1/2.

The usefulness of this upper bound is illustrated in Figure 2.2.

Obviously only for § = 0 and ¢ < 1 it drastically overestimates the product on the left hand
side of (2.12). Moreover, the ratio of overestimation is almost independent on the interpolation

order n.

An upper bound of the derivative | d"*'s(t)/ dt"™!| in (2.7) can be obtained in dependence
of the Nyquist frequency fy = 27 /wy of the signal s(¢) as follows: Consider the Fourier repre-

sentation of the signal, which is presumed to be band-limited (wy < 00),

1 [ .
s(t) = %/ S(w) " dw,

supposing that the integral exists. The spectral density S(w) is obtained from

S = [ st a

—00

with the imaginary unit j = y/—1. Now the (n + 1)th derivate of s can be written as

dn+18(t> 1 N s o\n+1 jwt
‘W‘:% /;wN(JW) S(w)e’ dw]| .
From the Schwarzian unequality
[ 1050 asf < [1rr a - [l

d"tts(t) “N
| < 5 / / SR do=
2n+3
o 2wN+ / |2 dw
2n 4+ 3

we obtain

(2.13)

(2.14)

(2.15)

32 Fassung vom 29. Januar 2007



2. Interpolation and Differentiation

Note that |S(w)|? represents the power spectral density of the signal s(¢), and hence

N e 210

is the square root of the mean power spectral density. The equality (2.16) follows from the
well-known fact that the power spectral density is the Fourier transform of the autocorrelation
function (Wiener Khinchine theorem), and hence

1 o0

— |S(W)|? &7 dw
2m

= /OO s(t)s(t+7) dt

o0

7=0 7=0

Multiplication of both sides with ﬁ and taking the square root yields (2.16).
In the following F; is assumed to be finite and not zero. With this abbreviation we can
write

n+1 n+2
d"s)| o E,, (2.17)
dgntt m/2n + 3

Summarizing (2.12) and (2.17) we obtain for the magnitude of the relative interpolation error

(2.7)
|R(T,n)| _ (21 fx)"t2 1 D2 N2 B
E, S Von T3 (n+1) IZ,:IO (5 * 2> =r(fxn) (2.18)

As already mentioned above, we measure time t in units of the sampling period T;. Conse-
quently the Nyquist frequency fx = wy/(27) is measured in units of the sampling frequency
fs > 2fn, and the assumptions of the sampling theorem are satisfied if fy, in Equ. (2.18),
runs from 0---1/2. However, to guarantee that r(fy,n) diminishes with an increase of the
interpolation order n, the relation fy < 7! has to be satisfied. We conclude this from the

formula,
[ 2n+3 - 1 )
2 g _— _— m
r(fxmt2m) =r(fy,n) o +4m + 3 (Il_lln+2l+1> ()™,

which is dominated by the exponential term (7 fy)*™ if m — oo (n = 3,5,7,-+- and m =
1,2,3,--+). For mfx > 1 the bound r(fx,n + 2m) diverges with increasing m. Moreover, from
(2.18) we conclude that if r(fx,n) goes to zero with growing n then the magnitude of the
interpolation error |R(T,n)| goes to zero as well. The results are summarized in the following

Theorem:

Let {s(m)}o___ be equally spaced samples of the signal s(t), where the time is measured
in units of the sampling period T, = f.!, and hence frequencies in units of f;. The signal is
presumed to be band-limited, i.e.,

/ s(t) e @t dt

= 0 for |w|>wy,

S(w)

with the Nyquist frequency
(2.19)

If
Y5
A
N )=

In
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Moreover, s is assumed to have finite energy,

1 “N
— | 2
E, = \/QWN /_WN |S(w)]? dw < o0. (2.20)

Then we can reconstruct s(¢) from the samples according to the interpolation formula

n—1 j - . .
S(m—FT—FE):;L@'j s(m+i) + R(m+j/k,n) (2.21)

where n =3,5,7,---, k=2,3,4,---, and 7 = 1,2,3,k — 1. The coefficients are given by

Lij = % ﬁ (n;1+%—l)

1=0, I#£i

- ﬁ (n;1+%—l>%. (2.22)

1=0, I#i

The magnitude of the interpolation error is bounded from above,

|R(m +j/k,n)| <r(fu,n) E; (2.23)
where "
_ @rforr 1"
T(fNﬂI):?T\/m e 1_! <§+@) (2.24)

The interpolation error vanishes if the interpolation order n is increased,

lim |R(m + j/k,n)| = 0.

Remarks:

The condition (2.19) says that we need a slight oversampling of the signal to guarantee that the
interpolation error can be diminished by increasing the interpolation order n. According to the
sampling theorem fy < 1/2 would be sufficient, in general, but not in our approach. However,
1/m is close to 1/2, and hence (2.19) is, from a practical point of view, no essential restriction.

Further it should be noted that the error bound in (2.23) approaches the faster to zero the
smaller fy as it is illustrated in Figure 2.3.

The curves reflect the exponential decay of the interpolation error when the interpolation
order n increases. Consider, e.g., the curve for 7 fy = 0.7 together with the horizontal line at
r(fx,n) = 1073. They tell us that if we have sampled the signal with the frequency f; > %
then the magnitude r(fx,n) of the relative interpolation error is less than 1072 if we choose

the interpolation order n > 17.

Example 1:

Consider the sinus cardinalis )
sin wnt

t)=A
s(t) ot
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Bild 2.3: Decay of the magnitude r(fn,n) of the relative interpolation error with increasing interpolation order
n. Parameter: Relative Nyquist frequency 7 fn/ fs and differentiation order u
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1
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sin 27 fnt
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Bild 2.4: Interpolated data of the signal of example 1 (k = 10, n = 13, f; = % fx). The vertical lines indicate
the original samples. The magnitude of the interpolation error is less than 1073

which is sampled at the rate f, = % = - fy ~ 4.49 - fy. Take, e.g., {s(m™" +m/ fs)}n. We
want to interpolate with an error magnitude less than 0.001- A. Then we can proceed according
to our theorem as follows:

The power spectral density of s is given by

0 : otherwise.

\S(w)|:{A7T/WN D |w] < wn

Hence, from (2.20) we obtain F, = % < 00, and thus, from (2.23), we conclude that r(fx, n) -
% < 0.001- A, or equivalently log,, (%7, n) < —3 —log,, 7 ~ —3.35, is sufficient to have the
desired interpolation accuracy. From Figure 2.3 (see curve with 7 fx/fs = 0.7) we see that this
can be performed with an interpolation order n > 13. If the signal was sampled with a larger
frequency, say f; = % ~ 7.85 - fn, then n > 5 is sufficient. Figure 2.4 illustrates the result
working with the interpolation order n = 13. The corresponding actual interpolation error and

the upper bounds are illustrated in Figure 2.5.

Interpolation in the presence of noise

In a typical practical situation the samples (2.1) are corrupted by noise. It has its origin in the
analog—to—digital conversion of the data ("quantization error”) or by additional random sources.
Consequently we have to consider, instead of (2.1), the actually attainable sequence

{s*(m)}M (2.25)

m=1>
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T T T T T T 1
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
n

Bild 2.5: Maximum Ryax of the actual interpolation error (open circles) and its estimated upper bound (filled
circles) for the function s(t) = A% of example 1

where s*(m) differs from s(m) by the error
d(m) = s*(m) — s(m). (2.26)

(Again, time m is measured in units of the sampling period T which is assumed to be constant.)
Consequently, in formula (2.10) we have to work with s*(m) instead of s(m), leading to

§*(m+7'j) = ZLZ] s*(m +’L)

= ZL” (m 4+ 1) + d(m + )]
= (m+7'j)—|—e(m+7'j). (2.27)

$(m + 7;) is the interpolated value (2.10) in the noiseless case and
e(m + ;) ZLUde (2.28)

denotes the interpolation error of §*(m + 7;) due to noise. (7; is defined in (2.8).)
Suppose now that the noise amplitudes {|d(m)|} are limited by dyax, i.e.

Apax = max {|d(m)|}. (2.29)

— L
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Bild 2.6: Variation of the sum of the magnitude of the interpolation coefficients for 7; = ”?*1 + %, k = 100.
Parameter : interpolation order n

Obviously this is a usefull assumption if d contains only quantization noise. In this case dy,.y is

given by the smallest quantization step. Then the magnitude of the interpolation error (2.28)
is bounded by

le(m + 7)| < dinax Y | Lijl. (2.30)
=0
The sum over the magnitude of the interpolation coefficients L;; are limited as Figure 2.6
illustrates. For each interpolation order n it reaches its maximum value for j/k = 1/2. Noteably,
for n < 31 it does not exceed the value 2, which means that the interpolation in the presence
of noise satisfies
le(m + 7;)| < 2dmax, forn <31 (2.31)

The practical consequence of this consideration is as follows: The proposed interpolation
algorithm yields a quantity $*(¢) that differs from the actual signal value s(t) by two kinds of
errors — that which is inherent in the algorithm, and that which follows from corruption by
noise. Bounds for the first are given by (2.23), and for the latter by (2.30) resp. (2.31). Thus
we can estimate the magnitude of the relative total interpolation error by

§*(t) — s(t) 2 diax

E. B for n < 31. (2.32)

‘ S r(fNan) +

As we have shown above, r( fx, n) could be arbitrarily diminished if we increase the interpolation
order n (see Figure 2.3). However, an increase of n can essentially improve the performance of
the algorithm only untill r(fx,n) < 2dmax/Es, otherwise in (2.32) the term 2d,.x/FEs would
dominate, which is, for large n, almost independend on n (see Figure 2.6). Thus we would, in

practice, choose n such that
2 dmax

E, ’
where the somewhat arbitraily choosen factor 10 on the right hand side guarantees that, from
a practical point of view, the performance cannot be improved by further increase of the inter-
polation order n. Otherwise we would only increase the complexity of our algorithm.

r(fn,n) =~ 10 -

(2.33)
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Bild 2.7: Interpolated speech signal (interpolation factor k& = 10, interpolation order n = 13)

Example 2: Speech Signal

As an example Figure 2.7 shows the results for a speech signal which is an isolated spoken
allophone [a:| of a male speaker in a modal register. The original samples are marked by vertical
lines. They where obtained from an 8-bit analog/digital converter at a sampling period of
T, = 125 pus. The interpolated values are represented by points.

2.3 Differentiation

We use now the interpolation technique of the former section to derive formulas for interpolation
combined with differentiation of the signal s(t), provided only the samples (2.1) are given. From
(2.4) and (2.6) we obtain for the u—th derivative

d“s(m+7) = d“Li(7) _ d“R(7,n)
TZEWS(WL+Z)+T7 for0<7<mn . (2.34)

The first derivate of the interpolation coefficients (2.5) are obtained as

d d
ELZ-(T) =4 exp(In L;(7))

= Li(71)- % In L;(7)

= Li(r)- diT [ln (%) +l > In(r - z)]

) =0, 1%

L (r)

n

= Li(r)- Y (r=D7". (2.35)

1=0, I

Fassung vom 29. Januar 2007 39



B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

The u—th derivates of the interpolation coefficients (2.5) are obtained for any v > 0 applying
LEIBNIZ formula')

duLi (T) du_1 (1)
dre dT”‘lLi (7)

- dd—<L<> 3 <T—Z>—1)

t~
£
—~
\]
~—
I

1=0, I#i
u—1 n u—1—m
B u—1 )(T) d 1
N m drv—1-m -+ |
m=0 1=0, I
u—1 u 1 n
— — (m) u—1l—m m—u
- D[t 3 ey o
=0 1=0, i

Herein we have set LEO)(T) = L;(7). Thus, we get the u—th differentiate of the interpolation
coefficients,

L (r) = — [L(m)(T) (u—D! (=1 i (r— l)m—UI (2.36)

1 1
B0 = L) 3 ot B0 X (2:37)
and the third derivates are given by
L =2 L) 3 ﬁ oI S - —lz)z TR - 1—1 (2.3%)
1=0, I#i 1=0, I£i 1=0, I#i
For computational reasons we rewrite (2.36) as follows,
(w) S 1)y ) W W=D S mou1
LY (1) = Ay ; (1)L;""(7) , where amﬂ.(r) =0 Z (t—1)
m=0 1=0, I£i

Thus we can recursively calculate the filter coefficients as (omitting indices i and 7 for conve-
nience),

v — a(()U)L(O) — a(()o) . 1,0
L@ = V1O 4 oo - (ag) + agl)agm) L L©
L® = aéQ)L(O) + a?)L(l) - ag)L(Q) = a(()Q) + a@aéo) - ag) <aél) + agl)aéo))} - LO

U)For any functions z(t) and y(t) we have dz(tfby) =30 o(r)y e &2
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With the abbreviations
b = 1

b = aé) = q, )b
b(2) = a(l) + agl)a(o) _ ( )b( ) +a ( )b(l)

0 0o
b3 = ()+a§2>aé>+a(2>< <)+a§>aéo>> — a@b0 4 oPp 4 (Pp®
u—1
) = Yl V) b ()

0

3
I

we get for each u > 0
L(r) = L (r) b () .

2 K3

The differentiated signal (2.34) is obtained in terms of the original time units of t = 77} by

d“s((m+71)Ty)  d"s(m+7) 1
dtv B drv (27 fx/ fs)®
Moreover, for time instants 7;, defined in (2.8), we write
d“L;(7;)
LY = =250 2.39
= T (2.39)

The magnitude of the relative interpolation error can be estimated, using the relations (2.7)
and (2.12),
d“R(r,n)
drv

Thus, from (2.18) we finally get for the magnitude of the relative differentiation—interpolation
error

< (n+1)"|R(r,n)| .

1 | d“R(r,n)

2 T < (n+1D"r(fx,n) . (2.40)

Again, the right hand term of (2.40) diverges for n — oo if the NYQUIsT—{requency, which is
still measured in units of the sampling frequency f;, satisfies (2.19).

A source code (PASCAL) for the interpolation precedure is given in the Appendix C (p.
133).

Differentiation in the presence of noise

We consider again the situation where the samples are corrupted by noise (see formulas (2.25)

o (2.31)). However, instead of the interpolation coefficients L;; we now have to take the
differentiation—interpolation coefficients (2.35). Then, similarily to (2.28), the magnitude of
the differentiation—interpolation error

em+1)=> LW d(m+1) (2.41)

can be estimated by

eim+ 1) < maXZ]L (2.42)
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4.0
o |L$)| - _/\i/_\
- n=3
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Bild 2.8: Variation of the sum of the magnitude of the interpolation/differentiation coefficients for 7; = 25+ 4 <
k = 100. Parameter : interpolation order n = 3,7,11,..,31
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Bild 2.9: Variation of the sum of the magnitude of the interpolation/differentiation coefficients for 7; = 252 + 7
k = 100. Parameter : interpolation order n = 3,7,11,..,31

The sum over the magnitude of the interpolation coefficients LE;)
2.9 for u = 1 and 2, respectively.

Noteably, for n < 31 it does not exceed the value 4 for u = 1 and 9 for u = 2.

is shown in Figures 2.8 and

Example 3: Speech Signal

As an example Figure 2.10 shows the first derivative of the speech signal of Example 2. The
vertical lines indicate the original samples.
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Bild 2.10: Interpolated and one (top) and two (bottom) times differentiated speech signal
(interpolation factor k = 10, interpolation order n = 13)

Fassung vom 29. Januar 2007

43



B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

44 Fassung vom 29. Januar 2007



Kapitel 3

Korrelation

3.1 Definition und graphische Interpretation

Der Korrelationskoeffizient zweier Zeitreihen

{ft}f:1 und {yt}tT:1 (3.1)

ist ein Mafs fiir ihren linearen statistischen Zusammenhang. Wir verfolgen hier zunéchst eine
anschauliche geometrische Interpretation des Korrelationskoeffizienten. Dazu stellen wir die
Punkte {(x,v;)}L, in der Ebene dar.!) Ein Beispiel zeigt Bild 3.1 fiir den Fall, dass {y;} aus
einer zeitlichen Verschiebung von {z;} um 7 entsteht, v, = ;..

Wir wollen nun durch die Punktwolke eine Regressionsgerade

y;(a,b) = a+ bx; (3.2)
legen, so dass
1 I
TZ y(a,b) —y)* = min! (3.3)
t=1

Aus dieser Bedingung der kleinsten mittleren quadratischen Abweichung kénnen die unbekann-
ten Parameter a und b bestimmt werden. Im Englischen spricht man vom least mean square fit
(LMS fit), was wir im Folgenden genauer ausfiihren:

Wir setzen (3.2) in (3.3) ein und erhalten

T

1

—Z a+ bxr; —
t=1

Um das Minimum von f zu finden, setzen wir die partiellen Ableitungen Null,

'ﬂ

0 2 &
=1
of 2 &
% =T Z (a4 bry —y) =0 (3.5)

t=1

1)Diese Punktwolke heisst im Englischen scatter plot oder auch delay plot.
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Ty

Litr

Ty

Bild 3.1: Oben: Zeitreihe zum isoliert gesprochenen Laut /dsch:/ wie in ,joule“ (Abtastperiode: Ty = 125us,
Amplitudenauflésung: 8 bit, linear interpoliert). Unten: Verzogerungsdarstellungen zur obigen Zeitreihe (Ge-
samtzeit 1s, 10—fach hochgetastet durch Lagrange—Interpolation)
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Mit den Abkiirzungen fiir die Mittelwerte,

1 « 1 «
T, =7 th und EE@ETZ%
t=1

]

erhalten wir aus (3.4),
a+bx =79 . (3.6)

Weiterhin kann Gleichung (3.5) mit den Abkiirzungen

T

1 1
=z =7 r? und mz_yE?thyt
t=1 t=1
wie folgt geschrieben werden, o
aT + bx? =7y . (3.7)
Aus (3.6) und (3.7) folgt fiir die gesuchten Parameter
Ty —ryY

a=y—0r und b=—=— (3.8)

2 -7

Um festzustellen, ob an diesen Stellen f(a,b) ein Minimum hat, bilden wir die zweiten

Ableitungen,
O*f  O*f 1 =z
D= da®>  Obda | _, ( L >
B i i T 2?2
Jadb  Pp?

Ist die Zeitreihe nicht entartet, d.h., sind nicht alle x; = const., so gilt
det D/2= (22 =7 = (x—7)° >0 .

Damit hat f ein relatives Extremum an der durch (3.8) gegebenen Stelle. Aus % =2>0
folgt, das dies ein relatives Minimum ist.

Um zu Ausdriicken zu kommen, die besser interpretierbar sind, fiihren wir die Varianz
(Streuung) einer Zeitreihe ein,

1 <& I
TZ(xt—x) =(z—7) .

t=1

0,2

Die Wurzel o, aus der Varianz o2 heisst Standardabweichung. Wegen

02=(r—7)?2 =22 20T+ 7> =22 7"

und

(r-T)y-y) =Ty -TY

kénnen wir b in (3.8) auch wie folgt schreiben,

2
0%
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Setzen wir nun a aus (3.8) in (3.2) ein, so erhalten wir
yi =y +b(z —7T) .

Dies kann schliefflich unter Beachtung von (3.9) wie folgt geschrieben werden:

y?_g: (z—-7)y—-y) x—T

3.10
oy 050y o ( )
Der Anstieg
T—T)(Yy—Yy
050y
heisst Korrelationskoeffizient der Zeitreihen (3.1). Eine einfache Rechnung ergibt
]

y = ———— . 3.12
Ozy 20, ( )

Héaufig normiert man die Signale auf Mittelwert 0 und die Varianz 1, indem man von z; zu

X, = L N Y, = L (3.13)
o oy
tibergeht. Dann vereinfacht sich (3.11) zu
Gleichung (3.10) geht dann iiber in
Y = 00y X; (3.15)

Somit erkennen wir, dass der Korrelationskoeffizient o, , der Anstieg der Regressionsgeraden
(3.15) durch die Punktwolke {(X¢, Y;)}: ist, sofern man also die normierten Grofen Y; iiber X;
darstellt (vgl. Bild 3.1).

Der Zahler in (3.11), also

covyy = (x —T)(y —7) , (3.16)

heisst Kovarianz. Der Korrelationskoeffizient kann somit als normierte Kovarianz aufgefasst
werden.

3.2 Eigenschaften
Wir fithren nun einige wichtige Eigenschaften des Korrelationskoeffizienten auf:

Symmetrie: Unmittelbar aus der Definition (3.11) folgt

Ozy = Oy -
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Beschranktheit: Es gilt immer
—1<0,,<1. (3.17)

Dies folgt aus der Schwarzschen Ungleichung

2
(zxtyt) YN
t t t

die fiir beliebige Vektoren (z1,...,2,...,27) € RT und (y1,..., ¥y ...,yr) € RT gilt.
Ersetzt man hier z; durch (z; — Z)/T sowie y; durch (y; — y)/T, und zieht auf beiden
Seiten die Wurzel, so folgt

=D -9)| <00y -
Unter Beachtung von (3.11) folgt schlieflich (3.17). Wegen g¢,, = 1 fiir y = 2 und
0z = —1 fiir y = —z kann die Ungleichung nicht verscharft werden.
Man nennt die Signale im Fall g, , = 0 unkorreliert oder auch linear unabhdngig. Fiir

02y > 0 bzw. 0, , < 0 heifsen die Signale positiv bzw. negativ korreliert.

Determiniertheit: Fir g,, £ 1 sind 2 und y gegenseitig determiniert. Das bedeutet, es gilt
02y = =1 dann und nur dann, wenn y eine Funktion von z ist, und zwar

Y =a+bxy , (3.18)

mit reellen Konstanten a und b # 0. y; ist hier also durch z; eindeutig bestimmt (deter-
miniert) bzw. umgekehrt auch z; durch (y; — a)/b.

Zum Beweis nehmen wir zunéchst an, dass (3.18) gilt. Dann erhalten wir |b|o, = o, und

(x—T)(a+br —a+bxr) blz—71)?
Or b]02 bz~

Gelte nun g, , = 1, dann folgt wegen (3.14)
Xy=1.

Somit gilt auch

(X —Y)2=X2_2XY +Y2=0.

Daraus folgt, dass mit Sicherheit (also Wahrscheinlichkeit 1) X; —Y; = 0 gilt, und folglich
(vgl. (3.13))

Ty — X

Yyt =Y+ 0oy

T

Im Falle g, , = XY = —1 zeigt man aus

(X+Y)2=X24+2XY +Y2=1-2+1=0,

dass dann mit Sicherheit X; +Y; = 0, also

Ty — T

Yo =Y — 0y pu

gilt.
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Unabhingigkeit: Statistisch unabhéngige Signale sind unkorreliert, denn dann gilt fiir lange
Signale (T" — oo) mit Sicherheit 7y = 7 . Aus (3.12) folgt dann o, , = 0.

Die Umkehrung gilt nicht. Zuweilen trifft man auf die falsche Vorstellung, dass auch um-
gekeht aus der Unkorreliertheit die Unabhéngigkeit folge. Dies stammt daher, dass der
Umbkehrschluss in Spezialfillen gemacht werden kann, etwa dann, wenn (z, y) (zweidimen-
sional) normalverteilt ist.

3.3 Korrelationsfunktion

Fasst man den Korrelationskoeffizient (3.11) zweier Zeitreihen {z;} und {y;1,} als Funktion
vom Zeitversatz 7 auf, so erhilt man die Korrelationsfunktion,

(zt = T)(Yerr — ) (3.19)

00y

Py (T)

Im Falle x; = y; nennt man sie auch Autokorrelationsfunktion (AKF) und andernfalls Kreuz-
korrelationsfunktion (KKF). Zur Vereinfachung schreiben wir im Falle der AKF auch p(7) fiir

P (T)-
Zur Illustration betrachten wir die Zeitreihen in Bild 3.2. Dabei handelt es sich um folgende
Signale:

a) Sinus Signal:
2, =sin (270,023 - (t—1)) , t=1,2,...,1000 .

b) — e) Sprachsignale: Isoliert (lang) gesprochene Allophone /a:/, /m:/, /dsch:/und /f:/ im
Frequenzbereich von 30 — 3600 Hz, bei einer Abtastperiode Ty = 125us (1/7 = 8kHz)
und mit einer Amplitudenauflésung von 8 bit.

f) Chaotisches Pendel: Winkelgeschwindigkeit eines parametrisch erregten Pendels im chao-
tischen Bewegungsregime.

g) Chaotische 1D—Abbildung: Logistische Abbildung,

Ty =4l —xy) , xy=1/m, t=1,2,...,1000 . (3.20)

h) Chaotische 2D—Abbildung: Hénon-Abbildung,

o1 =1 —ar?+br,y), =1, xo=0, t=1,2,...,1000 .

i) Wechselkurs—Anderung: {y,} sei die Zeitreihe der Wechselkurse US$/Can.$ der Jahre
1971 bis 1974, dann ist unsere Zeitreihe

=2~ t=1,2.....1000 .

Y—1
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a) sine wave b) speech signal /a:/ c) speech signal /m:/

T T T T T 1
d) speech signal /=:/ e) speech signal /f:/ f) velocity of chaotic pendulum

i) exchange rate returns US/Can

T T T T T T T T T T T | T T T T T T T T | T T T T |
j) moving average process k) autoregressive process 1) i.i.d. process

| T T
500
t/ Ty —

Bild 3.2: Zeitreihen, fiir welche im Bild 3.3 die Korrelationsfunktionen dargestellt sind

j) Gleitendes Mittel:

z=—> n(t—k), t=1,2,...,1000 . 3.21
t meI ( ) ( )

Dabei stammt {n;} aus einem gaufverteilter i.i.d. Prozess (s. S. 61).

k) Autoregressiver Prozess:

10
2 =0,197,6+0,2- ax(t—k)+0,01-n(t) , t=1,2,...,1000 .
k=7

Dabei stammt {n;} aus einem gaukverteilter i.i.d. Prozess.

1) Rauschen: Vollkommen statistisch unabhéngiger gaufiverteilter Prozess (i.i.d. Prozess).

Die zugehorigen AKF sind im Bild 3.3 zu sehen. Es fillt zunéchst auf, dass die AKF an
der Stelle 7 = 0 gleich eins ist. Dies muss ganz allgemein gelten, haben wir doch oben schon
gezeigt, dass y = x (vgl. GL. (3.18) fiir @ = 0 und b = 1) dann und nur dann gilt, wenn g,, =1
gilt. Es sei bemerkt, dass die KKF an der Stelle 7 = 0 nicht notwendig eins ist.

Weiterhin fallt im Bild 3.3 auf, dass die AKF spiegelsymmetrisch zur Stelle 7 = 0 ist, also

p(7) = p(=7)

Dies gilt ebenfalls ganz allgemein fiir die AKF, sofern die Zeitreihe {x,} stationdr ist.?) Wir

haben dann
- 2 — —2  — 9
Ty — X7 Tpg Xy — 7 Tyl — T

p(T) = Ozpziqr — = p(—T)

2 2 2
0% 0% 0%

2) Stationaritit einer Zeitreihe bedeutet, dass sich die statistischen Eigenschaften einer Zeitreihe nicht mit der
Zeit t indern. Das bedeutet insbesondere, dass fiir eine nahezu beliebige Funktion g : R? — R der Mittelwert
9(2¢, yerr) nur vom Zeitversatz 7, nicht aber vom Zeitpunkt ¢ abhéingt. Spéter sagen wir noch genauer, was wir
unter Stationaritét verstehen.
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Bild 3.3: Autokorrelationsfunktionen der Zeitreihen im Bild 3.2

Wegen dieser Symmetrie stellt man die AKF {iblicherweise nur fiir 7 > 0 dar, wie im Bild 3.3
unten. Die KKF ist allerdings im Allgemeinen asymmetrisch, g, ,(7) # 044(—7).

Das Signal a) in Bild 3.2 ist periodisch, und die stimmhaften Sprachsignale b) — d) sind
nahezu periodisch. Die entsprechen AKF sind dann auch (nahezu) periodisch (vgl. Bild 3.3
unten). Dies ist eine allgemein giiltige Eigenschaft der AKF: Ist {x,} periodisch, also z; = x4, 1, ,
so ist dies auch die zugehorige AKF, und zwar mit derselben Periode Ty, AKF(7) = AKF(7+71p).
Dies folgt aus

TiTir — T Tl — T

p(T) = 5 = =p(t+1Tp) .

2
0% 0%

3.4 Korrelationsfunktion fiir zeitkontinuierliche Signale

Wir haben bislang angenommen, dass eine Zeitreihe (ein Signal) zeitlich diskret vorliegt. Fiir
praktische Belange der Zeitreihenanalyse ist dies durchaus ausreichend. Fiir die theoretische Be-
schreibung von Signalen empfielt es sich jedoch, das Kalkiil auch fiir zeitkontinuierliche Signale
auszubauen.

Die Kreuzkorrelationsfunktion wird fiir zeitkontinuierliche Signale z(¢) und y(t), t € R, wie
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folgt definiert,

1

T/2
Pay(T) = jlgrolo T /T/2 x(t)y(t+ 7)dt (3.22)

Diese Definition wird vor allem in der Signaltheorie und Elektrotechnik verwendet. Ein Vergleich
mit (3.12) und (3.19) ergibt

o p:}c,y (T) - y
B T20y '

Pay(T) (3.23)

Darin ist der Mittelwert eines zeitkontinuierlichen Signals x(¢) durch
L
T = lim —/ x(t)dt

definiert, und seine Varianz durch

. L [o(t) — 7]’
o, = lim —/ z(t) — =" dt .
T—oo T' | 1/

Sind die Signale normiert, so dass T = 0 =y und 0, = 1 = o, gelten, dann folgt offenbar
Pay(T) = Duy(7). Im Falle der AKF, also fiir # = y, schreiben wir auch hier wieder vereinfacht

p(T) statt pg.(7).

3.4.1 Kreuzkorrelationsfunktion fiir periodische Signale

Sind die Signale zeitkontinuierlich und periodisch mit der Periode Ty = 27 /wy, dann vereinfacht
sich der Ausdruck (3.22) zu

1 T0/2
Pay(7) = o= / s(Oy(t + ) dt (3.24)
To J-1,)2

Unter Verwendung der Fourier-Reihenentwicklungen (1.12) und (1.13) fiir 2(¢) und y(¢) erhalten
wir

“+o00

To/2
pn® = A [ w0 | 3 Ve e | ar
Y To J 152

n=-—00
—+o00

- ¥

n=—oo

Ty /2

Y (jnwg) ™07 - —/ x(t)e ™ot dt
To J-1y)2

+oo
= Z X*(jnwo)Y (jnwp) eI .

n=—0oo

Mit dem sogenannten Kreuzleistungsspektrum,

P, ,(jnwy) = X*(jnwo)Y (jnwo) (3.25)
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folgt schlieflich

Pay(T Z y(jnwg) e"oT (3.26)

n=—oo

Um die Bezeichnung “Kreuzleistungsspektrum” zu rechtfertigen, bestimmen wir nun die
mittlere Leistung des Signals x(t) 4+ y(t + 7),

1 [To/2 )
loy(T) = 7/, /2[30(25) +y(t+7)]7dt
—410
1 [To/2 20 1 [To/2 0 o To/2 0 )
= — dt + — dt + — z(t)y(t +7)dt
T() —To/2 TO —TO/2 TO —To/2

= I+ 1ly+2pay(7) .

Somit kann p, ,(7) im Wesentlichen (bis auf den Faktor 2) als mittlere Kreuzleistung der Signale
x(t) und y(t + 7) aufgefasst werden. Fiir 7 = 0 erhalten wir

Pz y Z anO

n=—oo

Aus dem Vergleich des Ausdrucks (3.26) mit (1.12) folgern wir, dass die Kreuzkorrelations-
funktion p, ,(7) ebenfalls periodisch ist, mit der Periode Tp. Aus (1.13) finden wir

To/2
1 )
P, ,(jnwy) = TTO / Pay(T) €707 dr .
—Tp/2

Wir haben somit gezeigt, dass das Kreuzleistungsspektrum P, ,(jnwg) die Fourier-Transformierte
der Kreuzkorrelationsfunktion p, ,(7) ist. Umgekehrt ist nach Gl. (3.26) die Kreuzkorrelations-
funktion die inverse Fourier—Transformierte des Kreuzleistungsspektrums (3.26). Die Kreuzkor-
relationsfunktion enthélt also genau dieselbe Information wie das Kreuzleistungsspektrum.

3.4.2 Autokorrelationsfunktion fiir periodische Signale

Fiir z(t) = y(t) vereinfacht sich das Kreuzleistungsspektrum (3.25) zu
P(jnwy) = P, . (jnwo) = | X (jnwo)|* .

Damit folgt fiir die KKF (3.26), die nun zur AKF wird,

= > [X(jnwo)|? eI™om (3.27)

n=—oo

Das Leistungsspektrum (power spectrum) P(jnwg) ist die Fourier—Transformierte der Auto-
korrelationsfunktion p(7). Umgekehrt ist die Autokorrelationsfunktion die inverse Fourier—
Transformierte des Leistungsspektrum.
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Als Beispiel betrachten wir die harmonische Funktion
x(t) = Asin(wot + ) .
Sie hat das Power—Spektrum

: A2 ¢ n=4£1
X (jneo)| = { 0 sonst.

Setzen wir dies in (3.27) ein, so erhalten wir die Autokorrelationsfunktion eines harmonischen

Signals,
2 2

A2 : A
p(T) _ I (e_]on + e—JWOT) — 7 - COSWoT . (328)

Es gilt hier Z = 0 sowie p(0) = A%?/2 = ¢2. Fiir den Korrelationskoeffizient zwischen {z(¢)},
und {z(t + 7)}: folgt dann nach (3.23),

o(tT) = p(7) = COSWQT .

p(0)

Dies ist in Ubereinstimmung mit Bild 3.3a).
Unter Verwendung bekannter trigonometrischer Additionstheoreme®) kann (3.28) auch leicht
wie folgt erhalten werden,

1 [T
p(r) = T Asin(wot + @) - Asin(wo(t +7) + ¢) dt
0Jo

A2 1 To

= — - — cos wyT dt
2 1o Jo
A2

= 5 " coswoT .

3)Es gilt cos(z — y) = cosz cosy + sinzsiny.
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Kapitel 4

Stochastischer Prozess

4.1 Grundlegenden Begriffe

Messen wir in der Praxis ein Signal mehrere Male unter vermeintlich gleichen Bedingungen, so
werden wir niemals vollkommen gleiche Signale erhalten. Wir sagen dazu, dass reale Signale
immer mehr oder weniger verrauscht sind. Diese Zufélligkeiten werden im Allgemeinen umso
deutlicher, wenn wir genauer messen. Sie finden mit dem Begriff vom stochastischen Prozess
eine mathematische Beschreibung.

Ein stochastischer oder auch zufdlliger Prozess { X;}, ist eine Folge von Zufallsgrofen. Eine
Zufallsgrofie X, ist wieder eine Abbildung von der Menge der betrachteten zufélligen Ereignisse
in die reellen Zahlen R. Die zufélligen Ereignisse sind bei uns die moglichen Messwerte. Gibt es
nur abzahlbar viele Ereignisse, dann heiftt der Prozess diskret und andernfalls kontinuierlich.
Ein Signal {z(¢)} wird als Realisierung von einem {X(t)},.; aufgefasst. Beim sogenannten
zeitdiskreten Prozess durchléauft die Zeit ¢ alle ganzen Zahlen, d. h., fiir die Indexmenge gilt
I = I'. Hingegen lauft die Zeit beim kontinuierlichen Prozess in den reelen Zahlen, I = R.

Aus einem Prozess {X;} kénnen wir den D—dimensionalen Zufallsvektor

X«,—(t) = (Xt+T17 Xt+727 Ce 7Xt+7'd> Ce 7Xt+TD) (41)
konstruieren, mit den Zeitversatzen
T= (1,723 Tdy---,TD) , Ta€I . (4.2)

Der Prozess wird stationdr, genannt, wenn fiir beliebige 7 und zu beliebigen Zeitpunkten #;
und t, die Vektoren X (t;) und X.(t2) die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. In
diesem Sinne héngen bei einem stationéren Prozess {X;} die statistischen Eigenschaften nicht
vom Zeitpunkt ¢ ab.!)

1)Nehme der Zufallsvektor X = (Xi,...,Xp) die Werte & = (x1,...,2p) € R” an. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung (kurz: Verteilung) S von X definiert als die Wahrscheinlichkeit, mit der Xy < xq4,
d=1,...,D,gilt. S ist also die Funktion S : RP? — [0, 1], so dass

Wenn es eine Funktion p : RP — R, p(x) > 0, gibt, aus der die Verteilung P(x) gemif

P(z1,...,2p) :/xl .../xDp(:B*)dw*

— 00 —00

o7
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Hiufig interessieren wir uns fiir den Mittelwert einer Funktion f(z1(t),...,zp(t)) : R? — R.
Dabei unterscheiden wir vier Falle:

Zeitmittel zeitdiskreter Signale:

7= aim ST ), () (4.3)

sofern dieser Grenzwert existiert, was wir hier immer voraussetzen.

Zeitmittel zeitkontinuierlicher Signale:

f=lim = [ f(xi(t),...,zp(t))dt , (4.4)

sofern das Integral und der Grenzwert existieren.

Scharmittel amplitudendiskreter Signale: Nehme X, die Werte 24,,,, mq = 1,..., My,
mit den Wahrscheinlichkeiten pg,,, an, und (Xy,...,Xp) die Werte (1mys---, TDmp)
mit den Verbundwahrscheinlichkeiten s,,, ,,,. Dann definieren wir

My,....Mp
—Schar

f = Z f(@1mys s ZDmp ) Smymp - (4.5)

mi,....mp=1

Scharmittel amplitudenkontinuierlicher Signale: Nehme X; die Werte x; € R mit der
Wahrscheinlichkeitsdichte pg(z4) an, und (X,..., Xp) die Werte © = (z1,...,2p) € RP
mit der Verbundwahrscheinlichkeitsdichte p(x). Dann definieren wir

T R CIOREE (4.6)

sofern dieser Grenzwert existiert.

berechnet werden kann, dann heisst p Verteilungsdichte. Das entsprechende Wahrscheinlichkeitsmafl p : B —
[0,1], das den Borelmengen B C RY eine reelle Zahl (Wahrscheinlichkeit)

u(B) = [ pla)da

zuordnet, ist dann absolut stetig beziiglich des Lebesgue-Mafes A auf den Borelmengen aus R”. u heisst
absolut stetig beziiglich A\, wenn aus A\(B) = 0 auch p(B) = 0 folgt. Jede Nullmenge beziiglich A ist hier also
auch Nullmenge beziiglich p.

Eine Borelmenge ist eine Teilmenge aus R”. Beispielsweise ist jeder offener, abgeschlossener und halboffener
D—dimensionalen Quader eine Borelmenge. Dariiber hinaus ist jede abziéhlbare (mégleicherweise unendliche)
Vereinigung oder auch jeder abzéhlbare Durchschnitt von Borelmengen wieder eine Borelmenge. Die Borelmen-
gen bilden somit eine sogenannte o—Algebra von Teilmengen des RP, auf der ein Wahrscheinlichkeits-Maf in
natiirlicher Weise definiert werden kann.

Die d—te eindimensionale Randverteilung von P ist die Funktion P; : R — R,

Py(zq) = P(400,...,+00,24,+00,...,+00) .

Sie entsteht also im Falle absolut stetiger Zufallsgrofien durch Integration der Dichte s iiber alle Variablen, aufter
Xrq.
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Solche Wahrscheinlichkeitsdichten existieren nicht immer. Beispielsweise hat (X (¢), X (t+
7)) keine Dichte, wenn die Realisierung von {X(¢)} eines der chaotischen Signale f) —
h) in Bild 3.2 ist. In der Praxis der Signalverarbeitung kann man jedoch héufig in guter
Néherung von der Existenz einer solchen Dichte ausgehen, denn reale Zeitreihen sind
immer verrauscht.

Mit der Verteilung P(x) von X konnen die beiden Mittelwerte (4.5) und (4.6) auch einheitlich

wie folgt geschrieben werden,
—Schar

f = f(x)dP(x) .
RD

Das Zeitmittel kann man auch fiir Mischformen aus zeit—diskreten und —kontinuierlichen Zufalls-
grofen definieren und das Scharmittel aus Mischformen amplituden—diskreter und —kontinuierlicher
Zufallsgrofien.

In der Praxis der Signalverarbeitung setzt man héufig voraus, dass fiir nahezu beliebi-
ge Funktionen f Zeit— und Scharmittel gleich sind, was nicht selbstversténdlich ist. Gilt die
Gleichheit

?Zeit _ ?Schar ’
so nennt man die Signale ergodisch. Man ldsst dann die Beschriftungen ,Zeit” bzw. ,,Schar” weg.
Fassen wir die Signale {z(¢)} und {y(¢)} als Realisierungen zweier ergodischer stochasti-
scher Prozesse {X(t)} bzw. {Y(¢)} auf, dann kénnen wir den Korrelationsfunktion (3.19) als
Mittelwert iiber die Zufallsgrofe

[(X(t) - X]- [(Y(t+7)-Y]

Ox 0Oy

f(X(@),Y(t+71)) = (4.7)

auffassen, wobei iiber die Verbundverteilung P, (x,y) von (X(t),Y (¢t 4+ 7)) zu mitteln ist, also

PX,Y(T)Zf(X(t),Y(t+T>):/ (lE—X)-(y—Y)

R2 ox 0Oy

dP,(z,y) . (4.8)

Im Fall, dass es eine Verbunddichte p(z,y) gibt, gilt dann dP(x,y) = p(z,y) dz dy.
Fir X =Y geht (4.8) tiber in die Autokorrelationsfunktion,

p(t) = /R2 (1 - X(zg(jz mS, AP, (1, 22)

_ LQ(/RmedPT(xl,xg)—?) . (4.9)

Ox

4.2 Zusammenhang von Korrelationsfunktion und Spekt-
raldichte

Haben die Signale eine endliche Energie, gelten also fjozo |z(t)| dt < oo und f_t:o ly(t)| dt < oo,
so definiert man in der Signal- bzw. Nachrichtentheorie die Funktion

ery(T) = lim x(t)y(t+7)dt (4.10)
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und nennt sie ebenso Kreuzkorrelationsfunktion, bzw. fiir x = y Autokorrelationsfunktion,

e(r) = lim x(t)x(t+7)dt (4.11)

Im Unterschied zu (3.22) fehlt hier der Faktor 1/7". Somit ist e,, im Wesentlichen die Kreuz-
energie, wohingegen p, , eine Kreuzleistung ist.
Unter Beachtung von (4.4) kénnen wir auch wie folgt schreiben,

Zeit

ery(T)=T-X(@t)Y(t+T1)

Zwischen der Kreuzkorrelationsfunktion (4.10) und der Fourierspektraldichte (vgl. Gln.1.17
und 1.19) gibt es einen Zusammenhang. Es gilt:

ery(T) = /_+OO z(t)y(t+ 7)dt

100 +oo +oo )

= 5 x(t)/ Y (jw)e* ) dw dt
T J -0 —0o0
1 +o0o ) +oo )

= o Y(jw)e””/ z(t)e dt dw
T J - —0o0

1 [t .
- = / V()X () de

Der Ausdruck E, ,(jw) = Y (jw) X *(jw) heifst Kreuzenergiespektraldichte. Wir schreiben damit

I

ery(T) = py Ex,y(jw)ej‘” dw

. (4.12)
E,,(jw) = / emvy(T)e_jW dr

—00

Die Kreuzkorrelationsfunktion e, ,(7) ist also die inverse Fourier-Transformierte der Kreuz-
energiespektraldichte E, ,(jw), bzw. ist umgekehrt E, , gleich der Fourier-Transformierten von
€yy- Dieser Zusammenhang (4.12) ist das sogenannte Wiener—Chintchin—Theorem.

Fiir zwei Zufallsgrofen X und Y wird die Kreuzspektraldichte Fxy (jw) definiert als die
Fouriertransformierte der Kreuzkorrelationsfunktion (4.10).

Gilt x(t) = y(t), so ist E(jw) = E, »(jw) die sogenannte Energiespektraldichte des Signals
(im Engl., Power Spektrum),

E(jw) = X (jw) X" (jw) = [X (jw)|* .

Entsprechend sind dann die AKF (4.11) und das Power Spektrum tiber die Fourier-Transformation
miteinander verkniipft. Power Spektrum und AKF sind demzufolge dquivalente Moglichkeiten,
lineare statistische Zusammenhénge in einem Signal zu beschreiben.
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4.3 Beispiele

4.3.1 Vollkommen unabhangiger Prozess

Ein stationiirer Prozess {X (t)} heisst vollkommen unabhingig,®) wenn die Verbundverteilung
des Zufallsvektors (4.1) zu jedem Vektor von Zeitversitzen (4.2) als Produkt der eindimensio-
nalen Randverteilungen darstellbar ist,

Pr(x) = [ [ Pulza) -

Bezeichne nun P, (x4, z5) die Verteilung von (X (t), X (¢4 7)). Fiir die Autokorrelationsfunktion
(4.9) erhalten wir somit fiir 7 # 0,

o p(7) X = / x1 -y AP (21, 22)
R2

= /2 TR ) dpl(]?l) sz([Eg)
R

2

:z‘éxldPﬂﬂ)léxQdRﬂ@):if

Daraus folgt, falls 02 # 0,
p(r) =0 .

Aus fritheren Uberlegungen wissen wir schon, dass p(0) = 1. Somit gilt insgesamt

p(T)Z{é T=y

sonst.

Man sagt dazu, der i.i.d. Prozess ist d—korreliert. Ein Beispiel ist das Signal 1) in den Bildern 3.2
sowie 3.3.

Die Bezeichnung ,,0—korreliert” riithrt daher, dass im Falle ergodischer Signale die folgende
Gleichheit von Schar— und Zeit-Mittel gilt,

/ x1 - x9 dPr(x1,29) = lim —/ x(t) - x(t+7) dt .
R2

T—oo 1" J 19

Fiir die Korrelationsfunktion (4.11) bedeutet dies, dass sie an der Stelle 7 = 0 divergiert. Sie
kann dann aber fiir mittelwertfreie Signale, X = 0, durch eine 6—Funktion beschrieben werden,

e(t) =0 -d(7) .

Setzen wir dies in (4.12) ein, so erhalten wir

+oo
E,,(jw) = / o 6(1) e 7 dr = o? |

o0

2)Im Englischen nennt man solch einen Prozess independent identically distributed (i.i.d.). Dabei bedeutet
Jdentically®, dass alle Zufallsgrofien X (¢) dieselbe Verteilung haben, nicht aber, dass dies notwendig die Gleich-
verteilung ist.
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fiir w > 0. Die Energiespektraldichte eines i.i.d. Prozesses ist also fiir alle Werte der Kreisfre-
quenz w gleich der Varianz o2 des Prozesses. In Analogie zum Lichtspektrum sagt man hierfiir
auch: ,das Spektum eines i.i.d. Signals ist weifs"“.

Die Gesamtenergie eines i.i.d. Signals ist unendlich, sofern ¢? > 0. Man gibt daher die
Energie von Rauschsignalen besser bezogen auf ein Frequenzband an, etwa in Einheiten von
Ws/Hz.

Generell heisst ein Prozess mit konstanter Spektraldichte weifl. Dies ist nach dem Wiener—
Chintchin—Thorem gleichbedeutend damit, dass der Prozess d—korreliert ist. Ist die Spektral-
dichte nicht konstant, so nennt man den Prozess auch farbig. Farbige Prozesse sind immer auch
korreliert.

Wir haben oben gezeigt, dass ein jeder i.i.d. Prozess d—korreliert (weifs) ist. Die Umkehrung
gilt jedoch im Allgemeinen nicht.

4.3.2 Korrelation normalverteilter Zufallsgrofsen

Wir betrachten einen Zufallsvektor (X,Y'), der zwei-dimensional normalverteilt ist. Beide Zu-
fallsgrofen seien normiert (Varianz 1, Mittelwert 0). Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist dann

(Bild4.1)
1 22 — 201y + 12

P\TY) = 77— XP | —

(@9) 2my/1 — 02 2(1 - 0?)
Daraus berechnen sich wie folgt die Randverteilungsdichten, unter Beachtung von 2% — 2pxy +
y*=a*(1-¢%) + (y — ox)*

(4.13)

s = [ st

Bild 4.1: Zweidimensionale Normalverteilung bei verschiedenen Korrelationskoeffizienten p. Die vertikale Ska-

leneinteilung ist auf zp.x = (271\/@)
Regressionsgerade, deren Anstieg ist o

1
skaliert. Der dick gezeichnete Strich im Definitionsbereich ist die
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Wegen?)

folgt schliefslich

Analog erhalten wir die andere Randdichte

so(y) = /s(x,y) dz = \/12_7Texp [_y;}

R

Den Korrelationskoeffizient zwischen X und Y erhalten wir aus*)

Pxy = /er s(z,y) dr dy
R2

_ } 2
1 / x? / 1( y—ox dud
= ——— |z exp|—— exp | —= | T——= T
o ,—1—Q2R p_ 2_ Yy exXp B /—1—Q2 Yy
1 [
— [z exp|——| 02 V1 —02V2rdx
o T_QQR/ Pl=5 e V1—0*V
1
= —————— V2101 — 02 Vo2rdx
2my/1 — 0? ¢ ¢

Offenbar folgt hier aus ¢ = 0 die statistische Unabhéngigkeit,

s(x,y) = s1(x) - sa2(y) -

Umgekehrt hatten wir schon allgemein gezeigt, dass aus der Unabhéngigkeit die Unkorreliertheit
folgt. Somit sind zwei normalverteilte Zufallsgrofien dann und nur dann statistisch
unabhingig, wenn sie unkorreliert sind.

Damit zeichnet sich die Familie der Normalverteilungen gegeniiber anderen Familien von
Verteilungen aus. Sie ist aber mit dieser Eigenschaft durchaus nicht die einzige Familie. Gleiches
trifft beispielsweise fiir die folgende Familie von Wahrscheinlichkeitsdichten {ss(x,y)}scp,1 2u,

1+0 : (C(],y)E(BOXBo)U(Bl><Bl)
ss(z,y) =< 1—=9 : (z,y) € (Bo x By) U (B x By)
0 : sonst,

mit den Intervallen By = [0, 1/2[ und B; = [1/2, 1[. Hier erhélt man nach einfacher Rechnung
0 = 3/46, wobei wie im Falle der Normalverteilung aus o = 0 = ¢ die Unabhéngigkeit folgt.

3)Wir benutzen hier das Poisson—Integral fR e~ (y—a)?/(26?) dy = bv/2m.
y—a)2 g
+)Wir verwenden hier [, ye~ s dy = abyv2r und [, e~ % dr = V2.
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4.3.3 Vollkommen abhangiger d—korrelierter Prozess

Wir betrachten den vorwarts—determinierten nichtlinearen Prozess
X(t+1) = f(X(t)) — 4 X(t) (1 - X(t)) . (4.14)

Eine typische Realisierung ist Signal g) in Bild 3.2. Man erhélt sie, indem man (per Zufall)
eine reelle Zahl z(1) aus dem Intervall [0, 1] wéhlt. Dies ist dann mit Wahrscheinlichkeit eins
eine irrationale Zahl, die nach der Iterationsvorschrift, der sogenannten logistischen Abbildung
(3.20), eine typischen chaotischen Orbit {x(f)}:—1 2 . generiert. Typisch bedeutet, dass seine
Werte x(t) nach folgender Wahrscheinlichkeitsdichte im Intervall [0, 1] verteilt sind

1  O<ax<l
p(z) = { TV x(l - x) (4.15)
0 : sonst.

Mit diesem Wahrscheinlichkeitsmaf ist der Prozess ergodisch.

Im Bild 4.2 sind einige Iterierte der logistischen Abbildung f dargestellt, sowie die zugehorige
f-invariante Wahrscheinlichkeitsdichte.?)

Solch ein Orbit (Signal) ist d—korreliert, was wir aus folgender Rechnung erhalten:
Der Mittelwert ist hier X = fol x - p(x) dx =1/2. Unter Beachtung von z, = f7(z,) folgt

o) = 1 / (t0—0,5) - (2, — 0.5) dP(xo,z,)

_ /(x—0,5)-(fT(a:)—0,5)-p(3:) dr . (4.16)

0
Der Integrand h(z) = (x—0,5)(f7(x) —0,5) p(z) ist schiefsymmetrisch bez. x = 0,5, denn f ist
symmetrisch, f(z) = f(1 — x). Folglich ist auch die 7-te Iterierte f™ = f o f7~! symmetrisch,
also f7(z) = f7(1 — ) fiir 7 > 1. (Hierbei setzen wir f°(x) = z.) Fiir die Dichte p gilt das
Gleiche, p(x) = p(1 — z). Damit haben wir

h(l—2)=(1-2)—=0,5)(f"(1—2)—0,5)p(l —z) = —h(z) .

Somit verschwindet das Integral in (4.16), es gilt also p(7) = 0 fiir 7 # 0. Ein typischer
Orbit der logistischen Abbildung (4.14) ist somit d—korreliert. Es gibt also Prozesse, die
determiniert und gleichzeitig unkorreliert sind. Die Abhéngigkeiten zwischen X (¢) und
X (t+7) sind hier rein nichtlinear. Sie werden mit der Korrelationfunktion nicht erfasst, da diese
nur lineare Zusammenhénge beschreibt. Dies macht die bedingte Interpretationsméglichkeit der
Korrelationfunktion als Maf fiir statistische Abhéngigkeiten besonders deutlich.

4.3.4 Gleitmittel-Prozess

Sei {X(t)}; ein i.i.d. Prozess mit Mittelwert Null und Varianz c%. Daraus konstruieren wir
einen neuen Prozess {Y (¢)}, indem wir

D

Y(t)=> ag- X(t—d) (4.17)

d=0

5)Ist B eine Teilmenge (Borelmenge) aus dem Intervall [0, 1] und x das zur Dichte (4.15) gehdrige Wahrschein-
lichkeitsmafR, so gilt y(B) = p (f~*(B)). Man sagt dafiir, dass p ein invariantes Maff beziiglich der Abbildung f
ist. Dabei ist f~1(B) die Menge aller Punkte aus [0, 1], die durch f auf B abgebildet wird. Ist ein Maf invariant
beziiglich f, so ist es offenbar auch invariant beziiglich jeder hcheren Iterierten f7.
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1.0 r=9
z(t+71) 0.5 / /
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1
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Bild 4.2: Oben:Logistische Abbildung z(t) — z(t + 7) = f7(x(t)) fiir verschiedene Iterierte 7 = 1;2;3 Unten:
Zugehorige Wahrscheinlichkeitsdichte (4.15)

setzen. Dieser Prozess heisst dann Gleitmittel-Prozess der Ordnung D und wird mit MA(D)
abgekiirzt. Hierbei setzen wir ap # 0 voraus, a; € R sind Konstanten. Man skaliert X (%)
gewohnlich so, dass ag = 1 gilt. ¢)
Fiir den Mittelwert erhalten wir
Y=0.

Die Varianz ist
D
2 _ 2 2
Oy =0x - E aq
d=0

was durch einfache Rechnung aus der Unbhéngigkeit der X (¢) folgt. Die Autokorrelationsfunk-
tion des Prozesses (4.17) ist

1 : 7=0
2 D-—71
p(T) = (g—X> : aq - Ad4r + T = 1,...,D (418)
Y d=0
0 : 7>D

Unser Beispiel (3.21) fiir ein MA-Signal (Bild 3.2 j)) hat die Ordnung 20, folglich sollte
die AKF im Bild 3.3 j) fiir 7 > 20 verschwinden. Dass dies nicht genau gilt, hingt damit

6)Im Englischen heisst der Gleitmittel-Prozess moving average (MA). Fiir ay = 1/(D + 1), d = 0;1;...D,
liefert dieser Prozess die Bildung des arithmetrischen Mittelwertes iiber Fenster x(t),z(t — 1),...,2z(t — D) der
Zeitreihe {z(t)}. Diese Fenster gleiten bei laufendem ¢ tiber die Zeitreihe, woher die Bezeichnung ,Gleitmittel-
Prozess” stammt. Heutzutage wird dieser Begriff aber fiir beliebige Koeffizientensiitze {aq} verwendet.
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zusammen, dass wir die AKF zu einen konkreten endlichen Signal immer nur schétzen kénnen.
Die Abweichungen von der theoretischen AKF (4.18) sind die Schétzfehler.

4.3.5 Autoregressiver Prozess

Sei {X(t)}; ein i.i.d. Prozess mit Mittelwert Null und Varianz ¢%. Daraus konstruieren wir
einen neuen Prozess {Y (¢)};, indem wir

Y(t)

X+ aq-Y(t—d) (4.19)
d=1

setzen. Falls ap # 0 gilt, heisst dieser Prozess autoregressiver Prozess der Ordnung D. Er wird
mit AR(D) abgekiirzt.

Autoregressiver Prozess 1. Ordnung, AR(1): Fir D = 1 ist (4.19) ein autoregressiver
Prozess 1. Ordnung,
Yt)=a-Y(t—-1)+X(t) , (4.20)

mit dem Parameter a = a;. Durch sukzessive Substitutionen kénnen wir hierfiir auch wie folgt
schreiben,

Y(t) = alaY(t—2)+X(t—1)]+ X(t)
= @*laY(t—3)+X(t—2)]+aX(t—1)+ X(t)
— inadX(t—d) : (4.21)

d=0

Der Vergleich mit (4.17) ergibt, dass ein autoregressiver Prozess 1. Ordnung auch als Gleitmit-
telprozess der Ordnung unendlich, MA(+00), aufgefasst werden kann.
Zuweilen ist es niitzlich, (4.20) unter Verwendung des Verschiebeoperators V¢ umzuschrei-
ben,
ViYt)=Y(t—d) , d=0;1;2;... (4.22)

Dann geht (4.20) iiber in
(1—aV)Y(t)=X(t) . (4.23)

Der Vergleich mit (4.21) liefert

+00
Y(t) =< _1aVX(t) = (; adVd> X(t) . (4.24)
Durch einfache Rechnung erhalten wir den Mittelwert von AR(1),
Y =0,
und die Varianz .
oy = o% Z a* (4.25)
d=0
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Die Varianz ist endlich, wenn die Reihe konvergiert, also fiir a? < 1 bzw. |a| < 1. Wir erhalten

dann
2
Ox

1—a2

oy =

Eine endliche Varianz, hier also die Bedingung |a| < 1, ist wiederum eine notwendige Bedingung
dafiir, dass der Prozess stationar ist. Konstruieren wir aus dem Term auf der linken Seite in
(4.23) ein Polynom in V, 1 —aV = 0, so kénnen wir fiir die Stabilitdt des Prozesses auch
fordern, dass die Wurzel V* = 1/a dieses Polynoms auferhalb des Einheitskreises (—intervalls)
liegt, also V* > 1.

Aus (4.18) und (4.21) finden wir unter Beachtung von (4.25) die AKF von AR(1),

2 +oo
o 0x d _d+T
p(7) (ay> ; a’a
+o0
_ (1 _ a2) arzazd
d=0
—= aT
Fiir |a| < 1 féllt also der Betrag der AKF exponentiell mit 7 ab. Ist a negativ, dann alterniert
die AKF zwischen positiven (7 gerade) und negativen (7 ungerade) Werten.
Setzen wir in (4.20) den Parameter a = 1, erhalten wir eine sogenannte Irrfahrt. Dies ist
ein nichtstationéirer Prozess, mit dem Mittelwert Y (¢) = tX und der Varianz a%(t) = to%. Als
Irrfahrt werden zum Beispiel Aktienkurse modelliert.

Autoregressiver Prozess beliebiger Ordnung: Der autoregressive Prozess (4.19) kann
auch fiir hohere Ordnungen, D > 1, auf einen Gleitmittelprozess MA(4o00) zuriickgefiihrt
werden, denn durch sukzessive Substitutionen kénnen wir wie folgt schreiben,

D
Y(t) = Y ag Y(t—di)+X(t)
di=1
D D
= > ag | Y ag, Y(t—d—dy)+ X(t—dy)| + X(t)
di=1 do=1
D D
= Y agagY(t—di—dy)+ Y ag X(t—di)+X(1)
dy,do=1 di=1
D D D
= Z ad,ad, Zadg Y(t—dl—dg—d3)+X<t—d1—d2) +Zale<t—d1)+X(t)
d17d2:1 d3:1 d1:1
D
= ) 4,00,08,Y(t —di — dy — dy)
dq,d2,dz=1

D D
+ Y aqapX(t—di—dp) + > ag, X(t—dy) + X(t)

dy,do=1 di=1
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Fir
D
Kl'l—r>n<x> Z ag, CLdKY(t — dl — dK) =0
diy...,dg=1

YO =X +> > ag.. 0 X{t—d— ... —dg) . (4.26)
Somit kénnen wir Y'(¢) als einen Gleitmittelprozess der Ordnung unendlich ansehen,

- i baX (t —d) . (4.27)

Durch Koeffizientenvergleich mit (4.26) erhalten wir die Beziehungen zwischen den a4 und by,

by = 1

bh = wm

by = a% + a9

by = a°+2aias+ as (4.28)

(4.29)

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz und somit fiir die Stabilitdt des Prozesses
(4.27) ist, dass die Reihe ), |bq| konvergiert.

Aus der vorausgesetzten Mittelwertfreiheit m = 0 folgt, dass auch der Mittelwert von
AR(D) verschwindet, Y (¢) = 0. Fiir die Varianz von AR(D) erhalten wir

400
2 _ 2 2
O-Y_OXE by .
d=1

Die AKF lautet fir 7 > 0 (vgl. (4.18)),

2 ¥ 00 B
:_gzbdbw:%. (4:30)
e S

Um die AKF aus den Koeffizienten a4 zu berechnen, miissen wir den Zusammenhang der
Koeffizienten b, des Prozesses (4.27) mit den Regressions—Koeffizienten a4 auffinden. Dies ist
im Allgemeinen algebraisch umsténdlich. Nimmt man jedoch an, dass der Prozess stationér
ist, dann vereinfacht sich die Berechnung. Dazu multiplizieren wir beide Seiten in (4.19) mit
Y (t — 7)/0% und bilden dann den Mittelwert,

Y{OY(t—7) _ szad V(i—d)Y(t—7) XOY(-7)

2 2
g g (o}
Y d=1 Y Y

Fiir 7 > 0 verschwindet der letzte Summand X (¢)Y (t — 7)/0%, denn X (¢) und Y (¢ — 7) sind
unabhéngig. Fiir den Mittelwert gilt nach Voraussetzung X (t) = 0. Aus der vorausgesetzten
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Stationaritét und unter Beachtung der Symmetrie p(7) = p(—7) folgt dann fir die AKF des
Prozesses (4.19) das Gleichungssystem

Zad p(t—d) , firaller >0 . (4.31)
1

p(7)
d=

Dieses lineare System von Differenzengleichungen ist unter dem Namen Yule-Walker-Gleichungen
bekannt. Aus ihm kann, bei gegebenen Koeffizienten a4, die Korrelationsfunktion p(7) berechnet
werden.

Wir betrachten zunéchst den Fall D = 2. Dann geht (4.31) tiber in

p(1) = ap(=1) + aip(0)

p(2) = azp(0) + aip(1)
p(3) = asp(l) + aip(2)
p(4) = azp(2) + a1p(3)

Unter Beachtung von p(—1) = p(1) und p(0) = 1 finden wir aus der ersten Gleichung

f)(l)zl_a2 :

a1

Damit gehen wir in die zweite Gleichung ein und berechnen

ai

2) = .
p(2) R

Iterativ konnen wir somit auch fir 7 = 3;4,... die AKF vom stationéren Prozess AR(2)
berechnen,

p(1) = arp(T = 1) + azp(T = 2) .
Unter Verwendung des Verschiebeoperators (4.22) kénnen wir (4.19) umschreiben
D

X(t) = Y(t)=> agY(t—d)

d=1

— (1 — iadvd> Y (t) .

Analog zum Fall erster Ordnung (4.24) schreiben wir auch hier wie folgt,

V()= — Xt = (f bdvd> X(t) . (4.32)

D
1-— Z advd
d=1
Das Polynom in V vom Grad D,
D
1= aV'=0, (4.33)
d=1

heisst charakteristische Gleichung des Prozesses AR(D). Man kann zeigen, dass die (im All-
gemeinen komplexwertigen) Wurzeln des charakteristischen Polynoms auferhalb des Einheits-
kreises liegen miissen, damit der Prozess stationdr ist (s. z. B. [BoJe76], S. 54).

Fassung vom 29. Januar 2007 69



B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

70 Fassung vom 29. Januar 2007



Kapitel 5

Autoregressives Pradiktor—Modell

5.1 Lineares Modell

Gegeben sei eine Zeitreihe

{xt}thl
zu der wir ein Pradiktor—Modell
T = fD(Sthly Tt—2y - 736}71))
fp: RP? — R

entwickeln wollen. Dabei soll die mittlere Energie des Pradiktions—Fehler—Signals minimal wer-
den, also

(2 — 2)? = Minimum! (5.1)
Darin bedeutet
1 T
f— > 2 = 1 p— >
=B = Jm 7 p 3 (=%

D heifst Pradiktorordnunyg.
Wir machen zunachst den linearen Pradiktoransatz

D
Ty = E Aqli—q -
d=1

Setzen wir diesen in die linke Seite von (5.1) ein, so erhalten wir

5 2
glay,...,ag...,ap) = (:ct —Zadxtd> ) (5.2)
d=1

Zur Bestimmung des Minimums der Fehler—Funktion g bilden wir alle partiellen Ableitungen
nach den noch unbekannten Pradiktorkoeflizienten agz« und setzten diese null. Wir erhalten
dann das Gleichungssystem

1 Og D
0= 56%* = (a:t — Z adxt_d> Ti_ g+

d=1

D

= XTtTt—qdx — E Aqglt—dlt—d* -
d=1
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Darin lauft d* von 1 bis D.
Nehmen wir nun an, daft die Zeitreihe stationdr und o.B.d.A. auch mittelwertfrei ist, mit
der Varianz 1. Dann ist

TiTg = 0(d")  bzw. Tr—aTi—g- = o(|d" — d|)

die Autokorrelationsfunktion an der Stelle d* bzw. |d* — d|. Damit geht das obige Gleichungs-
system iiber in

Mw

aq o(|d* — d=1,2,...,D .
d=1

Das ist ein lineares inhomogenes Gleichungssystem fiir die Pradiktorkoeffizienten a,. Ausfiihrlich
lautet es

o(1) 1 o(1) o(D—1) ay
9(‘2) _ o(1) 1 8 o(D —2) y a:2 53)
o(D) o(D—-1) o(D—-2) ... 1 ap

Kiirzer schreibt man auch

QT —cal
Die Autokorrelationsmatrix C' ist symmetrisch mit Einsen auf der Hauptdiagonalen. Diese
sogenannte Toeplitz—Struktur ist fiir eine numerische Losung des Gleichungssystems vorteilhaft.

Beispiel: unkorreliertes Signal

Fiir unkorrelierte mittelwertfreie Signale ist C' gleich der Einheitsmatrix und folglich a = o.
Das bedeutet, im Rahmen einer linearen Vorhersage minimiert Z; = 0 den mittleren quadrati-
schen Vorhersagefehler. Wére das Signal nicht auf den Mittelwert * Null normiert worden, so
hétten wir z; = T erhalten. Wird also bei unkorrelierten Signalen der Mittelwert als Vorhersa-
gewert genommen, so minimiert dieser im Rahmen einer linearen Modellbildung den mittleren
quadratischen Vorhersagefehler.

5.2 Nichtlineares Modell

Ein unkorreliertes Signal kann in bestimmtem Mafse pradiktierbar sein, ndmlich dann, wenn
nichtlineare Abhéangigkeiten bestehen. Diese werden mit nichtlinearen Pradiktoransétzen erfafst,

so zum Beispiel mit:
E AqTi—q + E ba,dyTt—d, Ti—dy -
dy,d2=1

Dieser nichtlineare Préidiktoransatz fiihrt wiederum auf ein lineares Gleichungssystem fiir die
D + D? unbekannten Koeffizienten ag und bg,q,. Die Koeffizientenmatrix besteht dann aber
neben den Korrelationskoeffizienten T;_gz;—s = o(|d* — d|) auch aus Korrelationen héherer
Ordnung, zum Beispiel

Lt—dy Tt—dy Lt—dt Ti—dj -
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5.3 The General Prediction Problem

For processes
{S(@®)}, (5.4)
and

{&W)}e . &@) = (&p(t), ..., &alt), ... &u(D)) (5.5)

a predictor f, for &(7) is considered as a function of the observable variables (observables) &.
We suppose stationary processes, hence the predictor f, should depend only on the prediction
step 7 but not on the instant ¢. The prediction error

0(7) = &(7) — f-(€) (5.6)

causes costs ¢(d). Depending on the field of application, there is a variety of possible costs
functions. It is useful to give ¢ some general properties:

1. ¢ is not negative, ¢(d) > 0, and the exact prediction causes no costs, ¢(0) =0 .

2. A greater magnitude of the prediction error should not lead to lower costs, ¢(J§) < ¢(6%)

for |6] < [6*] .

From a mathematical point of view, the prediction problem is to specify f,, belonging to a
certain set of allowed functions, such that the costs of the prediction error (5.6) are minimized
in the mean,

(c(6(7))) = Ir}in! (5.7)

Herein the mean (-) has to be taken over the (joint) probability measure p,(x,z() of the
(D + 1)-dimensional random vector

(&, 60(7)) = Eps - -+, 61,60(7)) - (5.8)

Thus the left hand side of (5.7) can be rewritten as

@) = [ cloo— @) dunlez0) (5.9)
R1+D
If ., is absolutely continuous we could also write
dpr (2, 20) = s- (2, x0) dedz ,

where s, denotes the corresponding (D +1)-dimensional probability density. In the following we
mostly operate with such densities though most of the theory can be expressed also for singular
probability measures. This is the situation, e.g., in most chaotic dynamical systems, where the
measures are often fractal. However, in practice of data analysis absolutely continuous measures
are a more appropriate model due to superimposed noise of any real data.

Fassung vom 29. Januar 2007 73



B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

5.4 Best Least Mean Square Predictor

In (5.7), we search for a specific f, among all allowed predictors, for which the integral on the
right hand side of (5.9) exists. Of course, before starting our search we have to specify the cost
function c. Widely used is the square function,

c(6) =% . (5.10)

With it we look in (5.7) for the so—called least mean square (LMS) of the prediction error.
Now we can derive an explicit expression for the best predictor as follows: We introduce the
D—dimensional marginal density

p(x) E/RST(JJ,J]())dZEO (5.11)

and the conditional probability density

s-(x, x0)

O (5.12)

Sra(To) =

which is, for a fixed € RP, a function of 7y, € R alone.
We derive now a formula for the best LMS predictor. Using (5.10) we can rewrite (5.9) as
follows,

«wmnzfgmmmmwm, (5.13)

RD
where we have set

g%@D?AM—ﬁ@W%wmm

This can be rewritten as
9(fr) = f? —2f7/acosmC dxo+/x3377m dz .
R R

From p(xz) > 0 and g (f.(x)) > 0 for all z € R” we conclude that the minimum in (5.13)
is attained if for (almost) each possible vector @ the term g (f;) attains its minimum. Then,
from dg/df;| s —bess = 0, and d?g/dfZ = 2 > 0 we get an explicit expression for the best LMS
predictor,

fhest(x) = /Rxo Sra(xo) dzg (5.14)

Thus we see that, in the LMS sense, the best prediction from the set of observations « is the
expected value of the conditional density (5.12). In general, fP*' is a non-linear function of x.
A similar result can be derived if the random variables (5.4) and (5.5) are discrete in ampli-
tude. In order to include also the case of a vanishing prediction error, which is the deterministic
case, Sy dxg in (5.14) has to be replaced by a suitable singular conditional measure dg; 4.
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5.5 Nearest Neighbor Predictor

In practice we are confronted with the difficulty of computing (estimating) the required con-
ditional probabilities and finally the corresponding expectations (5.14). Several methods ha-
ve been proposed for estimating such expectations directly from the time series. (see e.g.

[FAR87, CAS89, CAO99]|). Motivated by chaos theory, we first construct a (D + 1)-dimensional
phase space. Given only one time series

fro(}, . (5.15)
this can be done, e.g., by some delay—coordinates (|[PAC80, TAK80, SAU91|)
zg(t) =xo(t+(d—1)9) , d=1,...,D (5.16)
for a time lag ¥ < 0, leading to a so—called D—dimensional embedding
x(t) = (zo(t + (D —1)9), ..., 2ot + 1), x0(t)) . (5.17)

Then the prediction scheme is based on a nearest neighbors search from which the expectations
are estimated. More precisely, our forecast for (¢ + 7) is now

Flet) = g 3 wlt ) (5.18)
ot € O ()

01y denotes the set of all instants ¢* such that the past «(t*) is similar to the most recent past
x(t) within uncertainty +e/2,

Oo = (¢ () —z(t)||<e/2 . ' =(1—(D—1)0), ..., t—7} .

Herein, || - || is some suitable norm, e.g. the maximum norm, and #6,,) denotes the number of
elements in the set 0. The parameter € > 0 should be on the one hand small enough to be
specific to the given x(t), and on the other hand, ¢ should be large enough to avoid an empty
0z(+). Here, the problem is to find “good” embeddings. This means, we need “good” delay steps
¥ and a sufficiently high but not too high embedding dimension D. A method to find such an
optimal delay step ¥ based on the mutual information function of the time series was proposed
in [FRAS86|. However, though widely used, this method does not always work well. Later in this
chapter we offer an alternative when we search for delay—embeddings that are not necessarily
equally spaced in time.
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Kapitel 6

Nichtparametrische Schatzung von
Wahrscheinlichkeitsdichten

6.1 Motivation

Aus der Wahrscheinlichkeits—Verteilung P(z) einer Zufallsgrofe £ oder allgemeiner, der Vertei-
lung P(x) eines Zufallsvektors &, mit

P(x) =prob(& < z4,....&6p < xp) ,

konnen letztlich alle Probleme der stochastischen Signalverarbeitung behandelt werden. Inso-
fern ist die Situation dhnlich wie etwa in der statistischen Physik, wo auch die entsprechende
Wahrscheinlichkeitsverteilung den Schliissel zur thermodynamischen Beschreibung von Vielteil-
chensystemen bildet. In der Praxis der stochastischen Signalverarbeitung kennt man die Ver-
teilungen jedoch in der Regel nicht. Hier hat man im Allgemeinen nur eine endliche Messreihe
{x(t)}L, gegeben. Bei einigen Fragestellungen wie der Anpassung von AR-Prozessen (s. Kap.
5) wird das Problem der expliziten Bestimmung der relevanten Verteilungsfunktionen umgan-
gen, indem aus den Daten zunéchst die Korrelationsfunktion p(7) und daraus die Regressions-
parameter ag durch Losen von (5.3) bestimmt werden. Bei Kenntnis der relevanten zweidimen-
sionalen Verteilungen P(x;,x;,,) des zugrunde liegenden Prozesses {(£(t),&(t + 7)) }+, konnten
die Korrelationskoeffizienten aber berechnet werden,

p(T) = / TtLtqr dP(Ihxt—i-T) ,
R2

und daraus letztlich auch die Regressionsparameter.

Nehmen die Daten z(t) Werte aus dem Kontinuum R? an, und sind die Daten verrauscht,
was in der Praxis letztlich immer der Fall ist, so ist es gerechtfertigt, die Existenz einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte p(x) : RP? — R anzunehmen. Sie hiingt mit der Verteilung P wie folgt
zusammen,

1 Tp
P(x) = P(ay,....zp) = / / p(a*) dz*
In diesem Kapitel wollen wir uns mit der Schéatzung solcher Dichten aus gegebenen Zeitreihen

(Messwerte, Stichprobe)
{z(t)}i

befassen.
Zunéchst sei daran erinnert, dass fiir beliebige Wahrscheinlichkeitsdichten Folgendes gilt:
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Normierung

/RDP(«’L’)dwzl

Berechnung der Randdichte (marginal distribution density):

/ p(x)dz; ... deg1dzgyq ... dz, = Dichte py(z;) von &4
Rnfl

6.2 Histogramm

Partitioniere den Wertebereich [ min; T1max] X - .- X [ZDmins TDmax] I paarweise disjunkte
Boxen B,,. Dann ist

_ #{z(t) € Bu}

SN i B,
plx) T-\B,.) ir « €

Darin ist A(By,) = [, 5,, dx das Boxvolumen. Hierin bezeichnet #M die Anzahl der Elemente
(Kardinalitédt) der Menge M.
Im Spezialfall D =1 ist B,, =|(m — 1)e, me] und wir erhalten

_ #{z(t) € By)

T - fir z€ B, .

p(z)

6.3 Naiver Schatzer

_ =) —=| <<}

p(az) const.
Im Spezialfall D =1 geht dies {iber in
N Hlzt) —z|<e} 1~ [z(t)—z
_ - S 1
p(:v) const. Te ; v 15 (6 )

mit

6.4 Kern—Schatzer

Sei K(x), mit K(x) > 0 fiir alle x € R, eine normierte Funktion, die sogenannte Kern-—
Funktion,

K(x)de =1
RD
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Pla) = T—lDZK(’”(“—‘w)

Héufig ist K radialsymmetrisch, positiv—semidefinit und unimodal.

Beispiele:

Normalverteilung mit Varianz 1

Epanechnikov Kern

D+2 T . T
K(w): W(l zca:) i<l
0 : sonst.

Darin ist ¢p das Volumen der D—dimensionalen Einheitskugel, ¢; = 2, co = 7, ¢c3 = 47/3

usw., und @1 @ = 22 + 22 + ... + 22,
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Kapitel 7

Schatzung von Zufallsgrofsen

7.1 Problemstellung und grundlegende Begriffe

Gegeben sei eine Folge von T" Messwerten

zr = {z(t)}iy -

Sie wird in diesem Zusammenhang auch Stichprobe genannt. Aus den Messwerten werde nun
eine neue Grofe

yr = f(zr)
nach irgend einer Vorschrift f : RT — R berechnet, f heisst auch Stichprobenfunktion oder

kurz Statistik. In der Praxis sind die Messwerte i. allg. mit einem Fehler behaftet, der zufalliger
Natur ist. Wir fassen deshalb x; als eine Realisierung des T-dimensionalen Zufallsvektors

Xr=X(1),...,X(T)
auf. Damit ist yr eine Realisierung der (skalaren) Zufallsgrofe
Yr = f(XT>7

und es steht die Frage, wie sich die zufélligen Eigenschaften von X7 auf Y iibertragen.

7.1.1 Mittelwertschatzung

Als Beispiel betrachten wir die Schétzung eines Mittelwertes. Alle Zufallsgrofen X (1), ..., X(T')

mogen den gleichen Wertebereich und die gleiche Wahrscheinlichkeitsverteilung haben. Wir

schreiben deshalb X (t) = X fiir alle t = 1,...,T. Es soll nun der Mittelwert ( Erwartungswert)
(X)

aus der Stichprobe x1 geschétzt werden. Wir suchen also eine Stichprobenfunktion f, so dass
yr = f(xr) ,moglichst gut* die gesuchte Groke (X) liefert. Spéter werden wir genauer defi-
nieren, was wir hier unter ,moglichst gut verstehen. Zuvor wollen wir aber einige konkrete
Stichprobenfunktion f fiir die beabsichtigte Mittelwertschitzung genauer angeben:

1. Variante: Arithmetrisches Mittel,
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2. Variante: Fir T > 10 definieren wir

3. Variante: Fur T > 2 definieren wir

4. Variante:

5. Variante: Geometrisches Mittel,

6. Variante:
fe(xr) = ,haufigster Wert der Stichprobe

7. Variante: Wert, der in der Mitte zwischen dem minimalen und maximalen Wert der Stich-

probe liegt,
Lmax + Lmin

f7(CUT) = 9

8. Variante: Sei der Stichprobenumfang 7' gerade, dann definieren wir

fler) =7 Yl

t gerade

Wir sehen also, dass die Wahl der Stichprobenfunktion zunéchst sehr willkiirlich sein kann.
Aber, welcher Schétzer ist am besten?

Zur weiteren Illustration wihlen wir als konkretes Beispiel, das ,Werfen einer Miinze*. Dabei
sei X = 0, falls ,Wappen* geworfen wurde, und X = 1 im Falle ,Zahl“. Zum Stichprobenumfang
T = 2;3 sind dann folgende Ergebnisse moglich:

T 2(1)z(2) ... z(T) Filer)

2 00 0
01 1/2
10 1/2
11 1

3 000 0
001 1/3
010 1/3
100 1/3
011 2/3
101 2/3
110 2/3
111 1
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Wenn wir nun 7-mal voneinander unabhéngig die Miinze werfen, dann erhalten wir eine
Folge aus Nullen und Einsen, also eine Binirfolge, der Linge T. Es gibt genau 27 verschiedene
Binarfolgen. Ist p die Wahrscheinlichkeit fiir ,,Zahl=1, und demzufolge 1 — p die Wahrschein-
lichkeit fiir ,Wappen=0“. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass T—mal die 1 geworfen
wurde, gleich p?. Die Wahrscheinlichkeit, dass genau (T — 1)-mal die 1 geworfen wurde, ist
gleich T"- pT=1(1 — p), denn es gibt hierfiir 7' viele mégliche Biniirfolgen, wobei eine jede die
Wahrscheinlichkeit p? ~1(1 — p) hat. Allgemein ist die Wahrscheinlichkeit, dass genau n—mal
wZahlt geworfen wird, durch
T

n

Primy = (1 )= (7.3
gegeben. Wegen Pr(n) > 0, fir n =0,1,...,T, und der Normierung

T

d Pr(n)=(p+(1-p) =1

n=0

ist {Pr(n)}l_, in der Tat eine Wahrscheinlichkeitsverteilung, die sogenannte Binomialvertei-
lung. Pr(n) ist damit aber auch die Wahrscheinlichkeit, dass unser Mittelwertschitzer f; den
Wert n/T annimmt. Die Wahrscheinlichkeit Pr(n) fiir eine einzelne Realisierung von f; strebt
fiir T' — oo und festes n gegen Null. Der Erwartungswert der Binomialverteilung ist

T
pr =Y nPr(n)=Tp
n=0

und die Varianz

T
07 = Y (n—Tp)*Pr(n) = Tp(1—p) .
n=0
Falls n ~ pr gilt der lokale Grenzwertsatz von MOIVRE-LAPLACE (s.z.B. [Gn79], S.72 ff.):
Fiir ein beliebiges fest gewéhltes k£ > 0 und n € ur + kop gilt

1i UT'PT<n) . . _n—pur
m —————>==1,mit z= .
T—oo =2 /2/\/271' ar

Das bedeutet, die Grofe o+ Pr(n) geht fir n &~ pr asymptotisch in die Standard-Normalverteilung
iiber, und es gilt hier die Naherungsformel

(7.4)

Aus

_(n—pp)?

folgt fiir beliebiges n ~ ur,
lim Pr(n)=0 .

T—o0
Unter Verwendung des lokalen Grenzwertsatzes folgt der integrale Grenzwertsatz. Danach
gilt fiir beliebige Werte z, und z,, mit —oco < z, < x, < 400,

n—ur
orT '

1 Yoo 2
lim prob (z, <z <zy) = — e 2dz , mit x=
i Prob (zu < @ < o) \/g/x
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Wie gut die Naherung bei gegebenem T ist, hingt auch von der Wahrscheinlichkeit p ab.
Fiir den fairen Miinzwurf ist p = 1/2 und folglich pup = T/2, op = /T /2 sowie

T\ 1 1 (n=T/2)*
P R — e T2 .
r(1)lp=1/2 (n) o AT
Im Bild 7.1 ist der Quotient
Pr(n)|p=1/2
Qr(n) = s (7.5)

1 e T/2
im Bereich n = ur + 307 fiir verschiedenen Werte von T aufgetragen. Fiir Stichprobenldngen
T > 100 approximiert die Normalverteilung die Binomialverteilung mit einer relativen Abwei-
chung die kleiner als 3 % ist. Hierbei ist zu beachten, dass die Gesamtwahrscheinlichkeit in
diesem Bereich konzentriert ist, denn es gilt fiir alle T,

pr—3or

> Pr(n) 20997 .

npur—3or

Fiir andere Werte von p ist jedoch die Konvergenz bei weitem nicht so ,rasch®, wie im Bild fiir
p = 0,2 zu sehen ist. Fiir noch kleinere Werte von p verschlechtert sich das Konvergenzverhalten
noch stéarker, und fiir p = 0 ist diese Betrachtung vollkommen unbrauchbar. Somit stellt sich
die Frage, wie die Approximation fiir kleine p-Werte (p 2 0), oder wegen der Symmetrie auch
groke p~Werte (p < 1), vorgenommen werden kann. Eine solche Formel wurde von POISSON
gefunden (s.z.B. [GnT79|, S. 91 ff.).

7.2 Definitionen

Ein Schétzer Y7 einer Grofe a wird haufig mit einem Dach gekennzeichnet, also @ oder auch
ar.

7.2.1 Erwartungstreuer Schitzer (unbiased estimator)

Ein Schétzer ar einer Groke a heilst erwartungstreu oder auch unverzerrt, wenn sein Erwar-
tungswert gleich dem zu schétzenden wahren Wert ist,

@=a.

Die Differenz
(@ —a

heisst systematischer Fehler (engl. bias ). Der Schétzer ar heisst asymptotisch erwartungstreu,
falls!)

f.s.

Jim (o) o

Dlim!* steht fiir die fast sichere” Konvergenz. Das bedeutet, dass zu jedem € > 0 die Wahrscheinlichkeit fiir

|ar — a| < e fiir T — oo gegen eins strebt.
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p=20.5
1.1+
1.0 _: e s00 T = 400
3 T = 100
] T = 40
E T = 30
0.9 7
E T =20
QT(”) O.Sj
0.7 3
0.6 3
] T =10
0.5_I|\|IIII|‘|IIIII||||I|||||III|IIIIIII|||IIII\IIII|\IIIIII\I
-3 -2 -1 0 1 2 3
(n—pr)/or
p=202
3

Qr(n)

V)
TR SN TN N TN N S T N S T TN N SN S N N

0 LML B I O

-3 -2 -1 0 1 2 3

(n—pr)/or

Bild 7.1: Der Quotient Qr(n) aus Gl. (7.5) im Bereich n = ur + 307 fiir wachsende Stichprobenldnge T' und
den Wahrscheinlichkeiten p = 0.5 (oben) und p = 0.2 (unten)
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Der Mittelwertschétzer f; in (7.1) ist erwartungstreu, denn

(®@) - (3330

7.2.2 Konsistenter Schitzer (consistent estimator)

Ein Schétzer ar einer Grofe a heifst (schwach) konsistent, wenn ar in Wahrscheinlichkeit gegen
a konvergiert,?)

Tlim prob([ar —a| >¢) =0, fiir beliebiges ¢ >0 .
Hinreichend dafiir sind die Bedingungen

lim (@r) =a und lim {(@r —a)®) =0 .

T—o0 T—o0

Beispielsweise ist der Mittelwertschétzer f; in (7.1) konsistent, denn

. 1 « i
(im0} -

Die Schétzer in den Varianten 1, 3 und 8 sind konsistent und die von den Varianten 2 und
4 sind offenbar inkonsistent.
Ein Schétzer ar einer Groke a heist stark konsistent, wenn ar fast sicher gegen a konver-

sapt 3

glert, )
f.s. R
lim ar = a .
T—o00

Beispielsweise ist der Standard-Mittelwertschitzer ap = T} Zthl x; stark konsistent (Gesetz
der grofen Zahlen).
Aus der starken Konsistenz folgt die schwache.*)

2 )Eine Folge X1, Xs, ... von ZufallsgroRen heift konvergent in Wahrscheinlichkeit gegen die Zufallsgroke Y,
wenn lim,, o prob(|X,, — Y| > &) = 0 fiir jedes ¢ > 0 gilt.

3 )Eine Folge X1, X», ... von Zufallsgrofen heilt fast sicher konvergent oder konvergent mit Wahrscheinlichkeit
FEins gegen die Zufallsgrofe Y, wenn prob(lim,, .., X,, =Y) = 1. Wir schreiben dafiir auch limfl‘ioo X, =Y.

4) Allgemein folgt aus der fast sicheren Konvergenz einer Zufallsfolge die Konvergenz in Wahrscheinlichkeit.
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7.2.3 Effizienter Schitzer (efficient estimator)

Gegeben seien zwei Schitzer ar und @) einer Grofe a. Wir betrachten die Varianzen
2 _ /(n ~ \\2
o = <<CLT — <CLT>) >
und
*2 __ ~k ~% \ | 2
o = <(GT — (ar)) >
dieser Schétzer. Dann heifst ar effizienter als @, falls
ot <o .

Den Schétzer mit der kleinsten Varianz nennt man auch schlechthin effizient.

Beispiel: Der Schétzer von Variante 1 ist effizienter als der von Variante 8 (beide sind
konsistent und erwartungstreu). Es gibt keinen effizienteren Mittelwert—Schétzer als den von
Variante 1. Dieser Schétzer ist also effizient.

Im allgemeinen gibt es keinen ,besten Schétzer. Die Auswahl héngt von der konkreten
Anwendung ab. Die Effizienz eines Schétzers éndert sich i. allg. mit dem Anwendungsgebiet.
Der effizienteste Schitzer muss nicht auch erwartungstreu sein. Beispielsweise kann man immer
einen trivialen Schétzer bennen, der einfach konstant ist. Dieser hat die Varianz Null, wiirde
aber i.allg. nicht erwartungstreu sein, es sei denn, diese Konstante ist die zu schéitzende Grofe.

7.3 Zentraler Grenzwertsatz

Seien Xy, t =1,2,...,T, unabhéingige Zufallsgrofen mit den Mittelwerten (X;) und den Vari-
anzen o7 < +00. Dann hat die ZufallsgroRe

T
YT = Z Xt
t=1
den Mittelwert

(Yr) =) (Xy)

t=1
und die Varianz

(Yr—(Yr)?) =) o} .

Die Verteilung Py, von Yy strebt fiir 7' — oo gegen die Normalverteilung.
Die ersten beiden Aussagen lassen sich leicht zeigen: Fiir den Mittelwert von Y erhélt man
auch ohne der Annahme der Unabhéngigkeit,

T

<YT> = <Z Xt> = Z<Xt> .

t=1

Fiir die Varianz von Y gilt

(Yr — (Yn)?) = <[;Xt_;<Xt>r>
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- Z((Xt —(X))?) + ZZ ((Xp = (X)) (X = (X))

¢ t £t

= D (X —(X))%)

t

- <[Z (X~ (X))

t

Zum Beweis der zentralen Aussage des Satzes, dass namlich Py, asymptotisch normalverteilt
ist, verweisen wir auf [REN70|, S. 363.

Der lokale Grenzwertsatz von MOIVRE-LAPLACE (7.4) ist ein Spezialfall des zentralen
Grenzwertsatzes.

7.4 Grundlegende Schatzer

Gegeben seien T unkorrelierte Realisierungen xq, xs, . .., zp der Zufallsgrofe X.
zu schiatzende Grofe Schéatzer Y Merkmale
Mittelwert
(X) T=1Y,m konsistent, erwartungstreu

1. Varianz—Schéatzer

(X — (X))

2. Varianz—Schatzer

(X = (X))?)
3. Varianz—Schétzer
(X —{X))?) > (2, —T)°  konsistent, erwartungstreu

el

> (z — (X))?  konsistent, erwartungstreu
2o

(2, — T)° konsistent, nicht erwartungstreu

el

Mittelwert des 2. Varianz—Schitzers (Yr = 7>, Xi»)

<%Z(Xt - YT>2> _ <% S I - (X)) - (7 - <X>>]2>
= ([(X, = (X)) — (Y — (X))]?)
= ((Xe = (X))?) =2+ ((Xe — (X)) (Y7 — (X)) + (Y7 — (X))?)

Darin ist

(Xy = (X))*) = 0%
die Varianz von X;. Wegen der vorausgesetzten Unkorreliertheit der Messwerte gilt
(X — (XX — (X)) =0 falls t#¢*

und somit

(X, (X)) (¥ = (X)) = <<Xt— (x))- (% S(Xe —<X>>)>

= o%/T .
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Mit
erhalten wir schliellich

1 2 1 T—-1
<fZ(Xt—YT)2>= (1—T+T)U§(: T ox # 0%

t

Der Faktor % heifst Besselsche Korrektur . Mit ihr geht der 2. Varianz—Schéatzer in den er-

wartungstreuen 3. Varianz—Schétzer iiber.

7.5 Maximum Likelihood Schatzung (MLS)

Sei

xr = {z(t) i,
eine Folge von Messwerten (Stichprobe), die wir als Folge von Realisierungen unabhdingiger
Zufallsgrofen

Xr={X()}o
auffassen. Sind die Zufallsgrofen X (¢) diskret, so sei p(z(t)) die Wahrscheinlichkeit fiir X (¢) =
x(t). Sind die Zufallsgrofen X (¢) kontinuierlich, so interpretieren wir p(z(t)) als Wahrschein-
lichkeitsdichte von X (¢) an der Stelle x(t).

Wir betrachten dann die sogenannte Likelihood—Funktion

Im diskreten Fall ist dies die Wahrscheinlichkeit fiir die Stichprobe 1. Im kontinuierlichen Fall
ist L(x)da die Wahrscheinlichkeit fir 7 € [z, z + d].

Sei nun a ein Parameter, den wir aus der Stichprobe xy schéitzen wollen. Wir suchen ihn
im Bereich der reelen Zahlen R, im Allgemeinen kann dies aber auch nur ein Teilbereich von R
sein. Die Wahrscheinlichkeit bzw. Wahrscheinlichkeitsdichte p(z(t)) moge von diesem Parameter
abhéngen. Wir schreiben deshalb p(z(t); a). Folglich hangt dann auch die Likelihood—Funktion

von a ab, also
T

L(xr;a) = Hp(x(t); a) .
t=1
Die Mazimum Likelihood Schitzung (MLS) @ von a ist dann der Wert, fiir den L(xr; a) maximal
wird,
L(xr;a) < L(xr;a) firalle a€R .
Fiir die MLS @ des Parameters a hat also die gemessene Stichprobe @ die hochste Realisie-
rungswahrscheinlichkeit.
Anstelle der Funktion L(x7;a) kénnen wir auch die sogenannte Log-Likelihood—Funktion

In L(xr;a) = Z Inp(x(t);a)
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betrachten. Offenbar nimmt sie ihr Extremum an der gleichen Stelle wie L(x7;a) an. Die Vor-
gehensweise bringt rechnerische Vorteile. Das Maximum a erhalten wir dann aus der Gleichung

T

d d
P In L(xr;a) = ; P Inp(z(t);a) =0 .

Die MLS von mehreren zu schatzenden Parametern

A1y ey Qpy ey AN

verlauft vollkommen analog. Die Log—Likelihood—Funktion hangt dann von all diesen Parame-
tern ab, und die MLS dieser Parameter ist die Losung des Gleichungssystems

Oln L(xr;ay,...,aN)

da,,

Besonders interessant ist nun die folgende Tatsache: Fiir grofie Stichprobenlingen T
ist der MLS immer erwartungstreu, effizient und normalverteilt. Es gibt dann also
keinen Schétzer der Grofse a mit kleinerer Varianz. In diesen Sinne gibt es also fiir T — oo
keinen ,besseren” Schétzer als den MLS, und seine asymptotische Verteilung ist bekannt (Nor-
malverteilung).

Fiir endliche Stichprobenldngen T' < oo kann es aber einen ,besseren” Schétzer geben. Ins-
besondere sind hier MLS in der Regel nicht erwartungstreu. Dariiber hinaus mufs fiir eine MLS
die ,richtige” Familie p(z(t); a) von Wahrscheinlichkeitsverteilungen als bekannt vorausgesetzt
werden. In der Praxis hilft dabei oft der zentrale Grenzwertsatz.

=0, n=12,...,N .

7.5.1 Beispiel: MLS des Mittelwertes bei ungleicher Messgenauigkeit

Sei xp eine Folge von Messwerten einer bestimmten Gréfse, die mit unterschiedlichen Genau-
igkeiten gemessen wird. Ein jeder Messwert sei normalverteilt mit der Standardabweichung o,
und Mittelwert @ = (X (¢)). Dann ist die Wahrscheinlichkeitsdichte durch

1 —(z —a)?
z(t);a) = ex
p(z(t); a) TP o
gegeben, und fiir die Log—Likelihood—Funktion folgt
T
InL(xr;a) = Zlnp(w(t);a)
t=1
T
t) — 2
S (—lnap/_%r . Wg_f]>
t=1 T
Die Ableitung nach a ergibt
dln L(xr;a) z(t)—a
da u—b tzl o}
Wegen
d*In L(x7; a) a 5
_— = — ;- <0
da? b ; ot
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ist @ tatséchlich ein (relatives) Maximum. Die Maximum Likelihood Schéitzung @ des Mittel-

wertes a folgt dann aus (7.6),
o
= ~x(t) .
= Zt*:l 0

Sind alle Messgenauigkeiten gleich (oy = 09 = ... = op = o), so erhalten wir fiir die
Gewichtsfaktoren

;> o2 1

ZZ;—1 Ut*2 - EtT*=1 o2 T

und der ML—Mittelwertschitzer geht in die hinldnglich bekannte Form iiber:

7.6 Maximum Entropie Schitzung (MES)

Die Maximum-Entropie-Schiitzung (MES)® ) ist ein universelles Verfahren, Wahrscheinlichkeits—
Verteilungs—Dichten p unter bestimmten Nebenbedingungen zu schétzen. Die Methode geht
davon aus, daf die gesuchte Dichte die Entropie

H(p) = — / p(2) lnp(e) da | (7.7)

maximiert, bei Einhaltung gewisser Nebenbedingungen.

Ihre Motivation findet die MES im zweiten Hauptsatz der Warmelehre: Bezeichne p(x, v, t)
in der kinetischen Gastheorie die Einteilchen—Verteilungsdichte im Orts—Geschwindigkeits—
Raum zur Zeit t. Das System sei abgeschlossen. Dann geniigt p dem BOLTZMANNschen H-
Theorem, wonach der Ausdruck

H, = —k/p(a:,v,t) Inp(x,v,t)dzdv

bei voranschreitender Zeit ¢ nicht abnehmen kann. Hierin ist & = 1,38 x 107Ws/K die
Boltzmann-Konstante. Im thermodynamischen Gleichgewicht nimmt H; seinen Maximalwert
an. Die Verteilungsdichte p(x, v, t) ergibt sich als Losung der Boltzmann—Gleichung.

7.6.1 Beispiel: MES bei gegebenen Erwartungswerten —
ein—dimensionaler Fall

Sei X eine Zufallsgrofe, welche die Werte x € R annehme, und p(x) bezeichne die zugehorige
Verteilungsdichte. Gegeben seien die Erwartungswerte

fn_/fn x)de n=1,2,..., N. (7.8)

5)Im Englischen: Mazimum Entropy Method oder Mazimum Entropy Principle.
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Dabei setzen wir voraus, daf die Funktionen f,(x) bekannt sind und die Erwartungswerte
existieren. Gesucht ist nun die unbekannte Dichte p(x). Diese soll die Nebenbedingungen (7.8)
erfiillen und nach dem MES gleichzeitig die Entropie (7.7) maximieren. Dariiber hinaus soll die
Dichte normiert sein,

1= [ poyds (7.9)
Wir machen fir die Dichte den Ansatz
plx) = A-exp[-Aifi(z) —... = Anfa(2)] . (7.10)

Dies ist bereits die gesuchte Dichte, was die folgende Uberlegung zeigt:
Die Dichte (7.10) liefert die Entropie

Hp) = = [ po)np(o)ds
- _/p(x)[lnA—Alfl(w)—...—ANfN(x)]dw
= —InA+MA+... +AvFy (7.11)

Sei nun p* eine moglicherweise von p verschiedene Dichte. Aus Iny <y — 1 folgt

[rom 2 ar< [y (B0 1) ar= [0 -p@a=1-1-0

p*() p*()

und somit

H(p") = —/p*(x) Inp*(z)de < —/p*(x) Inp(z)dz . (7.12)

Wenn wir nun fordern, dafs p* die gleichen Mittelwerte wie p liefert, dass also

To= [ oy @) da
R
gelte, dann erhalten wir

—/p*(x)lnp(a:)dx _ —/p*(a:)[lnA—)\lfl(x)—...—)\NfN(:c)]dx

= —ImA+MfAF...+ SN
= H(p) .

Unter Beachtung von (7.12) folgt somit die Behauptung
H(p") < H(p) .
Wir betrachten nun einige Beispiele:

Vorgegebener Mittelwert: Die Zufallsgrofe moge nur positive Werte annehmen und der
Mittelwert sei vorgegeben,

T = /000 zp(z)dz . (7.13)
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Dann ist nach der MES die zugehorige Dichte (7.10)
p(z) = Ae ™ .

Die Konstanten ergeben sich aus den Bedingungen (7.13) und (7.9). Damit erhalten wir
schliefslich die Exponentialverteilung

e—w/f

p(z) = —

Vorgegebene Varianz: Die Zufallsgroffe moge nun wieder beliebige Werte von —oo ... 4+ oo
annehmen. Fest vorgegeben sei die Varianz (technisch z.B. die ,Leistung* oder ,Energie®)

7= /:L‘p( )de . (7.14)
Dann ist nach der MES die zugehorige Dichte (7.10)
p(z) = Ae

Die Konstanten ergeben sich aus den Bedingungen (7.14) und (7.9). Damit erhalten wir
schliefslich die Normalverteilung

1 _a?
p(g;) = — e 22
V 2ma?
7.6.2 MES bei gegebenen Erwartungswerten — mehr—dimensionaler

Fall

Ist X ein hoher—dimensionaler (M-dimensionaler) Zufallsvektor, so kénnen wir vollkommen
analog vorgehen. Anstelle von (7.8) und (7.9) betrachten wir nun die Nebenbedingungen

h—/h z)de n=12,...,N (7.15)

sowie die Normierungsbedingung
1= /p(cc) dx . (7.16)

Eine Argumentation wie im ein—dimensionalen Fall fiihrt auf die gesuchte Verteilungsdichte

p(@) = Aexp—Mi fi(@) — ... — A fu(a)] - (7.17)

Betrachten wir nun als Beispiel den Fall, dafs die Korrelationsmatrix

ri]—E%xj:/xixjp(:v)dm ih,j=1,2....M

als Nebenbedingung gegeben ist. Hierbei setzen wir zur Vereinfachung der Schreibweise voraus,
daf die Komponenten X7, ..., X, des Zufallsvektors X normiert sind auf Mittelwert null und
Varianz eins. Die MES liefert dann die Normalverteilung

_ 1 NN
p(x) = A exp( QwR w)

(27
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Hierin sind
A=det R

die Determinante der Korrelationsmatrix R, welche ungleich null sei. Mit R~! bezeichnen wir
die Inverse von R.
Im zwei-dimensionalen Fall gilt

R:(Tn 7“12>E<1 Q> ’
To1 T22 o 1

mit dem Korelationskoeffizienten ¢ = r15 = ro;. Folglich haben wir

A=1-—p?
und .
_ 1 —o
R1'=—=
A ( —o 1 >
Damit lautet die gesuchte Dichte
( ) 1 { 22 — 2pT170 + x%]
p(ry,T9) = ———— exp |—
b 2w/ 1 — p? 2(1—p?)

7.7 Spektralschatzung

Im Kapitel 1 haben wir die Spektraldichte (1.29) einer Abtastfolge eines Signals und darauf
aufbauend die diskrete Fouriertransformierte (1.41) einer Abtastfolge eingefiihrt. Hier fassen
wir die Abtastfolge als endliche diskrete Realisierung eines stochastischen Prozesses {X;}; auf.
Der Prozess sei stationdr und mittelwertfrei. Die Autokorrelationsfunktion (genauer: die Auto-
kovarianzfunktion) ist dann

p(T) = lim +Oox(t)x(t+7) dt ,

—
T—oo J_

und fiir das Power Spektrum gilt nach (4.12)

400
P(jw) :/ p(T)e 7 dr .
Es stellt sich nun die Frage, wie P(jw) aus einer diskreten Stichprobe {z,,}Y_} oder aus ei-
ner endlichen zeitkontinuierlichen Realisierung {x(t)}:co,m) geschétzt werden kann. Fiir dieses
Problem gibt es eine Fiille von Verfahren, darunter das ,klassische Periodogramm.

Wir gehen von einem stationéren stochastischen Prozess {X;}; aus, zu dem eine endliche
zeitdiskrete Realisierung {x,,}Y ! gegeben sei. Das Periodogmmm ist dann definiert durch

=
Py(n) = 5 Zx e—ﬂ“m”/N (7.18)
Die entsprechende Zufallsgrofie
D — 1 7J27rmn/N
Pyn(n) = —N , (7.19)
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fassen wir als zeitdiskreten Periodogramm-—Spektral-Schéatzer auf.
Im zeitkontinuierlichen Fall ist das Periodogramm durch

T 2

Pr(iw) = —— / ()t dt (7.20)

0

definiert, mit dem zugehorigen zeitkontinuierlichen Spektral—SChéitzer

~ 1
Pr(jw) = — | [ X(t)e @dt| . 7.21
T / (721

Periodogramme erscheinen als natiirliche Art der Spektral-Schiatzung. In der Tat sind beide
Schétzer (7.19) und (7.21) asymptotisch (fiir N bzw. T" — 00) erwartungstreue Punktschétzer
der Spektraldichte P(jw). Ist das Power Spektrum P(jw) diskret, so dass es nur an den Stellen
wyr Masse besitzt, so konvergiert die Folge {_/P\N<m)}N:LQ7“_ (N — o0) an den Stellen wy, fast
sicher gegen unendlich und gegen Null fiir w # wy,.

Die Spektral-Schétzer sind allerdings nicht konsistent. Wir zeigen dies hier nur fiir den
zeitdiskreten Fall, in dem {x,,}_} eine Realisierung eines normalverteilten i.i.d. Prozesses mit
Mittelwert p und Varianz o2 ist. Dazu schreiben wir (7.19) um.

Wir wollen nun den Mittelwert und die Varianz von ﬁN(n) in (7.19) bestimmen. Dazu
schreiben wir ﬁN(n) zunichst um: Unter Benutzung der Eulerschen Formel, e/ = cos ¢+ jsin ¢,
und mit den Abkiirzungen

N-1 N-1
ap = Z Xy cos(2rmn/N) und G, = Z X sin(2rmn/N)
m=0 m=0
erhalten wir 2 | g2
-~ 6% +
P =L L
v (n) 2N

Wir charakterisieren nun zunéchst «,, und f3,: Beide sind normalverteilt, da sie Linearkom-
binationen normalverteilter Zufallsgrofien X, sind. Die Mittelwerte verschwinden, denn

N—1 N-1
Z X cos(2rmn/N) = Z cos(2rmn/N) =0 .
m=0 m=0
Analog erhalten wir o
ﬁn =0

Fiir die Varianz von «,, erhalten wir

o2 = (an— )’ = <Z ) cos 27rmn/N)>

Die vorausgesetzte Unabhéngigkeit der {X,,} zieht die Unkorreliertheit (X,, — pu)( X, — p) =
0, fiir m # m*, nach sich. Damit gilt

N-1 N-1 9
2 T T a2 _ 2 2 - 0N : n=N/2bzw.0
ol = g (X — p)?cos”(2rmn/N) = o E cos”(2mrmn/N) = { S2N/2 ¢ n £ N/2 baw. 0

m=0 m=0
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Analog erhélt man
2 0 : n=N/2bzw.0
T = 0?’N/2 : n# N/2bzw. 0

o, und [, sind unkorreliert, denn

N-1 N-1
anfn = ( ) cos(2mmn/N) x Z (X — ) sin(27rmn/N)>
=0 m*=0
N-1

= (X — p)? cos(2mrmn/N) sin(2rm*n/N)
—0
N-1

= 0%>) cos(2rmn/N)sin(2rmn/N) =0 .

m=0

Da (ay, (,) bivariat normalverteilt ist, folgt aus der Unkorreliertheit auch die Unabhéngigkeit
von «,, und (3,.
Folglich sind die Zufallsgsken v/2ay,/(cv/N) und v/283,/(cv/N), fiir n # N/2 bzw. 0, bzw.
o /(0V/'N) fiir n = N/2 bzw. 0, standard-normalverteilt, d.h., mittelwertfrei mit Varianz 1.
Folglich ist fiir n # N/2 bzw. 0 die Zufallsgrofe

4m ~ 202 2032

;PN(H) T 02N ' 02N

x2—verteilt mit zwei Freiheitsgraden, sie hat somit den Mittelwert 2 und die Varianz 4. Fiir

n = N/2 bzw. 0 und beliebiges ¢ € R ist

2m ~ a? 9
;PN(H) = N‘i‘cﬁ

y2-verteilt mit einem Freiheitsgrad, sie hat somit den Mittelwert 1 und die Varianz 2.
Schlieflich erhalten wir fiir die gesuchte Varianz von Py(n),

2 2 4
("—) x4=25 : n#N/2bzw.0

Ufj _ 4T ) 42
w (n) (g) x2=2, : n=N/2bzw.0

Die Varianz unseres Periodogramm-—Spektral-Schétzers (7.18) ist also unabhéngig von der Da-
tenlinge N und kann demzufolge mit noch so langen Stichproben (N — +o00) nicht kleiner
werden. Das Periodogramm ist also im Allgemeinen kein konsistenter Spektral-Schétzer, denn
fiir diesen miisste immer limy_;p fry ap = 0 gelten.

Einen konsistenten Schétzer erhalt man, indem das Signal {z,,}Y_5' in Abschnitte (Daten-
fenster) W (k) = {x,, }FV ! e it k=12, ..., K und K- N = N* zerlegt wird. Fiir ein jedes

Datenfenster W (k) bestimmt man dann das Periodogramm ﬁNk(n) nach (7.19). Mittelt man
nun iiber alle Periodogramme so liefert dies einen konsistenten Schétzer fiir das Powerspektrum.
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Kapitel 8

Statistisches Schlielien

8.1 Grundlegende Begriffe

Grundgesamtheit

In der induktiven Statistik versucht man, aus einer Folge von Einzel-Beobachtungen,
T = X1,T2, ..., Tpyero, T . (8.1)

Aussagen iiber eine sogenannte Grundgesamtheit zu machen. Unter einer Grundgesamtheit
versteht man das Tripel (G, X, P), mit den folgenden Bedeutungen:

Objektmenge G:
Das kann beispielsweise eine Menge von physikalischen Grofen, von Personen oder von
Gegenstanden sein.

Untersuchungsmerkmal X der Objekte: Ein Untersuchungsmerkmal ordnet einer Eigen-
schaft der Objekte aus G eine reelle Zahl zu. Das kann beispielsweise der Messwert einer
physikalischen Grofe, die Kérpergrofe von Personen oder die Farbe von Gegenstéinden
sein. Ein Untersuchungsmerkmal ist also eine Zufallsgrofe.

Wahrscheinlichkeits—Verteilungsfunktion P: Verteilungsfunktion des Untersuchungsmerk-
mals X beziiglich der Objekte in G. P(x) ist also die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die
Zufallsgoke X Werte kleiner x annimmt, P(x) = prob(X < z).

Stichprobe und Stichprobenfunktion

Die Beobachtungen (8.1) heiffen auch Stichprobe, konkrete Stichprobe oder Datensatz. Sie stellen
eine Realisierung des Prozesses

XTEXl,XQ,...,Xt,...,XT (82)
dar. Der Prozess (8.2) selbst wird auch mathematische Stichprobe genannt, wenn Folgendes gilt:

1. X; = X fir allet = 1,...,T gilt, das heifit, die Zufallsgrofsen X; haben alle dieselbe
Verteilung, und

2. die {X;} vollkommen statistisch unabhéngig sind.
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Damit ist also eine mathematische Stichprobe ein sogenannter i.i.d. Prozess (i.i.d. steht fur
independent identically distributed).
Eine Funktion f des Zufallvektors (8.2) ist wiederum eine Zufallsgrofe,

Y = f(Xr) . (8.3)
Sie heifst Stichprobenfunktion. Die Verteilungsfunktion Q7(y) von Y berechnet sich wie folgt,

Qr(y) = prob(Y <y)

= / dS(dIT) s
zreRT: f(zr)<y

wobei S(zr) die Verteilungsfunktion der mathematischen Stichprobe (8.2) ist. Weil wir eine
mathematische Stichprobe als i.i.d. process eingefiihrt haben, kénnen wir auch schreiben

dS(xr) = dP(xy) ... dP(zr) ,
worin P die Verteilung von X, ist. Existiert die Dichte p von P, so gilt weiterhin
dS(xr) = p(xy) ... dp(zr)day ... dor .
Wir betrachten zwei Beispiele:

1. Verteilung des Produktes zweier unabhangiger Zufallsgrofsen: Die Stichprobenfunk-
tion Y = X, X, hat die Verteilung

Qr(y) = / p(x1)p(x2) dzy dzg

/ T p(x)p(y /) e

o ]

2. Verteilung des Quotienten zweier unabhingiger Zufallsgrofien: Die Stichprobenfunk-
tion Y = X;/X, hat die Verteilung

Qr(y) = // p(x1)p(x2) dzy dag

= [l ) ) o

Median und Spannweite einer Stichprobe
Wir denken uns eine Stichprobe (8.1) der Grofe nach geordnet,
X1, Ty Ty, mit 2] <y < <y <. <ap . (8.4)

Der Median der Stichprobe (auch empirischer Median genannt) ist dann wie folgt definiert:

xsz+1)/2 . T ungerade 5
TMedian = Tk e + xk .
Die Spannweite der Stichprobe ist
R=x; —x7 . (8.6)
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Quantile

Sei eine Wahrscheinlichkeits—Verteilung P(x) einer Zufallsgrofe X gegeben. Dann heifit der
Wert z, mit der Eigenschaft
P(z,) < a < Pz, +0) (8.7)

a—Quantil oder auch a—Fraktil der Verteilung P. Somit ist z, also eine Schwelle oberhalb
derer X Werte mit der Wahrscheinlichkeit 1 — o annimmt. Ist die Verteilungsfunktion in einer
Umgebung von z, streng monoton wachsend, so kdnnen wir das Quantil auch unmittelbar aus
der Umkehrfunktion P~! von P erhalten,

z, = P ' (a) .

Einige a—Quantile habe eine besondere Bezeichnung

Ta—1/2 : Median

Ta—1/4 : unteres Quartil

Ta—g/a : oberes Quartil
Ta—g/10 : q-tes Dezentil
Ta—rj100 : 7—tes Perzentil

8.2 Wichtige Verteilungen

Will man Punkt— oder Intervallschidtzungen machen bzw. Hypothesen testen, so spielen gewisse
Wahrscheinlichkeits—Verteilungen eine besondere Rolle. Einige dieser Verteilungen stellen wir
im Folgenden vor.

8.2.1 y*-Verteilung (HELMERT-PEARSON—Verteilung)

Sei eine jede der Zufallsgrofen X; einer mathematischen Stichprobe (8.2) standardisiert nor-
malverteilt (Mittelwert 0 und Varianz 1), sei also die Wahrscheinlichkeitsdichte von einem jeden
X, gegeben durch

Dann hat die Stichprobenfunktion
T
Y= X} (8.8)
t=1

die sogenannte Chi—Quadrat—Verteilung mit T' Freiheitsgraden. Ihre Dichte lautet

mit y >0und T'=1,2,3,... (8.9)

Fiir negative Werte y verschwindet die Dichte, kann doch die Stichprobenfunktion (8.8) keine
negativen Werte annehmen. Abbildung 8.1 zeigt die Chi-Quadrat—Verteilung (8.9) fiir einige
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niedrige und hohere Freiheitsgrade. Erwartungswert und Steuung sind Y = T bzw. (Y —Y)2 =
2T. Der Modalwert (Stelle y, wo die Dichte maximal wird) ist 7" — 2 fiir T > 2.
Nach dem zentralen Grenzwertsatz ist die Stichprobenfunktion
Y -T
V2T

fir 7" — 400 standard—normalverteilt. Schon fiir 7" 2 30 &hnelt die Chi-Quadrat—Verteilung
sehr einer Normalverteilung mit Mittelwert 7" und Standardabweichung /27"

Y*=

0.6

0.5
0.4
q(y) 0.3
0.2
0.1

0-0 LLLLALLAY LALLALREES ARRULARL LLRREALRN] ALLRLULARY EALARLALDT LLLLALL IR LA ALY L) L) L
0 2 4 6 g§ 10 12 14 16 18 20

Yy

0.10

0.08 —

0.06 —

0.04 —

0.02

0.00 HHHH\'HHHH\'H\HHH“H\H\H|\HHH\\'\\HHH\|H\\H\H'H\\\HH|H\HHH'HHHH\
0 20 40 60 80 100

Bild 8.1: Dichte der Chi—Quadrat—Verteilung einiger niedriger und héherer Freiheitsgrade T

8.2.2 Student—Verteilung (i—Verteilung)

Sei eine jede der Zufallsgrofen X; einer mathematischen Stichprobe (8.2) wiederum standardi-
siert normalverteilt. Dann hat die Stichprobenfunktion

X
y=-——=2L (8.10)

VEm X

100 Fassung vom 29. Januar 2007




8. Statistisches Schlieflen

1.0 = T=1 2 3 4 5
0.9 3 — ;f;jfﬁ/
e
S Ripea e
i a4
ow os HLLALS
RS 1NV
0.4 = [/,
0.3 1/
= 4
021/
/
0.1 / /
O-O HHHHHH\HHHHH"FHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH\HHH\HHHHHHH\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHTFHHHHHHH\HHHHHHHHHH
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
y
10 = T =10 20 30 40 50
0'9 E / // // //
9 3 7
0.8 5 Ay
i BT AP ay,
0.6 2 / // // // /
SRS /Yy
0.4 3
0.3 3 [/ / /
0211 / /
i Y B4V
0.0g\\\\\\\\\\\\\\\\HHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHHH
0 20 40 60 80 100

Bild 8.2: Chi—-Quadrat—Verteilung einiger niedriger und hoherer Freiheitsgrade T

eine sogenannte Student—Verteilung mit T Freiheitsgraden, welche durch die folgende Dichte
gegeben ist:
1 (%) ( y2>_(2+1)
= — =1+ = fir —oco<y<oo . 8.11

8.3 Signifikanztests

Eine Hypothese ist eine Vermutung beziiglich einer Grundgesamtheit oder mehrerer Grund-
gesamtheiten. Sie ist entweder wahr oder falsch. Leider kann man im Allgemeinen aus einer
einzelnen Stichprobe vollkommen falsche Riickschliisse auf die Grundgesamtheit ziehen. Im
Rahmen der Statistik wird jedoch das Risiko fiir solche Fehlschliisse genau kontrolliert. Ziel des
statistischen Testens ist es, bei Kenntnis einer konkreten Stichprobe die Hypothese auf ihren
Wahrheitsgehalt zu tiberpriifen. Dabei wird man allerdings niemals mit absoluter Sicherheit
eine Antwort auf die Frage finden konnen, ob eine Hypothese wahr oder falsch ist.
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Bild 8.3: Ausschnitt aus der Chi—-Quadrat—Verteilung einiger niedriger und héherer Freiheitsgrade T'

Ist eine konkrete Stichprobe (8.1) gegeben, dann lduft das Testen in folgenden Schritten ab:

1. Formulierung einer Nullhypothese Hy fir die zur Stichprobe (8.1) gehérenden Grundge-
samtheit.

2. Festlegung einer Testgrofie Y. Dies ist eine Stichprobenfunktion (8.3) Y = f(Xr). Die
Verteilung Q7(y) von Y sei unter der Bedingung, dass H, wahr ist, bekannt. Die Vertei-
lung Q7(y) heifst auch Prifverteilung, und die Testgrofe wird auch Teststatistik genannt.

3. Festlegung eines Signifikanzniveaus «, 0 < o < 1. Bestimmung des (1 — a)-Quantils y;
der Verteilung Qr(y).

4. Berechnung einer konkreten Testgrofe TG = f(axr) aus einer konkreten Stichprobe (8.1)
xr. TG ist also eine Realisierung von Y.

5. Fir TG(xr) > y1_4 ist die Nullhypothese Hy auf dem Signifikanzniveaus @ abzulehnen.
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Andernfalls, also fir TG(x7) < y1_a, kann auf der Basis des Testes nichts gegen H
eingewendet werden.

Das Grundanliegen beim Signifikanztest ist es, die Wahrscheinlichkeit fiir eine Fehlentschei-
dung objektiv einzuschitzen. Die sogenannte Irrtums—Wahrscheinlichkeit p*, die Nullhypothese
‘H, abzulehnen, obwohl sie wahr ist, ist nicht grofer als a, p* < a. 1 — p* heilt Sicherheits—
Wahrscheinlichkeit, fiir sie gilt dann 1 —p* > 1 — «. Das Intervall |y, _q, +00] heifst Ablehnungs-
bereich.

Eigentliches Ziel eines Signifikanstestes ist es, die Nullhypothese H, als ,unglaubwiirdig*
hinzustellen, also Hy abzulehnen. Man will also nicht H, verifizieren, sondern umgekehrt, Hq
falsifizieren. Die Ablehnung von Hy nennt man Alternativhypothese.

Beim Testen einer Hypothese H miissen offenbar folgende Situationen unterschieden wer-
den:

Nullhypothese Hy Testentscheidung
‘H nicht abgelehnt H, abgelehnt
wahr Entscheidung korrekt Fehler 1. Art
falsch Fehler 2. Art Entscheidung korrekt

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art haben wir bereits mit p* bezeichnet, sie ist immer
kleiner als das Signifikanzniveau o. Wird « nur hinreichend klein gewéhlt, so ist diese Fehlerart
sehr gering wahrscheinlich. Im Falle der Ablehnung der Nullhypothese spricht man daher von
einem signifikanten Testergebnis, falls a = 0.05, sowie fiir « = 0.01 und a = 0.001 von einem
sehr signifikanten bzw. hochsignifikanten Testergebnis. Wenn wir nun das Signifikanzniveaus
« verringern, so werden zwar seltener (unwahrscheinlicher) Fehler 1. Art begangen, allerdings
wird dann auch seltener die gewiinschte Ablehnung der Nullhypothese erreicht. Dariiber hinaus
werden dann héufiger Fehler 2. Art begangen. In der Praxis muss man mit der Festlegung des
Signifikanzniveaus einen Kompromiss eingehen, man muss abschétzen, welche Fehlerart fatalere
Folgen hat.

Fithren entweder nur sehr kleine oder nur sehr grofe Werte einer Testgrofe zur Ableh-
nung von Hy, so nennt man den Test einseitig. Will man aber auf sehr grofse und sehr kleine
Abweichungen testen, so formuliert man eine zweiseitige Nullhypothese, die dann durch einen
sogenannten zweiseitigen Test gepriift wird.

Unter dem Begriff xy2-Test werden alle Signifikanztests zusammengefasst, deren Testgro-
e exakt oder wenigstens niiherungsweise eine y?-Verteilung mit der Dichte (8.9) haben. Im
Folgenden werden einige konkrete Félle betrachtet.

8.3.1 Y ’-Streuungstest

X sei eine normalverteilte Zufallsgrofe mit Mittelwert X und Varianz o%.

1. Nullhypothese H, :

2 _ 2
oy = 0p-

2. Testgrofe Y :

(T —1)82

2 )
0g

Y =
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mit der Stichprobenstreuung

1
§7 = ——
T—-1

T
t=

T
— — 1
(X =XP . X=53 %
1 t=1
Unter der Nullhypothese besitzt Y eine y?>-Verteilung mit T'— 1 Freiheitsgraden, Qr_1(y).
3. Signifikanzniveau o, Quantile :

Q7' ()2) = Yoy und Q7 (1 — /2) = y1_a)o,

4. Berechnung der Testgrofie TG(zr) :

mit der Stichprobenstreuung

1 « 1 o
82:ﬁ2(l’t—f)2, Tzigwt

t=1

5. Testaussage :
Ablehnung von H, falls TG(x7) < ya/2 oder TG(2r) > y1_a/2-

8.3.2 Y?’-Unabhingigkeitstest

Seien X und Y zwei diskrete Zufallsgrofen, welche die Werte x,,, m =1,..., M bzw. y,, n =
1,..., N mit den Wahrscheinlichkeiten p,,, m =1,..., M bzw. ¢q,, n = 1,..., N annehmen. Die
zum Zufallsvektor gehorigen Verbundwahrscheinlichkeiten bezeichnen wir mit s,,,, = prob(X =
T, Y = y,). Wir wollen nun auf der Grundlage zweier Messreihen z1, xo, ..., z(t),...,zr und
Y1, Y2, -, yY(t), ..., yr herausfinden, ob X und Y statistisch abhdngig sind. Dazu gehen wir wie
folgt vor:

1. Nullhypothese H, :
X und Y sind unabhéngig, also S, = pm@n, firallem=1,... M, n=1,..., N.

2. Testgrofe TG

y =T (702 )
mit der Kontingenz
S (= Pnn)?
2 mn — Pmlin
SO = .
P

(Es gilt immer 0 < ¢? < min{M, N} — 1.) Fiir T — +o0 ist Y x*verteilt mit (M —
1)(N — 1) Freiheitsgraden.

3. Signifikanzniveaus «, (1 — «)-Quantil y;_,, :
a = 0.01. Das Quantil ygg99 = Q1(0.99) ist fiir den entsprechenden Freiheitsgrad T aus
einer Tabelle oder Bild 8.3 abzulesen.
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4. Berechnung der Testgrofie TG(xr) :

M,N
~ (Hypy — Hy H., /T)?
TG =T- 8.12
(7, yr) m;ﬁ H,. H, ( )
mit den absoluten Héufigkeiten
Hyp = #H{t + (2(),y(t)) = (Tm, yn) }
und
N M
Hm :ZHmn ) Hn:ZHmn
n=1 m=1
5. Testaussage :
Ho wird abgelehnt, falls TG(xr, yr) > yo.99-
Bei kleinem T"und M = N = 2 wird die Testgrofe
Hyy Hyy — HyoHyy| — T/2)
TGkorr(wTayT) =T- H 2 2 21‘ / ] (813)

Hy. -Hy - Hy -H,y

verwendet, die fiir kleine Werte T' besser einer y?—-Verteilung mit einem Freiheitsgrad gehorcht.

Beispiel: Gegeben seien zwei bindre Zufallsfolgen der Linge T' = 6,

{z()}o, = 121211
{y(t)}o, = 212212

Wir wollen die Hypothese der Unabhéngigkeit der beiden Binédrfolgen auf dem Signifikanzniveau
a = 0,01 testen. Dazu bestimmen wir zundchst die Verbund— sowie Rand—H&aufigkeiten: Hy; =
HQQ = Hgl =1 und ng = 3 sowie HQ. = H.1 =2 und Hl. = H.2 = 4. Fiur die Testgréi&e (812)
erhalten wir somit TG = 3/8 und fiir (8.13) TGyorr = 3/32. Nun lesen wir aus Bild 8.3 das
99te Perzentil (=0,99-Quantil) der y?-Verteilung mit Freiheitsgrad 1 ab: ygg9 ~ 6,7. Wegen
TG < yog9 (also 3/8 < 6,7) konnen wir die Nullhypothese auf der Basis des vorliegenden
Datenmaterials und beim gewéhlten Signifikanzniveau nicht verwerfen.

Héatten wir a deutlich grofser gewdhlt und somit TG > y;_, erreicht, so wiirden wir die
Nullhypothese ablehnen kénnen. Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler erster Art wére dann
aber recht groft, was letztlich die Aussage wertlos machte.

Andererseits konnten wir versucht sein, eine weitere Versuchsreihe zu gewinnen, und wie-
derum den Test ansetzen. Nehmen wir an, wir wiirden nun die sehr regelméfig anmutenden

Reihen

{z(1)}5_, = 121212
{y®}Yo, = 212121

erhalten. Unsere Testgrofte liefert nun TG = 6. Dies ist immer noch kleiner als das Quantil
Yo,09 ~ 6,7, was also noch immer keine Ablehnung der Nullhypothese gestattet. Allerdings gilt
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hier TG > yo 90 ~ 3,1. Héatten wir also von vorn herein mit dem Signifikanzniveau o = 0, 10
gearbeitet, so wiirde mit dem zweiten Datensatz die Nullhypothese abgelehnt werden kénnen, im
Unterschied zum ersten Datensatz, welcher die Ablehnung der Nullhypothese auch auf diesem
Signifikanzniveau nicht gestattet hétte. Hier zeigt sich nun ein grundlegendes Problem: Wenn
wir voraussetzen, dass die Daten unabhéngig sind, dann gibt es sowohl fiir den ersten wie auch
den zweiten Datensatz eine von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit der Realisierung. Folglich
wiirde es bei wiederholten Tests mit ein und den selben Parametern (Lénge der Datensétze,
Signifikanzniveaus), im Allgemeinen fiir einige Datensétze TG > y;_, und fiir andere TG <
Y1—o gelten konnen. Genau genommen ist es so, dass immer dann, wenn die Nullhypothese wahr
ist und die Verteilung der Testgrofe bei wahrer Nullhypothese exakt bekannt ist, fiir o x 100%
aller Datensétze TG > y;_, gilt. Das heifit aber, wir diirfen fiir unseren Test nicht immer wieder
neue Datensétze verwenden, um irgendwann TG > y;_, erhalten und dann H, ablehnen. Dieses
Verfahren ist unzuléssig. Unser Test darf nur einmal, also fiir nur einen Datensatz, durchgefiihrt
werden!

Dariiber hinaus ist zu beachten, dass die Entscheidung TG 2 y;_, nicht zu streng gese-
hen werden, wenn die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Testgrofie nur ndherungsweise bekannt
ist. Es sei hier daran erinnert, dass die Stichprobenfunktion (8.8) nur dann exakt y?-verteilt
ist, wenn die eingehenden Zufallsgrofen X; exakt standard-—normalverteilt sind. Fiir unseren
Unabhéngigkeitstest hiefle dies, das die Grofen

|(Hmn — HmHn/T)|
vVHyH,

standard-normalverteilt sein miissten. Dies trifft aber fiir die bindren Datensédtze der Lénge 6
in unserem Beispiel bei weitem nicht exakt zu. Gerade fiir vergleichweise kurze Datensétze und
wenige mogliche Werte (hier nur die Werte 1 und 2) kann man aber anstelle der Testgrofsen
(8.12) oder (8.13) mit der Niherung durch die x*-Verteilung auch exakte Verteilungen der
folgenden Testgrofse angeben,

. Hll H22 - Hl2 H21

TG=T
Hy\ H,H, H,

Der entsprechende Test ist nach FISHER und YATES benannt. Man spricht hier auch von Fishers
exaktem Test. Generell wird ein Test exakt genannt, wenn die exakte Verteilung der Testgrofke
verwandt wird. Oftmals ist diese Verteilung aber nicht exakt bekannt.

8.4 Yy’-Anpassungstest

8.5 y’~Homogenititstest
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Kapitel 9

Singularwertzerlegung (SWZ)

9.1 Problemstellung

Die Singuldrwertzerlequng (SWZ) ist auch unter den Namen Karhune—Loewe—Transformation
oder Hauptachsen—Transformation bekannt. Die SWZ stellt eine Transformation einer vektor-
wertigen Zeitreihe auf neue Koordinaten dar, so dass diese paarweise unkorreliert sind.

9.2 Normierung

Gegeben sei ein Zeitreihenvektor der Dimension N,

Ty = (Tigye s Ty TNE) (9.1)

Die Zeit t durchlaufe die natiirlichen Zahlen 1,2, ..., T — zeitdiskreter Fall — oder die reellen
Zahlen [1, T] — zeitkontinuierlicher Fall. Ein solcher Zeitreihenvektor kann im N—-dimensionalen
Raum R” als Bahnkurve dargestellt werden. Im zeitdiskreten Fall spricht man auch vom scatter
plot oder allgemein vom Phasenraumportrait. Werden die Koordinaten von @; durch Phasen-
verschiebungen ¥, einer skalaren Zeitreihe x; gewonnen, also

Tt = Tt—9,

so nennt man das Phasenraumportrait auch Verzdgerungsdarstellung (delay representation).
Die Zeitreihen seien mittelwertfrei, d.h., es gelte

Tpy =0 fiiralle n=12....N . (9.2)

Darin ist der Mittelwert der Originalreihe durch

1 < 1 7
Tt = T;xnt bzw. durch =, ; = ?/o Ty dt

definiert, je nachdem, ob die Zeitreihe diskret oder kontinuierlich ist. Dariiber hinaus seien die
Zeitreihen so normiert, dass der Mittelwert iiber das Standard-Skalarprodukt!' ) von a; mit sich

1)Sind x,y € RY, mit den Koordinaten = (z1,...,2x) und y = (y1,...,yn), so gilt

N
(w>y) = Zmnyn .
n=1
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selbst eins ergibt, also
@nw) =1 . (9.3)

Ist die Normierung bei einer experimentell erhaltenen Zeitreihe x; nicht gegeben, so miissen
wir sie zunéchst normieren, indem wir sie wie folgt transformieren:

Tnt — Tnt

) )

xn,t ?

/ )
\/(wt_m_tawt_m_t)

mit
Wir nehmen im folgenden immer an, dass diese Transformation schon ausgefiihrt ist.

9.3 SWZ

Sei x; eine normierte N—dimensionale Zeitreihe. Wir suchen nun eine Darstellung

Ty N Y€1 - (9.4)
Dabei moge e; ein fester N—dimensionaler Einheitsvektor sein,

(e1,€1) =1,

und y; sei eine skalare Zeitreihe. Um den Approximationsfehler moglichst klein zu halten, fordern
wir, dass der Winkel zwischen x; und e; moglichst klein wird, und zwar gemittelt iiber alle
Zeitpunkte t. Das bedeutet aber, dass das mittlere Betrags—Skalarprodukt moglichst grofs ist.
Um nicht mit dem Betrag rechnen zu miissen, fordern wir alternativ,

(x, e1)? = max!

Dies ist eine Bestimmungsgleichung fiir e;.
Den Approximationsfehler bezeichnen wir mit

Al,t =T — Y€1 -
Er kann nun ebenso approximiert werden. Dazu machen wir analog zu (9.4) den Ansatz
Al,t ~ Y2,t€2
und fordern, dass der Einheitsvektor e, senkrecht auf e; steht, also
(e1,e2) =0 .

Dann ist die Forderung

(Au, 62)2 = ((CBt - yl,t61)> 62)2 = max!

aquivalent zu
(x, €2)? = max!
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Der nun noch verbleibende Approximationsfehler ist

AQ,t = Al,t—y2,t€2

Ty — Y1€1 — Y2,0€2 -
Dieses Verfahren setzen wir fort, bis wir die Einheitsvektoren
€1,...,€5,...,EN

konstruiert haben, die als Orthonormalbasis den RY aufspannen.
Im n—ten Konstruktionsschritt erhalten wir den Basisvektor

€, = (ents---€nnN)

aus der Forderung
(x4, e,)? = max! |

unter der Nebenbedingung
(en,e,)=1".

Fiihren wir die Lagrange-Multiplikatoren A, ein, so kénnen wir alternativ das Maximum der
Funktion

¢(6n,17 s 7€n,N) = (ZL‘t, en)2 - )\n((ena en) - 1)

suchen. Das Extremum finden wir aus der Bedingung, dass die partiellen Ableitungen ver-
schwinden,

0 = 0d(ents---s€nm---sEnN)
aen,m
= 20p4(xr, €,) — 2\n€nm - (9.5)
Mit den Abkiirzungen
le = Tmilig 7m1t m,l = 1,2,...7N
konnen wir anstelle von (9.5) auch
N
Z Rm,len,l = Anen,m (96)
=1
schreiben. Mit der Matrix
R Ry, Rin
R= Rm,l . Rm,l Rm,N
RN,l RN,I RN,N

kénnen wir (9.6) noch kompakter schreiben,

Re, = \e, .
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Somit kénnen die Lagrange—Multiplikatoren A, als Eigenwerte der Matrix R interpretiert wer-
den, und die gesuchten Vektoren e, als zugehorige Eigenvektoren.
Offenbar ist R symmetrisch,
R=R"

und folglich sind alle Eigenwerte A, positiv,

An >0 .

Fiir die Spur von R gilt

N N
TrR = E Rm,m = E TmtTmt = (th,fﬂt) )
m=1

m=1

und wegen der Normierung (9.3) folgt
TTR=1.

Andererseits ist aus der Algebra bekannt, dass die Spur einer Matrix gleich der Summe ihrer
Eigenwerte ist, so dass wir also

N
da=1
n=1
erhalten.
Die Eigenvektoren ei,..., ey bilden eine vollstindige Basis im R”, und folglich ist die
Darstellung

N
T, = Z Yn.t€n (9.7)
n=1

moglich. Wegen der Orthonormalitdt der e, kénnen wir die Koordinaten y,, von @, in der
neuen Basis e, wie folgt erhalten:

Yni = (T4, €5) (9.8)

Unkorreliertheit der neuen Koordinaten

Die neuen Koordinaten y, + sind paarweise unkorreliert,

Ay . M=m
denn es gilt:
YntYme = (mtaen)(wtvem>

= <§ xn*,ten,n*> (E xm*,tem,m*>
n* m*

= E E Enn* Emm* Tn*t Tm*t
n* m*

= § § Enn* €Em,m* Rn*,m* .
n* m*
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Unter Beachtung von (9.6) und Ry« p» = Ry« + folgt

YntYmgt = E €m,m* § Rn*7m* En,n*
m* n*
= g Em,m* Anen,m*
m*

= M(em,en) .

Hieraus folgt wegen der Orthogonalitit der e, die Behauptung (9.9).

Approximation

Betrachten wir in der Darstellung (9.7) nur die ersten X < N Summanden, so bekommen wir
nur eine Approximation unserer Zeitreihe,

K
Ty =~ Z yn,ten . (910)
n=1

Der mittlere Approximationsfehler ist gegeben durch

% 2
Ex = (Cﬂt - Z yn,ten> .

n=1

Eine Rechnung analog zu der im vorigen Abschnitt ergibt

K
EKzl—Z/\n .
n=1

Sind die Eigenwerte der Grofe nach geordnet,
M>X > 2 Ay,

so konnen wir leicht iiberschauen, wieviele Terme K in der Approximation (9.10) fiir unsere
Zwecke als ausreichend angesehen werden kénnen.
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Kapitel 10

Vektorquantisierung

10.1 Problemstellung

Die Vektorquantisierung ist ein universelles Verfahren, um Folgen zufélliger Vektoren mit einer
vorgegebenen mittleren Genauigkeit zu approximieren. Ausgangspunkt hierfiir ist eine Trai-
ningssequenz, aus der im sogenannten LBG—Algorithmus ein Codebuch erzeugt wird. Die Ein-
trage in diesem Codebuch heiften Codebuchvektoren. Sie bilden ein Reservoir, aus dem wir fiir
konkrete Vektoren eine ,beste Approximation suchen.

Vektorquantisierer spielen eine Rolle bei der redundanzarmen Codierung von Sprach— oder
anderen Signalen. Mit dem Verfahren konnen weitreichende statistische Abhéngigkeiten bertick-
sichtigt werden, indem hinreichend hoch—dimensionale Vektoren betrachtet werden. Dariiber
hinaus kénnen Vektorquantisierer bei verschiedenen Aufgaben der Klassifizierung von zufélli-
gen Merkmalsvektoren verwendet werden.

10.2 Prinzip

Gegeben sei eine Folge von Vektoren im RY,
Ty, Lo, ..., Lp, ..., LT . (10.1)

Man kann sich diese zum Beispiel aus einem skalaren Signal z; durch Delay-Konstruktion
entstanden denken. Wir partitionieren nun den RY mit K vielen Boxen,

ﬁ = {Bk}szla
By, (\Br, = 0 falls ky # ks,
K
UB = rRY.
k=1

Aus jeder Box By, wihlen wir nun einen Représentanten vy, den Codebuchvektor. Die Menge
aller Codebuchvektoren bildet das Codebuch,

V={u}, . (10.2)
Somit kann die Folge (10.1) auf eine Folge von Codebuchindizes abgebildet werden:

thBkt
ry — t .
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Die Folge
ki,koy. .. k...

kann nun beispielsweise binér codiert iiber einen Nachrichtekanal zum Empfanger geschickt
werden. Kennt dieser das Codebuch (10.2), so kann er die Folge

Vi Vkgy o ooy Uy o - (103)

rekonstruieren. Diese Folge ist eine Approximation der urspriinglichen Folge (10.1), vorausge-
setzt, wir haben die Codebuchvektoren und Partitionierung geeignet gewahlt, so dass x; ~ vy,
gilt. Dabei sollte die Anzahl K der Codebuchvektoren moglichst klein sein, um ihre Indizes
mit moglichst kurzen (bindren) Codeworten codieren zu kénnen und somit letztlich die Bitra-
te des Vektorcoders klein zu halten. Andererseits darf diese Anzahl nicht zu gering werden,
wiirde doch dann die Auswahl an Codebuchvektoren allzu gering werden, um noch den Ap-
proximationsfehler d(x;, v,) in akzeptablen Grenzen halten zu kénnen. Bei der Entwicklung
eines Vektorquantisierers steht somit die Aufgabe, ein in diesem Sinne optimales Codebuch zu
finden.

Bei der Entwicklung eines Codebuches gehen wir von einem festen gegebenen Fehlermafy
| - || aus. Dies kann der euklische Abstand

|2 — v, || = \/(«’L't — Vg, Ty — Vg,)

sein, mit dem Standard—Skalarprodukt (-,-). Allgemein sind aber auch andere Abstandsmafie
moglich, die der konkreten Signalklasse und den Verwendungszweck des Coders angepalst sind.
Dariiber hinaus muss bei der Entwicklung des Codebuches darauf geachtet werden, dass fiir die
Entscheidung

Ty € Bkt

ein moglichst effektiver Algorithmus zur Verfiigung steht.

10.3 Optimales Codebuch bei gegebener Wahrscheinlich-
keitsdichte

Fiir die Ableitung eines optimalen Codebuches machen wir den Ansatz, dass das Signal-Rausch—
Verhéltnis

SNR = 101g A EA R
I £

maximiert werden soll. Offenbar wird dies erreicht, wenn der mittlere Quantisierungsfehler
minimal ist,

Z/B o - v4?p(w) da

minimal ist. Darin sei p(x) die Wahrscheinlichkeitsdichte der Folge (10.1). Setzen wir nun die
partiellen Ableitungen von E3(V') nach den Koordinaten von

Vi = (Uklvvkﬂa"'avknv"'7ka)
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gleich Null, so erhalten wir

OEz(V)

8vkn

Ol — vy ?
— ———— p(x)dx
/Bk Do p(zx)

_ /B 2{en — vin)ple) de

und somit
'U;m/ p(x) da:—/ zpp(x) de
By By

B [, ®p(z) dz

[, p(x)dx
Danach sind die Codebuchvektoren v, die ,statistischen Schwerpunkte“ der Boxen By, k =
1,2,... K.

Die allgemeine Losung dieses Optimierungsproblems setzt die Kenntnis der N-dimensionalen
Dichte p() voraus und ist selbst bei Kenntnis diser Dichte noch recht kompliziert. Nur in sehr

einfachen Modellsituationen wird eine analytische Losung gefunden. In der Praxis werden des-
halb andere Wege beschritten.

und schliefilich

(%

10.4 Optimales Codebuch aus Monte—Carlo—Methode: LBG—
Algorithmus

LINDE, BuzO und GRAY haben 1980 den nach ihnen benannten LBG-Algorithmus zur Ent-
wicklung eines Codebuches aus einer Trainingssequenz angegeben. Er kommt ohne explizite
Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsdichte p(a) aus. Letztlich wird die entsprechende Information
der Trainingssequenz entnommen.

Ausgangspunkt des LBG—Algorithmus ist eine Trainingssequenz (10.1) der Lange T und
eine Norm |||, welche eine Metrik || — y|| impliziert. Wir wéhlen in der Regel die euklidische
Norm, aber auch andere, der konkreten Problematik angepafste Normen sind méglich. So werden
z.B. bei der Sprachverarbeitung andere, hérphysiologisch motivierte Metriken verwendet.

Der LBG-Algorithmus ist iterativ. Dabei gehen wir in folgenden Schritten vor (Abb. 10.1)

1. Schritt (Initialisierung): Wir wihlen zunéchst ein Codebuch

v — {UI(CO)}K |

k=1

das wir Start-Codebuch nennen, zufillig aus (auswiirfeln). Die Vektoren in V© sollen alle
verschieden sein, und es empfielt sich, sie ,jin die Ndhe* der Punkte der Trainingssequenz
(10.1) zu legen. Man kann die Start—Vektoren v,(;)) auch zuféllig aus der Trainingssequenz
auswahlen.

Der Parameter A(®) wird zur Konstruktion eines Abbruchkriteriums fiir den LBG-Algorithmus
verwendet, was wir weiter unten noch erleutern.
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Der Parameter m gibt uns den Iterationsschritt im LBG—Algorithmus an und ist zunéchst
auf 0 gesetzt.

2. Schritt (Konstruktion neuer Codebuchvektoren, m :=m + 1): In der Box

(m—1)

B™ = {w : H:c—v,(ﬁm_l) < Hzc—vk*

v k:;ék;*}

fassen wir alle Punkte des R zusammen, die am Codebuchvektor v,gm_l) dichter, als an

einem beliebig anderen Codebuchvektor v,ngl) e V=1 Jiegen.

Der neue Codebuchvektor

ist der arithmetrische Schwerpunkt aller Vektoren der Trainingssequenz, welche in die
Box B™ fallen. Dabei ist #{x, € B™} dic Anzahl dieser Vektoren.

Die neuen Codebuchvektoren v,(cm), k =,1,2,..., K, werden im neuen Codebuch V(™
zusammengefaft.

3. Schritt (Beurteilung der Giite des neuen Codebuches): Die Grofse

min{‘ T — v,(gm)H}
2

ist der Abstand des Vektors x; der Trainigssequenz zu jenem neuen Codebuchvektor 'v,(cm)
aus V™ der x, im Sinne unserer Metrik am besten approximiert, und folglich ist

T
A =173 mjn o - i}
t=1

der iiber die Trainingssequenz gemittelte Wert dieser kleinsten Absténde. Je kleiner A™)
desto besser kbnnen wir, in einem statistischen Sinne, die Vektoren der Trainingssequenz
durch Vektoren aus dem aktuellen Codebuch V(™ approximieren. In diesem Sinne ist
A ein | Giitemesser fiir das Codebuch.

Wir erwarten, dass A" fiir fortschreitende Iterationszahl fallt. Dann mifit der Quotient

Alm=1) _ A(m)

Q = A(m_l) Y

wie stark sich die Giite des Codebuches mit dem mten Iterationsschritt verbessert hat.
Offenbar ist ) ein relatives Qualitatsmafs, und es gilt:

Verbesserung? Giite
keine A=D1 — A(m) Q=0
gering A=) > Am) )< Q< 1
stark Am=1) <« Am) Q<1
schlechter A=) < A(m) Q<0
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Damit kann 0 < @) < ¢ als Abbruchbedingung dienen. Darin ist ¢ < 1 eine (zunéchst)
willkiirlich gewahlte Abbruchschwelle. Fiir ¢ < () wiederholen wir das Prozedere ab dem
2. Schritt. Fir @) < 0 sollte ein neues Startcodebuch gewahlt werden.

Mit dem LBG—-Algorithmus findet man im allgemeinen kein globales Optimum. In der Praxis
kann man sich damit behelfen, den Algorithmus mehrere Male mit verschiedenen Startcodebii-
chern auszufiithren, und dann das beste Codebuch zu verwenden.

10.5 Schnelle Suche

Rechenzeit—FEinschriankungen gibt es fiir den LBG—Algorithmus in der Regel nicht, da in den
meisten Anwendungsfillen die Codebiicher Off-line erzeugt werden. Allerdings ist es fiir die
Nutzung eines Codebuches V' im On-line-Betrieb wichtig, moglichst schnell den besten Repré-
sentanten aus V fiir einen Vektor a; zu finden. Mit unserer bisherigen Vorgehensweise miifsten
wir zur Auffindung der besten Approximation vy, von x;, also von

ki ||y — op, | < ||l — vk, k=1,2,..., K (10.4)

genau K Abstandberechnungen K — 1 Vergleiche ausfiihren. Eine solche Vektorquantisierung
(VQ) wird full search V@) (FSVQ) genannt. Dabei kann K einige Hundert oder bei héheren
Approximations—Genauigkeiten bzw. groferen Vektordimensionen N gar einige Tausend und
mehr betragen. Somit stellt sich die Frage nach schnellen Suchalgorithmen. Durch eine geeignete
Strukturierung des Codebuches kann der Suchaufwand erheblich reduziert werden.

Bei der Baumsuche eines ,besten Codebuchvektors (tree structured VQ = TSVQ) wird eine
fiir die Suche giinstige Codebuch—Struktur schon beim Entwurf des Codebuches durch geeignete
Bedingungen erzwungen. Insbesondere kann hierdurch erreicht werden, dass die Anzahl der
Abstandsberechnungen fiir alle Vektoren gleich ist.

Zur Entwicklung eines baumstrukturierten Codebuches geht man wie folgt vor:

1. Schritt: Erzeugung eines Codebuches
_ K
V= {vlﬂ}kl:l
mit dem LBG-Algorithmus zur Trainingsfrequenz (10.1).

2. Schritt: Einteilung der Trainingsfrequenz (10.1) in K Teilsequenzen
{wklt}tTfl, so dass ®p,s € By, k1 =1,2,..., K .

Dabei ist By, die zu vy, € V; gehorige Box.

Eine jede Teilsequenz wird als Trainingssequenz des LBG—Algorithmus verwendet, was
zu weiteren K Codebiichern

_ K
Vkl = {vklk2}k2:1
fiihrt.
m—ter Schritt: Es werden immer wieder Teilsequenzen der Trainingssequenz gebildet, die aus

allen Vektoren x; bestehen welche in der Box By, ,,_, liegen. Zu dieser Trainingssequenz
wird mit dem LBG-Algorithmus das Codebuch

‘/;62._.]%7171 = {’Uk’lk‘Q...k‘mflkvn }]I:"L:I
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gebildet.
Dabei wird der LBG—Algorithmus insgesamt

K™ —1

1+ K+ K2+ . + K" =
+K+ K+ .+ -

mal angewandt. Die Teil-Trainingssequenzen werden in der Regel von Schritt zu Schritt
kiirzer.

Auf der m—ten Stufe erhalten wir somit K™ Codebuchvektoren. Um nun einen Eingangs-
vektor @; zu codieren, kénnten wir einerseits wie in (10.4) verfahren, auf der Grundlage
des Codebuches Vi, k.. Dazu sind im wesentlichen K™ Vergleiche und Abstandsberech-
nungen notig.

Wir kénnen aber auch iterativ vorgehen, indem wir zunéchst
ki |y —og || < ||lee —vel], kE=1,2,...,K
bestimmen. Dann
ko i ||ler — gy || < |l — viyil], E=1,2,... K
und schlieflich

K || = Vit || < || — Vihg o], K =1,2,... K .

Dazu sind nur noch K x m Vergleiche und Abstandsberechnungen notig! Fir K = 2 und
m = 10 ist die relative Aufwandsersparnis gegeniiber dem FSVQ erheblich:

K xm 20
= ~] 2.
Km 1024 0,0

Bei diesem Verfahren miissen wir aber auch alle anderen Codebiicher der vorherigen Stufen
speichern. Das sind insgesamt

B Km+1_K

K+K*+. . +K™"
+ KP4+ =T

Codebuchvektoren.

118

Fassung vom 29. Januar 2007



10. Vektorquantisierung

0 ONE
Start—Codebuch: VO = {vk }
k=1
Abbruchparameter: A©® =71 Zthl ming, {’ T, — v,go) H}
Tterationszahler: m=0
m:=m-+1

B™ = {:1: : Haz _,U](Cm—l)H < Ha: —v,iT_l)“ Vo k# k*}

v
(m)

_ 1
U = Fmepwy 2 T
thBl(cm>

v

A =715 miny, {‘

\

(m—1)_ A(m)

=

nein ja

optimales Codebuch VPt = {vlim)}

Bild 10.1: LBG—Algorithmus
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Kapitel 11

Kiinstliche Neuronale Netze (KININ)

Zwischen der Signalverarbeitung in traditionellen Rechenmaschinen (VonNeumann-Rechnern)
und der in natiirlichen neuronalen Netzen (NNN) hoherer Organismen, insbesondere jener im
zentralen Nervensystem von Vertebraten (Wirbeltieren), gibt es einige wesentliche Unterschiede.
Sie fithren dazu, daf die NNN zum Beispiel Aufgaben der Mustererkennung (Sprach—, Bilderken-
nung u.a.) bedeutend schneller und zuverlassiger erfiillen als herkdmmliche Rechenmaschinen.
Selbst wenn Teilbereiche ausfallen, erfiillt das verbliebene NNN héaufig noch die Funktionen des
urspriinglichen, vielleicht zunéchst in eingeschrinkter Weise, aber nach einem Trainingsprozefs
kann unter Umsténden wieder die urspriingliche Leistungsfahigkeit erreicht werden. Die NNN
haben also die Fahigkeit, sich selbst zu organisieren, um einer gewissen Aufgabe auch unter
veranderlichen Bedingungen gerecht zu werden.

Allerdings arbeiten NNN vergleichsweise langsam. Liegen bei Rechenmaschinen die Schalt-
zeiten logischer Elementarbausteine, von Transistoren bzw. Gattern, in der Grofenordnung von
1ns, so sind die Grundbausteine von NNN, die Neuronen, mit etwa 1 ms etwa eine Million mal
langsamer. Diesem Nachteil steht allerdings der Vorteil einer hochgradig parallelen Verarbeitung
entgegen. Ein Mensch kann innerhalb von etwa 100ms das Bild einer bekannten Person erken-
nen. Bei einer elementaren Schaltzeit von 1ms entspricht dies gerade mal 100 Rechenschritten.
Ein konventioneller VonNeumann—Rechner kann in 100 Taktperioden nur einige wenige Befehle
abarbeiten.

Mit sogenannten Kiinstlichen Neuronalen Netzen (KNN oder auch ANN fiir artificial neural
network) versucht man, leistungsfahigere Rechensysteme nach dem natiirlichen Vorbild zu schaf-
fen, um komplexe praktische Aufgaben technisch zu 16sen. Erste Uberlegungen zu den KNN
reichen bis in die vierziger Jahre (McCULLOCH und PITTS, 1943) zuriick. Zwischenzeitlich
ebbte das Interesse an ihnen immer wieder einmal ab. Allerdings erleben sie seit Anfang der
achtziger Jahre eine gewisse Renaissance, etwa durch die Arbeiten von HOPFIELD.

11.1 Neuronen als Elementarbausteine natiirlicher Neuro-
naler Netze

Das Nervensystem des Menschen besteht aus ca. 101! Nervenzellen, den Neuronen, und etwa
zehn— bis 50mal sovielen Gliazellen. Die eigentliche Signalverarbeitung bzw. —iibertragung wird
durch die Neuronen realisiert. Sie bestehen aus einem Zellkérper, dem Soma, und Zellfort-
sitzen, Azone und Dendriten. Ebenso wie andere Korperzellen verfiigen auch Neuronen iiber
eine vollstdndige molekulare Struktur, um lebensfdhig zu sein, z.B. iiber einen Zellkern und

121



B. Pompe: Verfahren der stochastischen Signalverarbeitung

Mitochondrien. Allerdings ist ihre Fahigkeit zur Zellteilung nach der Embryonalentwicklung
nicht mehr gegeben. Dariiber hinaus besitzen Neuronen die einzigartige Fahigkeit, auch iiber
grofe Entfernungen (ca. 1 Meter) prézise und schnell zu kommunizieren und sich adaptiv zu
vernetzen, womit sie auf verdnderte Umweltbedingungen reagieren konnen.

Gliazellen haben gewisse Hilfsfunktionen. Sie dienen beispielsweise als Stiitzelement, besei-
tigen die Zelltriimmer nach Zellverletzung oder —tod und bilden sogenannte Myelinscheiden zur
elektrischen Isolation um Azone aus.

Axone und Dendriten sind unidirektionale Leitungen fiir elektrische Impulse. Axone ent-
springen im Soma und leiten Impulse vom Soma weg hin zu einem anderen Neuron. Uber
Dendriten empfangt ein Neuron Impulse. Axone kénnen eine Lange von einigen Millimetern
bis zu etwa einem Meter haben. Damit sind sie in der Regel bedeutend lénger als Dendriten.
Ein Neuron hat ein Axon und moglicherweise viele Dendriten. An den Enden kénnen Axone
verzweigen. Nach ihrer Funktion unterscheidet man drei Klassen von Neuronen:

sensorische Neuronen: Sie erhalten Reize der Umgebung oder des Korperinneren von einem
sensorischen Element und leiten diese zu einem Interneuron weiter.

Interneuronen: Bilden seitens ihrer Axone wie auch der Dendriten Synapsen mit anderen
Neuronen. Sie vermitteln also zwischen Neuronen. Sogenannte lokale Interneurone haben
vergleichsweise kurze Axone, sie vermitteln innerhalb einer Gehirnregion. Interneurone
mit langen Axonen heifsen Relais— oder auch Projektionsinterneuron. Sie {ibermitteln
Informationen zu einem relativ weit entfernten Zielneuron.

motorische Neuronen (Motoneuronen): Sie steuern Muskelzellen an, d.h., ihre Axone bil-
den Synapsen mit Muskelzellen. Thre Information erhalten sie vom zentralen Nervensy-
stem.

Die Schnittstelle zwischen zwei Zellfortsatzen verschiedener Neuronen heifst Synapse. Syn-
apsen werden in der Regel zwischen dem Axon des einen und einem Dendriten eines anderen
Neurons ausgebildet. Die Anzahl der Synapsen eines Neurons kann stark variieren. Ein typi-
sches Neuron bildet zwischen 1000 und 10000 Synapsen aus und empféngt noch weitaus mehr
synaptische Eingdnge. Manche Neuronen, wie die vergleichsweise grofen Purkinje—Zellen im
Kleinhirn (Cerebellum), besitzen bis zu 150 Tausend Synapsen.

Die Reizleitung entlang der Axone erfolgt durch einen Fluf von Kalium— und Natrium—Ionen
durch die etwa 5nm dicke Zellmembran der Nervenfaser. Im Ruhezustand ist die elektrische
Spannung im Inneren der Faser etwa -70mV gegeniiber dem Auferen. Das Aktionspotential
betragt hingegen etwa +30mV. Die Erregungsstarke wird iiber die Impulsfrequenz moduliert,
je starker die Erregung desto hoher ist die Frequenz. Im synaptischen Spalt sind spezielle
Substanzen (Neurotransmitter) fiir die Reizleitung wirksam.

11.2 Die Modellierung natiirlicher Neuronaler Netze

Natiirliche Neuronaler Netze sind so komplex, dafs bei ihrer Modellierung viele Idealisierungen
und Vereinfachungen gemacht werden miissen. Dennoch kénnen in KNN wesentliche Aspekte
berticksichtigt werden. Das sind beispielsweise:

1. massive Parallelitat

2. einfache Elemente
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11. Kinstliche Neuronale Netze (KNN)

3. gerichtete Verbindungen zwischen Neuronen iiber gewichtete Synapsen

4. keine Kommunikation mittels komplexer Datenstrukturen, sondern allein durch die Tat-
sache, dafs es Verbindungen gibt

5. Verbindungsgewichte sind modifizierbar, sie konnen in einem Lernprozefs verstirkt oder
geschwéacht werden.

6. hoher Grad der Konnektivitdt, ein Neuron kommuniziert mit sehr vielen anderen
Deutliche Abweichungen von KNN gegeniiber NNN sind beispielsweise:

1. KNN haben eine viel geringere Zahl von Neuronen, etwa 100 bis 10000 gegeniiber ca. 10!
bei NNN.

2. KNN haben eine viel weniger Verbindungen, etwa 10° gegeniiber ca. 10'® bei NNN.
3. KNN haben zumeist nur einen Parameter fiir die Stéarke der synaptischen Kopplung.

4. Bei KNN wird die Erregungsstérke nicht frequenz— sondern amplitudenmoduliert. Bislang
nicht klar ist, ob dies ein entscheidender Nachteil von KNN ist.

Prinzipiell kénnte man bei der Simulation von KNN auf Digitalrechnern in einem jeden
Punkt sich dem biologischen Vorbild néhern, allerdings steigt dabei der Simulationsaufwand
erheblich.

Ein KNN besteht aus folgenden Komponenten:

1. Zellen(Neuronen, Elemente, units)
2. Verbindungsnetzwerk

3. Propagierfunktion

4. Lernregel.

Wir stellen uns das gesamte Netz in Schichten Sy, ..., Sy, ..., Sp unterteilt vor, wobei die
Schichten seriell und unidirektional miteinander verbunden sind. Ein jedes Neuron der einen
Schicht Sy ist mit einem jeden der darauffolgenden Schicht Sy, verkniipft. Der Aktivierungs-
zustand der igqten Zelle in Sqyq zur Zeit ¢ sei agiq,,,,(t). Die Zelle empfingt Information
von allen Zellen aus S;. Die igte Zelle in Sy moge zur Zeit ¢ die Ausgabe o4;,(t). Diese Aus-
gabe wird nun entsprechend der momentanen Wichtigkeit w;,,,, (f) summiert, was durch die
Propagierungsfunktion

Cigir (1) = D Wigig,,0a;,(t)
iq

beschrieben wird. Die Aktivierung der iz, ten Zelle in S;y; ist dann einen Zeitschritt spéter
gegeben durch die Aktivierungsfunktion

Aigiq (t + 1) = fact(aid+1 (t)> Cigi1 (t)> :

Die Ausgabe der Zelle fiir die néchste Schicht Sy, ist dann im (¢ + 1)ten Zeitschritt durch eine
Ausgabefunktion gegeben,
Oigyq (t + 1) = fout(aid-u (t + 1)) .
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Damit kann ein KNN auch als ein gerichteter, gewichteter Graph angesehen werden. Die Kanten
sind hier die gewichteten Verbindungen zwischen den Neuronen.

Hat man sich nun auf eine gewisse Struktur des KNN festgelegt, d.h., sind Anzahl und
Grofe der Schichten sowie die Aktivierungs— und Ausgabefunktionen fixiert, so werden in einem
Trainingsprozef$ wiederholt gewisse Trainingsmuster {a;, } fir die Eingabeschicht Sy dargeboten
und das Netz Dmal getaktet bis sich die Antwort des KNN in seiner Ausgabeschicht Sp zeigt.
Nach bestimmten Lernregeln werden nun die Gewichte w;,,,, bei wiederholter Prisentation
der Trainingsmuster variiert, bis das KNN die gewiinschten Ausgaben liefert. So konnen die
Trainingsmuster z.B. quantisierte Schwarz—Weift—Bilder von handgeschriebenen Ziffern sein und
das KNN so trainiert werden, dafs es eine Klassifizierung der Ziffern durchfiihrt.

Die Wahl der Lernregel ist eines der zentralen Probleme beim Entwurf von KNN. Weit
verbreitet ist die nach dem Psychologen DONALD O. HEBB (1949) benannte Regel, wonach
zwel synaptische Verbindungen (also die Gewichte w; ;, ound w4, +2) verstarkt werden, wenn
pria— und postsynaptisches Neuron gleichzeitig aktiv sind.!’

1)Hebb konnte diese Lernregel nur hypothetisch formulieren. Mittlerweile wurden derartige Lernvorginge im
Hippocampus und im visuellen System tatséchlich nachgewiesen.
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Kapitel 12

Bayes Statistik

Gegeben sei eine absolut stetige Zufallsvariable X. H;, i = 1, 2, seien zwei Hypothesen, welche
davon ausgehen, dass p; bzw. ps die wahre Verteilungsdichte von X ist. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir X € [z, 2 + dz]| gegeben durch p;(z)dz bzw. ps(z)dz. Wir fragen nun nach
den Wahrscheinlichkeiten der beiden Hypothesen, falls ein Messwert x, also eine Realisierung
von X vorliegt.

Bezeichne W (H;, z) die Verbundwahrscheinlichkeit, dass H; wahr ist und X € [z, z + dx]
gemessen wird. Solange wir keine Messung ausgefiihrt haben, kdnnen wir irgendwelche Vermu-
tungen dariiber anstellen, wie grofs die Wahrscheinlichkeit fiir die Richtigkeit der Aussage ,, H;
trifft zu“ ist. Diese, sogenannte apriori—-Wahrscheinlichkeit bezeichnen wir mit W (H;) Sie ist
unabhdngig vom spéater beobachteten Messwert x. In der Praxis besteht eine gewisse Willkiir
fir den Wert von W (H;), was spater noch genauer diskutiert wird. Wir nehmen hier zunéchst
an, dass wir W (H;) kennen, und dass das Ereignis ,, H; trifft zu“ statistisch unabhéngig vom
spéter tatsdchlich beobachteten Messwert ist. Dann ist die Verbundwahrscheinlichkeit W (H;, )
gegeben durch ein Produkt,

W(H;,x) = W(H;) - pi(z)dx . (12.1)

Was uns hier interessiert, ist die sogenannte aposteri-Wahrscheinlichkeit W (H;|x), was die
Wahrscheinlichkeit fiir H; bezeichnet, unter der Bedingung, dass der Wert x gemessen wurde,
also dass X € [z,z + dx] gilt. Wir wollen also eine Aussage dariiber machen, wie sich die
apriori-Wahrscheinlichkeit unter der Bedingung gewisser Beobchtungen (Messungen) dndert.
Nach der Bayesschen Formel kann die aposteri—-Wahrscheinlichkeit wie folgt berechnet werden,

W(H;,x)
W(Hy,x)+ W(Hy,z)

W (Hi|z) =

Setzen wir hier die Verbundwahrscheinlichkeiten nach (12.1) ein, so erhalten wir (das Differential
dz kiirzt sich weg)

fir i =1,2 . (12.2)
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Betrachten wir nun formal den Logarithmus des Quotienten W (H,|x)/W (Hs|z) , so folgt,")

pi(z) 9 W (H|z) W (H,)

po(a) — B W(Holz) P W(H,)

log

Die Terme auf den beiden Seiten dieser Gleichung koénnen positiv oder negativ sein. Die Dif-
ferenz auf der rechten Seite kann interpretiert werden als die Information, welche wir aus der
Beobachtung (Messung) X = z gewinnen. Der Term auf der linken Seite wird definiert als die
Information, welche wir aus der Beobachtung X = x gewinnen, zugunsten der Hypothese H
und gegen H,y. Er wird auch interpretiert als Gewicht der Fvidenz fir Hy aus der Beobachtung
X =1z (z.B. [Kub9], S. 4) oder als Gewinn an Information, der entsteht, wenn an der Stelle
die Verteilungsdichte py(z) durch pi(z) ersetzt wird.

Ist H; wahr, so fallen die Daten mit der Verteilungsdichte p;(z) an, und der mittlere In-
formationsgewinn, den wir aus den Messungen X = 1, X = x9, X = x3,... gegeniiber H,
gewinnen ist dann

I(p1,p2) = /pl(x)logzl(:v) Ao

dr — /pl(x) log xgg;; dz

1)Die Basis fiir den Logarithmus ist fiir unsere Belange nahezu willkiirlich. Ublich ist zum Beispiel der logarith-
mus naturalis (Basis e) oder logarithmus dualis (Basis 2). Im ersten Fall ergeben sich zuweilen Erleichterungen
beim Rechnen, etwa wenn Ableitungen gebildet werden. Bei Verwendung der Basis 2 ist die informations— bzw.
codierungdtheoretische Interpretation erleichtert.
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Anhang A

Fourier-Entwicklungen

A.1 Reihenentwicklung einer symmetrischen Rechteckim-
pulsfolge

Die Rechteckimpulsfolge mit der (trivialen) Periode Tj ist definiert durch (Abb.A.1)

(1) = A (k=T <t < (k+1)Tp, k ganzzahlig
TRUT 1 — A4+ sonst

zr(t)
cee—, A

Y

Bild A.1: Symmetrisches Rechtecksignal

Die Reihenentwicklung nach (1.7) und (1.8) liefert

To/2
2
a, = — zr(t) - cos nwot dt
Ty
T2
4A | nrm
nmw 2
B % (=1)n/2. % : n  ungerade
0 sonst .
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Fiir Ordnungen n gerade gilt a,, = 0. Die Fourierkomponenten der symmetrischen Rechtecks-
schwingung fallen mit der Ordnung n linear. Die Entwicklungsterme b,, verschwinden, so dass
wir nach (1.11) die folgende Darstellung erhalten,

2A (n—1)/2 .
. n, = . (—1 : n ungerade
: sonst .

A.2 Reihenentwicklung eines symmetrischen Dreiecksignals
Die Dreieckimpulsfolge mit der (trivialen) Periode Tj ist definiert durch (Abb.A.2)

A [1 _ ‘l(t—TlgTo)] KTy <t < (k+ )TO, k ganzzahlig

ID(t):
A[ 3+ ““TO)] (k+ YTy <t < (k+ 1T

AASA
PNV

Bild A.2: Symmetrisches Dreiecksignal

Die Reihenentwicklung nach (1.7) und (1.8) liefert

To/2
2
a, = — xp(t) - cos nwot dt
To
~Tp/2
5 0 To/2
= 7 / A(4t/To + 1) - cos nwot dt + / A(—4t/To + 1) - cos nwot dt
’ —Tp/2 0
0 To/2
2 4A / t t dt / t t dit
= - COS NW — - COS NW
T 0 0
~T/2 0

Der Integrand ist schiefsymmetrisch und folglich

To/2
= 2 44 2 / t t dt
a, = T T, COoSs Nwy
0
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_ 16A [cos nwet  t-sin nwot To/2
T2 | n} nwo 0
16A 1
= T s [cos(nm) — 1]
Somit erhalten wir schlieflich,

84 . 1 .

pm s ungerade
a, =

0 : sonst.

Die Fourierkomponenten der symmetrischen Dreiecksschwingung fallen mit der Ordnung n qua-
dratisch. Die Entwicklungsterme b,, verschwinden.

A.3 Spektraldichte eines Rechteckfensters

Wir betrachten den Recheckimpuls der Dauer T', symmetrisch um 7" = 0 gelegen, also xp(t) = 1
fur [t| < T/2 und xp(t) = 0 fir [t| > T//2. Die zugehorige Spektraldichte (1.17) ist dann,

—00

Xp = /Ip(t) -e_j‘”t dt
+oo
T/2

= / e Wt dt

—T/2
owT/2 _ o=iwT/2

Jw
Wegen sinz = (e — e79%)/(2j) folgt weiter,
_ 2 - sin(wT'/2) sin(w1'/2)
Xp(jw) = —T.
pliw) w wT'/2

Dies ist im wesentlichen die Spaltfunktion (Abb.1.6 und GI. 1.38), hier mit Nulldurchgéngen
bei w = 27-n/T, fiir alle ganzzahligen Werte von n. Die Spektraldichte ist rein reell und folglich
das Phasenspektrum, das ist die Phase von Xp(jw), Null.

A.4 Zeitfunktion eines spektralen Rechteckfensters
Wir betrachten den spektralen Recheckimpuls der Breite 2wy, symmetrisch um w = 0 gelegen,

also X (jw) = 1 fiir |w| < wy und X (jw) = 0 fiir |w| > wy. Die zugehorige Zeitfunktion erhélt
man nach (1.19),

() = %~/X(jw)~ej“’t dw
+oo
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17
- . eju)t d
2 / w
N

1 eijt - efijt

2T jt

Wegen sinz = (/¥ — e™7)/(2j) folgt weiter,

() = WwN sin wynt

7 wnt

Dies ist, bis auf den Vorfaktor “*, die Spaltfunktion (Abb.1.6 und GI. 1.38), hier mit Null-
durchgéngen bei t = 7 - n/wy, fiir alle ganzzahligen Werte von n.
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Anhang B

Programm: Fast—Fourier—Transformation

type
T_FFTdata = real;
TA_FFT = array of T_FFTdata;

procedure FFT(var ar, ai : TA_FFT;
const m : integer;
const Hin : Boolean);
// fast fourier tranformation
// Eingaben:
// ar[t], ailt], t = 1..2°m, Real- bzw. Imagindrteil der Daten
// m = dualer Logarithmus der Blocklaenge 2°m;
// Ausgabe
// ar[t], ailt], t = 1..2°m, Real- bzw. Imagindrteil der diskreten Fouriertransfor
// ar[1] = Gleichanteil, ai[l] irrelevant
// Normierung:
// Division durch Blocklaenge bei Riicktransformation, d.h., bei Hin = false
var
j,n,i,nv2,nml,k,1,le,lel,ip : Integer;
tr,ti,ur,urr,ui,wr,wi : extended;
begin
n:=1;
for i:=1 to m do n:=2%n;
if Hin then for i:=1 to n do aili]:=-ailil;
nv2:=n div 2;
nml:=n-1;
j:=1;
for i:=1 to nml do begin
if i<j then begin
tr:=ar[j];
ti:=ailjl;
ar[jl:=ar[i];
ailjl:=ailil;
ar[i] :=tr;
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aili] :=ti;
end; // if i<j
k:=nv2;
while k<j do
begin
j=j-k;
k:=k div 2;
end;
jr=j+k;
end; // for i
for 1:=1 to m do begin
le:=1;
for i:=1 to 1 do le:=2xle;
lel:=1le div 2;
ur:=1;
ui:=0;
wr:=cos(pi/lel);
wi:=sin(pi/lel);
for j:=1 to lel do
begin
i:=j;
while i<=n do
begin
ip:=it+lel;
tr:=ar[ip]*ur-ailip]*ui;
ti:=ar[ip]*ui+ailip]*ur;
ar[ip]:=ar[i]-tr;
ailip]l:=ailil-ti;
ar[i] :=ar[i]+tr;
ai[i] :=aili]+ti;
i:=itle;
end; (*schleife ix*)
Urr :=ur*xwr-ui*wi,;
ui:=ur*witui*wr;
ur:=urr;
end;
end; // for 1
if Not(Hin) then for i:=1 to n do begin
ar[i] :=ar[i]/n;
ail[i] :=-ailil/n;
end;
end;
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Anhang C

Programm: Interpolation

type
TA_series = array of real;
TAA_IntFilter = array of array of extended;
TA_IntFilter array of extended;

function Fak(const n : Extended) : Extended;
begin
If n > 1 then Fak := n * Fak(n-1) else Fak := 1;
end;

procedure Get_LO(const k, n : integer; var L : TAA_IntFilter);
var p, h : extended; i, 11, j : integer;

begin
SetLength(L,k+1,n+1);
for i := 0 to n do begin

if i = (n-1) div 2 then L[0,i] := 1 else L[0,i] := 0;
if i (n+1) div 2 then LI[k,i] 1 else L[k,i] := 0;
for j := 1 to k-1 do begin
h:=05% (n-1)+j/k;
p :=1;
for 11 := 0 to n do
if not(1l = i) then p :=p * (b - 11) / (i - 11);
L[j,i] := p;
end; // j
end; // i
end;

function Get_a(const n, k, i, j, u, m: integer): extended;
var tau, sum : extended; 1 : integer;

begin
tau := 0.5 x (n - 1) + 3 / k;
sum := 0;
for 1 := 0 to n do if 1 <> i then sum := sum + power(tau-l,m-u-1);
sum := sum * Fak(u) / Fak(m);
if odd(u-m) then Get_a := - sum else Get_a := sum;
end;

procedure Get_b(const n, k, i, j, u : integer; var b : TA_IntFilter);
var ml, m2 : integer;
begin
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SetLength(b,u+1);
b[0] := 1;
for ml := 1 to u do begin
blmi] := 0;
for m2 := 0 to m1-1 do b[ml] := b[ml] + Get_a(n, k, i, j, mi-1, m2) * b[m2];
end;
end;

Function LnFak(CONST n : Extended) : Extended;
Begin
If n > 1 then LnFak := Ln(n) + LnFak(n-1)
else LnFak := 0;
End;

function Get_InterpolDiff_Error(
const u, n : integer; const pixf_N_div_f_s : extended) : extended;
var i : integer; sum : extended;

begin
sum := u * 1n(n+1)
+ (n+2) * 1n(2 * pixf_N_div_f_s)
- In(pi * sqrt(n + n + 3))
- LnFak(n+1);
for i := 0 to (n-1) div 2 do sum := sum + 2 * 1n(0.5+i);
Get_InterpolDiff_ Error := exp(sum);
end;
procedure Get_LAGRANGE_Factors(const u, k, n : integer;
const pixf_N_div_f_s : extended;
var L : TAA_IntFilter);

// L : FIR Filter for interpolation and differentiation
var i, j : integer; fac : extended; b : TA_IntFilter;
begin
Get_LO(k,n,L);
if u > 0 then begin
fac := exp(u*1ln(0.5 / pixf_N_div_f_s));
for j := 1 to k-1 do
for i := 0 to n do begin
Get_b(n, k, i, j, u, b);
L[j,i] = L[j,i] * b[u] * fac;
end;
end; // u>0
end;

procedure Interpol_LAGRANGE(

const x : TA_series;

const TT, u, k, n : integer;

const pixf _N_div_f_s : extended;

var x_int : U_SPO0.TA_series;
var TT_int : integer);

// LAGRANGE-Interpolation

// x : original series

// TT : number data in x

// u : differentiation u times

// for u > 8 there are remarkable rounding errors
// k : upsampling factor

134 Fassung vom 29. Januar 2007



C. Interpolation Code

// n : degree of interpolation/differentiation polynom
// x_int : interpolated series

// TT_int : number data in x_int

var t, j, m, nh : integer;

sum : extended;
L : TAA_IntFilter;
begin

Get_LAGRANGE_Factors(u,k,n,pixf_N_div_f_s,L);
TT_int := 1 + (TT-1) * k;
SetLength(x_int,TT_int);
nh := (n-1) div 2;
// at the left no interpolation/differentiation
for t := 0 to nh - 1 do begin
x_int[txk] := x[t];
for j := 1 to k-1 do x_int[txk + j] := x_int[txk + j - 1];
end;
// interpolation/differentiation polynomial degree n
for t := nh to TT - 2 - nh do begin

x_int[t*k] := x[t];
for j := 1 to k-1 do begin
sum := 0;
for m := 0 to n do sum := sum + L[j,m] * x[t-nh+m];
x_int[t*k + j] := sum;
end;
end;

// at the right no interpolation/differentiation
for t =TT - 1 - nh to TT - 2 do begin

x_int [t*k] := x[t];
for j := 1 to k-1 do x_int[t*k + j] := x_int[t*k + j - 1];
end;

x_int [(TT-1) * k] := x[TT-1];

// zero at very left and right
// linear interpolation at sample points
if (u > 0) then begin

for t := 0 to k * nh - 1 do x_int[t] := 0;
for t := k * nh to TT_int - 1 - k * nh do
if t mod k = 0 then x_int[t] := 0.5 *(x_int[t-1] + x_int[t+1]);
for t := TT_int - k * nh to TT_int - 1 do x_int[t] := 0;
end;

end;
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Anhang D

Grundlagen der Fehlerrrechnung

D.1 Problemstellung

In einem Experiment soll eine physikalische Grofse gemessen werden, beispielsweise die Lénge
eines Stabes oder die Dauer einer Schwingung. Fiihren wir solch eine mehrmals Messung aus,
so ist einerseits ein jeder Messwert

z(1),... z(n), ... z(N) (D.1)

mit einem gleichbleibenden systematischen Fehler versehen, etwa weil die Skale des Messgerétes
nur mit begrenzter Genauigkeit geeicht wurde. Andererseits sind die Bedingungen bei wiederhol-
ten Messungen niemals vollkommen gleichgleibend, was zu zufalligen Messwertschwankungen
fiihrt. Diese konnen aber nur dann wahrgenommen werden, wenn die Prazision der verwendeten
Messvorrichtung grof genug. Die zufélligen Abweichungen werden also umso augenfilliger, je
genauer wir messen. Allgemein stellt sich nun die Frage nach der Beziehung zwischen einem
(gegebenenfalls) variierenden Messwert und dem uns unbekannten ,wahren* Wert, z,. Kann
dieser Zusammenhang fiir eine bestimmte Messanordnung auch niemals vollstandig aufgeklért
werden, so konnen doch einige allgemeingiiltige Aussagen zur Unsicherheit bei der Angabe von
Messergebnissen gemacht werden, und auch dariiber, wie sich Messfehler fortpflanzen, wenn
mit ungenauen Messwerten weitergerechnet wird. Mit diesem Problemfeld beschéftigt sich die
Fehlerrechnunyg.

Letzliches Ziel einer jeden direkten oder indirekten Messung ist es, einen Wert x und einen
moglichst kleinen Unsicherheitsbereich Ax zu finden, so dass x mit grofer Wahrscheinlichkeit,
sagen wir 95%, im Intervall z,, — Ax ...z, + Az liegt. Wir schreiben dafiir

Ty =x+ Ar (95%) .

Ohne solch eine Fehlerangabe sind Messwerte wertlos.

Bei dieser Begriffsbildung gehen wir davon aus, dass es den wahren Wert tatséchlich gibt.
Aber schon das einfache Beispiel eines realen Stabes lehrt uns, dass dies streng genommen
unzuléssig ist. Nur der mathematischen Idealisierung als Zylinder kann eine bestimmte Lange
zugeordnet werden. Auf immer kleineren Skalen entspricht ein realer Stab aber immer weniger
seinem Ideal. Wenn wir dennoch von einer wahren Gréfte ausgehen, so verstehen wir darunter
eine iiber die geometrischen Unregelméfigkeiten gemittelte Grofe.

Eine elementare Einfiihrung in die Fehlerrechnung gibt [TAYS8S8|. Etwas weiterfiihrend ist
[BARS9|.
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D.2 Einteilung der Fehler

Ein Messfehler Az(n) = |z(n) — x| kann auf recht unterschiedliche Weise entstehen und ist

deshalb im Rahmen einer Fehlerrechnung auch verschieden zu behandeln. Wir unterscheiden
drei Fehlerklassen und schreiben deshalb

Ax = Agx + Az + Az .

Grober Fehler, A,x:
Dieser Fehler hat beispielsweise ein grob falsches Ablesen des Messinstrumentes oder eine
Verwechslung zur Ursache. Man erkennt ihn zumeist als Ausreifer in der Messreihe (D.1).
Bei gewissenhaftem Experimentieren sind grobe Fehler in der Regel vermeidbar. Aussrei-
fer werden durch eine kritische Hinterfragung der Plausibilitdt der Messwerte erkannt.
Bei der Datenauswertung werden sie nicht beriicksichtigt.

Systematischer Fehler, A x:

Dieser Fehler ist unter gleichen Versuchsbedingungen bei einem jeden Messwert x(n)
gleich, sowohl im Betrag, d.h. Az = const., wie auch in der Richtung, d.h. entweder
x(n) — xy > 0 oder z(n) — xy < 0. Seinen genauen Wert kennen wir allerdings nicht. Sy-
stematische Fehler konnen beispielsweise durch eine Nullpunktverschiebung der Messskale
oder eine Eichungenauigkeit der Messapparatur verursacht werden, also durch Unvollkom-
menheiten der Messgerite und Mafverkérperungen. Andern sich die Versuchsbedingun-
gen, so andert sich im Allgemeinen auch der systematische Fehler. Wird dariiber hinaus
mit den Messwerten weitergerechnet, so konnen auch verwendete Naherungsformeln zum
systematischen Fehler beitragen.

Die Abschétzung des systematischen Fehlers verlangt eine griindliche Analyse der Mes-
sapparatur, des —verfahrens und der Datenauswertung. Dafiir sind viele Erfahrungen no-
tig. Werden mehrere unabhéngige Apparaturen oder Verfahren angewandt, so sind einige
systematische Fehleranteile abschitzbar. Der Messwert kann somit teilweise korrigiert
werden. Bei teuren Prézisions—Messinstrumenten ist der durch die Apparatur bedingte
systematische Fehler vergleichweise klein.

Der nicht erfassbare Anteil des systematischen Fehlers wird schlieflich durch den soge-
nannten absoluten Grofitfehler charakterisiert. Darunter versteht man den geschéitzten
Betrag der maximal moglichen Abweichung des Messwertes vom wahren Wert. Er kann
sich aus verschiedenen Anteilen additiv zusammensetzen:

e grofiter Fehler des Messinstrumentes (vom Hersteller angegebene oder geschétzte
Prézision)

e geschétzter grofster Fehler durch den Experimentator und durch Einfliisse aus der
Umwelt

e grofter Fehler infolge der Anwendung von Naherungsformeln bei der Datenauswer-
tung

e geschatzter grofter Fehler des Messverfahrens.
Zufalliger Fehler, A, x:

Unter vermeintlich gleichen Versuchsbedingungen ist dieser Fehler bei verschiedenen Messwer-
ten sowohl im Betrag wie auch in der Richtung unterschiedlich. Er stellt also eine zufallige
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Abweichung des Messwertes z(n) von x, dar. Seine Ursachen sind zum einen Unvollkom-
menheiten des Messobjektes und zum anderen zufallige dufsere Umstéande, die vom Expe-
rimentator immer nur teilweise beeinflusst werden kénnen. Der zuféllige Fehler kann durch
die mehrfache Wiederholung der Messung und einer anschliefenden statistischen Analyse
der Messreihe quantifiziert werden. Dies wird weiter unter noch ausfiihrlich dargelegt.

D.3 Abschatzung und Fortpflanzung des Grofstfehlers

D.3.1 Allgemeine Betrachtung

In der Regel wird eine physikalische Grofse nicht direkt gemessen, sondern aus Messwerten ande-
rer Grofen berechnet, beispielsweise die Geschwindigkeit eines Kérpers aus dem Verhéltnis von

zuriickgelegtem Weg und zugehoriger Zeitspanne. Allgemein gehen wir von K physikalischen
Grofsen

Tlyeo oy Ly sy TR

aus, deren Messwerten
TM1y -« TMky « + -y DMK

und zugehodrigen Grofktfehlern
Axy, .. Axy, .. Az .

Ist die interessierende Grofte y als Funktion
y=f(xy,...,Tpy...,TK)
darstellbar, dann ergibt sich aus den Messwerten der mittelbare Messwert fiir y,
ym = (@M1, - Tk - - - TME) -

Es stellt sich nun die Frage, wie sich die Grofstfehler Axy auf den Groftfehler von y fortpflanzen.

Wir ermitteln diesen Groftfehler Ay, indem wir zunéchst die Funktion f an den Stellen xy
in eine Taylor-Reihe nach Potenzen von Az entwickeln, und schon nach dem linearen Glieder
abbrechen,

f(I‘Ml + ASL’l, ., TMK T AI’K) ~

K
f(lea C.. ,.TMK) —+ Z aa_f
k=1

Lk

A;Uk .

TM1,yTMK

Um den Grofstfehler Ay zu erhalten, miissen wir die in der Praxis mogliche Kompensation
der Einzelfehler ausschlieffen. Deshalb sind die Absolutbetrige der partiellen Ableitungen zu
verwenden. Wir erhalten somit die gesuchte Gleichung fiir die Fortpflanzung des Groftfehlers:

Az, (D.2)

Die Formel verdeutlicht, dass sich die einzelnen Messfehler Az, sehr unterschiedlich auf die
berechnete Grofke yy auswirken kénnen. Wie stark der Einfluss ist, hédngt demzufolge von der
Grofe der jeweiligen partiellen Ableitung an der Stelle zyy; ab.
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D.3.2 Beispiel

Wir verdeutlichen nun die Arbeit mit dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (D.2) an einem Beispiel.
Zwischen der Fadenldnge L und der Schwingungsdauer 7" eines sogenannten mathematischen
Pendels' ) besteht die Beziehung
L
T=2m4/— .
g
Darin ist g die Fallbeschleunigung (Tabellenwert: 9,81 ms™2), die wir nach Umstellung der

obigen Gleichung erhalten,
o L
g=A4m T2
Zur Messung von L verwenden wir einen Mafstab mit Millimeterteilung, dessen nicht erfasster
systematischer Fehler 0, 5 mm je Meter betrigt. Dartiiber hinaus ist ein Ablesefehler von 0,5 mm

fiir jeden Endpunkt zu beriicksichtigen. Die Messung moge einen Wert von Ly = 974 mm
ergeben. Der Grofstfehler ist dann mit
4
AL = 07?& X 0,5mm + 2 x 0,5mm ~ 1,5mm
m

hinreichend genau abgeschétzt.

Fiir die Zeitmessung verwenden wir eine mechanische Stoppuhr mit einem kleinsten ables-
baren Zeitintervall von 0,2s. Da es sich um einen periodischen Vorgang handelt, stoppen wir
besser nicht nur die Dauer einer Schwingungsperiode, sondern gleich die von 100. Dabei ergebe
sich ein Wert von 1007y = 196, 8 s, das heisst, Ty = 1,968 s.

Es sei weiterhin durch Vergleich mit einer hoch préazisen Quarzuhr bekannt, dass die Stopp-
uhr in 1h = 3600s um etwa 25,6s nachgeht. Die Kenntnis dieses erfassbaren systematischen
Fehleranteils ermoglicht eine Korrektur der Zeitmessung;:

B 3600

3600 — 25,6
Der Grofitfehler der Zeitmessung wird offenbar nahezu ausschlieflich durch das kleinste ab-
lesbare Zeitintervall und die Reaktionsfahigkeit des Experimentators (zufélliger Stoppfehler)
bestimmt. Betrédgt bei einer Messung iiber 100 Schwingungsperioden der Gesamtfehler 0,2s +

0,2s = 0,4s (Start— und Stopfehler), so folgt fiir den Groftfehler bei der Bestimmung der
Dauer einer Schwingung

o Ty = 1,9825 .

0,4s
T=-"1—= 4s .
100 0,004 s

Fiir die Schwerebeschleunigung ergibt sich also der mittelbare Messwert

L
g = 4772T—1\2/[ = 9788 mms 2 .
C

Zur Bestimmung der Fortpflanzung der Groftfehler nach (D.2) bendtigen wir die partiellen
Ableitungen von g = f(L,T),

of _ 2 1 of 421 -2

or = YT } H 8L|LM,TC = dm 7z~ 10s

of _ _gr2L of — 2Ly -3
57 = 8ness — H aT‘LM,TC =8m 78~ 9877 mms™".

1)Ein mathematisches Pendel ist die Idealisierung eines realen, sogenannten physikalischen Pendels. Beispiels-

weise ist das Pendel einer grofien Standuhr in guter Naherung als mathematisches Pendel beschreibbar.
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Damit erhalten wir fiir den Grofstfehler bei der Ermittelung der Schwerebeschleunigung

af

5T AT ~ 55mms™2 .

AL+

LniTo
Das Ergebnis lautet daher
g = (9788 £ 55)mms 2 ~ (9,79 £ 0,06) ms 2 .

Die Fehlerrechnung fithrt nun zu der Aussage, dass der unbekannte wahre Wert g, mit Sicherheit
im Intervall zwischen den Werten 9, 73ms~2 und 9,85 ms~2 zu finden ist. Mit anderen Worten,
g =9,79ms2 unterscheidet sich von g,, mit Sicherheit um weniger als 0,06 ms~2,

D.4 Statistische Analyse und
Fortpflanzung des zufalligen Fehlers

D.4.1 Fehlerstatistik

Die statistische Analyse des zufélligen Fehlers einer gegebenen Messreihe (D.1) hat zur Voraus-
setzung, dass die Messwerte unabhdangig gewonnen werden. Praktisch heisst dies, jeder Messvor-
gang muss von einer moglichst willkiirlichen Einstellung der Messapparatur ausgehen. Folglich
sind alle relevanten Einstellungen fiir eine jede Messung erneut vorzunehmen.?) Letztlich soll
mit diesem Vorgehen gewahrleistet werden, dass die Messreihe statistisch unabhdngig ist und
somit dem statistischen Modell einer mathematischen Stichprobe moglichst nahe kommt. Alle
folgenden Aussagen basieren auf dieser Annahme.

Zur Vereinfachung der Schreibweise gehen wir im Folgenden davon aus, dass der systemati-
sche Fehler verschwindet, Agx = 0. Andernfalls wére x, durch x,, + Az zu ersetzen. Dariiber
hinaus nehmen wir zunéchst an, dass wir viele Werte in unserer Messreihe (D.1) gesammelt
haben, N Z 30. Die Auflésung unserer Messapparatur moge so grofs sein, dass viele verschiede-
ne Messwerte erhalten werden, wenigstens aber zwei. Zur statistischen Analyse des zufélligen
Fehlers sind dann nacheinander folgende Grofen zu berechnen:

N
. . 1
Mittelwert T = N ; x(n) (D.3)
. N
Standa?“dabwezchung 5y — 1 (x(m _ f)2 (D.4)
der Einzelmessung N -1 —
Standardabweichung 5y — Sx/\/N ‘ (D.5)

des Mittelwertes

2 )Damit kann unter Umsténden eine Gegebenheit, die zunéichst einen systematischen Fehleranteil verursacht,
nun zum zufdlligen Fehler beitragen, was sie einer statistischen Analyse zugdnglich macht. Aus dieser Sicht
sollten also moglichst viele Einstellungen verédndert werden. Allerdings kann dadurch der Messvorgang auch
sehr aufwendig werden.
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g(p, 03 x)

q
9
3
Ly

,u—l2a 7 1+ 20

X
Bild D.1: Dichte der Normalverteilung (GAUsssche Glockenkurve) mit Mittelwert ;1 und Standardabweichung
o

Das Quadrat s* der Standardabweichung s ist die sogenannte Streuung oder Dispersion. Der
zuféllige Fehler unserer Messung kann nun wie folgt charakterisiert werden: Die Wahrschein-
lichkeit, dass eine Einzelmessung im Intervall x,, £ Ax liegt, betrigt etwa

Tw+AT
p(Ax) :/ 9(Ty, So; x) da . (D.6)
Tw— AT
Darin bezeichnet . ,
G035 7) = — 0t (D.7)
o\ 2T

die Wahrscheinlichkeitsdichte der Normalverteilung mit dem Mittelwert g und der Standard-
abweichung o (Abb. D.1).3) An den Stellen x = y + o hat sie gerade ihre Wendepunkte. Die
Wahrscheinlichkeit (D.6) kann man sich als Fliche unter der Glockenkurve veranschaulichen.
Mit wachsender Intervalllinge 2Ax strebt sie gegen den Wert 1. Haufig wahlt man Az als ein
niedriges ganzzahliges Vielfaches der Standardabweichung o. Dafiir erhélt man die folgenden

Wahrscheinlichkeiten:
Az p(Azx) x 100%

o ~ 68%
20 ~ 95%
30 ~ 99%

Wir nehmen nun an, dass nicht nur eine, sondern mehrere Messreihen vorliegen, beispielswei-
se von den verschiedenen studentischen Praktikumsgruppen. Dann kann zu einer jeden Messrei-
he der Mittelwert nach (D.3) berechnet werden. Diese Mittelwerte werden ihrerseits auch zu-
fallig schwanken, und zwar ebenfalls ndherungsweise normalverteilt, was man aus theoretischen

3)Im Zusammenhang mit der Behandlung von Messfehlern wurde die Normalverteilung von den Mathemati-
kern ADRIEN MARIE LEGENDRE (1752-1833) und CARL FRIEDRICH GAUSS (1777-1855) eingefiihrt. Sie spielt
in der gesamten Statistik eine fundamentale Rolle. Wegen ihrer markanten Form wird die zugehorige Vertei-
lungsdichte auch Glockenkurve genannt.

Immer dann, wenn der zufillige Fehler einer Einzelmessung als additive Uberlagerung einer Vielzahl von zufil-
ligen, untereinander unabhéngigen und in ihrer Variabilitit beschriankten Einfliissen (Zufallsgrofen) angesehen
werden kann, ist der resultierende Fehler normalverteilt, was durch den Zentralen Grenzwertsatz der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung genauer beschrieben wird. Dies ist umso bemerkenswerter, als wir hierbei die Verteilung
der einzelnen Einfliisse oder gar ihren physikalischen Ursprung nicht zu kennen brauchen.
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Uberlegungen findet. Die entsprechende Standardabweichung kann aber schon aus allein einer
Messreihe nach Gl. (D.5) geschéitzt werden. Dariiber hinaus ist der Mittelwert von diesen Mit-
telwerten der einzelnen Messreihen gerade gleich dem gesuchten wahren Wert, z,. *’Man kann
somit von einer Normalverteilung g(zy, sz; x) des Mittelwertschétzers (D.3) ausgehen. Folglich
betrégt die Wahrscheinlichkeit, dass der Abstand des aus allein einer Messreihe berechneten
Mittelwertes T vom wahren Wert z,, kleiner als Ax ist, etwa

Tw+AT
/ 9(Tw, sz; x)dx .
Tw—AT

Damit kénnen wir, ohne x, zu kennen, beispielsweise Folgendes sagen: Mit der Wahrschein-
lichkeit von etwa 95% liegt T dichter als Az = 2sz am wahren Wert. Man schreibt

r=T=%2sz (95%) (D.8)

und sagt dafiir auch: Mit der Irrtumswahrscheinlichkeit « = 1 — 0,954 = 0,046 liegt T im
Intervall zy, £ 25%.
Der Fehler kann auch relativ angegeben werden,

x:f<112_f$> (95%) |

T

oder relativ in Prozent,
257
T=T, £2%%100% (95%) .
T

Die beiden Werte T42sz heifien auch Vertrauensgrenzen des Mittelwertes zum Signifikanzniveau
1 —a=0,954.

Tritt auch ein systematischer Fehler Az auf, so liegt T mit der Wahrscheinlichkeit 95%
dichter als 2sz an x,, + Asx. Ein systematischer Fehler wird durch die beschriebene statistische
Analyse nicht erfasst.

Will man mit gleicher Sicherheit, beispielsweise den {iblichen®) 95%, den Fehlerbereich wei-
ter einschréanken, so muss man nach Gl. (D.5) die Anzahl N der Messwerte vergrofsern. Aller-
dings fallt sz nur proportional zu 1/ V/N. Wollen wir beispielsweise s; halbieren, so miissen wir
gleich 4-mal so viele Messwerte erfassen. Steigt der dafiir notwendige experimentelle Aufwand
auch enorm, so kann doch zumindest prinzipiell mit wachsender Anzahl N der Vertrauensbe-
reich des Mittelwertes beliebig verringert werden. Eine Vergroferung von N ist aber spéitestens
dann nicht mehr sinnvoll, wenn sz = s,/ V/N deutlich kleiner als der systematische Fehler Agx
ist. Es sollte also s, /v N Z, Axx/10 gelten, woraus

~ 100 52

4)Stimmt der Mittelwert eines Schiitzers einer Grofe mit dieser Grofe iiberein, so nennt man den Schétzer
erwartungstreu. T in Gl. (D.3) ist also ein erwartungstreuer Schéitzer fiir die gesuchte Grofe .

Der Schitzer s, in Gl. (D.4) fiir die ;wahre* Standardabweichung o, der Einzelmessung ist ebenfalls erwar-
tungstreu. Wiirden wir hier allerdings anstelle des Faktors 1/(IN — 1) unter der Wurzel 1/N setzen, so wire
dieser Schétzer nicht mehr erwartungstreu. Letztlich riihrt dies daraus, dass bei der Berechnung von s, der
geschatzte Mittelwert, 7, anstelle des unbekannten wahren Mittelwertes, xy,, verwendet wird. Fiir sehr lange
Messreihen, N Z 30, ist der Unterschied dieser beiden Vorfaktoren allerdings praktisch zumeist bedeutungslos.

5)Die Wahl des Signifikanzniveaus unterliegt immer einer gewissen Willkiir und muss letztlich aus dem Kontext
der Messaufgabe begriindet werden. Man wird es umso grofer wéhlen, je folgenreicher eine grofe Abweichung
des angegeben Wertes vom wahren Wert ist. In der Physik und der Vermessungstechnik rechnet man zuweilen
auch mit der statistischen Sicherheit von 68%, in der Industrie sind 95% tiblich, in der Biologie 99,7%.
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folgt. Generell sollten eher weniger Messwerte verarbeitet werden, die aber mit grofser expe-
rimenteller Sorgfalt gewonnen wurden, als viele sorglos gewonnene. Insbesondere sollte grofses
Augenmerk auf die Erkennung bzw. Vermeidung grober Messfehler gelegt werden. Ein einzelner
grober Fehler wird zwar fiir N — oo ein immer geringeres statistisches Gewicht bekommen,
allerdings muss man, je nach Grofe des Ausreifters, unter Umstanden dufserst lange Messreihen
haben, um seinen Einfluft auszumerzen.

Wir hatten bislang fiir die statistische Analyse vorausgesetzt, dass moglichst viele Messwerte
vorliegen, jedenfalls N 2 30. Ist die Gewinnung so vieler Messdaten zu aufwendig oder gar
unmoglich, oder wollen wir die Relation (D.9) einhalten, so kénnen die wenigen verfiigharen
Daten dennoch einer statistischen Analyse unterzogen werden. Dazu geht man zunéchst analog
vor, indem man die Gréfen (D.3), (D.4) und (D.5) berechnet. Der Mittelwertschétzer ist auch
hier wieder normalverteilt. Allerdings machen sich fir N g 30 die zufélligen Schwankungen von
T im Zusammenspiel mit den Schwankungen unseres Schétzers fiir die Standardabweichung
sz bemerkbar, was letztlich die Angabe der Vertrauensgrenzen T + sz beeinflusst. Konkret
fiihrt dies dazu, dass die Verteilung der Groke (T — zy)/sz fiir N < 30 nicht ldnger durch
eine Normalverteilung ausreichend gut angendhert werden kann. ¢)Die Vertrauensgrenzen des
Mittelwertes miissen nun korrigiert werden. Zum Datenumfang N und zum Signifikanzniveaus
1 — a erhalten wir

T =T%ton-1 57 ((1 —a)x100%) . (D.10)
Damit tritt beispielsweise fiir a = 0,05 an die Stelle von Gl. (D.8) nun
r=7% t07025;N_1 Sz (95%) . (Dl].)

Die Faktoren ?,/9,n—1 sind fiir einige typische Werte von 1 — o und N der Tabelle D.1 zu
entnehmen. Beispielsweise ist fiir N = 10 in (D.11) #gg25.0 = 2, 26 einzusetzen. 7)

6)Die zufillige Groke (T — xy)/sz ist fiir N < oo nicht normalverteilt mit der Dichte g(0,1; ), sondern
t—verteilt mit N — 1 Freiheitsgraden. Die entsprechende Dichte ist

1 I(N/2) 22 \ V2
TN -1 T(N —1)/2) ( TN 1)

Darin bezeichnet I' die Gamma-Funktion, fiir die Folgendes gilt: I'(N) = (N — 1)! sowie I'(N + 1/2) =
2N!/7/(N!122N) falls N = 1,2,3,... Die t-Verteilung wird auch Student—Verteilung genannt, nach dem engli-
schen Statistiker W. S. GOSSET, der diese Verteilung als erster auf empirischem Weg fand und 1901 unter dem
Pseudonym ,,Student” publizierte. Die Dichte der ¢t—Verteilung &hnelt der Gaussschen Glockenkurve ¢(0,1; x).
Insbesondere ist sie auch symmetrisch um den Mittelwert 0. Die Standardabweichung der ¢—Verteilung mit
dem Freiheitsgrad N — 1 > 2 ist /(N — 1)/(N — 3). Fiir kleine Werte von N fillt die Dichte der ¢ Verteilung
langsamer als die der Normalverteilung mit + — 400 ab. Fiir N — oo geht ¢y_1(z) in die Dichte der Standard—
Normalverteilung ¢(0, 1; z) tber.

" )Die Grofke taj2;n—1 in Gl (D.10) ist das sogenannte a/2-Quantil der t-Verteilung mit dem Freiheitsgrad
N — 1, das die folgende Gleichung erfiillt,

tN_l(J?) =

+oo
%:/ tN_1<x)d£L‘ .

to/2,N—1

Fiir unendlich grofse Messreihen, N — oo, geht die t—Verteilung in die Normalverteilung {iber, und folglich sind
die Quantile t, /2o (s. letzte Spalte in der Tabelle) aus der Normalverteilung (D.7) zu berechnen,

ta/2;00
l—a:/ g(0,1; z)dx .

—ta/2;00
Fiir das {ibliche Signifikanzniveau o = 0,05 und fiir N > 30 ist die relative Abweichung zwischen ¢, /o, und
ta/2;00 Kleiner als 5%, weshalb wir hier in guter Ndherung mit der Normalverteilung der rechnen kénnen.
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Tabelle D.1: Quantile ¢, 9, y_1 der t-Verteilung fiir ausgewiihlte Werte des Signifikanzniveaus 1 — o und der
Messdatenanzahl N

N — ) 10 15 20 30 60 120 oo
1-al ta/Q;N—l
0,6827 1,14 1,06 1,04 1,03 1,02 1,01 1,00 1,00
0,950 2,78 2,26 2,15 2,09 2,05 2,00 1,98 1,96
0,9545 288 232 220 214 209 2,05 2,02 2,00
0,990 466 328 3,00 288 277 268 2,63 259
0,9974 6,97 423 374 354 336 320 3,13 3,00

D.4.2 Fortpflanzung zufalliger Fehler

Zu jeder Grofe x wird eine Messreihe (D.1) aufgenommen. Alle Messwerte zx(n), n = 1,..., N
und k£ =1,..., K, seien vollkommen unabhéngig voneinander, sowohl innerhalb einer wie auch
zwischen verschiedenen Messreihen.

Nach Gleichung (D.3) wird nun der Mittelwert, Ty, berechnet, nach (D.4) und (D.5) die
Standardabweichung des Mittelwertes sz-. Wir nehmen des Weiteren an, dass die Bereiche
T £ Axy, mit

Az = AZpax i + tajo,n—1 5z (D.12)
klein genug sind, so dass sich y hierin niherungsweise nur linear mit z;, éndert. 8) Dann ist der
Mittelwert der gesuchten Groke ndherungsweise durch

7=y, ., Tk, -, TK) (D.13)
gegeben. ?)Wie sich die zufilligen Fehler der einzelnen Messgrofen xj, auf y fortpflanzen, be-

schreibt das Gausssche Fehlerfortpflanzungsgesetz: Die Standarabweichung von 7 ist

(D.14)

Darin sind
8y(331, N TR ,QL'K)

ap =

Ty Thoyee s TK
die Werte der partiellen Ableitungen der Funktion y nach den Variablen x; an der Stelle der
Mittelwerte. Je grofser |ay| ist, umso stéarker ist der Einfluss von Fehlern in der Messung von

8 )Wir sagen, dass sich y in einem Bereich Tj + Az, linear &ndert, wenn fiir Az, = —Axy, ... Az, folgende
Né&herung gilt:
K oy
y(T1 + Ax,... . Tk + Avg) 2 y(T1, ..., TR) + Y | o Ay,
— Otk lar  a

| -

Dies kann als Entwicklung der Funktion y an der Stelle 1,73, ..., Tx in eine Taylor—-Reihe nach Az angesehen
werden, die nach dem in Az linearen Term abgebrochen wurde.

9)Der Schitzer (D.13) fiir yy, ist im Allgemeinen nicht erwartungstreu, selbst dann, wenn alle T, erwartungs-
treu geschéitzt werden. Allerdings kann man davon ausgehen, dass er konsistent ist, also fiir immer l&ngere
Messreihen, N — oo, mit grofler Wahrscheinlichkeit immer dichter bei gy, liegt. Allerdings, je besser die Linea-

ritdtsbedingung (D.16) erfiillt ist, umso besser approximiert (D.13) einen erwartungstreuen Schétzer.

]
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x;, auf die Berechnung von y. Folglich miissen gerade jene Grofen x, mit besonderer Sorgfalt
gemessen werden, bei denen |a;| vergleichweise grof ist. )Die Fortpflanzung der Groftfehler
AZax k ist durch

K
Amaxy = Y |tk Aimax (D.15)
k=1

beschrieben.
Die fiir die Giiltigkeit der Fehlerfortpflanzungsgesetze (D.14) und (D.15) vorausgesetzte
Linearitat ist gewahrleistet, wenn

YL TER) Y aArg

1| <1 (D.16)

im Bereich
—Axk < A.I'k < Al’k , (Dl?)

gilt. Die Grofe Azy ist in Gl (D.12) definiert. Der Gesamtfehler ergibt sich dann aus der
Fortpflanzung des zufélligen und des Grofstiehlers,

Y =T+ (Amaxy T tojan,...nge 57) (1 —a) x100%) .

Die Faktoren ¢ 9Ny, N sind fiir grofe Messreihen, also fiir Ny, £ 30, durch die letzte Spalte in
der Tabelle D.1 auf S. 145 gegeben, denn dann ist § ndherungsweise normalverteilt. Fiir endliche
Messreihen geben wir diese Faktoren nicht explizit an. Allerdings, fiir das Signifikanzniveau
1—a=0,95und N, =10, fiir alle k =1,..., K, kann t2/2;Nl,.‘.,NK ~ 3 gesetzt werden.

Fiir die beschriebene statistische Fehleranalyse und die Fehlerfortpflanzung mussten wir
viele Voraussetzungen machen, die in der Praxis niemals vollstindig erfiillt sein kdnnen. Ist
beispielsweise eine physikalische Grofe wie die Lange immer positiv, so kann fiir endlich viele
Messwerte niemals eine Gauss— oder auch t—Verteilung streng gelten. Deshalb sollten wir die
Angaben zum Vertrauensbereich immer nur als Ndherungen ansehen und eine sinnvolle Run-
dung der Zahlenwerte vornehmen. Eine noch so ,hochgestochene® statistische Auswertung kann
nicht den gesunden Menschenverstand ersetzen.

10) Als Erliuterung zum Fehlerfortpflanzungsgesetz (D.14) merken wir Folgendes an: Die zufilligen Schwan-
kungen von i um den gesuchten wahren Wert yy = y(2w.1,. - ., Tw, i), resultieren aus der additive Uberlagerung
der Schwankungen der einzelnen Mittelwerte Z. (Tritt auch ein systematischer Fehler auf, so sind im Folgenden
Ty und yy, durch zy ; + Azg 5, bzw. yy + Az, zu ersetzen.) Je stérker sich y an der Stelle

(w155 k) = (T1, ..., TK)

mit Ty, dndert, also je grofer |ay| ist, umso stérker ist der Einfluss der Anderungen von 7, auf §. Schwankt nun
T, normalverteilt mit der Dichte g(@yw k, Sz; Tk ), S0 ist der zufillige Beitrag von Ty, zur Schwankung von J um ys,
gerade durch die Verteilungsdichte g(yw, |ax|sz; x) beschrieben. Werden diese K zufélligen und untereinander
vollstédndig unabhéngigen Beitrdge additiv iiberlagert, so ist ¥ ndherungsweise normalverteilt mit der Dichte
9(Yw, s3;y). Diese Néherung gilt umso besser, je mehr Messwerte Nj in den Messreihen zu den zj, vorliegen.
Zum einen liegt das daran, dass die Schwankungen von (Tx — Zw k) /Szr fir Ny — oo immer genauer durch eine
Normalverteilung beschrieben werden, zum anderen werden dann die Standardabweichungen sz = s., /v/Ni
und damit die Bereiche (D.17) immer kleiner, so dass hierin die Anderung von y immer besser als linear angesehen
werden kann.
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Tabelle D.2: Messreihen fiir den Stabdurchmesser d und die Stablinge [

n | d/mm | [/mm
1] 9.99| 99,74
21 9,97 | 100,06
31 9,97 100,26
4] 9,95| 99,92
5| 10,00 | 100,08
6 9,96 | 100,18
71 10,01 | 99,54
8| 10,00 | 99,96
9| 9,98 100 01
10| 9,98 | 99,80
11| 9,12 | 97,60

D.5 Beispiel

Wir wollen das Volumen V eines Stabes bestimmen. Gemessen werden sein Durchmesser d
sowie die Lange [. Daraus ist

V(d,1) = %d% (D.18)

zu berechnen. Wir gehen davon aus, dass d mit einer Schraublehre der Préazision 0,01mm
gemessen wird und [ mit einer Schieblehre der Prizision 0,05mm. Bei der Schraublehre sei
der Nullpunkt in der Weise verschoben, dass alle Durchmesser um 0, 03mm zu klein gemessen
werden. Die erhaltenen Messreihen geben wir in der Tabelle D.2 an. Zur Auswertung gehen wir
in folgenden Schritten vor:

Aussonderung von Ausreifiern:
Der jeweils elfte Wert der beiden Messreihen ist offenbar ein Ausreifser und wird deshalb
bei der folgenden Auswertung weggelassen.

Nullpunktkorrektur:
Von den Messwerten d(n) wird der uns bekannte systematische Nullpunktfehler

Azg g = —0,03mm

abgezogen. Das heisst konkret, alle Werte d(n) in der Tabelle D.2 werden um 0,03mm
vergrofert.

Mittelwerte und Standardabweichungen:
Die Mittelwerte und Standardabweichungen werden nach (D.3), (D.4) und (D.5) berech-
net. Wir erhalten dann fiir den Durchmesser

d=10,011lmm , s;~0,019mm , s7~0,006mm
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und fiir die Lénge
[=99,945mm , s ~0,244mm , s~ 0,077 mm .

Hierbei haben wir auf drei Stellen hinter dem Komma gerundet. Das ist sinnvoll, weil die
Messwerte bis auf zwei Stellen hinter dem Komma vorliegen und die Ungenauigkeit des
Mittelwertes etwa um 1/v/N = 1/4/10 ~ 0,3 kleiner als die einer Einzelmessung ist.

Vertrauensbereiche zu den zufilligen Fehlern:
Zur Irrtumswahrscheinlichkeit v = 0,05 wollen wir nun den Vertrauensbereich angeben.
Nach Gl (D.11) brauchen wir dazu den Korrekturfaktor ¢ g25.9, den wir aus der Tabel-
le D.1 auf S. 145 zu #0259 = 2,26 ablesen. Damit erhalten wir

d = (10,011 42,26 x 0,006) mm  (95%)
= (10,011 £0,014)mm (95%) .

und analog
[ =(99,945+0,174) mm (95%) .

Das bedeutet, mit der Wahrscheinlichkeit von 95% liegt d = 10,011mm dichter als
0,006 mm am wahren Durchmesser und [ = 99,945mm dichter als 0,174 mm an der
wahren Lange.

Gesamtfehler:
Die vom Hersteller angegebene Prézision der Messinstrumente wird hier allein als Groft-
fehler angesehen,
AZTpmaxa = 0,0Ilmm ,  Azpay; = 0,05mm .

Zusammen mit den zufalligen Fehlern ergeben sich dann nach Rundung die folgenden
Gesamtfehler:

d = (10,010 +0,025)mm (95%)
[ = (99,94+0,23)mm (95%) .

Wenn wir davon ausgehen, dass d mit der recht prézisen Schraublehre gemessen wurde,
so konnten wir geneigt sein, die Angaben zum Durchmesser bis auf 1pym (3 Stellen hinter
dem Komma) genau zu machen. Die Andruckkraft der Messspindel unterliegt aber einer
gewissen Willkiir, die wir mit +5um abschétzen. Deshalb haben wir die Angaben zum
Durchmesser auf ein ganzzahliges Vielfaches von 5um gerundet. Generell sollte bei solchen
Rundungen der Vertrauensbereich eher vergrofiert als verkleinert werden. Beispielsweise
hétten wir den Gesamtfehler Azy = 0,022 mm auch auf Az, = 0,025 mm aufgerundet.

Priifung auf Linearitit fiir Fehlerfortpfanzung:
Wir priifen hier, ob die Linearititsbedingung (D.16) im Bereich (D.17) erfiillt ist und
damit die Fehlerfortpflanzungsgesetze (D.14) und (D.15) anwendbar sind. Dazu berechnen
wir zundchst die Ableitungen

oV (d, 1) ™

= — 29d1 ~ 1572 mm?
aq 8d EJ 4 mm
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wnd ov(d,l

(d,]) = "7 ~ 79mm? .
Der Vergleich beider Anstiege liefert agq ~ 20 a;. Dies zeigt, dass wir mit grofiter Sorgfalt
gerade d messen miissen, um den Gesamtfehler fiir das Volumen gering zu halten. Setzen
wir nun die Anstiege a4 und ¢; in (D.16) ein, so erhalten wir fiir

a; =

Azrg = —(ATmaxd + 100259 57) - (ATmaxa + to,025:9 S7)
(~0,024 ... 0,024) mm

und

Ar; = —(AZmaxs + 100259 57) - - (ATmaxs + to.025:9 S7)
~ (0,225 ... 0,225) mm

die folgenden Relationen:

V(E, l) + (adAxd + CLZAZEI)
V(E + Al’d, Z + AQZZ)

— 1] <0,00002 <1 .
Die Linearitatsbedingung (D.16) ist also hervorragend erfiillt. Damit konnen wir die Feh-
lerfortpflanzungsgesetze anwenden.

Mittleres Stabvolumen:
Fiir das Stab—Volumen (D.18) erhalten wir den Mittelwert

V=V(d1I) =>d1~786,9mm® .

1

Fortpflanzung des zufélligen Fehlers:
Die Standardabweichung von V' ergibt sich nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz (D.14)

zu
S — 2 o2 2 2
Sy = /g 85+ ap s]

11,3mm?® .

Q

Vertrauensbereich des Volumens:
Wegen der wenigen Messwerte, N = 10, kénnen wir nicht davon ausgehen, dass V normal-
verteilt ist. Allerdings konnen wir in guter Niherung davon ausgehen, dass V mit einer
Wabhrscheinlichkeit > 95% dichter als 3sy- an Vi, liegt. Damit erhalten wir gerundet

V = (78674 33)mm® (95%)
= 7867mm®, +0,4% (95%) .

Grofstfehler des Volumens:
Nach (D.15) berechnen wir den Groftfehler des Volumens,

Axmax,V - |ad|Axmax,d+|al‘Axmax,l

(1572 x 0,01 + 79 x 0,05)mm?
3

Q

20 mm
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Gesamtfehler des Volumens:
Den zufélligen Fehler und den Groéfstfehler des Volumens fassen wir schlieflich wie folgt
zusammen:

V = (7867 £ 53)mm® (95%)
= 7867mm®, +0,7% (95%) .

Wir sagen: Das Stabvolumen misst 7867 mm?3. Mit einer Wahrscheinlichkeit von 95%
weicht es um nicht mehr als 53 mm? vom wahren Wert ab.*')

D.6 Gewichtete Mittelung

Wird eine Grofe x mit unterschiedlichen Methoden gemessen, so erhilt man im Allgemeinen
unterschiedliche Werte z,, und Vertrauensbereiche s, ,, n = 1,2,...,N. Mit der gewichte-
ten Mittelung kann man aus diesen Werten einen einzigen Schéitzwert T berechnen, so dass
Messwerte mit einem kleineren Fehler ein grofleres Gewicht bekommen gegeniiber den unge-
naueren Werten,

N
n=1
mit den Gewichten
s
=
>
m=1 S?z,m

Der Vertrauensbereich von 7 ist

(D.20)

Sind alle Ungenauigkeiten s, , gleich grof, folgen w,, = 1/N und s, = s;,,/ VN, was der
gewOhnlichen Mittelung entspricht.

1)Die Werte der Messreihen in der Tabelle D.2 wurden auf einem Rechner erzeugt, mit normalverteilten
zufélligen Fehlern fiir den Durchmesser dy, = 10 mm und die Lénge [, = 100 mm. Die ,wahren* Standardabwei-
chungen sind o4 = 0,02mm ~ s4 und 0; = 0,2mm = s;. Das ,wahre” Volumen ist somit auch exakt bekannt,
Vi = (7/4)10* mm?® ~ 7854 mm?, was unsere Fehlerabschitzung recht plausibel scheinen lisst.
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Anhang E

Regression

Gegeben seien zwei Messreihen, x(n) und y(n), n = 1,2,..., N, die mit Messfehlern behaftet
sind. Aus theoretischen Uberlegungen sei bekannt, dass zwischen den fehlerfreien Grofen y
und z ein funktionaler Zusammenhang einer bestimmten Form (Funktionen-Klasse) besteht,
Yy = fap..(z), mit frei wéhlbaren Parameter a,b, ... Die Regression befasst sich mit der Be-
stimmung (Schitzung) dieser Parameter aus den gegebenen Messwerten. Dabei wird haufig die
Methode der kleinsten quadratischen Abweichung angewandt, die fiir normalverteilte Messfeh-
ler d4quivalent zur Maximum-Likelihood—Methode ist, die fiir grofse N beste (erwartungstreue,
effiziente) Schétzer liefert.

E.1 Lineare Regression

Zwischen den fehlerfreien Gréfsen z und y moge ein linearer Zusammenhang bestehen, es gelte
also die Geradengleichung
y=a+b-x .

Der Anstieg b und der Schnittpunkt a der Geraden mit der Ordinate (y—Achse) sind aus den
Messwerten z, und y,, n = 1,2,..., N, zu schitzen. Je nachdem, ob nur y oder auch = fehler-
behaftet sind, und ob jeder Messwert mit einem gleichem absoluten Fehler versehen ist, werden
verschiedene Fille betrachtet.

E.1.1 1. Fall: x fehlerfrei, y mit festem Fehler o,

Die Messwerte z,, n = 1,2,..., N, seien fehlerfrei, und die Messfehler y,, seien bei beliebigem
n normalverteilt mit der Standardabweichung o,,. Dann ist die Log-Likelihood-Funktion (s. S.
89 ff.) gegeben durch

N
1 [Yn — (a + bx,)]?
InL(yp,...,yn) = In exp (—
}_[1 V2ro, 207

) (g

()%
= Zln — = .
— 210, 2
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darin haben wir

1

2 _
b=

X" (a,b) o7 2

(Yo — b~ 2 — )’ (E.1)

NE

gesetzt. Die Likelihood-Funktion nimmt ihren Maximalwert beim Minimum von x?(a,b) an.
Dies ist die sogenannte Methode der kleinsten Fehlerquadrate,

x*(a,b) = min!
e 0x*(0,) 0x*(a.b)
X“\a, X \a,
—— =0 d —————=0
da “n ab
erhalten wir folgende Schatzwerte fiir die Parameter a und b unserer Regressionsgeraden:
5Ty s
2 (E.2)
mit
1 & 1 & 1 & 1 &,
:L‘:N;xn7 y:N;yna y:N;xnyna x2:N;xn7 (E3>
und
SE=22 -7,
sowie
a=y—b-7 (E.4)
Die Standardabweichung von b ist
102
— =Y E.
=\ NSz (E:5)

Wenn die Gerade gut den Zusammenhang zwischen x und y widerspiegelt, dann gilt x? /(N —
2) ~ 1, wobei x? in (E.1) an der Stelle @ = @ und b = b zu nehmen ist. Folglich gilt dann

JR— ~
0y = g 2 b T )
n=1
N [/— _ —  _
1 Gt A )
N
= mS;(l —07,)
mit dem Korrelationskoeffizienten
Yy —Ty 2 5 2 —5_ 1 - 2
sz:S—Sya Sy:y -y, y:NZyn
z n=1
Setzt man dies in (E.5) ein, folgt schlieklich,
1 S2
" \/m w1 d) (B:6)
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Auf der rechten Seite stehen nur noch Grofen, die aus den Messwertpaaren (z,,y,) berechnet
werden konnen.
Fiir die Standardabweichung von @ erhélt man

Sq = Sp- Va2 (E.7)

Der nach (E.2) geschétzte Anstieg b liegt mit ca. 68% iger Wahrscheinlichkeit dichter als s,
am (unbekannten) wahren Anstieg b,

b=b+s, (68%) .
Eine analoge Aussage gilt fiir den Schnittpunkt a,
a=a+s, (68%) .

Ersetzt man in den Gleichungen o, durch 2 - g,, erhoht sich die Signifikanz auf etwa 95%. Es
sei jedoch erinnert, dass hierbei nur zuféllige Fehler der Messwerte y,, erfasst werden.

E.1.2 2. Fall: z, und y, mit Fehler o, bzw. o0,

Die Messwerte z,, und y,, seien mit dem Fehler (Standardabweichung) o, bzw. o, gemessen, fiir
jede Messung n also gleich. Man kann dies nédherungsweise auf den ersten Fall zurtickfiihren,
indem man =z, wiederum als fehlerfrei ansieht, dafiir aber die Varianz von y,, um b*c2 erhoht.
Die Parameter a und b sowie deren Unsicherheiten werden also wieder nach (E.2), (E.4), (E.6)
und (E.7) geschétzt, wobei in (E.5)

2 2 2,12 2
— . =
o, o, ay—l—b o

zu ersetzen ist. Insbesondere gilt hier fiir den Fall, dass die Gerade die Daten gut approximiert,
;N
2. .2 _ N ~\2
e (Y — b 2, — Q)" .

n=1

O’Z +32
Folglich kann die Ungenauigkeit des Anstiegs genau wie im ersten Fall nach (E.6) bestimmt
werden.

E.1.3 3. Fall: z,, fehlerfrei, y, mit variablem Fehler o,

Die Messwerte x,, seien fehlerfrei, und die Messfehler y,, n = 1,2,..., N, seien normalverteilt
mit der Standardabweichung o.,.
Die Methode der kleinsten gewichteten Fehlerquadrate,

2

a (Y — b2y — a)
X’ = g Un — = min! (E.8)
o
n=1 yin

liefert dann dieselben Gleichungen wie (E.2), (E.4), (E.6) und (E.7), nur mit dem Unterschied,
dass anstelle der gewohnlichen (E.3) nun gewichtete Mittelwerte treten,

N N N N
- - pu— _2_ 2
T = 5 WpTy , Y= 5 WnlYp , TY= E WnTpYn , X2 = E wnT, (E.9)
n=1 n=1 n=1 n=1
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mit den Gewichten

zu ersetzen.

Sind alle Fehler gleich o7, = o7, folgt w, = 1/N, was wieder der gewohnlichen Mittelung

(E.3) entspricht, sowie 02 = o2,

Ist die Ungenauigkeit o, ein gewisser Bruch o des Messwertes y,,, z.B. o = 0,005 bei einem
relativen Fehler von 0, 5%, also 0, = a - y,,, dann kann fiir die Gewichte wie folgt geschrieben

werden,
-1
2
Yn
e ( 2 )
m=1..N 7™

E.1.4 4. Fall: z, und y, mit variablem Fehler o,., bzw. 0,

Die Messwerte z,, und y,, seien mit dem Fehler (Standardabweichung) 0., bzw. o,., gemessen.
Man kann dies néherungsweise auf den obigen Fall zuriickfiihren, indem man x,, wiederum als
fehlerfrei ansieht, dafiir aber die Varianz von y, um b2a§;n erhoht. Die Parameter a und b sowie
deren Unsicherheiten werden also wieder nach (E.2), (E.4), (E.6) und (E.7) geschétzt, wobei
gewichtete Mittelwerte (E.9) zu verwenden sind, nun aber mit den Gewichten

1

2 T2 2
_ Oy + U205
w, = i

2 72,2
m=1...N Oy;m + b Om;m

Damit hiingt aber die rechte Seite von (E.2) auch von b ab, und eine Aufldsung nach b ist im
Allgemeinen schwierig.
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ff., 131
charakteristische Gleichung von AR(D), 69

delay plot, 45

Dichte-Schétzer, Histogramm, 78
Dichte-Schétzer, Kern—, 78
Dichte—Schétzer, naiver, 78
Dispersion, 142

Energiespektraldichte, 60
Entfaltung, 14

Fehler, grober, 138

Fehler, systematischer, 84, 138

Fehler, zufalliger, 138

Fehlerfortpflanzung, Grostfehlers ff., 139
Fehlerfortpflanzung, zufalliger Fehler ff., 145
Fehlerrechnung, 137

Formantfrequenz, 26

Fourier—Reihe, Dreieck, 128

Fourier-Reihe, Rechteck, 127
Fourier-Reihenentwicklungen ff., 127

Glockenkurve, 142
Grenzwertsatz, zentraler, 87
Grostfehler, 138

Histogramm, 78

Interpolation Code ff.; 133
Interpolation ff., 29

[rrfahrt, 67
Irrtumswahrscheinlichkeit, 143

Kern—Funktion, 78

KKF, 50

Korrelation, ff., 45
Korrelationsfunktion, 50
Korrelationskoeffizient, 48
Kovarianz, 48
Kreuzenergie, 60

pKreuzenergiespektraldichte, 60

Kreuzkorrelationsfunktion, 50, 60

Kreuzkorrelationsfunktion, zeitkontinuierliche,
52

Kreuzleistungsspektrum, 53

least mean square (LMS) fit, 45

Maximum Entropie Schétzung, ff., 91
Maximum Likelihood Schétzung, ff., 89
Mittelung, gewichtete, 150

Mittelwert, 141

Mittelwert einer Funktion, 58
Mittelwert, zeitkontinuierlicher, 53
mittlere Kreuzleistung, 54

moving average, 65

Normalverteilung, 142

Periodogramm, 26

Periodogramm, zeitdiskretes, 94
Periodogramm, zeitkontinuierliches, 95
Pitchfrequenz, 26

Power Spektrum, 60
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Prozess, d—korrelierter, 61
Prozess, autoregressiver—, 66
Prozess, diskreter, 57

Prozess, farbiger, 62

Prozess, ff., 57

Prozess, Gleitmittel—, 65

Prozess, i.i.d., 61

Prozess, kontinuierlich, 57
Prozess, stationarer, 57

Prozess, stochastischer, 57
Prozess, vollkommen unabhéangiger, 61
Prozess, weiser, 62

Prozess, zeitdiskreter, 57

Prozess, zeitkontinuierlicher, 57
Prozess, zufalliger, 57

Pradiktor, Nachster—-Nachbar—, 75

Randverteilung, 58
Regression ff., 151
Regression, lineare ff., 151

scatter plot, 45

Schétzer, effizienter, 87

Schétzer, erwartungstreuer, 84
Schétzer, konsistenter, 86

Schétzer, unverzerrter, 84

Schétzer, Varianz, 88

Schétzung ff., 81

Schatzung, Mittelwert—, 81

Signal, ergodisches, 59

Signal, stationéres, 51

Signale, linear unabhéingige, 49
Signale, negativ korrelierte, 49
Signale, positiv korrelierte, 49
Signale, unkorrelierte, 49
Spektraldichte, Rechteckfenster, 129
Standardabweichung, 47
Standardabweichung, der Einzelmessung, 141
Standardabweichung, des Mittelwertes, 141
Statistik, 81

Stichprobe, 81

Stichprobe, mathematische, 141
Stichprobenfunktion, 81

Streuung, 47, 142
Student—Verteilung, 144

t—Verteilung, 144
Varianz, 47

Varianz, zeitkontinuierliche, 53
Verschiebeoperator, 66

Verteilung, 57

Verteilungsdichte, 58
Vertrauensgrenzen, 143
Vorhersage, beste, 74
Vorhersageproblem, allgemeines, 73

Wahrscheinlichkeitsdichte, Schatzung ff., 77
Wahrscheinlichkeitsverteilung, 57
Wiener—Chintchin—-Theorem, 60

Yule-Walker-Gleichungen, 69

Zeitfunktion, spektrales Rechteckfenster, 129
Zeitreihe, stationdre, 51

Zentraler Grenzwertsatz, 87

Zufallsgrose, 57
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