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1. Introduccion

Es de interés en e mundo del control automético poder modelizar un proceso y que
en dicho modelo queden reflgadas, explicitamente todas las todas las variables que
intervienen en su dinamica. La forma mas popular que cumple con esta condicion es la
[lamada representacién en variables de estado. Otrainquietud que surge una vez obtenido este
modelo es el poder obtener informacion de la dinamica del proceso sin necesidad de medir
todas las variables, sino que, haciendo uso del conocimiento de su dindmica poder inferir u
observar algunas de €ellas. El tercer problema surge cuando intentamos utilizar este modelo
con mediciones contaminado por algun tipo de incertidumbre. Estos tres conceptos se
abordan con la llamada estimacion estadistica de sefides y su version mas conocida es €
Filtro de Kalman-Bucy que pretendemos abordar en este espacio.

El tratamiento de este tépico esta ligado a dos aspectos del control: por un lado a la
observacion o0 estimacion de estados internos de un sistema y por otro a esta misma
observacion cuando las mediciones estan contaminadas por algun tipo de perturbacion.
Dividiremos € trabgjo en tres partes: la primera sera una revision de la representacion de un
proceso mediante variables de estado y su observacion. La segunda parte estara dedicada a



mostrar la estimacion de sefid es obtenidas con un error y por Ultimo presentaremos laversion
clasica dd filtrado estadistico.

2. Observacion de una Sefial

La forma mas comun de expresar un sistema o0 modelo de una planta es por su
relacion entrada-salida forma que en muchos casos es suficiente y ofrece buenos resultados.
Por gjemplo un motor podria quedar expresado como una funcion de transferencia que
vincula la tension de armadura, su entrada, con € angulo girado por su ge, siendo ésta su
salida. De esta forma expresado € modelo del sistema resulta comodo pero adolece de
algunas limitaciones. por gemplo no podemos inferir de él nada acerca de la corriente del
motor 0 su velocidad. Para subsanar este inconveniente se ha pensado en expresar los
sistemas de otra manera llegando asi a la [lamada representacion en variables de estado en
donde quedan explicitadas las variables internas del sistema. Veamos esto en un gemplo
simple: un generador de corriente continua es controlado por campo; este generador
alimenta un motor del cual se pretende controlar € angulo girado por su ge.

le

Figura 1. Motor de corriente continua comandado por un Generador

Una muy simplificada version de la funcion de transferencia de este sistema es la
presentada en la figura siguiente, en donde se explicitalatension de excitacion, la corriente
de excitacion, lavelocidad y €l angulo girado.

s+4 s+1

Figura 2. Funcién de Transferencia del Motor de corriente continua comandado por
un Generador



Si expresamos esta funcion de transferencia en forma de leyes fisicas resultar&:

q=w
w+w=1l, -1
I, +4l,=2v

0 escrito en forma matricial seré&

équ € 1 0Ugu €
é u_é Ué u, é\ i
W= -1 T gt O 2
g.y & O -4gal.p éq

gue en una escritura mas compacta resulta,
X(t) = Ax(t) +Bu -3

en donde x es el llamado vector de estados del sistema, A la matriz de transicion, B
la matriz de entrada y u la variable de entrada o actuacion. También existe la version
discreta de esta representacion en donde e modelo no se expresa en funcién de la derivada
de los estado sino en funcién del valor del mismo un instante posterior, lo cua se escribe
Como:

éqk+1 u éch u
_é u_,& U -
Xiag = @Wi = AgWic ¥ BVi = AX, + Bu, 4

élekﬂé QIEka
Y, =0 =[1,0..] %= Cx,

el subindice k simboliza el instante en que se considera la muestra. En esta ecuacion
se ha agregado un segundo elemento y que representa la variable de sadlida que no
necesariamente coincide con un estado interno. La relacion entre salida'y estados esta dada
por lamatriz C.

De esta manera queda expresado € sistema con las variables fisicas que nos
importan explicitamente descriptas. Esta es la Ilamada representacion en variables de
estado. O sea que midiendo angulo, velocidad y corriente tenemos completamente
determinada nuestra planta. Pero, incluso en forma intuitiva podemos pensar que no se
necesitaria medir la velocidad ya que, midiendo € angulo podriamos derivar o tomar la
diferencia entre dos muestras sucesivas y calcular la velocidad. Si hiciéramos esto,
estariamos observando uno de los estados internos del sistema. Veamos como construir un
observador de modo de no necesitar una medida real de todos los estados ya sea porque no
gueremos o no podemos medirlos.

El primer observador que se nos podria ocurrir es directamente reproducir e modelo
delaplanta, es decir
I Xy = AR + By,
|
T Y =CR



en donde R simboliza la observacion o estimacion del estado x e yes la
observacion de la salida del sistema. Esta Ultima sefial no seria necesario observarla ya que
es una medicién pero nos seria Util para comprobar la bondad del observador. Si
conociéramos con exactitud las matrices Ay B y el punto de partida del vector de estados,
este observador funcionaria sin error en la estimacién y no habria inconveniente en
utilizarlo tal como estéa descripto. Pero en la préctica no se cumplen estas tres condiciones
por lo que es preciso sofisticar este esgquema agregandole una correccién para este
desconocimiento o error. Una forma simple o intuitiva de hacer esto es comparando la
salidareal con la estimada por el observador e introducir un término corrector de acuerdo a
esta diferencia.

Xk+1:AXk+Buk+L(yk_yk):AXk+Buk+L(yk_CXk) -6

En donde lamatriz L es el factor de correccién o realimentacion. Si no hay error de
observacion, este Ultimo término no participa en € célculo de la estimacion y € modelo
resulta como el planteado anteriormente. Se puede demostrar que este sistema observador
tiende a real con lo que, en nuestro gjemplo, obtendriamos una observacién o estimacion
de la corriente y velocidad basada en el conocimiento del angulo y latension de excitacion.
El Unico pardmetro indefinido eslamatriz L, la cual se elige, para asegurar la estabilidad y
lavelocidad de convergencia.

El problema se complica cuando las mediciones estan afectadas por algun tipo de
incertidumbre, como ser ruido u otra causa. En ese caso existe una generalizacion del
concepto de observacion planteado por primera vez y en forma simultanea por Kalman en
EEUU y por Bucy en Francia. Es decir, € filtro de Kaman-Bucy es un observador de
estados de un sistema en presencia de perturbaciones estocasticas o estadisticas. En una
forma muy resumida podriamos decir que €l filtrado estadistico nos brinda una manera de
calcular optimamente lamatriz L del observador anterior. Para comprender e concepto del
filtrado estadistico es conveniente revisar la idea de estimacion de variables medidas con
algunaincertidumbre, que eslo que explicaremos a continuacion.

3. Ideade Estimacion

Es importante rever el concepto de estimaciéon para € caso de tener diferentes
mediciones y queramos hallar la mejor estimacion. Convengamos que se entiende por
estimacion e mecanismo para obtener un valor a partir de una informacién incompleta y
por supuesto que es importante obtener la mejor estimacion posible. Un método sencillo y
usual para su calculo es minimizar la suma de los cuadrados de las diferencias entre la
estimacion y las mediciones

J=ax-z) -7
3.1. Problema Elemental de Estimacion

El caso elemental de estimacion es el de calcular una magnitud x a partir de
mediciones z. Cada una de las mediciones z tiene un error en la medicion v € cua no
conocemos. Es decir

Z =X+v, -8



Suponemos también que este error tiene una cierta varianza dada por la siguiente
ecuacion
E{v’} =s? -9
El caso mas elemental es tener dos mediciones. Aqui, la forma de obtener la mejor
estimacion de x es minimizando e siguiente funcional

IJ=a(x-3)=(z- #f +(z- %)’ =/ +V] -10
Debemos hallar €l valor de x que haga minimo J. La forma de hacerlo es derivar J
con respecto ax

1J - -
— =-2(z-X)-2lz- X)=0 -11
L (z- %)-2(z- %)
de donde resulta, ago que ya sabemos,
5=4 tz -12
2

El error de estimacion se calculacomo la diferenciaentre el valor real y el estimado

. + + +
247, XV XAV,

e=X- X=
2 2 2 13
— Vl +V2
S 2
y lavarianza o dispersion de la estimacion sera
£’y = B Z E{v,} _ s7 1

Como es obvio, vemos que se reduce a la mitad con respecto a la de las mediciones
aidadas

Algo similar podemos plantear para n mediciones donde la estimacion es €
promedio de esas n lecturas

R +...4+7
X:p -15
n
el error eslan-simaparte del error de cada medicion
:V1+"'+Vn 16
n

y también se reduce lavarianza
2

E{e’} = 5 -17
n



3.2. Medidas con Distinta Dispersion

Supongamos ahora que nuestras mediciones tienen distinta dispersiéon, ya sea
porgue fueron obtenidas con distintos instrumentos o en diferentes instantes de tiempo. Las
medidas son:

z=x+v, E{v}=0 Elv12}=sf

, : -18
Z,=X+V, E{v2}=0 EWV, [=s,
En el caso particular de dos mediciones, €l funcional a minimizar seria,

on Boxf v v (@) (e ) |
a SZ SZ SZ SZ SZ 19
i 1 2 1 2

derivando como en el caso anterior,

~

W - &%) ,z-%)_

x|,y S/ S

-20

lamejor estimacion resulta un promedio ponderado de las muestras dando mas peso
alade menor varianza

. szs éz zu
X= 28 2+ zL’J -21
S, +S; &, S;0
En este caso € error de estimacion se calcula del siguiente modo
2 2 N 2 2
~ e u SV, +S’V
e=x-x—— 24 ZZQ X=—"—>=22 -22
S, 245 ? eSl S, S, tS,
siendo su varianza
Sk’
E{e?} =2 -23
l+52
1 1 1 04
E{e’} s s:

similar a un paralelo de resistencias, siempre menor que cualquiera de las
componentes
3.3. Idea de Estimacion Recurrente

Para caso de n mediciones podriamos pensar en calcular la estimacion en forma
recursiva. Es decir, si la estimacién es calculada de acuerdo ala siguiente ecuacion

p :Zl+"'+zn

n

-25
n



y luego, obtenemos una medicion n+1, la nueva estimacion ser&:

oot +.. 4
5‘(“+1 — Zl Zn+1 — Zl Zn X n + Zn+1 -26
n+1 n n+l n+1

con lo gque se deduce que la nueva estimacion se puede expresar en funcion de la
anterior de laforma,

5‘( :)2 n + ZI"|+1

-27
" "n+1 n+1
- SO |
X, =X - Xn—+£ -28
n+l n+1
Si operamos algebrai camente podemos expresar la estimacion como sigue:
"N o 1 -
Xn+1 - xn t— (Zn+1 - Xn) -29

n+1

La nueva estimacion es la anterior més un factor de correccién proporcional a error
o diferencia entre lanuevamediday su prediccion o estimacion.

A su vez podemos interpretar esta forma de calcular la nueva estimacion como una
prediccion a partir de dos mediciones con distinta varianza, o sea:

SZ

X convarianza — y
n

. 2
Z,, convarianza S

ya que, considerando esto y seguin lo explicado con anterioridad, podriamos calcular
la nueva estimacién como:

s
, S
§ 2> g 4D 30
Xn+1_ 32 Xn 32 Zn+1 -
s?+=— s+ —
n n

lo que es 1o mismo que decir,

~ _ n 1 A 1 -
Xt Z,=X* (Zn+l_ Xn)

n+l

n+1 n+1 n+1 _31
y en este caso lavarianza del error es
1 1 1 n 1
+ =—+— -32

E.{€’} Ef{e} s? s? s?

oloqueessimilar a
2

E . {e}= > 33
n+1 - n+1



4. Estimacion de una Funcion

4.1. Caso de una Funcion Estéatica

Hasta e momento hemos estimado el mejor valor de una variable a partir de n
mediciones pero ¢qué pasaria s la medicion no fuese directa sino una funcién de la
medicion? Este seria el caso de querer estimar la corriente por una resistencia a partir de la
medicion de la tensién. Aqui habria una relacion lineal entre la medicion (tensién) y la
variable a estimar (corriente).

Ahora

x eslavariable a estimar por ggemplo la corriente
zeslamedicion por giemplo latension

v es e error cometido en lamedicion de latension

h eslarelacion entre medicidn y estimacion, en nuestro caso laresistencia

Delo anterior resulta
Z=hx+v -34
supongamos ademas que el error de medicién tiene las siguientes caracteristicas
estadisticas
E{v} =0
E{vz} =s; e

\

El problema es entonces, minimizar el error de estimacion de la corriente. Para ello
podemos tener una estimacion de la tension medida que sera

z=hx -36
con lo que € funcional aminimizar lo podremos definir como

J=[z- n{? -37
Derivando e igualando a cero para minimizar,

btk =-2h[z- hg]=0 .38

X ly=s

h*X =hz -39

de donde resulta, 1o obvio que la mgor estimacion de la corriente es la tension
medidadivididalaresistencia

~ 1
R==z - 40
h
el error sera
e:x-§<:x—£2=x-£(hx+v) -41
h h



e:-1v=-kv -42
h

s v esel error enlamedicion, kv es € error en laestimacion. Si h es grande € error
baja. Lo que eslogico si queremos medir corriente es necesario tener una resistencia grande
paratener un valor de tensién més alto.

Ladispersion en laestimacion es

2
v

E{ez} = sz{vz} =k’s?= s - 43

h®
Lo mismo paraladispersion: al aumentar h disminuye lavarianza
4.2. Estimacion Recurrente de Funciones Estaticas

Supongamos e mismo caso anterior pero tenemos n mediciones de la tension,
estimamos la corriente para esas n mediciones y en un instante posterior obtenemos una
nueva medicion. Veamos como podemos calcular la nueva corriente a partir de su
estimacion anterior y la nueva medicion de tension.

Hastalamedicion n, la dispersion en la corriente x es
E{(x- ,)°} =n, = Ele,?} - 44
Es decir tenemos dos formas de estimar x: una a partir de X,y otra a partir de la

nuevamedicion z,,,. Estamos en el caso de dos mediciones con distinta dispersion. Por o
tanto & funcional a minimizar se puede definir como la suma de un error de estimacion con
dispersion n'y uno de medicion con dispersion s 2

Definimos como siempre e funcional suma de las dos formas de estimar x

1€ ~ v 1 , 1U

J =§:x- xn) n—+(zn+l- hx) — 0 -45
é n Svia

1J 1.,. A -
. =_( n+1 Xn)_ 2 (Zn+1_ th+1):0 -46
ﬂX st nn v
€1 h*°0., 1. h €1 h*0, h .
§_+_2l,:lxn+l__xn +_zzn+1_§_+_ggxn +_2(Zn+1' hxn) -47
enn Sva n, Sy enn Sy S,

|a nueva estimacion es

. n,h N

Xpsp = X F 2 2 (Zn+1 - th) -48
s . +hn,

parafacilitar la notacion hagamos

~



=

S
=}

- 49

S ©
I
§e)

=}

— — ——— —

s
lo que lleva a una forma comoda de expresar recursivamente la nueva estimacion
R =% +w, (z,,,- bX,) -50
en este caso € error serg
€y =Ry~ X=K, - X+R - X, =X, - x+wn(vn +hx - hxn) -51
e. =[1- wh|(g, - x)+w,yv, -52

Si suponemos incorrelacion entre la estimacion y la nueva medicion, la dispersion
n,,, delaestimacion sera

E{en+12} = [1_ th]2 n, + WES 5 =Ny -53
pero delarelacion entreny p se deduce
E{en+12} = p,J1- w,h]+w?s 2

-54
— 2 2a 2 2
_pn-pnhWn+W§Sv_pn_WnSv+W§Sv_pn
0O sea
2\
E{en+1 }— P, -55
N = P, -56

En estecaso p y n solo estan separadas una medicion
Unicaincognita, p inicial.
Se consideraunadispersion inicia infinita
n, =¥ -57

%0:0 -58

y seguin lo anterior

1 _1 _h?
—=—=— -59
r]1 pO Sv

en resumen

10



n =pn¥ -60
B 1
pn_nn h2
1+—n,
t Sy

En latabla siguiente se ve como varian o p es decir la dispersion de la estimacion y
el factor de correccion w a medida que se incrementa el niUmero de mediciones.

w P n

0 1 s 2 ¥
h h?

1 1 s s

2h 2h? h?

2 1 s 2 s ?

3h? 2h?

3 1 s’ s’

4h 3h? 3h?

Se observa en la tabla, como era de esperar, que la dispersion disminuye al
aumentar las muestras asi como € factor de correccion, es decir, estamos mas cerca del
valor verdadero.

4.3. Estimacion Recursiva de Funciones Lineales Dinamicas

Demos un paso més en el problema de la estimacion e intentemos predecir e valor
gue toma una variable que varia en € tiempo a partir de una medicion, funcion de esta
variable. Un gemplo simple puede ser € de la figura, intentamos medir la tensién de un
capacitor que se carga a través de una fuente un cierto ruido que puede deberse a falta de
regulacion. La tension tampoco es medida directamente sino a través de un instrumento con
unaescalay unaimprecision.

11




i—

Medicidn de latension en un condensador através de un amplificador

Lavariabley su relacion con la medicion sera

1 X =3, X +bu, +q,
i _61
T Y =G Xy TV

donde x es la tension en & condensador que ird tendiendo a un valor final en el
tiempo con una velocidad dependiente del parametro a. A fin de hacer méas genera €
giemplo, se agregd g que es € ruido de la fuente. Latension o entrada del sissemaesuy la
medicion de latension esy que se relaciona con x por una escala c. También esta medicion
tiene una imprecision v. Para asociarlo con la representacion en variables de estado,
[lamemos a x estado interno del sistema, observado a partir de una salida y. Las
caracteristicas estadisticas son:

E{q} =0 E{¢*}=Q

E(v =0 E(v?} =R o2

El problema ahora es determinar la mejor estimacion del estado x en funcion de las
mediciones de lasaliday. Tenemos dos formas de calcular x: una a partir de las mediciones
de la salida, en este caso no necesitariamos considerar la dinamica del sistemay estariamos
en el caso estatico anterior. La segunda formay maés atractiva es considerar las mediciones
maés la prediccion del estado a partir del conocimiento de su dindmica. Para ello se debe
conocer o fijar x estimado inicial y su varianza

X, = aX, +bu, +q,

-63
~ 2
n, = E{[Xo . Xo] }
entonces se define la estimacion en € instante 1 conocido X0 como
Xy,0 =8X, +bu, - 64
como calcular la varianza de esta estimacion?
n, = E{[xi,o - xi]z}: E{[axO +bu, +q, - ax, - buo]z}: E{[a(xO - %)+ qo]z}_ o

=Efa (- %)+ + (e - %,)a)}

12



para simplificar supongamos que la imprecision g y x no estén correlados por 1o
tanto

n =a’n, +Q - 66

Recordemos que esta dispersion es introducida por la prediccion del estado a partir
de sumodelo y no de lamedicion de la salida por 1o que no aparece R.

Si queremos estimar el estado a partir de la salida solo debemos reproducir € caso
estético es decir: debemos calcular X, a partir de la estimacionX,,, y la nueva medicion

delasaida:
)A(1/1 = )A(l/o +W1[Y1 - C)A(l/o]
C
W, =P 5 -67
R

-1 -1 Cc
P =N o
1 1 R

Recordemos €l significado de py n: n es la dispersion de la estimacion debida al
modelo dinamico del sistema. En cambio p es la dispersion debida a ambos efectos, la del
modelo mas la de la medicién de la salida. La diferencia es que ahora py n no son iguales
como en el caso estético en que no existe modelo dindmico del estado. En resumen, €
calculo del estado sera:

i_ Rt :a)A(k+buk+Wk[Yk' C)A(k]
n

-68

Estas son las ecuaciones del filtro de Kalman-Bucy en su version més reducida que
es para la estimacion de un escalar. Solo se necesita conocer € valor inicial del estado y su
dispersion. Se puede considerar un valor inicial cualquiera con unadispersion alta.

Un giemplo simple seria considerar que no existe dispersion ni en lamedicién ni en
el estado. Las ecuaciones anteriores se resumirian en o siguiente, que a su vez coincide con

laidea del observador planteado al principio:
1 Xy = 8%, +bug +1[yk - C)A(k] 69
} w, =1

El Unico error que tendriamos seria el desconocimiento del valor inicial. La figura
siguiente muestra que a pesar del diferente valor inicial, la estimacion tiende a verdadero
valor. En este ggemplo se €ligié a=.5, b=c=1y el estado inicial rea igual a0y e estimado
igual a 3.

13
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T

15

0.5

Evolucién del estado estimado y real mostrando su convergencia

5. Estimacion de Sistemas

5.1. Sistemas Estaticos

Podemos generalizar € planteo anterior y considerar ya no una medicion sino un
grupo de €llas constituyendo un vector. Del mismo modo la estimacién no serd una, Sino un
vector. Esdecir ahora

X esun vector de dimension m

z es un vector de dimension p

Vv es un vector de dimension p

H es unamatriz de dimensién pxm que relaciona mediciones con estimaciones

Resultando

Z=Hx+v -70
las caracteristicas del ruido son

E{v} =0

E{wT } =s ?| -71

El problema ahora es minimizar el siguiente funcional

J =ém_ (z- HX)? =(z- HX)" (z- Hx) -72
i=1

B - o [z- Hy=0 73

ﬂx X=X

H HX=H"z -74

14



el valor de x que minimiza este funcional es

£=(HTH)'H "z .75
el error es

e=x-&K=x- (HTH)"HTz=x- (HTH) 'H" (Hx +V) -76

e=-(HTH) " H v =-Kv 77

s v es e error en la medicion, Kv es € error en la estimacion. Si H es grande el
error bgasiendo su varianza

Elee"} = KEW KT =5 °KK T =5 2(HTH)" .78
Igualmente, sl H es grande la varianza se reduce
5.2. Estimacion Recurrente de Sistemas Lineales Estaticos

También podremos expresar la forma recursiva de la estimacion en forma matricial.

Definamos las caracteristicas de la dispersion
E{v} =0
-79
Efw’}=R

seconoce X, por una medicion anterior con una dispersion
E{(x- % )J(x- % )}=N,=Elee’} 80

Es decir tenemos dos formas de estimar x: una a partir de X,y otra a partir de la

nuevamedicion z,,,. Estamos en el caso de dos mediciones con distinta dispersion. Por o

tanto & funcional a minimizar se puede definir como la suma de un error de estimacion con
dispersion N y uno de medicion con dispersion R

:%[(x- %) N:Hx- %)+ (2, - HX)' R (z,., - Hx)] -81

W oNA(R, - ) HTR(z,, - HR,.)=0
X1,

[N +HTRH]R,, =N% +H'R 'z,

i A -83
=[N +H'R™H 8 +H'R (3., - HS,)
% =% +[N*+HR*MH['HR(z.,- HK) 84
haciendo
iR =N "+H'R'H
1 -85
fW, =RH'R’
R = X, +Wn(zn+1_ Hxn) - 86
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el error es

€ = Xppy - X=X, - X+ X ;- X

n n in - X+Wn (Vn - Hs\(n) -87
€., =[1 - W,H](X, - x)+W,v - 88
lanuevadisperson N, ,, sera
Bl }= [ - WHIN,[1 - WHT +W,RW =N, ., -89
y expresada en funcion de P
Ele,.e. = P - WH] +W,RW = P,- PH W +W,RW]
=P - W,RW +W RW' -90
=R,
0 sea
.
E{en+1en+1 } = R1 -91
N, =P -92
En este caso Py N solo estén separadas por una medicion. La Unica incdgnita e el
valor inicial de P par €l que se considera unadispersion inicial infinita, es decir
N, = I¥ -93
N,*=10 -94
y seguin lo anterior
N,'=R'=H'RH _95

6. Estimacion Recursiva de Sistemas L ineales Dinamicos

Ahora consideremos un sistema de variables a estimar
I X1 = AX, +Bu, +q, 96
| .
T Y =C X, v,

Por simplicidad asumamos en adelante que la entrada u es cero cosa que no afecta
paranada el andlisis. Las caracteristicas estadisticas de la sperturbaciones son

E{d} =0 E{oq" }=Q .
E{(v} =0 E{w"}=R

Problema: determinar lamejor estimacion del estado x en funcion de las mediciones
delasaliday. Se debe conocer o fijar x estimado inicial y su varianza

X = AgXo + 0o
No = E{[Ro - Xo][)’io - Xo]T}

entonces se define la estimacion en € instante 1 conocido X0 como

X0 = AXy

-98

-99
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como calcular la autocorrel acion de esta estimacion?
N, = E{%,0 - ][R0~ %]}
=Eflax, +w,- AZJAx +W - AL]]
= AL, %)+ WAL %)+w]'}

= E{Ao(xo - ),Zo)(xo - )zo)T AT +VVoWoT +W0(Xo - ),Zo)T AT + Ab(xo ;_Log(O)\NOT}

Se supone que w y x no estan correlados por o tanto
N, = AN, A +Q -101

Ahora el problemaescalcular X, apartir delaestimacionX,,, y lanueva medicion
de lasalida. Pero tal como lo hemos presentado esto es un caso estatico, por lo tanto

)21/1 = )21/0 +\N1[y1 - Cl)’zllo]

W =PRC/'R* -102
F)l—l — Nll +C1TR—1
R=[N+CIRY" =N, - NCT[CNCT +R['CN]

s0lo se necesita saber el valor inicial de x. Si no se lo conoce, se toma un vaor
cualquieray se considera dispersion infinita

R=N,=1I¥ -104
R'=C/R'C, -105
Con lo que obtenemos la forma general del Filtro de Kalman-Bucy para sistemas

dinamicos

i Xestrior = ARk +Wk+1[yk+1 - Ck+1Ak)’Zk/k]

|

I Ny = ANA+Q

| _ T T -1

i P. =N, - N.C, [CkaCk +R] C(N,

' w, =RrC/R?

-106
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Observemos que la estructura es idéntica a la del observador planteado a principio
donde W es variable segun la perturbacion en el sistema o mediciones de la sdlida. La
figura siguiente muestra un sistema con perturbaciones en la entrada y en la medicion d
que ademas le hemos agregado una variable de comando u . Recordemos que las Unicas
variables accesiblesson y y u.

En la figura siguiente se muestra un gempo en e cua tenemos tres curvas. la
medicion con ruido, € valor rea s ruido y su estimacion.
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Sefial con ruido, sefial real sin ruido y su estimacion

Por dltimo veamos como es e Filtro de Kaman en diagrama de bloques. El sistema
original, en variables de estado se expresa como sigue:

X

K Xy
@ B % . —[) C
+

Ak

Sistema expresado en variables de estado con perturbaciones alaentraday ala
salida

Con € Filtro de Kaman-Bucy podemos estimar u observar el estado interno x
considerando dentro del modelo del observador las perturbaciones existentes en la planta e
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instrumentacion. El esquema completo planta més observador se observa en la figura
siguiente.

Planta con Filtro de Kalman

Hemos introducido brevemente &l concepto de estado de un sistema y su posible
estimacion u observacion a partir de la medicion de la salida y entrada de la planta.
También analizamos la idea de estimacion estadistica de una variable a partir de
mediciones para pasar luego a combinar ambos casos y llegar a plantear un estimador
estadistico que lleva el nombre de sus autores. La teoria y la aplicacion de la estimacion
estadistica es muy bastay su estudio excederia los limites de este trabajo que solo pretende
ser unaintroduccion alas ideas fundamentales del filtrado u observacidn de |os estados.
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Ver lademo de Matlab sobre Filtro de Kalman

http://www.innovatia.com/software/papers/kalman.htmil
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