Pierwszy nowoczesny zegarmistrz

Twierdzenia o sile odsrodkowej wywolanej
jednostajnym ruchem po kole.

1. Jesli dwa jednakowe ciala w jednakowym czasie obiegajq
niejednakowe okregi, to ich sity od$rodkowe sq proporcjonalne
do dtugosci tych okregow czy tez do ich Srednic.

11. Jesli dwa jednakowe ciala krgzq z jednakowq predkoscig
po réinych okregach, to ich sily odsrodkowe sq odwrotnie
proporcjonalne do $rednic tych okregow.

1I1. Jesli dwa jednakowe ciala krgzq po jednakowych
okregach z réinymi predkosciamsi, to ich sily odsrodkowe sq
proporcjonalne do kwadratow tych predkosci.

1V. Jesli dwa jednakowe ciala krgzq po réinych okregach,
wywolujgc takie same sity odsrodkowe, to okresy ich obiegu
sq proporcjonalne do pierwiastkow kwadratowych ze srednic.

V. Jesli ciato krqzy po okregu z takq predko$ciq, jakg

by osiagnelo spadajgc z wysokosci 1/4 $rednicy okregu,

to wywolana przez nie sita odsrodkowa jest réwna jego
ciezarowi, czyli ciggnie ono za nic, ktorg jest przymocowane
do $rodka, z takq silg, z jakg ciggneloby za nig swobodnie
zwisajqc.

VI. Jesli cialo biega po réznych poziomych okregach lezgcych
na jednej paraboloidzie obrotowej, to czas obiegu jest taki
sam, niezaleznie od tego, czy zakreslane okregi sq wieksze
czy mniejsze; czas ten jest dwukrotnie dluzszy od okresu
drgan wahadla, ktérego diugo$é jest réwna polowie parametru
paraboli tworzqcej tej paraboloidy.

Co to jest? Sa to twierdzenia zawarte w V czeéci ksiegi
Christiaana Huygensa ,,Zegar wahadlowy” (1673),
podsumowujacej badania nad jego ulubionym tematem.

CV — tak, jak teraz wypada, krotkie

Christiaan Huygens urodzit si¢ w Hadze (Holandia)
14 kwietnia 1629 roku. Studiowal w Lejdzie i Bredzie.
W latach 1665-81 mieszkal w Paryzu, zostal zreszta
wybrany czlonkiem Paryskiej Akademii Nauk. Potem
powrdéceil do Hagi, gdzie zmart 8 lipca 1695 roku.

Byl astronomem, fizykiem, mechanikiem

i matematykiem. Najwiecej czasu zabraly mu prace nad
doskonaleniem — tak teoretycznym, jak praktycznym

— zegarow. Uzyskal tu piekne wyniki w badaniach nad
wahadlami. Skonstruowal pierwszy zegar wahadlowy,
stworzyl wahadlo izochroniczne plaskie i stozkowe,

a takze rozwiazal zagadnienie wahadta fizycznego —

o tym bedzie mowa w zasadniczej czesci tego tekstu.
Zaczal swoje badania od prostszej mechaniki — w wieku
17 lat podjal trud opisania rzutu poziomego. Tu jednak
madrzy nauczyciele podsuneli mu do czytania prace
niedawno zmartego Galileusza — Christiaan orzekl, ze
,hie ma sensu pisanie [liady po Homerze”, a pelnym
czci i zapalu kontynuatorem Galileusza pozostal

do konca zycia.

Nic wiec dziwnego, ze zajal si¢ doskonaleniem
zbudowanego przez Galileusza (w 1609 roku) teleskopu.
Bylo to znaczne udoskonalenie, bo uzyskal 92-krotne
powiekszenie (Galileusz 20-krotne), a powstaly przy

tej okazji okular do tej pory nosi jego nazwisko i jest
stosowany w praktyce. Za pomoca tego teleskopu odkryt
pierscienie Saturna i Tytana — jego satelite, co obalito
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panujace od pét wieku przekonanie, ze — poza Ziemia

— satelity ma tylko Jowisz (Galileusz nazwal satelity
Jowisza Gwiazdami Medycejskimi i twierdzil, ze zaden
inny réd na swoje gwiazdy nie zastuzyl). Jako zapalony
mechanik skonstruowal tez ,maszyne planetarna” —
pierwowzér planetarium. Zajmowal si¢ takze ksztaltem
Ziemi i twierdzil, ze ma ona ksztalt dysku, a nie
wrzeciona, jak przypuszczal Kartezjusz (podobnie
Newton obstawal przy dysku — potwierdzone to zostato
w stulecie pdzniej przez pomiary Maupertuisa).

Kolejny wazny krag zainteresowan Huygensa to swiatlo.
Wiadnie sformulowanie (niezaleznie od Hooke’a) falowej
teorii $wiatta i wyjasnienie z jej pomoca szeregu zjawisk
optycznych stalo sie bezposrednim powodem przyjecia
go do Akademii Paryskiej. Podsumowuje to , Traktat

o $wietle” (1690).

Zegarmistrz

Dla matematyka najciekawsze sa jednak jego prace
dotyczace zegarow. Najpierw rozwiazal problem
mechaniczny. Do tej pory zegary byly poruszane przez
wagi, ktérych tempo obnizania si¢ byto regulowane
przez rozmaite zaciski (wiadomo np., ze Tycho

Brahe swoje zegary codziennie podregulowywat
mlotkiem). Galileusz stwierdzil, ze do regulacji tempa
poruszania sie wskazdéwek musi by¢ uzyte jakies zjawisko
periodyczne, a jedynym takim, znanym wéwczas,

bylo wahadlo. Huygens zbudowal wigc pierwszy zegar

z wahadlem (patent Stanéw Holenderskich z czerwca
1657). Tempo opuszczania sie wagi reguluje w nim,
uzywany do dzi$, typ wychwytu, mechanizm w ksztalcie
kotwiczki z ukosnie przycietymi zebami.

Jako perfekcjonista zwrécil jednak uwage na istotny
brak klasycznego (dzi§) zegara wahadlowego. Jak to

juz stwierdzil Galileusz, okres zwyklego wahadla, jak
moéwi sie na lekcjach fizyki, nie zalezy od wychylen
tylko wtedy, gdy wychylenia sa male (ciekawe, Ze sa
tacy, ktorzy nie dostrzegaja w takim sformutowaniu
paradoksu). Sprawa, dla ktérej Huygens podnidst te
kwestig, miata jednak wymiar nie logiczny, lecz Scisle
praktyczny. Otéz bez zegara nie bylo mozliwe okreslanie
dtugosci geograficznej. I chciano, by taki zegar mogt
chodzi¢ na kolyszacym si¢ okrecie, gdzie o jedynie mate
wychylenia wahadla nie sposéb byto zadbac.

Dtugosé geograficzna (przed GPS) okresla si¢ np. przez stwierdzenie,
ktéra godzina jest w Londynie, podczas gdy u nas jest poludnie.
Roéznice czasu (w godzinach) dzielimy przez 15 i to jest diugosé
geograficzna — wschodnia, gdy poludnie jest wczes$niej niz w Londynie,
— zachodnia, gdy pézniej. Do mierzenia szerokosci wystarczy natomiast
(na pétkuli péinocnej) tylko zmierzenie kata wzniesienia Gwiazdy
Polarnej — to wlasnie jest szeroko$é¢. Bowiem szerokos¢ jest pojeciem

obiektywnie okreslonym przez przyrode, a dlugosé jest tylko umownym
pojeciem wprowadzonym przez ludzi.

Wiek XVII to czas niestychanego rozwoju floty tak
angielskiej, jak holenderskiej, to czas, gdy europejskie
zaglowce oplywaly cala kule ziemska. Problem
okretowego zegara miat wigc ogromna wage. Juz w 1636
roku holenderski admiral, Real, zwrécil si¢ z takim
zamoOwieniem do Galileusza, ten jednak zamoéwienia nie
wykonal. Po $émierci Galileusza z kolei admiralicja



angielska ogtosila konkurs na konstrukcje zegara
okretowego, oferujac ogromna nagrode 20 tys. funtéow
(co odpowiada dzi$ okolo 2 mln funtéw).

Jest rzecza charakterystyczna, ze swoje prace nad
zegarem wahadlowym odpornym na kotysanie Huygens
rozpoczal od rozwazan matematycznych. Punkt
materialny na niewazkiej nici, czyli teoretyczne plaskie
wahadlo, porusza si¢ po okregu i stad sie bierze
zaleznosé okresu od wychylenia. Dla matych wychylen

Tautochrona

jest ona zaniedbywalna, ale dla wiekszych mozna
ja zmierzy¢ — Huygens stwierdzit, ze okresy dla
wychylenia 90° i dla malego wychylenia maja si¢
jak 34 do 29. Nalezalo wiec zrezygnowac z tego, by
wahadlo poruszalo si¢ po tuku pionowego okregu:
albo powinno sie poruszac po innej krzywej lezacej
w plaszczyZnie pionowej, albo po krzywej nielezacej
w takiej plaszczyznie. Obie mozliwosci zostaly
rozwagzone.

(albo izochrona) to linia w plaszczyZnie pionowej, majaca te wlasnosé, ze

polozona na niej w dowolnym miejscu kulka (pod wplywem grawitacji, przy
zaniedbaniu oporéw ruchu) stoczy sie do jej najnizszego punktu w takim samym

Warto podkresli¢, ze dowéd Huygensa,
iz cykloida jest tautochrona, w calosci
jest dostepny dla Srednio zdolnego
gimnazjalisty.

cykloida.

czasie. Huygens rozpoczal od znalezienia takiej linii. Udowodnit, ze jest nig

Cykloida to droga ustalonego punktu okregu toczacego sie bez poslizgu

po prostej. Linia ta sklada si¢ z arkad taczacych si¢ ostrzami, przy czym

tuk okregu od punktu cykloidy do punktu stycznosci z prosta jest rownej
dtugoséci z odcinkiem od tego punktu stycznoéci do ostrza. Trudniej dostrzec,

ze styczna do cykloidy zawsze przechodzi przez (aktualnie) najwyzszy punkt
wyznaczajacego ja okregu. Istotnie, skoro ruch odbywa si¢ bez poslizgu, wiec
wektor ¥ jego predkosci w ruchu (poziomym) po prostej jest tej samej dtugosci,
co wektor o predkosci liniowej jego ruchu obrotowego. Wektory te tworza zatem

romb, ktérego przekatna jest ich wypadkowa. Aby wykazaé, ze przechodzi ona
przez najwyzszy punkt okregu, wystarczy (oznaczenia z rysunku) wykazadé,

A N
Rys. 1

ze PZ jest dwusieczna kata v (gdyz przekatne rombu sa dwusiecznymi jego
katéw). Ale kat wpisany PP’Z jest réwny katowi miedzy zamykajaca go cieciwa

PZ i styczna do okregu (wektor W), katy za§ PP'Z i1 P'PZ sa réwne, bo tréjkat
PP'Z jest réwnoramienny (PP’ jest poziomy, a Z jest najwyzej).

Oczywiscie, cykloida, jako tautochrona, wystepuje

»do géry rogami”. Na niej polézmy kulke w punkcie P
(lezacym na wysokosci H nad najnizszym punktem
cykloidy) i pozwélmy jej sie staczaé. Po uplywie

czasu t znajdzie sie ona w punkcie K (lezacym

na wysokosci h(t)). Zajmowaé sie bedziemy tylko
wysokoécia, na ktorej jest kulka. Dlatego tez z wektora
jej predkosci ¥ interesowaé nas bedzie jedynie jego
pionowa sktadowa /).

N
/'
2r w
H
h(t)
Z
Rys. 2

Postugujac sie rysunkiem, stwierdzamy, ze

ol _ Lz _ Lz _ [Lz _ [h®)
7] KZ ~ VLZNZ NZ 2r
Pierwsza z tych réwnoéci wynika ze wskazanej przed
chwilg wlasnosci stycznej — skoro wektor v wskazuje
na punkt Z, wiec tréjkat utworzony przez wektory v
i 4] jest podobny do tréjkata ZK L. Druga z réwnosci
bierze sie stad, ze tréjkat ZK N jest prostokatny (kat
Z KN jest oparty na $rednicy).

Co robi¢ dalej? Genialny pomyst Huygensa to
wprowadzenie kulki wirtualnej — ma ona poruszaé sie
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po torze, z ktérym sobie rachunkowo poradzimy: bedzie
to polokrag o érednicy H. A zwiazana z rzeczywista
kulka bedzie przez zalozenie, ze obniza si¢ w tym
samym tempie, co kulka realna, czyli tez interesowac sie
bedziemy tylko pionowsa sktadowa jej ruchu. Tym razem

mamy
|, |
||

K'L'’ _ \PL'L'Q

K'S PS

V/ (H—h(t))-h(t)

T .
Jak poprzednio, korzystamy najpierw z podobienstwa
trojkatéw (maja boki odpowiednio prostopadle), a
potem z wlasnosci tréjkata prostokatnego (jest nim
PK'Q). Z zalozenia sktadowe pionowe obu predkosci
maja by¢ réwne, co daje

N h - - S 24/ (H—h(t))-h(t)
18] /58 = 15| = )| = || - Dy

)

czyli

S - H 1
(*) [ = [v] - 5 2r(H—h(1)) "

Zauwazmy, ze do tej pory nigdzie nie zostat
wykorzystany fakt, iz mamy do czynienia ze spadkiem
realnej kulki pod wptywem grawitacji. Ten aspekt

ruchu wyraza si¢ np. w fakcie, ze energia kinetyczna
rowna jest utracie energii potencjalnej, a wiec

mgQ = mg(H — h(t)), czyli |7] = V5 2 = \/2g(H — h(t)).
Wstawiajac to do (x), stwierdzamy, ze || = %\/g,

co nie zawiera t — ruch kulki wirtualnej jest wiec
jednostajny. Skoro tak, to mozna tatwo obliczy¢, ile

A
trwa: T = i

5+ Jest wice staly — nie zalezy od
H, a wiec od wysokosci, na jakiej polozylismy kulke.
Cykloida faktycznie jest tautochrona.

No dobrze, ale jak zrobi¢ wahadlo tautochroniczne, jak

zmusi¢ kulke na nitce, by wahata sie po cykloidzie?



matematyka.

Rozwijanie nici

Pomyst Huygensa byl prosty: wycia¢ np. z drewna odpowiednie ksztaltki,
ograniczajace ruch nici. Odpowiednie, to znaczy jakie? I znéw w ruch poszta

Tym razem Huygens wprowadzil nowe pojecie — ewolwente.

WeZmy (nieruchoma) szpulke o jakimkolwiek przekroju i rozwijajmy z niej
nitke, trzymajac za jej koniec w taki sposéb, by nitka stale byta napigta
(czyli, by stale byla styczna do szpulki). Linia, ktora zakresli koniec nitki, to

wlasdnie ewolwenta obwodu szpulki. Oczywiscie, matematyka dzi§ dysponuje
bardziej wyrafinowanymi definicjami tego pojecia, ale Huygens wprowadzil

je wladnie za pomocs rozwijania nici. Dla przykladu: ewolwenta kwadratu to
suma gtadko sklejonych ¢wieréokregdw, w ktorej kazdy kolejny ma promien
dhuzszy o dtugo$é¢ boku kwadratu. Na rysunku sg narysowane dwie rézne
ewolwenty — zaden kawalek jednej nie da si¢ nalozy¢ na zaden kawalek drugiej

Rys. 3
rézne ewolwenty.

Huygens poszukiwal takiej krzywej, ktorej ewolwenta
bytaby cykloida. I odkryl, ze cykloida jest jedna

z ewolwent . ..cykloidy. Doktadniej: ewolwenta cykloidy
jest, miedzy innymi, cykloida stojaca ostrzami na jej
najwyzszych punktach. A oto dowdd tego faktu.
Tworzymy dwie cykloidy — druga zakresla okrag
toczacy sie po prostej stycznej do najwyzszych punktéw
pierwszej cykloidy, przy czym druga cykloida ma ostrze
witaénie w takim punkcie stycznosci.

A B
Rys. 4
Rozpatrzmy sytuacje, gdy okregi zakreslajace obie
cykloidy sa styczne. Poniewaz toczenie okregéw odbywa
si¢ bez poslizgu, wiec odpowiednie odcinki i tuki sa
réwnej dlugosci: (QC') = B'C' = BC = AC — AB =
= (CC'P) — (CC") = (C'P) (dlugoséé tuku XY jest

Wahadlo stozkowe

(prawda?) — obierajac koniec nici w réznych punktach, otrzymujemy na ogol

oznaczona przez (XY)). Zatem suma tukéw QC’

i C'P, jako suma réwnych tukéw stycznych okregdéw

0 tym samym promieniu, ma $rodek symetrii C’;

w szczegblnosci wynika stad, ze punkty @, C’ i P leza
na jednej prostej. Co wigcej, prosta ta jest styczna

do dolnej cykloidy (dlaczego?) i prostopadia do stycznej
do drugiej cykloidy w punkcie @ (z tego samego
powodu) — jest to zatem nié¢ rozwijajaca si¢ z pierwszej
cykloidy.

Od razu widaé, jak zrobié (plaskie) wahadlo
tautochroniczne. Nalezy wyciaé z drewna ksztalttki

w ksztalcie cykloid i pomiedzy ich tukami przywiazaé
ciezarek na nici o dlugosci 4r — dlaczego taka ma by¢
ta dlugosé, widaé na poprzednim rysunku: jest to suma
srednic okregéw wyznaczajacych obie narysowane tam
cykloidy.

Rys. 5

Przy okazji, mimochodem, obliczyliémy dtugo$é¢ tuku
cykloidy: przeciez ta nié¢ to dtugosé tuku B’ D, czyli jego
polowka. Zatem cykloida zakreslona przez punkt okregu
o promieniu r ma dhugos$é 8r.

Drugi matematycznie opracowany przez Huygensa rodzaj wahadta

Tu juz, niestety, nie da si¢ obej$¢ bez
odrobiny matematyki nieco wyzszej niz
gimnazjalna. Ale jeszcze przez pewien
czas jednak nie wyjdziemy poza liceum.

Rys. 6

tautochronicznego to wahadlo stozkowe. Tutaj ciezarek na nici krazy po okregu.
Ni¢ ta zatem zakresla powierzchnie boczna stozka obrotowego — stad nazwa.
Problem, jaki rozwazal Huygens, byl nastepujacy: przy jakim tempie obrotu sita
odsrodkowa rownowazy site ciezkosci. Doprowadzilo go to najpierw do podania
wzoru na site odsrodkowa (uczynil to jako pierwszy!).

Spoéjrzmy na cialo poruszajace sie jednostajnie po okregu o promieniu R

z predkoscia v. W ciggu czasu t przebywa ono tuk okregu o kacie $rodkowym .
O taki sam kat zmieni sie, oczywiscie, kierunek jego predkosci. Zmiana ta ma
wielko$¢ |At,| =2 - |9] - sin §. Nas natomiast interesuje przyspieszenie, czyli
granica tej wielkoéci przy czasie zmierzajacym do zera. Na szcze$cie mozna si¢
przy tym oby¢ bez rézniczkowania.

Poniewaz ruch jest jednostajny, wiec podzielimy réznice predkosci przez czas

i zobaczymy, co si¢ dzieje, gdy czas ten zmierza do zera. Czas t to droga Ry
podzielona przez predkosé |v], wiec

|AT,| _ 20d[sing-|d] _ 52 sing @2
Rp R % R



Dygresja: Pola figur OAB, OBC
i OCD, gdzie BC jest tukiem okregu
jednostkowego,

Trzeba tutaj wiedzied, ze (sina)/a, gdy a zmierza do zera, zmierza do 1, ale to
wiedzial juz (oczywiscie inaczej to formultujac) Archimedes. Sita od$rodkowa to,

Naktadajac warunek, by wahadlo stozkowe bylo stabilne, czyli by jego obroty
wywolywaly sile odérodkowa réwnowazaca sile ciazenia, otrzymujemy (jak widaé

(@]
Rys. 7

spelniajg oczywistg nieréwnosé
% sinacosa < %oz < %tg «. Zatem, po
podzieleniu przez sin «, mamy

cosa < — < .
sin o cos o
Poniewaz przy o dazacym do zera
pierwsze i trzecie wyrazenie dazy do 1,
wiec dazy tam i érodkowe.

taki sam.

Poszukiwana krzywa — przekrojem — okazala sig¢
parabola. Styczna do paraboli danej réwnaniem x pY
w punkcie (a, b) dana jest (co dzi§ wiadomo ze szkoly)
réwnaniem ax = %p(y + b). Zatem prostopadia

do stycznej ma réwnanie postaci %px = —ay+ A, a gdy
ma przechodzié¢ przez (a, b), musi byé A = a(%p +b).

2:

Rys. 8

Rys. 9

Prosta ta przecina zatem o$ paraboli w punkcie (0, yo),
gdzie 0 = —ayo + a(3p + b), czyli yo = $p + b, z czego
natychmiast wynika, ze wyrazenie [ cos @ ma stala
wartosé %p, a zatem dla wszystkich wahadel stabilnych
biegajacych po poziomych przekrojach powierzchni,
powstalej z obracania paraboli 22 = py woké! jej

osi, okres obiegu jest taki sam i wynosi T = 2w, /%.

Prosze zwréci¢ uwage na podobienstwo tego wzoru

do wzoru na okres tautochronicznego wahadta ptaskiego.

Wtlasciwie jest to dobry moment na zauwazenie, ze
wszystkie twierdzenia, od ktérych zaczyna sie ten
artykut, zostaty juz dowiedzione.

Znowu nici

I znowu Huygens podjal rozwazania o ewolwentach: jaki
przekr6j powinna mieé¢ szpulka, aby rozwijana z niej nic¢
miala swoj koniec na paraboli, czyli dla jakiej krzywej
parabola jest ewolwenta. Tu juz, niestety, jego tok
my$lenia bardziej przypomina geometrie rézniczkows
niz matematyke szkolna. Ale popatrzmy na wynik. Jest
nim parabola pdélszeScienna zwana inaczej parabola
Neilla. Parabola 22 = py jest ewolwenta paraboli
polszesciennej o réwnaniu 2 = 52-(2y — p)®. Mimo
pewnego podobienstwa do przypadku ewolwenty
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02 _ mgtg a, czyli |U] = /gRtg a, co pozwala obliczyé okres

obiegu stabilnego wahadla stozkowego: T' = 2{;}‘% = 2m, /g ctga = 27,/ l“’%.

Huygens wyciagnat z tego oczywisty wniosek: stabilne wahadtla stozkowe maja
ten sam okres, gdy wyrazenie w liczniku ostatniego utamka jest dla nich rowne,
czyli gdy rzut nici na o$ ma te sama dlugosé. I zaczal szuka¢ krzywej mogacej

1 by¢ przekrojem osiowym obrotowej powierzchni o tej wlasnosci, ze po jej
kazdym poziomym przekroju biegaloby stabilne wahadlo o tym samym okresie.
Przydatno$é takiej powierzchni do budowy zegara morskiego jest oczywista: jesli
kotysanie przeniesie kulke wahadla z jednego poziomu na drugi, okres pozostanie

p Trzecz jasna, otrzymana wielko$¢ pomnozona przez mase (jako ze |F| =m-|d).
B

o e rysunku 8) T
A

cykloidy sytuacja jest jakby odwrotna — ni¢ odwijamy
»Z przeciwnej strony”.

Kilka szczegotow: gdy nié zwisa z ,dziobka”, ma
dtugosé %p; koniec nici stycznej w punkcie (v/2p, 2p),
gdzie parabola pélszescienna przecina parabole, jest

3v3—-1

na poziomie ,dziobka” — rozwinigte jest wtedy =5—p

nici.

Rys. 10

To, ze sytuacja jest odmienna od sytuacji z wahadtem
plaskim, polega takze na tym, iz tutaj nie moze by¢
mowy o nieruchomych ksztaltkach, z ktérych ni¢ bedzie
sie odwijala. Huygens konstruowal tylko lezaca po
jednej stronie osi potowe jednej paraboli polsze$ciennej,
ktéra obracata si¢ wraz z nicia.

Tym sposobem doszliSmy do sprawy technicznej
realizacji tych pigknych pomystéw. Stosowne zegary
powstaly, ale zaden z nich nie spelnil poktadanych

w nich nadziei tak Huygensa, jak brytyjskiej admiralicji,
na to, ze beda mogly byé¢ zegarami okretowymi.
Faktyczny zegar okretowy, sprezynowy, stosowany
pdzniej przez blisko dwa stulecia, skonstruowal — juz

po $mierci Huygensa — John Harrison. Potrzebowat
jednak az 30 lat, by przekona¢ admiralicje w 1735 roku,
ze obiecana nagroda mu si¢ nalezy.

Trwajaca wiele lat przygoda Huygensa z zegarami
przyniosta jednak bardzo wiele matematyce. Jego
pomysly znacznie popchnely do przodu rachunek
wariacyjny i geometrie rézniczkowa. Ale przede
wszystkim wskazuja, w jak bardzo praktycznych
problemach jest Zzrodto nowych pojeé¢ matematyki.



