
ÍÎÂ ÁÚËÃÀÐÑÊÈ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Äåïàðòàìåíò Èíôîðìàòèêà

Îïòèìàëíî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå

íà ïàðòèèòå çà 40-òî Íàðîäíî ñúáðàíèå

ïî èçáèðàòåëíè ðàéîíè

Íèêîëàé Êèðîâ

9 ìàðò 2006 ã.



• ÇÀÊÎÍ ÇÀ ÈÇÁÈÐÀÍÅ ÍÀ ÍÀÐÎÄÍÈ ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÒÅËÈ

• Çàäà÷à çà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå ïî ïàðòèè

• Çàäà÷à çà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå íà ïàðòèèòå ïî ðàéîíè

� Ìîäåë 1. Òðàíñïîðòíà çàäà÷à

� Ìîäåë 2. Ìèíèìèçèðàíå íà íàé-ìàëêàòà öåíà íà ìàíäàòà

� Ìîäåë 3. Ìèíèìàëíà ðàçëèêà ìåæäó íàé-ãîëåìè è íàé-ìàëêè
öåíè íà ìàíäàòè

� Ìîäåë 4. Çàäà÷à çà ìîíîòîííîñò

� Ìîäåëè 5, 6, 7. Ìèíèìèçèðàíå íà îòêëîíåíèåòî ïî l∞, l1 è l2
íîðìè.

• Ñðàâíèòåëíè ðåçóëòàòè



ÇÀÊÎÍ ÇÀ ÈÇÁÈÐÀÍÅ ÍÀ ÍÀÐÎÄÍÈ ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÒÅËÈ

(Èçâàäêè)

×ë. 6. (2) Çà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå ìåæäó ïàðòèè è êîàëèöèè

ñå èçïîëçâà ìåòîäúò Ä'Îíäò íà íàöèîíàëíî íèâî.

×ë. 23. (1) Öåíòðàëíàòà èçáèðàòåëíà êîìèñèÿ:

10. (ïðåäèøíà ò. 9, äîï. - ÄÂ, áð. 32 îò 2005 ã., â ñèëà îò 12.04.2005 ã.)

ïðèåìà è îáíàðîäâà â "Äúðæàâåí âåñòíèê"ìåòîäèêà çà îïðåäåëÿíå íà

áðîÿ íà ìàíäàòèòå â èçáèðàòåëíèòå ðàéîíè è ìåòîäèêà çà îïðåäå-

ëÿíå íà ðåçóëòàòèòå îò ãëàñóâàíåòî íå ïî-êúñíî îò 55 äíè ïðåäè

èçáîðíèÿ äåí;

11. (ïðåäèøíà ò. 10 - ÄÂ, áð. 32 îò 2005 ã., â ñèëà îò 12.04.2005 ã.)

îïðåäåëÿ áðîÿ íà ìàíäàòèòå â ìíîãîìàíäàòíèòå èçáèðàòåëíè ðàéîíè

âúç îñíîâà íà åäèííà íîðìà íà ïðåäñòàâèòåëñòâî çà öÿëàòà ñòðàíà

â çàâèñèìîñò îò áðîÿ íà íàñåëåíèåòî;



×ë. 107. (Èçì. - ÄÂ, áð. 32 îò 2005 ã., â ñèëà îò 12.04.2005 ã.)

(1) Îáùèÿò áðîé ñïå÷åëåíè ìàíäàòè çà âñÿêà ïàðòèÿ è êîàëèöèÿ ñå

îïðåäåëÿ îò Öåíòðàëíàòà èçáèðàòåëíà êîìèñèÿ âúç îñíîâà íà ñóìàòà

íà ïîäàäåíèòå çà íåÿ äåéñòâèòåëíè ãëàñîâå â ñòðàíàòà è â ÷óæáèíà

ïî ìåòîäà íà Ä'Îíäò ñïîðåä ìåòîäèêàòà ïî ÷ë. 23, àë. 1, ò. 10.

(3) Áðîÿò íà ìàíäàòèòå íà ïàðòèè è êîàëèöèè â ìíîãîìàíäàòíèòå

èçáèðàòåëíè ðàéîíè ñå îïðåäåëÿ ïî ìåòîäà Ä'Îíäò âúç îñíîâà íà

ñúîòíîøåíèåòî íà ãëàñîâåòå çà òÿõ, ïîäàäåíè îò ñòðàíàòà.

×ë. 109. (Èçì. - ÄÂ, áð. 32 îò 2005 ã., â ñèëà îò 12.04.2005 ã.)

Ðàçïðåäåëÿíåòî íà ìàíäàòèòå ïî êàíäèäàòñêèòå ëèñòè íà ïàðòèèòå è

êîàëèöèèòå â ìíîãîìàíäàòíèòå èçáèðàòåëíè ðàéîíè ñòàâà ñúãëàñíî

ìåòîäèêàòà ïî ÷ë. 23, àë. 1, ò. 10.



ÌÅÒÎÄÈÊÀ ÇÀ ÎÏÐÅÄÅËßÍÅ ÍÀ ÁÐÎß ÍÀ ÌÀÍÄÀÒÈÒÅ Â

ÈÇÁÈÐÀÒÅËÍÈÒÅ ÐÀÉÎÍÈ È ÍÀ ÐÅÇÓËÒÀÒÈÒÅ ÎÒ

ÃËÀÑÓÂÀÍÅÒÎ

(Èçâàäêà)

×ë. 16. (1) Ïîëó÷åíèòå îò âñÿêà ïàðòèÿ èëè êîàëèöèÿ ìàíäàòè â

íàöèîíàëåí ìàùàá (ñúãëàñíî ÷ë. 15, àë. 1) ñå ðàçïðåäåëÿò ïî èçáèðà-

òåëíè ðàéîíè êàòî ñå ïðèëàãà ìåòîäà íà Ä'Îíäò (ïðèëîæåíèå íîìåð

1) êúì ãëàñîâåòå íà ïàðòèÿòà èëè êîàëèöèÿòà â ðàéîíèòå, êúäåòî

èìàò ðåãèñòðèðàíè êàíäèäàòñêè ëèñòè.

(2) Àêî èìà íåñúîòâåòñòâèå ìåæäó ïðåäâàðèòåëíî îïðåäåëåíèòå ìàí-

äàòè çà ðàéîíèòå è ïîëó÷åíèòå òàêèâà â ðåçóëòàò íà ðàçïðåäåëåíèåòî

ïî ðàéîíè ïî àë. 1 çà êîàëèöèè, ïàðòèè è íåçàâèñèìè êàíäèäàòè, òî

ñå èçâúðøâà ïðåðàçïðåäåëåíèå ñúãëàñíî ïðèëîæåíèå íîìåð 2.



Çàäà÷à çà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå ïî ïàðòèè

Äàäåíè ñà p ïàðòèè (p = 7), êîèòî ñúáèðàò ïîâå÷å îò 4% îò äåéñòâè-

òåëíèòå ãëàñîâå íà èçáîðèòå çà 40. Íàðîäíî ñúáðàíèå.

Îçíà÷àâàìå ïàðòèèòå ñ 3@, 6@, 8@, 12@, 14@, 17@ è 19@

(ñúãëàñíî íîìåðàöèÿòà íà ÖÈÊ)

Íåêà íà èçáîðèòå i-òàòà ïàðòèÿ å ïîëó÷èëà îáùî Vi äåéñòâèòåëíè

ãëàñîâå, i = 1,2, . . . , p.

Äàäåíè ñà p íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà Vi, i = 1,2, . . . , p, è öÿëî ÷èñëî M ,

(M = 240). Òúðñèì öåëè ni ≥ 0, i = 1,2, . . . , p, òàêèâà ÷å

p∑
i=1

ni = M

è {ni} äà ñà �ïðîïîðöèîíàëíè� íà {Vi}.



Òóê ïîíÿíèåòî �ïðîïîðöèîíàëíè� îçíà÷àâà, ÷å îòíîøåíèÿòà Vi/ni,

i = 1,2, . . . , p, ñà ìàêñèìàëíî �áëèçêè�.

Ðåøåíèåòî ïî ìåòîäà íà Ä'Îíäò ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî �ìèíèìàë-

íàòà öåíà íà ìàíäàòà å ìàêñèìàëíà�, ò.å. ðåøåíèå íà ñëåäíàòà îïòèìè-

çàöèîííà çàäà÷à:

min
i

Vi

ni
→ max

ïðè óñëîâèå
p∑

i=1

ni = M.



Ïîëó÷åíîòî ðåøåíèå çà òåçè èçáîðè å:

No ïàðòèÿ ãëàñîâå ìàíäàòè
i Vi ni
1 3@ 1129196 82
2 6@ 725314 53
3 8@ 234778 17
4 12@ 189268 13
5 14@ 296848 21
6 17@ 467400 34
7 19@ 280323 20

240

Òîâà å è ðàçïðåäåëåíèåòî íà ÖÈÊ íà ìàíäàòèòå ïî ïàðòèèòå.

Ðåøåíèåòî å ìîíîòîííî � çà ïîâå÷å ãëàñîâå ñå ïîëó÷àâàò ïîâå÷å

ìàíäàòè.

(Vi − Vk)(ni − nk) ≥ 0, i, k = 1,2, . . . , p



Çàäà÷à çà ðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå íà ïàðòèèòå

ïî ðàéîíè

Äàäåíè ñà r èçáèðàòåëíè ðàéîíà (r = 31), êàòî çà âñåêè ðàéîí å

îïðåäåëåí ïðåäâàðèòåëíî áðîÿò íà ìàíäàòèòå mj, j = 1,2, . . . , r â

òîçè ðàéîí � ïî çàêîí ïðîïîðöèîíàëíî íà íàñåëåíèåòî ìó.

Áðîÿò íà ìàíäàòèòå â èçáèðàòåëíèòå ðàéîíè ñà:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
10 13 14 9 4 7 4 7 5 5 5 6 9 5 10

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
10 11 5 8 4 7 4 13 11 12 8 11 4 8 6 5

Çàäà÷àòà å äà ñå ðàçïðåäåëÿò ïîëó÷åíèòå ìàíäàòè íà ïàðòèèòå ïî

èçáèðàòåëíèòå ðàéîíè, àêî ñà èçâåñòíè ãëàñîâåòå íà âñÿêà ïàðòèÿ

âúâ âñåêè ðàéîí.



Íåêà xij ñà ìàíäàòèòå íà i-òàòà ïàðòèÿ â j-òèÿ ðàéîí îò òúðñåíîòî

ðàçïðåäåëåíèå.
r∑

j=1

xij = ni, i = 1,2, . . . , p

p∑
i=1

xij = mj, j = 1,2, . . . , r

xij ñà öåëè íåîòðèöàòåëíè ÷èñëà.

(òðàíñïîðòíè ðàâåíñòâà)



Ùå ðåøàâàìå çàäà÷àòà ïðè ñëåäíèòå äâå ïðåäïîëîæåíèÿ çà ó÷àñòâà-

ùèòå â ðàçïðåäåëåíèåòî ïàðòèè:

• Âñÿêà ïàðòèÿ èìà ðåãèñòðàöèÿ âúâ âñè÷êè èçáèðàòåëíè ðàéîíè ñ

äîñòàòú÷íî äúëãà ïàðòèéíà ëèñòà.

• Âñÿêà ïàðòèÿ ïîëó÷àâà ïîíå åäèí ãëàñ âúâ âñåêè èçáèðàòåëåí

ðàéîí, ò.å. vij > 0 çà âñè÷êè i è j.

Ïîëó÷åíèòå äåéñòâèòåëíè ãëàñîâå îáðàçóâàò ìàòðèöàòà íà âîòà ñ

åëåìåíòè vij � áðîÿò íà ãëàñîâåòå íà i-òàòà ïàðòèÿ â j-òèÿ ðàéîí,

i = 1,2, . . . , p; j = 1,2, . . . , r.



01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10:

3@ 34771 56050 55942 45205 24545 38996 19817 35478 17746 27685

6@ 28448 35201 60248 27521 10869 19679 16417 21457 4870 16955

8@ 7376 8683 13130 7247 2594 3685 4025 4002 1064 3762

12@ 7497 7468 11707 7357 2795 6515 3622 5955 540 2818

14@ 6142 20679 17920 15272 2608 6808 6303 7748 2229 3065

17@ 25472 28557 18916 6121 8026 1213 4041 14058 63570 978

19@ 14899 12697 15427 10226 4327 6771 6459 3926 1975 4844

11: 12: 13: 14: 15: 16: 17: 18: 19: 20:

3@ 25531 30826 39100 23444 52499 42434 54575 15975 33400 23262

6@ 16765 15824 23978 15455 26851 42996 33498 9549 25945 10162

8@ 4538 2461 5560 3839 6470 14105 6027 1430 7050 1360

12@ 3793 3138 7089 2889 8609 7678 7474 1772 7396 1805

14@ 6485 4418 9163 4029 14165 12946 12314 5133 15125 4250

17@ 5658 3047 14829 261 10238 11797 15331 36435 14483 27514

19@ 5867 6514 12725 7058 11920 21187 15060 2290 10558 2130

21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:

3@ 28006 18308 62206 47318 53267 40210 56809 22528 42585 26972 27581

6@ 14878 9813 43311 36011 35644 20860 28980 6262 23826 16018 13591

8@ 3363 4097 36536 29869 20693 5607 9435 2493 4452 2468 2324

12@ 4363 5365 11129 13133 13636 5612 9848 2759 8505 2050 3472

14@ 7941 2461 16992 15437 17554 11590 15325 5897 10033 10412 4837

17@ 8414 9060 899 4097 954 4712 8929 28610 21156 27455 1943

19@ 5745 5624 20148 15336 14911 7296 12046 2003 6535 6065 4207



Îòíîâî, êàêòî è ïðè åäíîìåðíàòà çàäà÷à, ïîíÿòèåòî �ïðîïîðöèîíàëíè�

íå å äîáðå îïðåäåëåíî.

Õàðàêòåðíà îñîáåíîñò íà äâóìåðíàòà çàäà÷à å, ÷å ïðèëàãàíåòî íà

àíàëîçè íà åäíîìåðíèòå ïðîïîðöèîíàëíè ìåòîäè âîäè äî ðåçóëòàòè,

íàðóøàâàùè èíòóèòèâíèòå ðàçáèðàíèÿ çà äîáðî ðåøåíèå.

Íàïðèìåð, ðåøåíèåòî ìîæå äà å íåìîíîòîííî (çà íÿêîè ïàðòèè èëè

â íÿêîè ðàéîíè), ìàêñèìàëíàòà è ìèíèìàëíàòà öåíè íà ìàíäàòèòå

ìîæå äà ñà ìíîãî ðàçëè÷íè è ò.í.

Òåçè ïðîáëåìè ñà ïðèñúùè íà äâóìåðíàòà çàäà÷à � çà îïðåäåëåíè

íà÷àëíè äàííè (ïîëó÷àâàùè ñå åñòåñòâåíî ïðè èçáîðè) íå ìîæå äà

èìàìå ìîíîòîííîñò è äîñòàòú÷íî áëèçêè öåíè íà ìàíäàòèòå!

Ïîíÿòèåòî �ìåòîä íà Ä'Îíäò� å ïðèåëîòî ãðàæäàíñòâåíîñò ó íàñ è

ïî îòíîøåíèå íà äâóìåðíàòà çàäà÷à.



Ðàçïðåäåëåíèåòî íà ÖÈÊ îçíà÷àâàìå ñ X0 è òî å:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 2 3 3 3 3 5 2 3 0 3 3 4 4 3 4
6@ 2 2 4 2 1 2 2 2 0 2 2 2 2 2 2
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14@ 0 2 2 1 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 1
17@ 2 3 1 0 0 0 0 1 5 0 0 0 1 0 1
19@ 2 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 2 3 1 2 1 3 2 1 1 3 5 5 1 2 1 4
6@ 2 3 0 2 0 2 1 2 2 2 2 2 0 2 1 1
8@ 1 0 0 0 0 0 0 5 4 2 0 1 0 0 0 0
12@ 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
14@ 1 1 0 1 0 1 0 2 1 2 1 1 0 1 1 0
17@ 1 1 4 1 3 1 1 0 0 0 0 0 3 2 3 0
19@ 2 2 0 1 0 0 0 2 2 2 0 1 0 0 0 0



Íàêðàòêî, ìåòîäèêàòà íà ÖÈÊ å ñëåäíàòà:

• ìàíäàòèòå íà âñÿêà ïàðòèÿ ñå ðàçïðåäåëÿò ïðîïîðöèîíàëíî íà

ïîëó÷åíèòå ãëàñîâå ïî ðàéîíèòå ïî Ä'Îíäò

• ïðåðàçïðåäåëåíèå íà ìàíäàòèòå ïî ðàéîíèòå â ðàìêèòå íà åäíà

ïàðòèÿ



Çàùî òîâà ðàçïðåäåëåíèå íå íè õàðåñâà?

Ïðèìåðè ïî ðàéîíè:

Ðàéîí → 23: 24:

3@ 62206 1 47318 1

6@ 43311 2 36011 2

8@ 36536 5 29869 4

Ðàéîí → 09:

3@ 17746 0

17@ 63570 5

Ïðèìåðè ïî ïàðòèè:

Ïàðòèÿ 6: 17: 23:

3@ 38996 5 54575 3 62206 1

6@ 19679 2 33498 3 43311 2

Êîå å �õóáàâî� ðàçïðåäåëåíèå?

Íÿìà íàé-äîáúð êðèòåðèé çà òîâà � çàâèñè îò ìîäåëà.



Ìîäåë 1.

Ìîäåë, àíàëîãè÷åí íà òðàíñïîðòíà çàäà÷à.

Çà ïîâå÷å ãëàñîâå ñå ïîëó÷àâàò ïîâå÷å ìàíäàòè � �òðàíñïîðòíèòå

ðàçõîäè� ñà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëíè íà áðîÿ ãëàñîâå.

Öåëåâà ôóíêöèÿ (îáùèòå �òðàíñïîðòíè ðàçõîäè�) å:

F1(X) =
p∑

i=1

r∑
j=1

xij

vij
→ min

ïðè òðàíñïîðòíèòå îãðàíè÷åíèÿ:

r∑
j=1

xij = ni, i = 1,2, . . . , p
p∑

i=1

xij = mj, j = 1,2, . . . , r



Îïòèìàëíî ðåøåíèå X1:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 0 0 0 0 4 7 0 7 0 5 5 6 0 5 10
6@ 0 0 14 9 0 0 4 0 0 0 0 0 9 0 0
8@ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12@ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
14@ 0 13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
17@ 6 0 0 0 0 0 0 0 5 0 0 0 0 0 0
19@ 4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 0 0 0 0 0 7 4 0 0 0 8 5 0 4 0 5
6@ 0 11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0 0
8@ 0 0 0 0 0 0 0 7 10 0 0 0 0 0 0 0
12@ 0 0 0 0 0 0 0 0 1 12 0 0 0 0 0 0
14@ 0 0 0 8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
17@ 0 0 5 0 4 0 0 0 0 0 0 0 4 4 6 0
19@ 10 0 0 0 0 0 0 6 0 0 0 0 0 0 0 0



Ñòîéíîñò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ F1(X1) = 0.00908.

Òîâà ðåøåíèå å íåïðèåìëèâî, çàùîòî ìàíäàòèòå â åäèí ðàéîí ñå

äàâàò ñàìî íà åäíà èëè äâå ïàðòèè.

Ðåøåíèåòî íà ÖÈÊ: F1(X0) = 0.01165.



Ìîäåë 2.

Ìàêñèìèçèðàìå íàé-ìàëêàòà öåíà íà ìàíäàòà.

Öåíàòà íà ìàíäàòà çà i-òàòà ïàðòèÿ â j-òèÿ ðàéîí å
vij

xij
.

min
i,j

vij

xij
→ max

Çà äà èçáåãíåì áåçêðàéíè ñòîéíîñòè è äà ëèíåàðèçèðàìå ìîäåëà,

âçåìàìå ðåöèïðî÷íà ñòîéíîñò íà öåíàòà íà ìàíäàòà.

F2(X) = max
i,j

xij

vij
→ min



Åäíî îïòèìàëíî ðåøåíèå å:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 5 7 6 6 3 5 2 4 0 4 3 4 5 3 2
6@ 4 0 0 1 0 2 2 3 0 1 2 2 0 1 3
8@ 0 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12@ 0 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
14@ 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2
17@ 1 1 2 0 1 0 0 0 5 0 0 0 2 0 1
19@ 0 1 2 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 0 1 0 0 1 4 2 0 0 0 5 1 0 3 2 4
6@ 4 4 0 3 0 1 1 3 2 5 1 4 0 3 0 1
8@ 2 0 0 0 0 0 0 5 4 3 0 1 0 0 0 0
12@ 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
14@ 0 1 0 2 0 1 0 2 2 2 1 2 0 1 1 0
17@ 0 2 5 1 3 1 1 0 0 0 0 1 4 0 3 0
19@ 3 2 0 1 0 0 0 2 2 1 1 1 0 0 0 0



Öåëåâà ôóíêöèÿ F2(X2) = 0.00014502.

Òÿ ñå äîñòèãà â (3@, 31:)

max
i,j

xij

vij
=

x1 31

v1 31
=

4

27581
= 0.00014502.

Çà ðåøåíèåòî íà ÖÈÊ ïîëó÷àâàìå F (X0) = F (X2).



Ìîäåë 3.

Ìèíèìàëíà ðàçëèêà ìåæäó íàé-ãîëåìè è íàé-ìàëêè öåíè íà ìàíäàòè

(ðåöèïðî÷íèòå ñòîéíîñòè íà öåíèòå íà ìàíäàòèòå)

max
i,j

xij

vij
− min

i,j: xij>0

xij

vij
→ min,

Ïî-ïðîñòà öåëåâà ôóíêöèÿ, êîÿòî îòíîâî ðåàëèçèðà èäåÿòà íà ìîäåëà:

F3(X) = max
i,j

xij

vij
−min

i,j

xij + 1

vij
→ min .



Íàìåðåíîòî îïòèìàëíî ðåøåíèå X3 å:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 2 4 4 3 2 3 2 2 1 3 3 4 2 2 3
6@ 2 2 4 2 1 2 2 2 0 2 2 2 2 2 2
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
12@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
14@ 0 2 1 1 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 2
17@ 2 2 1 0 1 0 0 2 4 0 0 0 2 0 1
19@ 2 1 2 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 3 4 1 2 1 3 2 4 3 3 3 4 1 3 1 4
6@ 3 2 0 1 0 2 1 3 2 2 3 2 0 1 1 1
8@ 2 0 0 1 0 0 0 4 3 2 0 1 0 0 0 0
12@ 0 1 0 1 0 0 0 0 1 2 0 1 0 1 0 0
14@ 0 1 0 2 0 1 0 1 1 1 1 2 0 1 1 0
17@ 0 1 4 1 3 1 1 0 0 0 0 0 3 2 3 0
19@ 2 2 0 0 0 0 0 1 1 2 1 1 0 0 0 0



Öåëåâàòà ôóíêöèÿ F3(X3) = 7.3538× 10−5.

Òàçè ñòîéíîñò ñå äîñòèãà çà (19@, 06:)

max
i,j

xij

vij
=

x76

v76
=

1

6771
= 14.7689× 10−5

è (3@, 30:)

min
i,j

xij + 1

vij
=

x130 + 1

v130
=

2

26972
= 7.4151× 10−5.

F3(X0) ≈ 11.2× 10−5



Ìîäåë 4.

Çàäà÷à çà ìîíîòîííîñò åäíîâðåìåííî ïî ïàðòèè è ïî ðàéîíè.

Êîãàòî åäíà ïàðòèÿ å ïîëó÷èëà ïîâå÷å ãëàñîâå â åäèí ðàéîí â ñðàâ-

íåíèå ñ äðóã, òÿ ïîëó÷àâà è íå ïî-ìàëêî ìàíäàòè â ïúðâèÿ ðàéîí â

ñðàâíåíèå ñ âòîðèÿ.

Àêî çà i-òàòà ïàðòèÿ â j-òèÿ è k-òèÿ ðàéîíè å â ñèëà vij > vik, òîãàâà

å èçïúëíåíî xij ≥ xik

���

Êîãàòî åäíà ïàðòèÿ å ïîëó÷èëà ïîâå÷å ãëàñîâå îò äðóãà ïàðòèÿ â

äàäåí ðàéîí, òÿ ïîëó÷àâà íå ïî-ìàëêî ìàíäàòè â òîçè ðàéîí.

Àêî â j-òèÿ ðàéîí çà i-òàòà è k-òàòà ïàðòèè å èçïúëíåíî vij > vkj, òî

ñèëà å è xij ≥ xkj.



µijk = (xij − xik) sign(vij − vik) ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , j;

νijk = (xij − xkj) sign(vij − vkj) ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , i.

Îáëàñòòà, îïðåäåëåíà îò òåçè íåðàâåíñòâàòà è òðàíñïîðòíèòå ðàâåí-

ñòâà å ïðàçíà.

Ìîäèôèêàöèÿ � àêî ðàçëèêàòà â ãëàñîâåòå íà äâå ïàðòèè â äàäåí

ðàéîí å ïî-ìàëêî îò 1000, ñ÷èòàìå, ÷å òåçè äâå ïàðòèè ñà ïîëó÷èëè

ðàâåí áðîé ãëàñîâå � äîïóñòèìàòà îáëàñò íà íîâàòà çàäà÷àòà å îòíîâî

ïðàçíà.



Ðåëàêñèðàíà çàäà÷à:

F ′
4(X) = z → min

ïðè óñëîâèÿ òðàíñïîðòíèòå ðàâåíñòâà è

µijk + z ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , j;

νijk + z ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , i.

Òàçè çàäà÷à èìà ðåøåíèå ñ îïòèìàëíà ñòîéíîñò z = 1.

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å àêî vij > vik, òî xij ≥ xik − 1.



Ìèíèìèçèðàìå áðîÿ íà íåìîíîòîííîñòèòå.

Íåìîíîòîííîñò â ðàéîí j íàðè÷àìå äâîéêà ïàðòèè (i1, i2), çà êîèòî
vi1j > vi2j è xi1j < xi2j.

Àíàëîãè÷íî ñå äåôèíèðà è íåìîíîòîííîñò â ïàðòèÿ.

µijk + Myijk ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , j − 1;

νijk + Mzijk ≥ 0, i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r, k = 1, . . . , i− 1,

yijk, zijk ∈ {0,1}, M > 0

Êîãàòî äâîè÷íà ïðîìåíëèâà yijk èëè zijk èìà ñòîéíîñò 0, òîãàâà
óäîâëåòâîðÿâàíåòî íà ñúîòâåòíîòî íåðàâåíñòâî ïîêàçâà ìîíîòîííîñò,
à ïðè ñòîéíîñò 1 � íåìîíîòîííîñò.

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ å áðîÿò íà íåìîíîòîííîñòèòå:

F ′′
4(X) =

p∑
i=1

r∑
j=1

j−1∑
k=1

yijk +
r∑

j=1

p∑
i=1

i−1∑
k=1

zijk → min



Ïîëó÷åíî å ðåøåíèå X ′′
4 ïðè M = 1 è F ′′

4(X ′′
4) = 24.

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 3 4 3 3 2 3 2 3 0 3 2 3 3 2 3
6@ 2 2 4 2 1 2 2 2 0 2 2 2 2 2 2
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
12@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14@ 0 2 1 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1 0 1
17@ 2 2 2 0 1 0 0 1 5 0 0 0 1 0 1
19@ 1 1 2 1 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 3 3 0 3 2 3 2 4 3 3 3 4 2 3 2 3
6@ 2 2 0 2 0 2 1 2 2 2 2 2 0 2 1 2
8@ 1 1 0 0 0 0 0 3 2 2 1 1 0 0 0 0
12@ 1 1 0 0 0 0 0 1 1 2 0 1 0 1 0 0
14@ 1 1 0 1 0 1 0 1 1 2 1 1 0 1 1 0
17@ 1 2 5 1 2 1 1 0 0 0 0 1 2 1 2 0
19@ 1 1 0 1 0 0 0 2 2 1 1 1 0 0 0 0



Ðåøåíèåòî íà çàäà÷àòà ïðè M = 1 ñ íåïðåêúñíàòè ïðîìåíëèâè

yijk, zijk ∈ [0,1]

å öåëî÷èñëåíî (ðàçëè÷íî îò X ′′
4) ñúñ ñúùàòà ñòîéíîñò 24 íà öåëåâàòà

ôóíêöèÿ.

Ìîäåëúò çà M = 1 áåøå ðåøåí ñ äâåòå ïðîãðàìè GLPK è CPLEX.

È äâàòà ïàêåòà íå ìîæàõà äà ðåøàò ñúùèÿ ìîäåë çà M = 10.



Ìîäåë 5.

Ìèíèìèçèðàìå îòêëîíåíèåòî îò ñðåäíîòî çà âñåêè ðàéîí è çà âñÿêà

ïàðòèÿ.

Íàïðèìåð, àêî åäíà ïàðòèÿ å ïîëó÷èëà
1

k
÷àñò îò ãëàñîâåòå â äàäåí

ðàéîí, òî òàçè ïàðòèÿ áè òðÿáâàëî äà ïîëó÷è ïðèáëèçèòåëíî
1

k
÷àñò

îò îïðåäåëåíèòå ìàíäàòè çà òîçè ðàéîí, ò.å.
vij

wj
≈

xij

mj
, êúäåòî wj

å ñóìàòà îò ãëàñîâåòå íà ó÷àñòâàùèòå â ðàçïðåäåëåíèåòî ïàðòèè â

òîçè ðàéîí.

wj =
p∑

i=1

vij, j = 1,2, . . . , r.

Àíàëîãè÷íî ñå ðåàëèçèðà òàçè èäåÿ è çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ìàíäàòè-

òå íà åäíà ïàðòèÿ ïî ðàéîíè � èñêàìå
vij

vi
≈

xij

ni
, êúäåòî vi å ñóìàòà



îò ãëàñîâåòå íà ïàðòèÿ i âúâ âñè÷êè ðàéîíè.

vi =
r∑

j=1

vij, i = 1,2, . . . , p.

Ïðåöèçèðàíåòî íà ïîíÿòèåòî áëèçîñò íè âîäè êúì èçïîëçâàíå íà

êëàñè÷åñêà lp íîðìà (ls íîðìà).

p∑
i=1

r∑
j=1

∣∣∣∣∣vij

vi
−

xij

ni

∣∣∣∣∣
s

+
r∑

j=1

p∑
i=1

∣∣∣∣∣vij

wj
−

xij

mj

∣∣∣∣∣
s

→ min

Íàé-íàïðåä äà ôîðìóëèðàìå çàäà÷àòà ñ ðàâíîìåðíà (l∞) íîðìà:

F5(X) = max
i,j

∣∣∣∣∣vij

vi
−

xij

ni

∣∣∣∣∣+ max
i,j

∣∣∣∣∣vij

wj
−

xij

mj

∣∣∣∣∣ → min



Ðåøåíèåòî X5 å:

01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 2 6 6 2 2 3 1 2 1 3 2 3 2 2 5
6@ 2 2 3 2 1 1 1 2 0 1 1 1 3 1 1
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
12@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1
14@ 0 1 1 1 0 1 1 0 0 0 1 1 0 1 1
17@ 3 1 1 1 1 1 0 2 4 0 1 1 2 0 0
19@ 1 1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 2 5 1 2 1 3 1 5 2 6 3 3 1 2 1 2
6@ 4 2 1 1 1 2 1 2 4 1 3 3 1 2 2 1
8@ 1 0 0 1 0 0 0 3 2 2 1 1 0 0 0 0
12@ 1 1 0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
14@ 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
17@ 0 1 3 1 2 1 1 0 0 0 0 1 2 2 2 0
19@ 1 1 0 1 0 0 1 1 1 1 0 1 0 0 0 1



Ñòîéíîñò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ

F5(X5) = 0.16124 + 0.03775 = 0.19899

ïðè (12@, 13:) è (6@, 28:).

Çà ðåøåíèåòî íà ÖÈÊ ïîëó÷àâàìå

F5(X0) = 0.13509 + 0.35964 = 0.49473

ïðè (8@, 23:) è (17@, 20:).



Ìîäåë 6.

Ìèíèìèçèðàìå îòêëîíåíèåòî îò ñðåäíîòî çà âñåêè ðàéîí è çà âñÿêà
ïàðòèÿ.

Çà äà ïîëó÷èì ëåñíî ðåøèìè çàäà÷è ñ ls íîðìà çà 1 ≤ s < ∞, ïðåäëà-
ãàìå åäíà ïîäõîäÿùà ëèíåàðèçàöèÿ íà òåçè çàäà÷è.

Çà âñÿêà äâîéêà (i, j), i = 1, . . . , p, j = 1, . . . , r ïîëàãàìå:

xij = xij1 + 2xij2 + · · ·+ qxijq =
q∑

k=1

kxijk,

∣∣∣∣∣vij

vi
−

k

ni

∣∣∣∣∣
s

= f
(1)
ijk ,

∣∣∣∣∣vij

wj
−

k

mj

∣∣∣∣∣
s

= f
(2)
ijk , k = 0,1, . . . , q.

Öåëåâàòà ôóíêöèÿ å:

F (X) =
p∑

i=1

r∑
j=1

q∑
k=0

(
f
(1)
ijk + f

(2)
ijk

)
xijk.



Òúðñèì

minF (X)

ïðè ïðåîáðàçóâàíèòå òðàíñïîðòíè ðàâåíñòâà:

r∑
j=1

q∑
k=1

kxijk = ni, i = 1,2, . . . , p,

p∑
i=1

q∑
k=1

kxijk = mj, j = 1,2, . . . , r

è
q∑

k=0

xijk = 1, i = 1,2, . . . , p, j = 1,2, . . . , r,

xijk ∈ {0,1}, çà âñÿêî i, j, k.



Ðàçìåðèòå íà çàäà÷àòà çà p = 7, r = 31, q = 6 ñà:

� áðîé íåèçâåñòíè: pr(q + 1) = 1519;

� áðîé ñúáèðàåìè â öåëåâàòà ôóíêöèÿ: pr(q + 1) = 1519;

� áðîé îãðàíè÷åíèÿ: p + r = 38 îò ïúðâèÿ âèä è pr = 217 îò âòîðèÿ

âèä.



Íàé-íàïðåä ùå èçïîëçâàìå l1 íîðìà.

F6(X) =
p∑

i=1

r∑
j=1

∣∣∣∣∣vij

vi
−

xij

ni

∣∣∣∣∣+
r∑

j=1

p∑
i=1

∣∣∣∣∣vij

wj
−

xij

mj

∣∣∣∣∣ → min

Ïðèëàãàìå îïèñàíàòà òåõíèêà çà òîçè ìîäåë è ðåøàâàìå ïîëó÷åíàòà

çàäà÷à.

Îïòèìàëíàòà ñòîéíîñò íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ å F6(X6) = 12.2766 çà

ñëåäíîòî ðåøåíèå:



01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 3 4 4 3 2 3 1 3 1 2 2 3 3 2 4
6@ 2 3 4 2 1 2 1 2 0 2 1 1 2 1 2
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
12@ 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
14@ 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1
17@ 2 2 2 0 1 0 0 1 4 0 1 1 1 0 1
19@ 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 3 4 1 2 1 3 1 4 3 4 3 4 1 3 2 3
6@ 3 2 1 2 1 1 1 3 2 3 2 2 1 1 1 1
8@ 1 1 0 1 0 0 0 3 2 2 1 1 0 0 0 0
12@ 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
14@ 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
17@ 1 1 3 1 2 1 1 0 1 0 0 1 2 2 2 0
19@ 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0



Ìîäåë 7.

Íàé-èçïîëçâàíèÿò ìîäåë çà îòêëîíåíèå îò ñðåäíîòî å ìèíèìèçàöèÿ

ñ l2 íîðìà (íàé-ìàëêè êâàäðàòè).

F7(X) =
p∑

i=1

r∑
j=1

(
vij

vi
−

xij

ni

)2

+
r∑

j=1

p∑
i=1

(
vij

wj
−

xij

mj

)2

→ min

Âúïðåêè, ÷å CPLEX ðåøàâà êâàäðàòè÷íè çàäà÷è ñ ëèíåéíè îãðàíè-

÷åíèÿ, îïèòúò çà äèðåêòíî ðåøàâàíå íà ìîäåëà íå äîâåäå äî óñïåõ.

Ñëåä ëèíåàðèçèðàíå íà çàäà÷àòà ïî îïèñàíèÿ ïî-ãîðå íà÷èí è ðåøàâà-

íåòî íà ïîëó÷åíàòà ëèíåéíà öåëî÷èñëåíà çàäà÷à, íàìèðàìå ñòîéíîñò

íà öåëåâàòà ôóíêöèÿ F7(X7) = 0.702059 çà ñëåäíîòî ðàçïðåäåëåíèå:



01: 02: 03: 04: 05: 06: 07: 08: 09: 10: 11: 12: 13: 14: 15:
3@ 3 4 4 3 2 3 1 3 1 2 2 3 3 2 4
6@ 2 2 4 2 1 2 1 2 0 2 1 2 2 1 2
8@ 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
12@ 1 1 1 1 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 1
14@ 0 1 1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 0 1
17@ 2 3 2 0 1 0 0 1 4 0 1 0 1 0 1
19@ 1 1 1 1 0 0 1 0 0 1 0 1 1 1 1

16: 17: 18: 19: 20: 21: 22: 23: 24: 25: 26: 27: 28: 29: 30: 31:
3@ 3 4 1 2 1 3 1 4 3 4 3 4 1 3 2 3
6@ 3 2 1 2 1 1 1 3 2 3 2 2 1 1 1 1
8@ 1 1 0 1 0 0 0 3 2 2 1 1 0 0 0 0
12@ 0 1 0 0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 1 0 0
14@ 1 1 0 1 0 1 0 1 1 1 1 1 0 1 1 1
17@ 1 1 3 1 2 1 1 0 1 0 0 1 2 2 2 0
19@ 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0



Òîâà ðåøåíèå å åäèíñòâåíî!

Çà äà äîêàæåì òîâà òâúðäåíèå, êúì îãðàíè÷åíèÿòà íà çàäà÷àòà äîáà-

âÿìå îùå åäíî: ∑
i,j,k:x(0)

ijk =1

xijk ≤ pr − 1,

êúäåòî {x(0)
ijk } å íàìåðåíîòî ðåøåíèå íà ëèíåàðèçèðàíàòà çàäà÷à. Òúé

êàòî î÷åâèäíî

∑
i,j,k:x(0)

ijk =1

x
(0)
ijk =

p∑
i=1

r∑
j=1

q∑
k=0

x
(0)
ijk =

p∑
i=1

r∑
j=1

1 = pr,

òî ðåøåíèåòî íà íîâàòà çàäà÷à ùå áúäå äðóãî. Çà ñòîéíîñò íà öåëåâà-

òà ôóíêöèÿ çà íîâîòî ðåøåíèå ïîëó÷àâàìå

0.703095 > F7(X7) = 0.702059.



Çàùî ïîëó÷åíîòî îò òîçè ìîäåë ðàçïðåäåëåíèå å ïî-äîáðî?

Ïðèìåðè ïî ðàéîíè:

Ðàéîí → 23: 24:

3@ 62206 4 47318 3

6@ 43311 3 36011 2

8@ 36536 3 29869 2

Ðàéîí → 09:

3@ 17746 1

17@ 63570 4

Ïðèìåðè ïî ïàðòèè:

Ïàðòèÿ 6: 17: 23:

3@ 38996 3 54575 4 62206 4

6@ 19679 2 33498 2 43311 3



Ñðàâíèòåëíè ðåçóëòàòè

Òàáëèöà ñúñ ñòîéíîñòèòå íà öåëåâèòå ôóíêöèè çà ïîëó÷åíèòå îò
ìîäåëèòå ðåøåíèÿ, çà ðåøåíèåòî íà ÖÈÊ è ïðåäëîæåíîòî îò È.
Áîæèíîâ.

F1 F2 F3 F ′′
4 F5 F6 F7

×10−2 ×10−4 ×10−4 ×10

X1 0.908 8.80 8.64 246 1.7634 4.987 18.39

X2 1.151 1.45 1.29 352 0.7296 2.627 4.173

X3 1.216 1.48 0.74 153 0.4409 1.691 1.585

X ′
4 2.421 3.83 3.70 378 0.5982 2.029 2.197

X ′′
4 1.128 1.79 1.25 24 0.5793 1.511 1.359

X5 1.520 8.24 7.68 214 0.1990 1.617 1.183

X6 1.426 3.28 2.49 61 0.2035 1.228 0.705

X7 1.400 2.60 1.82 61 0.2035 1.231 0.702

X0 1.166 1.45 1.12 148 0.4947 1.836 2.043

IB 1.435 5.32 4.53 178 0.4458 1.459 1.200



Áëàãîäàðÿ çà âíèìàíèåòî.


