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„Ein bisschen Einmaleins-Mathematik reicht dazu aus.“
(G.H. HARDY)

Unabhängig voneinander wurden 1908 von HARDY, einem englischen Mathematiker, und dem Stuttgar ter Arzt WEINBERG

populationsgenetische Überlegungen angestellt, um die Ver teilung der Allele in einer Population beschreiben zu können.

Die PDie PDie PDie PDie Populaopulaopulaopulaopulation umftion umftion umftion umftion umfasst alle Mitgasst alle Mitgasst alle Mitgasst alle Mitgasst alle Mitglieder einer lieder einer lieder einer lieder einer lieder einer ArArArArArt.t.t.t.t.

Die Art ist eine Fortpflanzungsgemeinschaft, deren Mitglieder untereinander fruchtbar gekreuzt werden können, d.h. auch
ihre Nachkommen müssen fruchtbar sein. (Vgl. dazu Esel und Pferd, die zwar gemeinsam Nachkommen haben können, diese
sind jedoch als Maulesel bzw. Maultier nicht fruchtbar.)

Die Gesamtheit der Erbinformation einer Ar t in einer Population kann man sich gleichmäßig in einem „Genpool“ ver teilt
vorstellen. Der Genpool ist also die Summe aller Gene (Genome) einer Art. Diese gleichmäßige Verteilung existiert natürlich
nur dann, wenn sich alle Mitglieder einer Population ohne Hindernisse bei der Partnerwahl frei fortpflanzen können. Man
spricht von der Panmixie. Dies ist in der Realität allerdings ein sehr seltener Fall. Ohne Beachtung bleibt bei der Partnerwahl
zum Beispiel die Blutgruppe, daher werden die Blutgruppenallele auch in einem Genpool ungehindert ver teilt. Man beachte
aber, dass geografische Grenzen auch hier ein Hindernis darstellen.

Betrachten wir zunächst die Allele eines Merkmalpaares, z.B. A und a. Sie sind in einer Population mit unterschiedlicher
Häufigkeit vorhanden. Setzt man für die Häufigkeit des Allels A den Wert p und für die Häufigkeit des Allels a den Wer t q ein,
so muss sich die Gleichung    p + q = 1  (1 entspricht 100 %)  ergeben.

Da die Erbinformation diploid vorliegt (je eine Information von Mutter und Vater), können die Allele in den Kombinationen AA,
Aa,aA oder aa auftreten. Stellt man dies mit einem Kombinationsquadrat dar, kann man leicht erkennen, dass die Häufigkeit
von AA mit p²,  Aa und aA mit 2pq und aa mit q² angegeben werden muss. Die Gesamtheit aller Genotypen (AA,Aa,aA,aa)
entspricht der Gleichung  (p + q)² = 1  oder  p² + 2pq + q² = 1

Die GesamthäufigkDie GesamthäufigkDie GesamthäufigkDie GesamthäufigkDie Gesamthäufigkeit der eit der eit der eit der eit der AlleleAlleleAlleleAlleleAllele ergibt sich
aus der Einzelhäufigkeit:

p = 8/10 = 0,8   (oder 80 %)
q = 2/10 = 0,2   (oder 20 %)

        1,0   (oder 100 %)

Die Gesamthäufigkeit der Genotypen folgt aus:

p² =  0,8² = 0,64     (oder 64 %)
2pq = 2•0,8•0,2 = 0,32     (oder 32 %)
q² = 0,2² = 0,04     (oder 4 %)

    1,00     (oder 100 %)

Diese Ergebnisse lassen sich leicht am Diagramm
nachprüfen.

p q

A A A A A A A A a a

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

p A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

A AA AA AA AA AA AA AA AA Aa Aa

a aA aA aA aA aA aA aA aA aa aa

q a aA aA aA aA aA aA aA aA aa aa

Genpool (weiblicher Anteil)
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Auf Grund dieser Überlegungen lässt sich der Anteile der Allele (p und q) in einer Population berechnen, wenn die Häufigkeit
einer Kombination (Häufigkeit eines Genotypen) bekannt ist. Das ist zum Beispiel bei einem rezessiven Merkmal, das homo-
zygot auftritt, der Fall. Dieses Merkmal tritt mit der Häufigkeit q² auf  (siehe Diagramm). Es ist leicht, daraus q (die Häufigkeit
des Allels a) zu berechnen. Die Häufigkeit des Allels A (p) ergibt sich aus der Gleichung p + q = 1, also  p = 1 – q.

Beispiel:Beispiel:Beispiel:Beispiel:Beispiel:

In einer Population wurde ermittelt, dass (bei einem rezessiven Erbgang) Merkmalsträger im Verhältnis 1:10 000 auftreten.
Dies ist zum Beispiel bei der Phenylketonurie, einer Stoffwechselstörung, der Fall. Man möchte wissen, wie viele Personen in
der Bevölkerung tragen unbemerkt das krankmachende Allel in sich.

Da das Merkmal rezessiv homozygot und im Verhältnis 1:10 000  auftritt, ist

1 1
q²= dann ist  q = oder  0,01
         10000                      100

Für p  gilt    p = 1 – q     also   p = 1 – 0,01.      p   beträgt also  0,99.

Nur die Heterozygoten (Aa oder aA) tragen das defekte Allel unbemerkt in sich, da es durch das dominante Allel A ausgegli-
chen wird. Der Anteil der Heterozygoten an der Population ergab sich (s. Diagramm) zu 2pq.

Jetzt können wir die Wer te für p und q einsetzen und erhalten

2pq = 2 • 0,01 • 0,99  = 0,0198

Von 10 000 sind 198 Menschen (also etwa jeder Fünfzigste) Träger des krankmachenden Allels, ohne selbst etwas davon zu
spüren.

AAAAAufgufgufgufgufgaaaaaben:ben:ben:ben:ben:

1. Berechnen Sie den Anteil der Heterozygoten für totale Farbblindheit, die bei etwa 160 Menschen in der Bundesrepublik
Deutschland auftritt.

2. Aus dem homozygot rezessiven Anteil der Bevölkerung (49 %) wurde der Heterozygotenanteil berechnet. Wie verschiebt
sich das Verhältnis der zugehörigen Allele, wenn sich die Zahl der Heterozygoten (durch ein äußeres Ereignis) um 10 Prozent
vergrößer t?

3. Wiederholen Sie die Berechnungen aus Aufgabe 2 für die Phenylketonurie (s.o.).

4. Warum kann der Anteil der Heterozygoten in einer Bevölkerung 50 Prozent nicht überschreiten? Geben Sie eine grafische
und eine rechnerische Begründung!
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Im AB0-SystemAB0-SystemAB0-SystemAB0-SystemAB0-System liegen den Blutgruppen drei Allele zu Grunde (Vgl. dazu auch die Arbeitsblätter „Vererbung der Blutgruppen
AB0-System“). Diese sind mit einer bestimmten Häufigkeit in der Bevölkerung verteilt, wobei es in geografisch getrennten
Bevölkerungsgruppen und Rassen interessante Unterschiede gibt. Als Ursache muss angesehen werden, dass kein gleich-
mäßiger Austausch erfolgen konnte, also keine Panmixie.)

Je nach Kombination der Blutgruppenallele IA, IB und i ergeben sich die Blutgruppen A, B, AB und 0.

AAAAAufgufgufgufgufgaaaaabe:be:be:be:be:

Die Allele sollen mit ihrer Häufigkeit p, q und r in einem Kombinationsquadrat dargestellt werden. Berechnen Sie dazu die
Allelfrequenzen für p, q und r.

Da  p + q + r = 1   und entsprechend das Quadrat  (p + q + r)² = 1 sein muss, kann man die Häufigkeit der Allele ermitteln.
Ein Tipp: Beginnen Sie mit der Häufigkeit r für das Allel i.  Die anderen bekommen Sie durch geschicktes Substituieren!

Blutgruppe Genotyp
Häufigkeit

(Mitteleuropa)
Merkmalsträger

A IAIA / IA i   43 % p² + 2 pr

B IBIB / IB i   14 % q² + 2 qr

AB IAIB    7 % 2 pq

0 i i   36 % r²

Zur Darstellung der Anteile von p, q und
r  an der Bevölkerung tragen Sie diese
maßstabsgerecht an den Seiten des
Quadrats (Kantenlänge 10 cm) ab.
Markieren Sie die Flächenanteile für die
verschiedenen Blutgruppen.
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PPPPPopulaopulaopulaopulaopulationsgtionsgtionsgtionsgtionsgenetiscenetiscenetiscenetiscenetische Berhe Berhe Berhe Berhe Berececececechnhnhnhnhnung bei ung bei ung bei ung bei ung bei VVVVVorororororlielielielieliegggggen eines Letalfen eines Letalfen eines Letalfen eines Letalfen eines Letalfaktoraktoraktoraktoraktorsssss

Bei der Anencephalie erweist sich der Genotyp aa als letal, d.h. er wird aus der Population herausselektier t. Unmittelbar
nach der Befruchtung kann von der Häufigkeit der Allele

AA Aa aa

p² + 2pq + q² = 1 ausgegangen werden. Da sich aa als letal erweist, d.h. nicht
lebensfähig ist, bleiben

p² + 2pq + 0 = 1 – q² (Verminderung der Gesamtheit um q²)

Da die Summe aller Mitglieder der Population jedoch immer mit 100 Prozent = 1 angegeben wird, dividieren wir die
Gleichung durch 1 – q².

p² 2 pq
+     +  0  = 1 Da p = 1 – q, ist p² = (1 – q)²

1 – q² 1 – q²

(1 – q)² 2 pq
+     +  0 = 1 1 – q²  entspricht (1 + q)(1 – q), also

1 – q² 1 – q²

(1 – q)² 2(1 – q) q
  +     + 0  = 1 nach Kürzen bleiben für

(1 + q)(1 – q) (1 + q)(1 – q)

AA Aa         aa

(1 – q)   2 q
+     + 0  = 1 Das Allel a ist an der Kombination Aa nur zur Hälfte

(1 + q) (1 + q) beteiligt. Also ist die Häufigkeit nur

    q

(1 + q)

  q 1
Entsprechend ist  p = 1 –                                oder umgeformt       p =

         (1 + q)           1 + q

Aufgabe:

1. Ein Letalfaktor a kommt mit der Häufigkeit q = 0,001 in einer Population vor. Wie ändert sich die Häufigkeit der aa-
Genotypen beim Übergang zur nächsten Generation? (D.h. um welchen Betrag nimmt die Zahl der tödlichen Allele ab?)

2. Im Dritten Reich wurde „lebensunwer tes Leben“ ermordet, um die Zahl krankmachender Allele in der Bevölkerung zu
senken. Zeigen Sie anhand populationsgenetischer Berechnungen, dass keine biologische Begründung für dieses verbre-
cherische Tun gegeben werden kann.  Berücksichtigen Sie auch, dass spontane Neumutationen vorkommen.
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