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Capitulo 1

Generalidades

Maxima es un programa de Matematicas escrito en Lisp.

Su nombre original fue Macsyma (MAC’s SYmbolic MAnipulation System, donde MAC, Ma-
chine Aided Cognition, era el nombre del Laboratory for Computer Science del MIT durante la
fase inicial del proyecto Macsyma). Se desarroll6 en estos laboratorios entre los afios 1969 y 1982
con fondos aportados por varias agencias gubernamentales norteamericanas (National Aeronautics
and Space Administration, Office of Naval Research, U.S. Department of Energy (DOE) y U.S. Air
Force).

El concepto y la organizacién interna del programa estan basados en la tesis doctoral que Joel
Moses elabor6 en el MIT sobre integracién simbdlica. Segiin Marvin Minsky, director de esta tesis,
Macsyma pretendia automatizar las manipulaciones simbdlicas que realizaban los matematicos, a
fin de entender la capacidad de los ordenadores para actuar de forma inteligente.

El ano 1982 es clave. El MIT entrega Macsyma al DOE y éste a la empresa Symbolics Inc. para
su explotacién comercial, haciendo el cédigo propietario. Debido a la presién que la comunidad
cientifica ejercié sobre el MIT, éste edité otra version recodificada ajena a la comercial, dando
asi nacimiento al denominado DOE-Macsyma. Esta politica del MIT con respecto a los proyectos
basados en Lisp y Macsyma coincide con la salida de Richard Stallman de la institucién y la
posterior creacién de la Free Software Foundation.

A partir de 1982, William Schelter traduce DOE-Macsyma a Common Lisp. Parte de la comu-
nidad cientifica podré utilizarlo, pero no tendra derechos de redistribucién. Es la época en la
que aparecen en el mercado Maple y Mathematica. La version comercial apenas se desarrolla, es
superada por estos dos programas y deja de desarrollarse en 1999.

En 1998 Schelter obtiene permiso del Departamento de Energia para distribuir Maxima (asf lla-
mado ahora para diferenciarlo de la versién comercial) bajo la licencia GPL (General Public Li-
cense) de la Free Software Foundation. En el ano 2000 Maxima pasa a ser un proyecto hospedado
en Sourceforge y en el 2001 fallece Schelter. Actualmente el proyecto se mantiene con el trabajo
voluntario de un equipo internacional de 23 personas.

Toda la informacion relevante del proyecto estd disponible en la URL

http://maxima.sourceforge.net

desde donde se puede descargar la documentacion y los ficheros de instalacién. La via mas directa
y rapida de tomar contacto con el equipo de desarrollo es a través de la lista de correo

http://maxima.sourceforge.net /maximalist.html

Ademas, desde mediados de septiembre de 2006, se ha activado una lista de correos para usuarios
de habla hispana en
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http://sourceforge.net/mailarchive/forum.php?forum_id=50322

Uno de los aspectos més relevantes de este programa es su naturaleza libre; la licencia GPL en
la que se distribuye brinda al usuario ciertas libertades:

= libertad para utilizarlo,

s libertad para modificarlo y adaptarlo a sus propias necesidades,
= libertad para distribuirlo,

s libertad para estudiarlo y aprender su funcionamiento.

La gratuidad del programa, junto con las libertades recién mencionadas, hacen de Maxima una
formidable herramienta pedagdgica, accesible a todos los presupuestos, tanto institucionales como
individuales.
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Despegando con Maxima

2.1. Instalacion

Maxima funciona en Windows, Linux y Mac-OS.

En Windows, la instalacién consiste en descargar el binario exe desde el enlace correspondiente
en la pagina del proyecto y ejecutarlo.

En Linux, la mayoria de las distribuciones tienen ficheros precompilados con las extensiones
rpm o deb, segin el caso.

Las siguientes indicaciones hacen referencia al sistema operativo Linux.

Si se quiere instalar Maxima en su estado actual de desarrollo, serd necesario descargar los
ficheros fuente completos del CVS de Sourceforge y proceder posteriormente a su compilacion. Se
deberd tener operativo un entorno Common Lisp en la médquina (clisp, cmucl, sbcl y gcl son
todas ellas alternativas libres vdlidas), asi como todos los programas que permitan ejecutar las
instrucciones que se indican a continuacién, incluidas las dependencias tcl-tk y gnuplot. Grosso
modo, los pasos a seguir son los siguientes':

1. Descargar las fuentes a un directorio local siguiendo las instrucciones que se indican en el
enlace al CVS de la pagina del proyecto.

2. Acceder a la carpeta local de nombre maxima y ejecutar las instrucciones
./bootstrap
./configure --enable-clisp --enable-lang-es-utf8
make
make check
sudo make install
make clean
3. Para ejecutar Maxima desde la linea de comandos escribir
maxima

si se quiere trabajar con la interfaz gréfica (ver seccién siguiente), teclear

xmaxima

1Se supone que se trabajars con clisp, siendo la codificacién del sistema unicode.



CAPITULO 2. DESPEGANDO CON MAXIMA 6

2.2. Entornos de ejecucién

Como queda comentado al final de la seccién anterior, una vez instalado Maxima, se dispone
de dos entornos de ejecucién, uno basado en texto, ejecutdndose desde la linea de comandos,
Figura 2.1, y otro basado en el entorno grafico tcl-tk, Figura 2.2. Ambos son partes constituyentes
del programa Maxima.

Otro entorno grafico es Wxmaxima, Figura 2.3, que atiin no siendo parte del proyecto Maxima,
se distribuye conjuntamente con el ejecutable para Windows. En Linux, una vez instalado Maxima,
se podra instalar este entorno separadamente?.

Una cuarta alternativa, que resulta muy vistosa por hacer uso de TEX, es la de ejecutar Maxima
desde el editor Texmacs®, Figura 2.4.

Ademads de los citados, en los iltimos tiempos han aparecido varios proyectos de entornos
basados en la web; se puede acceder a ellos a través del enlace Related Projects de la pagina web
de Maxima.

2.3. Tomando contacto con el programa

En esta sesidn se intenta realizar un primer acercamiento al programa a fin de familiarizarse
con el estilo operativo de Maxima, dejando sus habilidades matematicas para mas adelante. El
c6digo que se muestra estd copiado y pegado del entorno de texto.

Una vez iniciada la ejecucion del programa, se nos presenta una cabecera:

donde el simbolo (%i1) nos indica que Maxima esta esperando la primera entrada del usuario
(1 de input). Ahora se puede escribir una instruccién y terminarla con un punto y coma (;) para
que el programa la ejecute; por ejemplo,

donde le pedimos la derivada de la funcién y = 1 — exp(—kx) respecto de z, a lo que Maxima
responde con ke~*%_ etiquetando este resultado con (%01) (o de output). El simbolo %e es la forma
que tiene Maxima de representar a la base de los logaritmos naturales, de igual forma que %pi
representa al ntimero 7. Nétese que tras la respuesta, la etiqueta (%i2) nos indica que Maxima
espera una segunda instruccién.

Continuando con la sesion,

2http://wxmaxima.sourceforge.net
Shttp://www.texmacs.org
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Figura 2.1: Maxima desde la linea de comandos.
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Figura 2.2: Xmaxima, el entorno gréafico de tcl-tk.
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Figura 2.3: Wxmaxima, el entorno gréafico basado en wxwidgets.



10

CAPITULO 2. DESPEGANDO CON MAXIMA

;

-~

ﬁ:ﬂmﬂm 0923jep 1od vunxew [a[p1] nze ()] uewol vuwreiford BTN Emuwﬁﬂ

_ [=

LA (20
¢ (ejeadequryyae (g£2)

e

T o

f(Furfrutm‘x” (g/g.x-)dxe)ejeiBeiur, (zD)

_&
I—tgp

G

rf—— —
[+igh

=z| (10)

s (T+x4g x)2ATOS (1D)

¢BESHI <@ ===

EeDZ¥0 e iRy xedrmAs O

(Ielurella}] IJ Iajp OJUSWINDO(] OJBULIO{ UQISA§ JBMasU] IejIpy OIaydlq

=

Figura 2.4: Maxima desde Texmacs.
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Maxima hace simplificaciones algebraicas, como m + m = 27, las cuales devuelve en forma
simbdlica. El simbolo %, cuando se utiliza aislado, representa la tltima respuesta dada por Maxima;
asi, en la entrada nimero tres se solicita que el tdltimo resultado se devuelva en formato decimal
de coma flotante.

Maxima esta escrito en Lisp, por lo que ya se puede intuir su potencia a la hora de trabajar
con listas; en el siguiente didlogo, el texto escrito entre las marcas /* e */ son comentarios que
no afectan a los cédlculos, ademds se observa cémo se hace una asignaciéon con el operador de dos
puntos (:) a la variable xx,

De la misma manera que % representa al iltimo resultado, también se puede hacer referencia a
una salida o entrada arbitraria, tal como muestra el siguiente ejemplo, donde también se observa
como hacer sustituciones, lo que puede utilizarse para la evaluacién numérica de expresiones:

En esta tltima entrada, %04 hace referencia al cuarto resultado devuelto por Maxima, que es
la lista guardada en la variable xx, de modo que %04[5] es el quinto elemento de esta lista, por
lo que esta expresion es equivalente a a xx[5]; después, igualando u a la lista [1,2,3] este quinto
elemento de la lista es sustituido sucesivamente por estas tres cantidades. Maxima utiliza los dos
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puntos (:) para hacer asignaciones a variables, mientras que el simbolo de igualdad se reserva para
la construccion de ecuaciones.

El final de cada instruccién debe terminar con un punto y coma (;) o con un sfimbolo de délar
($); en el primer caso, Maxima muestra el resultado del célculo y en el segundo lo oculta. En la
entrada %112 se opté por el $ para evitar una linea adicional que no interesa ver:

Un aspecto a tener en cuenta es que el comportamiento de Maxima estd controlado por los
valores que se le asignen a ciertas variables globales del sistema. Una de ellas es la variable numer,
que por defecto toma el valor 16gico false, lo que indica que Maxima evitard dar resultados en
formato decimal, prefiriendo expresiones racionales:

Las matrices también tienen su lugar en Maxima; la manera més inmediata de construirlas es
con la instruccién matrix:
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En cuanto a graficos, Maxima hace uso por defecto del programa externo gnuplot. Las siguien-
tes instrucciones generan diferentes tipos de graficos, cuyas reproducciones? se pueden ver en la
Figura 2.5, ordenadas de izquierda a derecha y de arriba hacia abajo.

Gnuplot es un programa grafico muy potente; la forma que se tiene de aprovechar sus capaci-
dades desde Maxima consiste en escribir dentro del apartado gnuplot_preamble (ver ejemplo a
pie de pagina) todas las directrices que el usuario considere oportunas; sin embargo, tales direc-
trices se deben hacer en el lenguaje de scripts de gnuplot, lo que puede llegar a ser embarazoso
para el usuario medio. Maxima utiliza también el entorno tcl-tk, que permite més libertad a la
hora de programar gréaficos; aunque esta alternativa estuvo en hibernacién en los iltimos tiempos,
estd recobrando nuevos brios en la actualidad. Ninguna de estas dos soluciones es completamente
satisfactoria en su estado actual, pero estd claro que antes o después habrd que tomar algunas
decisiones sobre cémo generar todo tipo de gréficos desde Maxima.

A fin de preparar publicaciones cientificas, ya se ha visto cémo se pueden generar archivos
graficos en calidad Postscript; si se quiere redactar publicaciones en formato KTEX, la funcién tex
de Maxima sera una 1til companera; en el siguiente ejemplo se calcula una integral y a continuacién
se pide la expresién resultante en formato TEX:

4Reconozco que aqui hay algo de trampa. Los graficos de la Figura 2.5 fueron creados con gnuplot en formato
eps, para lo cual hubo que afadir cierto cédigo a las sentencias que se describen; en particular, el primer fichero
grafico se generaria con el cédigo

plot2d(exp(-x**2),[x,-2,5],[gnuplot_preamble,” set terminal postscript eps;set out ’graficol.eps’])
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Al pegar y copiar el c6digo encerrado entre los dobles simbolos de délar a un documento IATEX,
el resultado es el siguiente:

2V +2 5v21og (5—2v2V3) +548v3 152 log (3 — 2v/2) + 244
sl
L T 2048 6144

Un comentario sobre la entrada %i36. Se observa en ella que se ha escrito dos veces el mismo
c6digo a ambos lados del signo de igualdad. La tnica diferencia entre ambos es el apdstrofo que
antecede al primer integrate; éste es un operador (llamado de comilla simple) que Maxima utiliza
para evitar la ejecucién de una instruccion, de forma que en el resultado la primera integral no se
calcula, pero si la segunda, dando lugar a la igualdad que se obtiene como resultado final.

Puede darse el caso de que llegue el momento en el que el usuario decida evaluar una expresién
que previamente marcé con el operador comilla (tales expresiones reciben en Maxima el apelativo
de nominales); el siguiente ejemplo muestra el uso del simbolo especial nouns,

Es posible que el usuario necesite trabajar sobre un mismo problema durante varias sesiones,
por lo que le interesard guardar aquellas partes de la sesidon actual que necesitard mas adelante.
Si se quiere almacenar la expresién guardada en z, junto con el resultado de su evaluacién (salida
%040), podra hacer uso de la funcién save:

Obsérvese que en primer lugar se escribe el nombre del fichero y a continuacién los nombres de
las variables a almacenar; como el valor de z no se habia asignado a ninguna variable, es necesario
ponerle uno, en este caso vz. La tltima instruccion es la que termina la ejecucién del programa.
Una vez iniciada una nueva sesion, se cargara el fichero sesion con la funcién load:
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Se puede acceder a la ayuda relativa a cualquiera de las funciones que han aparecido hasta
ahora, y otras que irdan apareciendo, haciendo uso de la funcién describe, o equivalentemente, del
operador ?7:

En primer lugar, Maxima nos muestra una lista con todas las funciones y variables que contienen
la cadena diff; una vez seleccionada la que nos interesa (5), se lee la informacién correspondiente.
Algunos usuarios encuentran engorroso que la ayuda se interfiera con los cédlculos; esto se puede
arreglar con un minimo de bricolage informatico. Al tiempo que se instala Maxima, se almacena
también el sistema de ayuda en formato html en una determinada carpeta; el usuario tan sélo
tendra que buscar esta carpeta, en la que se encontrard la pagina principal maxima.html, y hacer
uso de la funcién system de Maxima que ejecuta comandos del sistema, la cual admite como
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argumento una cadena alfanumérica con el nombre del navegador (en el ejemplo, mozilla) seguido
de la ruta hacia el documento maxima.html,

Este proceso se puede automatizar si la instruccién anterior se guarda en un fichero de nombre
maxima-init.mac y se guarda en una carpeta oculta de nombre .maxima en el directorio principal
del usuario. Asi, cada vez que arranque Maxima, se abrird el navegador con el manual de referencia
del programa.



Capitulo 3

Matematicas con Maxima

3.1. Numeros

Maxima puede trabajar con numeros enteros tan grandes como sea necesario,

Por defecto, no transforma las fracciones a su forma decimal, aunque si las simplifica,

La expresién decimal de un ntmero racional se puede obtener con una llamada a la funcién
float, que devuelve el resultado como un numero de coma flotante de doble precisién,

Si se quiere més precision, se puede recurrir a los nimeros decimales grandes, para lo cual se
indica en primer lugar la precisiéon deseada con la variable global fpprec y se hace la transformacién
con bfloat,

18
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Los nimeros complejos se construyen haciendo uso de la constante imaginaria %1i,

3.2. Resolucion de ecuaciones

La funcién algsys resuelve sistemas de ecuaciones algebraicas. Admite como argumentos dos
listas, en la primera se escribe la ecuacién o ecuaciones del sistema, en las que si se omite la igualdad
se interpretan como igualadas a cero; en la segunda lista se colocan los nombres de las incégnitas.
Veamos algunos ejemplos:

Ecuacién polinémica de tercer grado

423 =222 + 52 —7=0
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Se piden las soluciones no complejas de la ecuacién anterior

Sistema no lineal
3xz?—y? = 6
y+9

8
|

Un sistema no lineal con coeficientes paramétricos y complejos

Ju—av = t
244 _
U—Jr; = 3v+u
L

u

Cuando Maxima no es capaz de resolver el sistema algebraicamente, recurre a métodos de
aproximacién numeérica, como en el caso de la ecuaciéon polinémica

P+t a2l +r=0



CAPITULO 3. MATEMATICAS CON MAXIMA 21

Mas allé de las ecuaciones algebraicas, Maxima no dispone de algoritmos de resolucién simbdli-
ca, aunque si existe un médulo para la aplicacién del método de Newton.
Resolucién de la ecuaciéon
2ut — 5 =u

Y del sistema

I
o

x + 3log(x) — y?
222 —zy—5r+1 = 0

En los anteriores ejemplos, el primer argumento es una lista con la ecuacién o ecuaciones a
resolver, las cuales se suponen igualadas a cero; el segundo argumento es la lista de variables y el
ultimo el valor inicial a partir del cual se generara el algoritmo y cuya elecciéon determinara las
diferentes soluciones del problema.

3.3. Patrones y reglas

En un programa de cédlculo simbdlico, éste no sélo debe tener informacién sobre una funcién u
operacion a partir de su definicién, sino que también habra propiedades y reglas de transformacién
de expresiones de las que un programa como Maxima debe tener noticia.

Antes de abordar este tema, convendrd reparar en dos funciones que suelen ser de utilidad en
este contexto y que se relacionan con las listas; la funcién apply, que se utiliza para pasar como
argumentos de una funcién a todos los elementos de una lista, y la funcién map, que se utiliza para
aplicar una funcién a cada uno de los elementos de una lista,

Obsérvese que la funcién a aplicar en apply debe ser tal que admita multiples argumentos; por
ejemplo, la funcién suma "+" podria haberse utilizado sin problemas, no asi "-", que sélo admite
un maximo de dos argumentos. Sin embargo, las funciones a utilizar por map deben ser de un tinico
argumento.

A veces se quiere utilizar en map una funcién que no estd definida y que no va a ser utilizada més
que en esta llamada a map. En tales casos se puede hacer uso de las funciones lambda; supéngase
que a cada elemento x de una lista se le quiere aplicar la funcién f(z) = sin(x) + %, sin necesidad
de haberla definido previamente,
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Como se ve, la funcién lambda admite dos argumentos; el primero es una lista (no se puede
evitar la redundancia) de argumentos, siendo el segundo la expresién que indica qué se hace con
los elementos de la lista anterior.

Nos planteamos ahora la siguiente situacién: necesitamos trabajar con una funcién G(z,y) que,
independientemente de que esté definida o no, sabemos que es igual a la expresién M en todo
su dominio, siendo H(x,y) otra funcién; queremos que la primera expresién sea sustituida por la
segunda y ademas queremos tener bajo control estas sustituciones. Todo ello se consigue trabajando
con patrones y reglas.

Antes de definir la regla de sustitucién es necesario saber a qué patrones sera aplicable, para

lo cual admitiremos que los argumentos de G(z,y) pueden tener cualquier forma:

En este caso, las variables patrén serédn x e y, siendo el segundo argumento una funcién de
predicado! que devolverd true si el patrén se cumple; en el caso presente, el patrén es uni-
versal y admite cualquier formato para estas variables. Si quisiésemos que la regla se aplicase
solo a nimeros enteros, se deberfa escribir matchdeclare ([x,y], integerp); si quisiésemos que
la regla se aplicase siempre que x sea un nidmero, sin imponer restricciones a y, escribirfamos
matchdeclare (x, numberp, y, true). Como se ve, los argumentos impares son variables o lis-
tas de variables y los pares las condiciones de los patrones.

Se define ahora la regla de sustitucién indicada mas arriba, a la que llamaremos reglai,

Aplicamos ahora la regla a las expresiones G(f,2 + k) y G(G(4,6),2 + k),

Como se ve en este ultimo ejemplo, la regla se aplica a todas las subexpresiones que contengan
a la funciéon G. Ademds, applyl aplica la regla desde fuera hacia adentro. La variable global
maxapplydepth indica a Maxima hasta qué nivel puede bajar en la expresion para aplicar la regla;
su valor por defecto es 10000, pero se lo podemos cambiar,

1Se denominan asi todas aquellas funciones que devuelven como resultado de su evaluacién true o false.
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Quizés sea nuestro deseo realizar la sustitucion desde dentro hacia fuera, controlando también
a qué niveles se aplica; applybl y maxapplyheight son las claves ahora.

Obsérvese que hemos estado controlando el comportamiento de las funciones G y H sin haberlas
definido explicitamente, pero nada nos impide hacerlo,

Continuemos esta exposicion con un ejemplo algo mas sofisticado. Supongamos que cierta fun-
cién F verifica la igualdad

Flai+ae+...+a,)=F(z)+ F(ze) + ...+ F(zn) + 7122 .. 2y

y que queremos definir una regla que realice esta transformacion. Puesto que la regla se aplicard sélo
cuando el argumento de F' sea un sumando, necesitamos una funcién de predicado que defina este
patron,

En la definicién de la nueva regla, le indicamos a Maxima que cada vez que se encuentre
con la funcién F' y que ésta tenga como argumento una suma, la transforme segun se indica:
map(F, args(z)) aplica la funcién a cada uno de los sumandos de z, sumando después estos
resultados con la funcion apply, finalmente a este resultado se le suma el producto de los sumandos
de z,

Veamos unos cuantos resultados de la aplicacion de esta regla,
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En los ejemplos recién vistos, hemos tenido que indicar expresamente a Maxima en qué momento
debe aplicar una regla. Otro mecanismo de definicién de reglas es el aportado por tellsimp y
tellsimpafter; el primero define reglas a aplicar antes de que Maxima aplique las suyas propias,
y el segundo para reglas que se aplican después de las habituales de Maxima.

Otra funcion 1util en estos contextos es declare, con la que se pueden declarar propiedades
algebraicas a nuevos operadores. A continuacién se declara una operacién de nombre "o" como
infija (esto es, que sus operandos se colocan a ambos lados del operador); obsérvese que sélo cuando
la operacién se declara como conmutativa Maxima considera que a o b es lo mismo que b o a,
ademsds, no ha sido necesario definir qué es lo que hace la nueva operacién con sus argumentos,

3.4. Limites, derivadas e integrales

Las funciones 1imit, diff e integrate son las que nos interesan ahora. Los siguientes ejemplos
sobre limites son autoexplicativos:

Donde hemos calculado lim,_, \/LE ylimg, o g;—g::, respectivamente. Nétese que los simbo-
los inf y minf representan a oo y —oo.

Algunos limites necesitan informacién adicional, como lim,._,;
laterales,

ﬁ, pudiendo solicitar los limites
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El simbolo und hace referencia al término ingés undefined.
El célculo de derivadas requiere el concurso de la funciéon diff; a continuacién algunos ejemplos

Pedimos ahora a Maxima que nos calcule el siguiente resultado que implica derivadas parciales,

,1910

V2305022 (e”sin(y) tan(z)) = 2€” cos(y) sec?(2) tan(z).

Maxima también nos puede ayudar a la hora de aplicar la regla de la cadena en el calculo de
derivadas de funciones vectoriales con variable también vectorial. Supénganse que cierta variable
z depende de otras dos = y y, las cuales a su vez dependen de uw y v. Veamos como se aplica la

2 2
regla de la cadena para obtener g—fj, 1;2;% o ﬁlﬁ%.
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En cualquier momento podemos solicitarle a Maxima que nos recuerde el cuadro de dependen-
cias,

También podemos eliminar dependencias,

Veamos cémo deriva Maxima funciones definidas implicitamente. En el siguiente ejemplo, para
evitar que y sea considerada una constante, le declararemos una dependencia respecto de x,

Cuando se solicita el célculo de una derivada sin especificar la variable respecto de la cual se
deriva, Maxima utilizard el simbolo del para representar las diferenciales,

lo que se interpretara como 2xdz. Si en la expresién a derivar hay mas de una variable, habra di-
ferenciales para todas,
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Recuérdese que durante este calculo estd todavia activa la dependencia declarada en la entrada
(%118).
Finalmente, para acabar esta seccion, hagamos referencia al desarrollo de Taylor de tercer grado

de la funcién
rlnx

2 -1

en el entorno de x = 1,

A continuacién un ejemplo de desarrollo multivariante de la funcién y = exp(z? sin(zy)) alre-
dedor del punto (2,0) hasta grado 2 respecto de cada variable,

Las integrales definidas e indefinidas las controla la funcién integrate; siguen algunos ejemplos
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La primera integral indefinida no requiere explicacion; la segunda da un error debido a la
singularidad en x = 0; la tercera es una integral definida y la 1ltima, siendo también definida, nos
pide informacién sobre el parametro a.

Cuando Maxima no puede resolver la integral, siempre queda el recurso de los métodos numéri-
cos. El paquete quadpack, escrito inicialmente en Fortran y portado a Lisp para Maxima, es el
encargado de estos menesteres; dispone de varias funciones, pero nos detendremos tan sélo en dos
de ellas, siendo la primera la utilizada para integrales definidas en intervalos acotados,

La funciéon quad_qgag tiene un argumento extra, que debe ser un niimero entero entre 1 y 6, el
cual hace referencia al algoritmo que la funcién debe utilizar para la cuadratura; la regla heuristica
a seguir por el usuario es dar un nimero tanto mas alto cuanto maés oscile la funcién en el intervalo
de integracion. El resultado que obtenemos es una lista con cuatro elementos: el valor aproximado
de la integral, la estimacién del error, el nimero de veces que se tuvo que evaluar el integrando y,
finalmente, un cédigo de error que sera cero si no surgieron problemas.

La otra funcién de integracién numérica a la que hacemos referencia es quad_qagi, a utilizar
en intervalos no acotados. En el siguiente ejemplo se pretende calcular la probabilidad de que una
variable aleatoria x? de n = 4 grados de libertad, sea mayor que la unidad (Pr(x5 > 1)),
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El integrador simbdlico falla emitiendo un mensaje sobre la divergencia de la integral. La funcién
quad_qgagi ha necesitado 165 evaluaciones del integrando para alcanzar una estimaciéon numérica
de la integral, la cual se corresponde aceptablemente con la estimacién que hacen los algoritmos
del paquete de distribuciones de probabilidad (ver Seccién 3.7).

Otras funciones de cuadratura numérica son quad_qags, quad_qgawc, quad_qgawf, quad_gawo y
quad_qgaws, cuyas peculiaridades podra consultar el lector interesado en el manual de referencia.

3.5. Vectores y campos

En Maxima, los vectores se introducen como simples listas, siendo el caso que con ellas se pueden
realizar las operaciones de adicién, producto por un nimero y producto escalar de vectores,

Fl célculo del médulo de un vector se puede hacer mediante la definicién previa de una funcién
al efecto:

Los operadores diferenciales que son de uso comtin en el &mbito de los campos vectoriales estan
programados en el paquete vect, lo que implica que debe ser cargado en memoria antes de ser
utilizado. Sigue a continuacién una sesién de ejemplo sobre cémo usarlo.

Partamos de los campos escalares ¢(z,y,2) = —x + v + 22 y ¥(x,y,2) = 4z + log(y* + 2?)
y demostremos que sus lineas de nivel son ortogonales probando que V¢ - Vi = 0, siendo V el
operador gradiente,

Como se ve, Maxima se limita a devolvernos la misma expresién que le introducimos; el estilo de
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trabajo del paquete vect requiere el uso de dos funciones: express y ev, la primera para obtener
la expresion anterior en términos de derivadas y la segunda para forzar el cdlculo de éstas.

Al final, hemos tenido que ayudar un poco a Maxima para que terminase de reducir la ltima
expresion.

Sea ahora el campo vectorial definido por F = zyi + 222j — ¢**tYk y piddmosle a Maxima que
calcule su divergencia, (V - F), rotacional (V x F)y laplaciano (V2F)
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Notese en todos los casos el usos de la secuencia express - ev. Por ultimo, el paquete vect
incluye también la definicién del producto vectorial, al cual le asigna el operador ~,

3.6. Ecuaciones diferenciales

Con Maxima se pueden resolver simbélicamente algunas ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer y segundo orden mediante la instruccién ode2.

Una ecuacién diferencial de primer orden tiene la forma general F(z,y,y’) = 0, donde y’ = g—g.
Para expresar una de estas ecuaciones se hace uso de diff,

siendo obligatorio el uso de la comilla simple (*) antes de diff al objeto de evitar el cdlculo de
la derivada, que por otro lado daria cero al no haberse declarado la variable y como dependiente
de x. Para la resolucién de esta ecuacion tan solo habra que hacer

donde %c representa una constante, que se ajustara de acuerdo a la condicién inicial que se le
imponga a la ecuacién. Supdéngase que se sabe que cuando x = 2, debe verificarse que y = —3, lo
cual haremos saber a Maxima a través de la funcién icl,
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Veamos ejemplos de otros tipos de ecuaciones diferenciales que puede resolver Maxima,

En este caso, cuando no se incluye el simbolo de igualdad, se da por hecho que la expresién es
igual a cero.

En este ultimo caso, optamos por obtener la solucién en su forma explicita.
Una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden tiene la forma general F(z,y,y’,y"”) =0,
siendo y” la segunda derivada de y respecto de x. Como ejemplo,
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Maxima nos devuelve un resultado que depende de dos parametros, %k1 y %k2, que para ajustar-
los necesitaremos proporcionar ciertas condiciones iniciales; si sabemos que cuando x = 1 entonces

y=—-1lyy = %‘ L= 2, haremos uso de la instruccién ic2,
=

En el caso de las ecuaciones de segundo orden, también es posible ajustar los parametros de la
solucién especificando condiciones de contorno, esto es, fijando dos puntos del plano por los que
pase la solucién; asi, si la solucién obtenida en (%010) debe pasar por los puntos (—1,3) y (2, %),
hacemos

Nétese que este cédlculo se le solicita a Maxima con bc2.

La resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales se hace con llamadas a la funciéon desolve.
En este contexto es preciso tener en cuenta que se debe utilizar notacién funcional dentro de la
expresién diff; un ejemplo aclarara este punto, resolviendo el sistema

{m — 3f(x) - 29(x)

dz
@)~ 9f(x) — 2g(x)

Como se ve, las referecias a las funciones deben incluir la variable independiente y las ecua-
ciones estardn acotadas entre corchetes, asi como los nombres de las funciones. Observamos en la
respuesta que nos da Maxima la presencia de £(0) y g(0), lo cual es debido a que se desconocen
las condiciones de contorno del sistema.
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En este tltimo ejemplo, supongamos que queremos resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

G = J@)+g@) +3h()

ﬁ%l = g(z) — 2h(z)

B = f(z) + h(x)
bajo las condiciones f(0) = —1, g(0) = 3 y f(0) = 1. En primer lugar introduciremos estas
condiciones con la funcién atvalue, para posteriormente solicitar la resolucién del sistema,

Ademas de las funciones anteriores, el paquete plotdf permite generar campos de direcciones,
bien de ecuaciones diferenciales de primer orden

%ZFWW

bien de sistemas p
{§=wa
# = F(xvy)

Los argumentos a pasar a la funcién plotdf son la funcién F, en el primer caso, y una lista
con las funciones F' y G en el segundo. Las variables seran siempre x e y. Como ejemplo, pidamos
a Maxima que genere el campo de direcciones de la ecuacién diferencial %% =1+y+y°

El grafico que resulta es el de la Figura 3.1 izquierda, en el que ademads se observan dos trayec-
torias que se dibujaron de forma interactiva al hacer clic sobre dos puntos del plano.

La funcién plotdf admite varias opciones, algunas de las cuales aprovechamos en el siguiente
ejemplo. Supongamos el modelo predador-presa de Lotka-Volterra, dependiente de dos parametros
hyk,

4y

4z — 93 + hay
7 = —T+kxy

El siguiente c6digo permite generar el campo de direcciones correspondiente, ddndoles inicial-
mente a h y k los valores -1.2 y 0.9, respectivamente; ademads, apareceran sobre la ventana grafica
dos barras de deslizamiento para alterar de forma interactiva estos dos parametros y ver los cambios
que se producen en el campo.
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Figura 3.1: Campos de direcciones creados con la funcién ’'plotdf’: a la izquierda el campo de la
ecuacion g—z =1+ y+ 9>, ala derecha el correspondiente al modelo predador-presa.

En la Figura 3.1 derecha se observa el grafico obtenido despues de pedir trayectorias concretas
que pasan por varios puntos del plano (en el archivo gréfico no aparecen las barras de deslizamiento).

Cuando la funcién ode2 no es capaz de resolver la ecuacién propuesta, se podra recurrir al
método numérico de Runge-Kutta, el cual se encuentra programado en el paquete diffeq. Como
primer ejemplo, nos planteamos la resolucién de la ecuacién

dy

= = 207+ exp(=3),

con la condicién y(0) = 1. La funcién ode2 es incapaz de resolverla:

Abordamos ahora el problema con un enfoque numérico, para lo cual definimos la expresién

d
fty) = 2 = ~2y” + exp(=31)

en Maxima,
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discretet - "diflcrete

" discrete] ——

" discretel] ——

Figura 3.2: Resolucién numérica de ecuaciones diferenciales con ’diffeq’: a), solucién de la ecuacién

de primer orden % = —2y% + exp(—3t),y(0) = 1; b), solucién de la ecuacién de segundo orden

227%’ = 0,2(1 — yQ)% — y, con las condiciones y(0) = 0,1 y y'(0) = 1; ¢), diagrama (y,y'); d),

diagrama (y,y").

La funcién rungel necesita cinco argumentos: la funcién derivada %, los valores inicial, tg, y
final, ¢1, de la variable independiente, la amplitud de los subintervalos y el valor que toma y en
to. El resultado es una lista que a su vez contiene tres listas: las abscisas ¢, las ordenadas y y las
correspondientes derivadas. Al final del ejemplo anterior, se solicita la representacién grafica de la
solucién, cuyo aspecto es el mostrado por la Figura 3.2 a).

Nos planteamos ahora la resolucién de la ecuacién diferencial de segundo orden

d*y dy
=0.2(1 — 9?2 _
dt2 3y ( y ) dt y?
con y(0) = 0,1 y ¥/(0) =1 para lo cual definimos en Maxima la funcién

2

Y
g(t7y7y/) = W = 072(1 - y2)y/ - Y
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La funcién runge?2 necesita seis argumentos: la funcién derivada %, los valores inicial, tg, y
final, 1, de la variable independiente, la amplitud de los subintervalos y los valores que toman y y
su primera derivada en ty. El resultado es una lista que a su vez contiene cuatro listas: las abscisas
t, las ordenadas y, las correspondientes primeras derivadas y, por ultimo, las segundas derivadas.
Al final de este 1ltimo ejemplo se solicitan algunos graficos asociados a la solucién, los formados
con los pares (t,y), (v,4") v (y,4y"), que son los correspondientes a los apartados b), ¢) y d) de la
Figura 3.2.

3.7. Probabilidades y estadistica

El paquete distrib contiene la definiciéon de las funciones de distribucién de probabilidad maés
comunes, tanto discretas (binomial, de Poisson, de Bernoulli, geométrica, uniforme discreta, hi-
pergeométrica y binomial negativa), como continuas (normal, ¢ de Student, x? de Pearson, F de
Snedecor, exponencial, lognormal, gamma, beta, uniforme continua, logistica, de Pareto, de Wei-
bull, de Rayleigh, de Laplace, de Cauchy y de Gumbel). Para cada una de ellas, se puede calcular
la probabilidad acumulada, la funcién de densidad o los cuantiles,

También se pueden calcular los momentos de primer y segundo orden,
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Por 1ltimo, también es posible la simulaciéon de muestras independientes de cualquiera de las
distribuciones anteriores,

En cuanto a la estadistica descriptiva, se remite al interesado a ”Primeros pasos en Maxima”.

En un futuro préximo, Maxima contendrd un paquete que incluye procedimientos inferenciales
y de contraste estadistico de hipétesis, tanto paramétricos como no paramétricos. Sigue a conti-
nuacién una sesién sobre regresién lineal simple?

Maxima nos muestra los resultados mdas importantes: la ecuacién de la recta de regresién,
el coeficiente de correlacion, la estimacién insesgada de la varianza de los errores aleatorios del
modelo y; = a + bz; + €;, con {¢;} iid N(0,0%). Ademds, obtenemos el intervalo de confianza
para la pendiente de la recta de regresién, qué hipétesis se estd contrastando sobre b (la nula y
la alternativa), el estadistico del contraste, su distribucién y el p-valor correspondiente; en este
caso, hay suficiente evidencia (con nivel de significacién 0.01) para rechazar Hy : b = 0 en favor de
H 1 b 7é 0.

Veamos cémo hacer uso de estos resultados; en primer lugar, nos puede interesar una represen-
tacién grafica de los datos, junto con la recta estimada (Figura 3.3),

2Debido a que este paquete atn estd en fase de desarrollo, es posible que en su versién final los resultados no se
muestren tal cual se ve en estos ejemplos.
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Figura 3.3: Ajuste del modelo de regresién lineal.

En caso de querer estimar la respuesta y para el valor x = 133,

Pero Maxima puede hacer mas por nosotros. Ademés de los resultados mostrados, la variable z
guarda otros que no muestra, porque entiende que no son de uso frecuente; esta variable almacena
también las medias y varianzas de x e y, el coeficiente de determinacién ajustado, los intervalos
de confianza para los parametros a y o2 del modelo, los intervalos de confianza para la media
condicionada y para una nueva observacién y, finalmente, los pares de residuos (d—i—lA)xi, Yi —d—I;xi),
imprescindibles para el analisis de la bondad de ajuste del modelo y que se representan en la
Figura 3.4 como resultado de la instruccién %i16. Veamos como seguir haciendo uso de la variable
z:

En fin, para saber qué resultados estan almacenados en la variable z, no hay més que escribir
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discrlete1 ,,,,,,,,

4 ) 1 1 1 1 1
140 145 150 155 160 165 170 175

Figura 3.4: Predicciones y residuos: (a + I;xi, Y —a — Bmz)

3.8. Interpolacion numérica

El paquete interpol permite abordar el problema de la interpolacién desde tres enfoques:
lineal, polinomio de Lagrange y splines cibicos.

A lo largo de esta seccién vamos a suponer que disponemos de los valores empiricos de la
siguiente tabla:

x[[7]8]1[3]6
vizl(252](7

Nos planteamos en primer lugar el cdlculo de la funcién de interpolacion lineal, para lo cual
haremos uso de la funcién linearinterpol,
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Empezamos cargando el paquete que define las funciones de interpolaciéon y a continuacién
introducimos los pares de datos en forma de lista. La funcién linearinterpol devuelve una ex-
presién definida a trozos, en la que charfun2(x,a,b) devuelve 1 si el primer argumento pertence
al intervalo [a,b) y 0 en caso contrario. Por tltimo, definimos cierta funcién f previa evaluacién
(dos comillas simples) de la expresiéon devuelta por linearinterpol. Esta funcién la podemos
utilizar ahora tanto para interpolar como para extrapolar:

Unos comentarios antes de continuar. Los datos los hemos introducido como una lista de pares
de numeros, pero también la funcién admite una matriz de dos columnas o una lista de nimeros,
asignandole en este tltimo caso las abscisas secuencialmente a partir de la unidad; ademas, la lista
de pares de la variable datos no ha sido necesario ordenarla respecto de la primera coordenada,
asunto del que ya se encarga Maxima por cuenta propia.

El polinomio de interpolacién de Lagrange se calcula con la funcién lagrange; en el siguiente
ejemplo le daremos a los datos un formato matricial y le indicaremos a Maxima que nos devuelva
el polinomio con variable independiente w,
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Disponemos en este punto de dos funciones de interpolacién; representémoslas graficamente
junto con los datos empiricos,

cuyo resultado se ve en el apartado a) de la Figura 3.5.

El método de los splines ctibicos consiste en calcular polinomios interpoladores de tercer grado
entre dos puntos de referencia consecutivos, de manera que sus derivadas cumplan ciertas condi-
ciones que aseguren una curva sin cambios bruscos de direccién. La funcién que ahora necesitamos
es cspline,

La funcién cspline admite, ademds de la opcién ’varname que ya se vié anteriormente, otras
dos a las que se hace referencia con los simbolos >d1 y ’dn, que indican las primeras derivadas
en las abscisas de los extremos; estos valores establecen las condiciones de contorno y con ellas
Maxima calculara los valores de las segundas derivadas en estos mismos puntos extremos; en caso
de no suministrarse, como en el anterior ejemplo, las segundas derivadas se igualan a cero. En el
siguiente ejemplo hacemos uso de estas opciones,
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Figura 3.5: Interpolacién: a) lineal y de Lagrange; b) Splines ctbicos.

Con esto hemos obtenido dos interpoladores distintos por el método de los splines ciibicos; con
el siguiente cédigo pedimos su representacién gréfica, cuyo resultado se observa en el apartado b)
de la Figura 3.5.




Capitulo 4

Maxima como herramienta
pedagodgica

En los ultimos tiempos se promueve el uso de las tecnologias informaticas en todos los niveles
de la ensenanza. Centrandonos en los sistemas de calculo simbdlico, se pueden citar algunas ideas
que, como todas las ideas, son por naturaleza opinables y sujetas a multiples matices.

Las ventajas:

= Permite experimentar directamente sobre modelos reales, de mayor dificultad matematica,
evitando la dispersion de esfuerzos en calculos tediosos.

= Hay sesiones con los alumnos en los que se desea trabajar méas el concepto que las habilidades
manipulativas.

s El alumno aprendera mas rdpidamente a utilizarlo si asiste a explicaciones donde el profesor
lo usa junto con un candn proyector.

= Ayuda a interpretar los aspectos geométricos de los fenémenos bajo estudio; los graficos son
inmediatos, al contrario que cuando se hacen a mano en la pizarra.

» Promocién del trabajo creativo frente al rutinario.

= La licencia libre de Maxima permite que los alumnos puedan disponer de él en casa; pudiendo
disenarse nuevas formas de trabajo personal.

= Puede fomentar la colaboracién entre profesionales de la educacion. Es bueno crear equipos
que compartan experiencias educativas; lo que a uno se le estd escapando, otro lo ve claro.

= Al disponer Maxima de un lenguaje muy sencillo, el alumno que tenga que programar algo-
ritmos lo puede hacer maés fécil, ir al grano, sin preocuparse de declaraciones de variables,
herencias de clases, crear otras estructuras de datos previas, etc.

= Permite més tiempo para reflexionar sobre los modelos y los resultados.
Los inconvenientes:
= No siempre existe una disponibilidad razonable de los recursos informéticos y de hardware.

= Necesita mas tiempo de dedicaciéon por parte del profesor, no reconociéndose suficientemente
a nivel administrativo su esfuerzo adicional.

44



CAPITULO 4. MAXIMA COMO HERRAMIENTA PEDAGOGICA 45

Las actividades y el proceso de ensenanza — aprendizaje deben ser diferentes a los plante-
amientos cldsicos. Idear nuevas tareas, nuevas formas y nuevos estilos.

Al profesor se le debe facilitar informacién sobre el software; si tiene que aprender por su
cuenta habra rechazo, ya que vera ante si un doble trabajo: aprender a utilizar el programa
y aprender a usarlo como herramienta pedagdgica.

El profesor debe adquirir ciertos conocimientos minimos de programacion, con el fin de poder
disenar actividades a conveniencia y explotar las posibilidades del programa.

Los riesgos:

Evitar convertir una clase de Matemaéticas en una clase de Maxima. Los errores sintécticos
frenan la marcha de la clase; es imprescindible que los alumnos tengan que escribir lo menos
posible.

Evitar que el alumno abandone sus esfuerzos por adquirir habilidades y automatismos ma-
nuales.

Riesgo de pérdida del sentido critico: fe ciega en los resultados del ordenador.

Los entornos graficos pueden dispersar la atencién del alumno (menus, opciones, botones,
ventanas, mas ventanas). El entorno de texto puede ayudar a centrar la atencién.

No pretender que esta sea la gran revolucién de la pedagogia matematica. Maxima serd ttil
en algunos casos, e inutil en otros. No forzar situaciones, pero hay contextos que lo piden a
gritos.



Capitulo 5

Programacion

A diferencia de los programas de Matemaéticas privativos, cuyo c6digo es cerrado e inaccesible
para el usuario, Maxima se puede programar a dos niveles: en el lenguaje propio de Maxima, que
es muy sencillo, y al que dedicaremos la préxima seccién, y en el lenguaje en el que estd disenado
todo el sistema, Lisp, al que dedicaremos algunos parrafos en la segunda seccién de este capitulo.

5.1. Nivel Maxima

Esencialmente, programar consiste en escribir secuencialmente un grupo de sentencias sintacti-
camente correctas que el intérprete pueda leer y luego ejecutar; la manera mas sencilla de empa-
quetar varias sentencias es mediante paréntesis, siendo el resultado del programa la salida de la
dltima sentencia:

Como se ve en las salidas %02 y %03, este método conlleva un peligro, que consiste en que
podemos alterar desapercibidamente valores de variables que quizas se estén utilizando en otras
partes de la sesién actual. La soluciéon pasa por declarar variables localmente, cuya existencia no
se extiende més alld de la duracién del programa, mediante el uso de bloques; el siguiente ejemplo
muestra el mismo cédlculo anterior declarando ¢ y d locales, ademds se ve como es posible asignarles
valores a las variables en el momento de crearlas:

A la hora de hacer un programa, lo habitual es empaquetarlo como cuerpo de una funcién, de
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forma que sea sencillo utilizar el cddigo escrito tantas veces como sea necesario sin més que escribir
el nombre de la funcién con los argumentos necesarios; la estructura de la definicién de una funcién
necesita el uso del operador :=

donde <expr> suele ser una tnica sentencia o un bloque con variables locales; véanse los si-
guientes ejemplos:

En el primer caso (loga) se definen los logaritmos en base arbitraria (Maxima sélo tiene de-
finidos los naturales); ademds, previendo que sélo los vamos a necesitar en su forma numérica,
solicitamos que nos los evaltie siempre en formato decimal. En el segundo caso (fact) hacemos uso
de un bucle para calcular factoriales. Esta tltima funcién podria haberse escrito recursivamente
mediante un sencillo condicional,

O ma4s facil todavia, :-),

Acabamos de ver dos estructuras de control de flujo comunes a todos los lenguajes de progra-
macién, las sentencias if-then-else y los bucles for. En cuanto a las primeras, puede ser de
utilidad la siguiente tabla de operadores relacionales

= ...igual que...

# ...diferente de...

> ...Inayor que...

< ...menor que...

>= | ...mayor o igual que...
<= | ...menor o igual que...

Los operadores 16gicos que frecuentemente se utilizardn con las relaciones anteriores son and,
or y not, con sus significados obvios.
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Se ilustra en el ejemplo anterior (%i14) cémo se evalia con la funcién is el valor de verdad de
una expresién relacional ante la ausencia de un condicional o de un operador légico; la siguiente
secuencia aclara algo mas las cosas:

Pero ante la presencia de un operador légico o una sentencia condicional, is ya no es necesario:

En cuanto a los bucles, for es muy versatil; tiene las siguientes variantes:

Algunos ejemplos que se explican por si solos:

Véase en este ultimo resultado cémo la variable cont no queda con valor ninguno asignado,
mientras que var si; la razén es que cont es local al bucle, expirando cuando éste termina.
Otra variante de for es cuando el contador recorre los valores de una lista; su forma es

y un ejemplo:
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Cuando se hace un programa, lo habitual es escribir el cédigo con un editor de texto y almacenar-
lo en un archivo con extensién mac. Una vez dentro de Maxima, la instrucciéon load ("ruta/fichero.mac")$
leera las funciones escritas en él y las cargard en la menmoria, listas para ser utilizadas.

Si alguna de las funciones definidas en el fichero fichero.mac contiene algin error, devolviéndo-
nos un resultado incorrecto, Maxima dispone del modo de ejecucién de depurado (debugmode), que
ejecuta el cédigo paso a paso, pudiendo el programador chequear interactivamente el estado de las
variables o asignarles valores arbitrariamente. Supongamos el siguiente contenido de cierto fichero
prueba.mac

Ahora, la siguiente sesién nos permite analizar los valores de las variables en cierto punto de la
ejecucién de la funcién:

Para mas informacion tecléese ? depura.

5.2. Nivel Lisp

A veces se presentan circunstancias en las que es mejor hacer programas para Maxima directa-
mente en Lisp; tal es el caso de las funciones que no requieran de mucho procesamiento simbdélico,
como funciones de célculo numérico o la creaciéon de nuevas estructuras de datos.

Sin dar por hecho que el lector conoce el lenguaje de programacién Lisp, nos limitaremos a dar
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unos breves esbozos. Empecemos por ver cémo almacena Maxima internamente las expresiones
matematicas como listas Lisp:

La expresién % se almacena internamente como la lista ((RAT SIMP) 3 4). Al entrar en modo

Lisp mediante el simbolo :1isp le estamos pidiendo a Maxima que nos devuelva la expresiéon %o1;
la razén por la que se antepone el simbolo de délar es que desde Lisp, los objetos de Maxima,
tanto variables como nombres de funciones, llevan este prefijo. En la segunda instruccién que
introducimos a nivel Lisp, le indicamos que aplique a la fraccién la funcién de Maxima num, que
devuelve el numerador de una fraccién.

Del mismo modo que desde el nivel de Lisp ejecutamos una instrucciéon de Maxima, al nivel
de Maxima también se pueden ejecutar funciones de Lisp. Como ejemplo, veamos qué pasa con la
funcién de redondeo, la cual no existe en Maxima:

Pero si hay una funcién en Lisp que realiza este calculo; si queremos que Maxima la invoque,
s6lo necesitamos llamarla con el prefijo 7, tal como indica este ejemplo:

A efectos de saciar nuestra curiosidad, veamos céomo se almacenan internamente otras expre-
siones simbolicas:

Para terminar, un ejemplo de como definir a nivel de maxima una funcién de redondeo,

Se ha hecho un gran esfuerzo para que Maxima sea lo mdas universal posible en cuanto a
entornos Common Lisp, de tal manera que en la actualidad Maxima funciona perfectamente con
compiladores libres como clisp, gcl, cmucl o sbcl.



Apéndice A
Ejemplos de programacion

/* COPYRIGHT NOTICE
Copyright (C) 2006 Mario Rodriguez Riotorto

This program is free software; you can redistribute
it and/or modify it under the terms of the

GNU General Public License as published by

the Free Software Foundation; either version 2

of the License, or (at your option) any later version.

This program is distributed in the hope that it

will be useful, but WITHOUT ANY WARRANTY;

without even the implied warranty of MERCHANTABILITY
or FITNESS FOR A PARTICULAR PURPOSE. See the

GNU General Public License for more details at
http://www.gnu.org/copyleft/gpl.html

*/

/* INTRODUCCION
Ejemplos de programacion de funciones orientadas
a la docencia.

En los comentarios se ha evitado el uso de acentos
y caracteres especiales, a fin de evitar errores
de lectura en plataformas con diferentes
codificaciones de las fuentes.

Este conjunto de funciones esta almacenado en el
fichero cadiz.mac; para cargar en memoria el
paquete, ejecutese desde Maxima
load("ruta_a/cadiz.mac");

Para comentarios, sugerencias y aclaraciones,

mario ARROBA edu PUNTO xunta PUNTO es
*/
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/* Transformaciones de la funcion seno. Opciones: */

/* ’amp: amplitud */
/* ’fase: fase */
/* ’frec: frecuencia */
/* ’desp: desplazamiento vertical */
/* Las opciones se separan por comas y se esta-  */
/* blecen con el formato: */
/* opcion = valor */
/* Ejemplos de uso: */
/* seno (amp=4) ; */
/* seno(frec=2%%pi/3, amp=5); */
/* seno(frec=Ypi/2, amp=5, fase=5, desp=6); */
/* seno() ; */

seno([select]):=
block([options, defaults, aux, am, fa, fr, dv, ymin, ymax],
/* nombres de opciones y sus valores por defecto */
options : [’amp, ’fase, ’frec, ’desp],
defaults : [ 1, 0, 1, 01,
/* actualiza opciones del usuario */
for i in select do(
aux: ?position(lhs(i),options),
if numberp(aux) and aux <= length(options) and aux >= 1
then defaults[aux]: rhs(i)),

/* actualiza variables locales */

am: defaults[1], /* amplitud */

fa: defaults[2], /* fase */

fr: defaults[3], /* frecuencia */

dv: defaults[4], /* desplazamiento vertical */
ymin: min(-10,-abs(am)+dv),

ymax: max(10,abs(am)+dv),

/* representa el seno y su transformada,
con ’gnuplot_preamble’ se hacen los retoques
necesarios para que aparezcan la malla, los
ejes, el titulo y las dimensiones de la
ventana grafica */
plot2d([sin(x), dv + am * sin (fa + fr * x)], [x, -10, 10],
[gnuplot_preamble,
sconcat("set title ’Transformaciones del seno’;",
"set grid; set xzeroaxis 1t -1; set yzeroaxis 1t -1;",

"set arrow 1 from -10, ", dv, " to 10, ", dv, " nohead 1t 2;",
if -fa > -10 and -fa < 10
then sconcat("set arrow 2 from ", -fa, ", ", ymin,
" to ", -fa, ", ", ymax, " nohead 1t 2;")
else "",
"set yrange [", ymin, ":", ymax, "1")1),

/* muestra en terminal la funcion */
print("Transformacion de la funcion sinusoidal:"),

print (" Amplitud =", am),
print (" Fase ="  fa),
print (" Frecuencia =", fr),
print (" Desp. vert. =", dv),

’y = dv + am * sin (fa + fr * ’x) )$
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/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*

Definicion de la integral mediante las sumas */
de Riemann. Permite seleccionar si se dibujan */

los rectangulos inferiores o superiores. */
Argumentos: */
funcion: funcion a integrar */
rango: de la forma [x,-5,10] */
n: numero de rectangulos */
tipo: ’sup o ’inf */
Ejemplo de uso: */

riemann(u~3, [u,0,5],10,’inf); */

riemann(exp(-v~2), [v,-2,2],10, ’sup); */

riemann(funcion,rango,n,tipo):=

block([abscisas,ordenadas,d,numer:true,ratprint:false,int,sumal,

/* variables globales numer y ratprint se modifican temporalmente */
d: (rango[3]-rango[2])/n,
if not member(tipo, [’sup,’inf])
then error("Tipo de sumas incorrecto: debe ser ’sup o ’inf"),
abscisas: makelist(rango[2]+k*d-d/2,k,1,n),
if tipo = ’inf
then ordenadas: makelist([k, min(ev(funcion,rango[1]=k-d/2),ev(funcion,rango[1]=k+d/2))],
k,abscisas)
else ordenadas: makelist([k, max(ev(funcion,rango[1]=k-d/2),ev(funcion,rango[1]=k+d/2))],
k,abscisas),
plot2d([[discrete,ordenadas],funcion],rango,
[gnuplot_curve_styles,
["with boxes fs solid 0.3 border -1",
"with lines 1t 3 1w 2"]],
[gnuplot_preamble,
["set title ’Sumas de Riemann’; set nokey"]]),
int: integrate(funcion,rango[1],rango[2],rango[3]),
suma: apply("+",d*makelist(k[2],k,ordenadas)),

print ( " n) s

print("Area bajo la curva ..=", int),
print("Area rectangulos ....=", suma),
print("Diferencia (int-sum) =", int-suma),

print(" n) )$
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/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*
/*

Definicion de la integral mediante las sumas */
de Riemann. Dibuja rectangulos inferiores y */
superiores. */
Argumentos: */
funcion: funcion a integrar */
rango: de la forma [x,-5,10] */
n: numero de rectangulos */
Ejemplo de uso: */

riemann2(u~3, [u,0,5],10); */

riemann2(sin(x)+1, [x,0,5],5); */

riemann2(funcion,rango,n):=

block([abscisas,ordenadas,d,numer:true,ratprint:false,inf,sup,int,sumasup,sumainf],
/* variables globales numer y ratprint se modifican temporalmente */
d: (rango[3]-rango[2])/n,
abscisas: makelist(rango[2]+k*d-d/2,k,1,n),
inf: makelist([k, min(ev(funcion,rango[1]=k-d/2),ev(funcion,rango[1]=k+d/2))],k,abscisas),
sup: makelist([k, max(ev(funcion,rango[1]=k-d/2),ev(funcion,rango[1]=k+d/2))],k,abscisas),
plot2d([[discrete,sup], [discrete,inf] ,funcion] ,rango,
[gnuplot_curve_styles,
["with boxes fs solid 0.3 border -1",
"with boxes fs solid 0.3 border -1",
"with lines 1t 3 1w 2"]],
[gnuplot_preamble,
["set title ’Sumas de Riemann’; set nokey"]]),

int: integrate(funcion,rango[1],rango[2],rango[3]),
sumasup: apply("+",d*makelist(k[2],k,sup)),
sumainf: apply("+",d*makelist(k[2],k,inf)),

print ( n u) R

print("Area bajo la curva ..=", int),

/* a continuacion, diferencia de las sumas superior e inferior */
print("Diferencia (sup-inf) =", sumasup-sumainf),

print("") )$
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/* Genera informacion relativa al calculo de los limites. */

/* Argumentos: */
/*  expr: expresion objetivo */
/*  var: nombre de la variable independiente */
/*  val: valor hacia el que tiende var */
/*  xmin, xmax: subdominio para el grafico */
/* argumento opcional dir: indica si me aproximo */
/* por la izquierda (minus) o por la derecha (plus) */
/* Ejemplos de uso: */
/* limite((z~3-2"2+5)/(z-4),2,7,5,9); */
/* limite((z~3-z"2+5)/(z-4),z,7,5,9, ’minus) ; */
/% limite((z~3-z"2+5)/(z-4),2,7,5,9, ’plus); */

npar:6$ /* variable global: controla numero de pares de la tabla */
limite(expr,var,val,xmin,xmax, [dir]):=
block([xx,yy,tab,lim,side:0],
/* asignando valor a side */
if length(dir) > 0
then if dir[1] = ’minus
then side: -1
else if dir[1] = ’plus
then side: 1,

/* calculo de las abscisas */
if side # O
then xx: float(makelist(val+side/27k,k,0,npar))
else xx: float(append(makelist(val-1/2"k,k,0,npar),
reverse (makelist(val+1/27k,k,0,npar)))),

/* achegamento tabular */
yy: map (lambda ([ul], subst(u,var,expr)), xx),
tab: transpose(matrix(append([var],xx),

append ([expr],yy))),

print (" Estudio del limite"),
print ( n n ) s
print(tab),

/* calculo del limite */
if side = -1
then (lim: limit(expr,var,val,’minus),
print(float(1lim)=1im),
print (’limit (expr,var,val,’minus)= lim) )
else if side =1
then (lim: limit(expr,var,val,’plus),
print(float(lim)=1im),
print (’limit (expr,var,val,’plus)= lim) )
else (lim: limit(expr,var,val),
print(float(lim)=1im),
print (’limit (expr,var,val)= lim) ),

/* representacion grafica */
plot2d([expr, [discrete, args(rest(tab))]], [var,xmin,xmax],
[gnuplot_curve_styles,
["with lines","with impulses"]]),
’fin )$
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/* Funciones para una actividade sobre transformacions no plano. x/
/* Se incluyen dos variables que contienen listas de puntos a transformar. */
/* Ejemplos de uso: */
/* barco; simx(barco); */
/* dibuja(barco, simx(barco)); */
/* dibuja(barco, simo(barco)); */
/* dibuja(barco, traslacion(barco, 6, -7)); x/
/% dibuja(bs, simy(bs), homotecia(bs,-2)); */
/* dibuja(bs, simy(bs), homotecia(bs,-2), homotecia(bs,5)); x/

/* Simetria respecto del eje de abscisas */
simx (pts) :=block([trans: []1],
for i in pts do trans:endcons([i[1],-i[2]],trans),
return(trans) )$
/* Simetria respecto del eje de ordenadas */
simy(pts) :=block([trans:[]],
for i in pts do tramns:endcons([-i[1],i[2]],trans),
return(trans) )$
/* Simetria respecto del origen de coordenadas */
simo(pts) :=block([trans: [1],
for i in pts do trans:endcons([-i[1],-i[2]],trans),
return(trans) )$
/* Traslacion respecto del vector [v1,v2] */
traslacion(pts,vl,v2):=block([trans:[]],
for i in pts do trans:endcons([i[1]+v1,i[2]+v2],trans),
return(trans) )$
/* Homotecia respecto del origen con parametro k */
homotecia(pts,k) :=block([trans: []],
for i in pts do trans:endcons(k*[i[1],i[2]],trans),
return(trans) )$
/* dibuja numero arbitrario de listas de vertices */
dibuja([figs]):=
apply (’plot2d,
append ([map(lambda ([x], [’discrete, x]), figs)],
[[gnuplot_preamble, "set grid;set zeroaxis linetype 6"]1]1))$

/* Vertices de dos objetos: barco y bs */

barco:

[rf1,11,01,31,[2,3]1,[2,6]1,[4,6],[4,3],[15,31,[12,11,[1,111$

bs:
[[64,-104],[64,-99],[61,-95],[57,-95], [65,-94], [65,-90], [72,-89], [80,-88], [77,-86], [80,-88],
[82,-911,[80,-881,[72,-89]1, [65,-901, [47,-89], [39,-87], [33,-84], [32,-81], [35,-75], [36,-69],
[42,-69], [45,-68], [42,-69], [36,-69], [35,-67], [35,-62], [35,-60] , [39,-60], [45,-61], [51,-61],
[53,-65], [56,-681,[61,-701, [67,-711,[73,-701,[78,-671, [80,-64]1, [81,-611,[78,-58], [75,-60],
[75,-621,[78,-621, [81,-611,[81,-561,[79,-501, [75,-47]1,[70,-44], [62,-44], [58,-45], [53,-50],
[52,-52], [49,-53], [48,-52], [48,-50], [49,-48], [51,-49], [52,-52], [51,-54], [51,-57], [51,-61],
[45,-61],[39,-60], [35,-60]1, [32,-57], [32,-52], [32,-49], [35,-45], [39,-42], [43,-41], [48,-42],
[51,-43],[55,-47],[51,-43], [48,-42], [43,-41], [44,-38], [47,-35], [54,-16], [56,-5], [60,-11],
[e4,-61,[67,-12]1,([72,-7]1,[74,-14]1,[80,-9], [80,-16]1, [86,-11], [87,-17]1,[92,-12], [93,-21],
[99,-161,[100,-22],[106,-19],[107,-27],[115,-25],[110,-32], [94,-72],[91,-72],[88,-73],
(g7,-741,[88,-761,[91,-761,[91,-791, [89,-811,[91,-79]1,[91,-76],[94,-77]1,[94,-79], [94,-771,
[91,-76],(88,-76],[87,-74],[88,-73],[91,-72], [94,-72], [97,-75], [98,-80], [97,-82], [94,-84],
[91,-85],[87,-83],[84,-80]1, [87,-83],[91,-85],[91,-95],[92,-102], [85,-105], [69,-106], [64,-104]1]1$
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