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RANDOM ACCESS MACHINE (RAM)

Maszyna o dostepie swobodnym (Random Access Machine — RAM) jest
jednym z najstarszych sposobdéw opisu formalnego procesu obliczania.
Zostata zaproponowana w potowie lat czterdziestych XX wieku przez Johna
von Neumanna we wspétpracy z Johnem Williamem Mauchly i J. Presper

Eckertem. Miata poméc w zrozumieniu zasad dziatania pierwszych maszyn
elektronowych (EDVAC, ENIAC).

MaszyNA RAM

Random Access Machine (RAM) sktada sie z:

o Tasmy wejsciowej, z ktérej maszyna wczytuje dane wejsciowe;
e Tasmy wyjSciowej, na ktérej maszyna zapisuje wyniki dziatania;

o Nieskonczenie wielu rejestrow Ry, R1, ..., z ktérych kazdy moze
przechowywac liczbe catkowita;

o Listy instrukcji (programu) IT = (71, ..., 7).

Przez r; oznaczamy warto$¢ przechowywana w rejestrze R;.

v
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INSTRUKCJE W MODELU RAM

W sktad ciggu instrukcji IT moga wchodzi¢ nastepujace operacje:

LOAD op | READ op | STORE op | WRITE op
ADD op | SUB op MULT op | DIV op
JUMP et | JGTZ et | JZERO et | HALT

op moze przyjmowaé postac:
@ liczby catkowitej — ADD 3;
@ wartosci rejestru — MULT rg;
o wskaznika do wartosci rejestru r,, — STORE 7.,.
et etykieta (numer) instrukcji, np. JZERO 7, JGTZ poczatek.

AKUMULATOR I LICZNIK

Rejestr 7 jest nazywany akumulatorem i ma specjalne znaczenie. Stuzy
jako przestrzen robocza do przechowywania danych dla biezacej operacji.
Kolejnos¢ wykonywania instrukgji jest kontrolowana przez licznik

programu &, ktéry przechowuje numer aktualnie przetwarzanej instrukgji.
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PRZYKEAD OBLICZENIA W RAM

Gdybysmy chcieli napisa¢ program, ktéry liczy funkcje

=5

to wygladatby on mniej wiecej tak:
read n to ry;
if(ry = 0) then return(0)

else {
Ty =71
rg:=ry —1;

while 73 >0
T = T9 *x7T7,
rg =13 — 1;
return(ry);
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PROGRAM DLA RAM

Etykieta Instrukcja Dziatanie
READ 7, Wezytanie n do 7
LOAD 7 Woezytanie n do akumulatora
JGTZ pos if(ri =0)
WRITE 0 then return(0)
JUMP endif Skok na koniec programu

pos: LOAD 7 else — r1 = n do akumulatora

STORE 79 ro =11
SUB 1 ro:=719— 1
STORE r3 rg:=ry —1

while: LOAD r3 rs do akumulatora
JGTZ continue while r3 >0
JUMP endwhile gdy r3 = 0 - zakoncz

continue: LOAD 7o ro do akumulatora
MULT ry ro i=T2 kT
STORE 72 ro =T * T
LOAD r3 ro = T2
SUB 1 rog =19 — 1
STORE r3 rg:=r3 —1
endwhile: WRITE r2o return(rsg)
endif: HALT Koniec programu
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Z1L.0ZONOSC OBLICZENIOWA A MODEL RAM

Model maszyny o dostepie swobodnym jest nierealistyczny, jezeli zatozymy,
ze nieskonczenie (przeliczalnie) wiele rejestréw jest w stanie przechowywac
dowolnie duze liczby catkowite bez dodatkowych kosztéw zwigzanych z
odczytem, zapisem i przetwarzaniem.

Przy zatozeniu statego kosztu (czasu) wszystkich operacji w maszynie RAM
moglibysmy policzy¢ wartos¢ wyrazenia 22° w k krokach, a co za tym idzie
koszt obliczeniowy dla tej funkcji bytby liniowy. Tymczasem w maszynie
Turinga samo zapisanie wyniku (reprezentacja binarna) na tasmie wymaga
co najmniej 2¥ krokéw.
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Z1L.0ZONOSC OPERACJI RAM

Dla otrzymania bardziej sensownych oszacowan ztozonosci obliczeniowej
procedur realizowanych przez model RAM wprowadza sie koszty
wykonywania poszczegélnych operacji. Koszty operacji sa uzaleznione od
rozmiaru argumentu.

Bedziemy przyjmowaé, ze koszt przetworzenia liczby catkowitej n jest
réwny jej dtugosci w zapisie pozycyjnym (binarnym) — log n.

Ko0SzT NIEKTORYCH OPERACJI RAM

ADD/SUB ry — log(rg) + log(r1)
MULT 2 - log(rg) + 1

LOAD r,, — log(rs) + log(rr,)
STORE 77 — log(ro) + 3
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Z1L.0ZONOSC OBLICZENIA W RAM

Ztozonos¢ obliczeniowa RAM mozemy teraz przedefiniowac jako sume
kosztéw wszystkich wykonanych w algorytmie krokéw.

Analogicznie, mozemy zdefiniowaé¢ ztozonos¢ pamieciowa obliczenia w
RAM jako najwiekszy obszar jaki zajmowaty rejestry (zapisane w nich
liczby) w trakcie wykonywania poszczegélnych krokéw programu, tj.

max ) _ log(|ri]),

gdzie k jest licznikiem programu (pilnuje numeru wykonywanej instrukgji).

POWROT DO PRZYKLADU

W przedstawionym przyktadzie obliczania funkcji n™ ztozonosci policzone z
uwzglednieniem kosztu operacji to odpowiednio:

o O(n?logn) — ztozonos¢ czasowa;

e O(nlogn) — ztozono$¢ pamieciowa.
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MODEL RAM VS. MASZYNY TURINGA

SYMULACJA TM W MODELU RAM

Twierdzenie: Jezeli zadanie rozpoznania jezyka L przez deterministyczng
maszyne Turinga M ma ztozonos$¢ czasowa f(n) (n — rozmiar danych
wejsciowych) to istnieje program RAM, ktéry oblicza funkcje
charakterystyczna x 1. jezyka L w czasie O(f(n)).

SYMULACJA PROGRAMU RAM w MODELU TM

Twierdzenie: Jezeli program IT maszyny RAM wylicza funkcje
catkowitoliczbowa ¢ w czasie f(n) to istnieje deterministyczna maszyna
Turinga M o siedmiu tasmach taka, ze M oblicza ¢ w czasie O(f(n)?).

Dowody (stosunkowo elementarne) obu tych twierdzen mozna znalez¢ w
rozdziale 2.6 ksiazki:

¥ C.H. Papadimitriou
Ztozonos¢ obliczeniowa.
WNT, Warszawa, 2002.
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MOTYWACJA

Stwierdzilismy juz wczesniej, ze jednym ze sposobdw reprezentacji
obliczenia moze by¢ utozsamienie go z funkcja catkowitoliczbowa (a nawet
naturalng) ktéra przyporzadkowuje wyjscie wejsciu.

Oczywiscie natychmiast pojawia sie pytanie, o to czy mozna jako$ dobrze
wyrézni¢ klasy funkcji odpowiadajacych sensownym rodzajom obliczen.

Inna kwestia jest jak powigzac klasy funkcji catkowitoliczbowych z
poznanymi wczesniej modelami obliczen.

PODSTAWOWE WYMAGANIA

Jest jak najbardziej na miejscu wymagaé od zbioréw funkcji ktére uznamy
za “obliczalne”, aby zawieraty funkcje intuicyjnie mozliwe do wyliczenia.
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FUNKCJE ELEMENTARNE

Klasa funkcji elementarnie rekurencyjnych jest intuicyjnie najprostsza
“sensowny” klasa funkgji, dla ktérych jestesmy skfonni przyznaé¢, ze moga
by¢ obliczalne.

Definicja: Klasa funkcji elementarnie rekurencyjnych, lub krécej
elementarnych EL nazwiemy najmniejszy zbiér funkcji z N w N taki ze:

© EL zawiera nastepujace funkcje specjalne:

Dwuargumentowa funkcje dodawania + : N2 — N;
Dwuargumentowa funkcje mnozenia * : N? — N;
Dwuargumentowa funkcje f : N? — N taka, ze f(m,n) = |m —n
Dwuargumentowa funkcje g : N2 — N taka, ze g(m,n) = L7
n-argumentowe funkcje rzutu na i-ta wspétrzedna dla wszystkich
n,t € Ni0<i<mn. Przy oznaczeniu U mamy U/*(z1,...,2,) = 2;.

1

090000

@ EL jest zamknieta ze wzgledu na: zfoZenie, sumowanie, produkt.
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ZAMKNIETOSC FUNKCJI ELEMENTARNYCH

Q Jezeli f jest funkcja m argumentowa, a g1, ..., gm funkcjami n
argumentowymi to ztozeniem f z g1, ..., gm nazywamy taka funkcje
n-argumentowa K (f;g1,...,9m), ze dla x1,...,2, € N

K(f;gb'"agm)(mlw"?xn) :f(gl(mlv"wmn)v'“7gm(x17~-'axn))

@ Jezeli f jest funkcja m argumentowa to powiemy, ze m argumentowa
funkcja g zostata otrzymana z f przez podsumowanie, co oznaczamy
przez g = > f, jesli dla z1, ...,z € N

Tm
g(x1, ..., xy) = Zg(ml, ey Tm—1,Y)
y=0
@ Jezeli f jest funkcja m argumentowa to powiemy, ze m argumentowa
funkcja g zostata otrzymana z f przez wymnozenie, co oznaczamy

przez g = [[ f, jesli dla z1,..., 2, € N

Tm
91, 2m) = [ 9@ s m1)
y=0
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PRZYKLADY FUNKCJI ELEMENTARNYCH

Funkcje elementarne maja r6zne pozyteczne wtasnosci. W szczegélnosci
wiele intuicyjnie elementarnych funkcji nalezy do tej klasy.

TWIERDZENIE

Nastepujace funkcje dziatajace na liczbach naturalnych sa elementarne:
e n-argumentowa funkgcja stata C),(z1,...,2,) =m, dlan>0,meN;
o Funkcja nastepnika s(n) =n + 1;
e Funkcje sg(n)z{ (1) gjg Z;g i@(n)z{ (1) iiz Z;g :
e Funkcja wyktadnicza f(x,y) = 2¥;
o Silnia n!;

0 gdy n=0

e Funkcja poprzednika p(n) = { n—1 gdy n#0"
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DowOD

@ C} jest elementarna, bo Ci(x) = |z — | dla z € N;

© 57 jest elementarna, bo sg(z) =[], C(y);

@ sg jest elementarna, bo sg(z) = 5g(sg(x));

Q Cf jest elementarna, bo C}(z) = 5g(Ci(x));

@ C}, jest elementarna, bo (indukeyjnie) C}, . (z) = C}, (z) 4+ Cf (z);
@ Cn jest elementarna, bo C%(z1,...,2,) = CL(UMa1,...,7,));
@ s(z) =z + Ci();

© Funkcja wyktadnicza jest elementarna, bo z¥ = [],_, U(z, 2);

z<y
@ Silnia jest elementarna, bo z! =[], __ s(2);

@ Poprzednik jest elementarny, bo p(z) = |x — C{(x)| * sg(z).
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RELACJE ELEMENTARNE

DEFINICJA RELACJI ELEMENTARNEJ

Relacje n-argumentowa R nazywamy elementarna, jesli jej funkcja
charakterystyczna x g jest elementarna.

Taka definicja relacji elementarnej pociaga za soba pewne pozyteczne
wiasnosci relacji elementarnych.

WLASNOSCI RELACJI ELEMENTARNYCH
Twierdzenie: Relacje elementarne maja nastepujace wtasnosci:

Q Jezeli relacje n-argumentowe R i S s3 elementarne to relacje RU S,
RN S, R\ S takze sg elementarne.

© Kazda skonczona relacja jest elementarna.

@ Binarne relacje <, <, >, =, # sa elementarne.
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DEFINIOWANIE PRZEZ PRZYPADKI

Bardzo czesto przy definiowaniu funkcji postugujemy sie definicjami
wariantowymi (np. poprzednio podane sgn). Klasa funkgji elementarnych
jest tak skonstruowana, ze definiowanie przez przypadki (wariantowe) jest
uprawnione. Méwi o tym nastepujace twierdzenie:

TWIERDZENIE

Niech g1,..., gm beda elementarnymi funkcjami o n argumentach, a
Ry, ..., R, elementarnymi relacjami n wymiarowymi takimi, ze
Ui<m Bt = N™. Wtedy funkcja

gl(l‘lv"wxn) gdy (331,-.-,13n)€R1

g2(1,. .. xn)  gdy (z1,...,2n) € Ry
f(xlu"‘vxn): . .

Im(T1,. .. xn) gdy (21,...,24) € Ry

takze jest elementarna.

v
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PLAN WYKLADU

© FUNKCJE REKURENCYJNE

@ Funkcje pierwotnie rekurencyjne
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IDEA FUNKCJI PIERWOTNIE REKURENCYJNYCH

Badania nad funkcjami, ktére moga byé realizowane algorytmicznie zostaty
podjete niezaleznie przez kilku badaczy juz na przetomie lat dwudziestych i
trzydziestych XX wieku. Powstato kilka konkurencyjnych podejs¢, w tym
funkcje pierwotnie i czesciowo rekurencyjne (Kleene).

FUNKCJE PIERWOTNIE REKURENCYJNE

Kleene wyrézniat podstawowe funkcje obliczalne:
o Funkcja stata (réwna 0) 0(n) = 0;
o Nastepnik s(n) =n + 1;
e U' — n-argumentowe funkcje rzutu na i-t3 wspétrzedna dla wszystkich
n,t€NilO<i<n.
Oraz wymagat by klasa tych funkcji byta zamknieta ze wzgledu na operacje
ztozenia i rekursji pierwotnej.

w

Marcin Szczuka (MIMUW) Modele Obliczen 2005,/2006 24 / 42



REKURSJA PIERWOTNA

Niech g(7'), h(Z',m,y) dla @ € N*~! beda funkcjami odpowiednio n — 1
i n+ 1 argumentowymi. Wtedy n-argumentowa funkcje f(',m)
definiujemy przez pierwotna (prymitywna) rekursje jako:

f(2,0) =g(T)
F(& m+ 1) = h(F,m, £(F,m))
Tak zdefiniowana operacje rekursji mozna traktowa¢ jako przeksztatcenie:
Rek : NV"77 5 NN, NV

Méwimy, ze funkcja f(Z',m) jest zadana przez niesparametryzowana
rekursje pierwotna gdy g jest stafa.
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KLASA FUNKCJI PIERWOTNIE REKURENCYJNYCH

DEFINICJA

Klasa funkgji pierwotnie rekurencyjnych (PREK) nazwiemy najmniejszy
zbiér funkgji naturalnych taki, ze:

@ Funkcja zerowa, nastepnik i rzutowania nalezag do PREK;

@ PREK jest zamknieta na operacje zfozenia, i rekursji pierwotne;
(sparametryzowanej i niesparametryzowanej)
Powiemy, ze relacje jest pierwotnie rekurencyjna, jesli jej funkcja
charakterystyczna nalezy do PREK.

Zauwazmy, ze wszystkie tak okreslone funkcje pierwotnie rekurencyjne sa
totalne.

Intuicyjnie mozemy mysle¢ o klasie PREK jako o funkcjach ktére moga
by¢ wyliczane przez programy wykorzystujace odwotania rekurencyjne, ale
nie zawierajace petli while i instrukgji skoku goto. Dokfadniej méwiac,
liczba wykonan kazdej petli musi by¢ znana z gory.
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PRZYKLADY FUNKCJI PIERWOTNIE REKURENCYJNYCH

Niemal wszystkie (intuicyjnie) podstawowe funkcje totalne s3 pierwotnie
rekurencyjne. Na przyktad:

@ Suma dwodch liczb naturalnych jest w PREK gdyz
suma(z,0) = U} (z)
suma(z,y + 1) = s(U3 (z,y, suma(z,y)))
@ lloczyn dwéch liczb naturalnych jest w PREK gdyz
prod(x,0) = 0(x)
prod(z,y) =z + prod(z,y — 1) =

= suma(U}(z, y, prod(z,y)), U3 (x,y, prod(z, y)))

e Funkcje takie jak: z¥, = — y, sg(x), dzielenie catkowite, min, max,
modulo, ...
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WELASNOSCI FUNKCJI PIERWOTNIE REKURENCYJNYCH

TWIERDZENIE

Kazda funkcja elementarna jest funkcja pierwotnie rekurencyjna. Instnieja
nieelementarne funkcje pierwotnie rekurencyjne. Zatem

EL ¢ PREK

TWIERDZENIE — OGRANICZONOSC REKURSJI PIERWOTNEJ

Niech g(7'), h(@,m,y) beda elementarne dla 2 € N*~!, a funkcja f
powstaje z g i h przez zastosowanie rekursji pierwotnej. Jezeli istnieje
n-argumentowa funkcja elementarna k taka, ze dla kazdego
(x1,...,x,) € N zachodzi:

flze, .. zpn) < Ek(x1,...,24)

to f jest elementarna.

V.
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WELASNOSCI FUNKCJI PIERWOTNIE REKURENCYJNYCH

TWIERDZENIE (ROBINSON)

Kazda funkcja z f(x) € PREK! (jednoargumentowa funkcja pierwotnie
rekurencyjna) moze by¢ otrzymana z s(z) i q(z) =4 © — |/z]? za
pomoca skonczonej liczby:

e Dodawan (f + g)(z) = f(z) + g(x);

o Superpozycji (f o g)(z) = f(g(z));

o lteracji takich ze: (Zf)(0) =0, (Zf)(n+1)= f((Zf)(n)).
r—y gy z=>y

Uwaga:Tutaj:z:—y—{0 edy z<y

Istnieje funkcja uniwersalna F(n, ) dla PREK! ale nie nalezy ona do
PREK. (Patrz nastepny slajd.)
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FUNKCJA UNIWERSALNA DLA PREK!

Szkic dowodu twierdzenia z poprzedniego slajdu:
Z twierdzenia Robinsona wynika, ze funkcji w PREK! jest przeliczalnie
wiele. Mozemy je zatem ustawi¢ w ciag (f;)ien-
Funkcja uniwersalna dla PREK' bedzie zdefiniowana jako
F(n,z) = fo(z).
Pokazemy, ze F' ¢ PREK.
@ Przypus¢my, ze F € PREK, wtedy g(z) = F(z,z) + 1 € PREK'.
© Jesli g € PREK! to istnieje takie ng, ze g = fp,.
@ Witedy g(ng) = fn,(no), ale jednoczesnie
g(ng) = F(no,no) +1 = fny(no) + 1 i sprzecznose.
Zatem F' ¢ PREK.
UWAGI: Powyzszy dowdd jest prawdziwy pod warunkiem prawdziwosci
nieudowodnionego tw. Robinsona. Funkcja F' nie jest pierwotnie

rekurencyjna, ale intuicyjnie jest obliczalna, wiec byé moze klasa PREK
jest zbyt uboga.
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PLAN WYKLADU

© FUNKCJE REKURENCYJNE

@ Funkcje czesciowo rekurencyjne
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MINIMALIZACJA

Dla poradzenia sobie z problemami wynikajagcymi ze zbyt stabych wtasnosci
klasy funkcji pierwotnie rekurencyjnych musimy wzbogaci¢ nasz warsztat o
operacje minimum, ktéra pozwala “domkna¢” klase funkgji obliczalnych.

DEFINICJA

Niech g : N**+1 - {0, 1} Powiemy, ze funkcja n-argumentowa f jest
zdefiniowana przez minimalizacje g, jesli dla 77 € N»

£(7) = min{y : g(7') =0} gdy znajdziemy takie ',y
~ | nieznana W P.p.

Zapisujemy to jako f(@) = pyg(7,y).

Zauwazmy, ze tak zdefiniowana funkcja f moze nie by¢ okreslong na catej
dziedzinie (totalna) lecz funkcja czesSciowa.

Jezeli f(T') = pyg(T,y) i z tego, ze g jest okreslona dla wszystkich 7" i y
wynika, ze f jest okreslona dla wszystkich = to méwimy ze f powstaje z g

za pomoca minimum efektywnego.
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FUNKCJE CZESCIOWO REKURENCYJNE

CZREK

Najmniejsza klase funkcji zawierajaca funkcje podstawowe (zero, nastepnik,
rzutowania) i zamknieta na ztozenie, rekursje i minimum nazywamy klasa
funkcji czesciowo rekurencyjnych i oznaczamy CZREK.

REK
Najmniejsza klase funkgji totalnych zawierajaca funkcje podstawowe (zero,
nastepnik, rzutowania) i zamknieta na ztozenie, rekursje i minimum
efektywne nazywamy klasa funkcji rekurencyjnych i oznaczamy REK.

W oczywisty sposob:
EL ¢ PREK ¢ REK ¢ CZREK

UWAGA: Bardziej bedzie nas interesowaé¢ klasa CZREK, gdyz to ona
lepiej odpowiada intuicji klasy funkcji obliczalnych.

Marcin Szczuka (MIMUW) Modele Obliczen 2005,/2006 33 /42



FUNKCJE ISTOTNIE CZESCIOWO REKURENCYJNE

Dobrym przyktadem funkgji istotnie czesciowo rekurencyjnej jest funkcja
odwrotna do funkcji réznowartosciowej. Jesli f : N — N, taka ze
f(z) = f(y) = = =y to (czesciowa) funkcje odwrotna

1) :{ y gdy 3 fly) ==

nieznana Ww p.p.
mozemy wyznaczy¢ jako py(f(y) = x).
Woezesniej widzielismy juz przyktad funkgji uniwersalnej dla PREK!, ktéra

nie byta pierwotnie rekurencyjna. Mozna wszakze pokazaé, ze funkcja
uniwersalna dla PREK! jest w REK.

Niestety wspomniana funkcja uniwersalna nie jest zdefiniowana
konstruktywnie i jakkolwiek stanowi przykfad funkcji pochodzacej z
CZREK \ PREK, to nie jest zbyt przydatna.
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FUNKCJA ACKERMANA

Przyktad (bardzo istotny) funkcji, ktéra jest rekurencyjna, ale nie
pierwotnie rekurencyjna stanowi funkcja Ackermana.

FUNKCJA ACKERMANA

Dla m,n € N:
Q@ Ack(0,n)=n+1
Q@ Ack(m +1,0) = Ack(m,1)
@ Ack(m+1,n+ 1) = Ack(m, Ack(m + 1,n))

Funkcja Ackermana rosnie szybciej niz kazda funkcja w PREK! tzn.

Y tepREK! ImVns>mAck(n,n) > f(n)

Nota bene: Funkcja Ackermana jest wczesniejsza niz teoria funkgji
obliczalnych. Takze zakres przydatnosci funkcji Ackermana wykracza poza
teorie obliczen.
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OGRANICZONOSC MINIMUM EFEKTYWNEGO

Nieco $wiatta na wzajemne relacje miedzy klasa funkcji pierwotnie
rekurencyjnych, a funkcjami rekurencyjnymi rzuca twierdzenie o minimum
ograniczonym.

TWIERDZENIE O MINIMUM OGRANICZONYM

Niech:
Q ¢g(7,y) c PREK dla 7 € N*,y € N;
Q@ f(Z) = uy(g(T,y) =0) i to minimum jest efektywne (f jest
totalna);
Q@ k(7)€ PREK dla 7’ € N7,
O Yz f(T) < h(T).
Wotedy f jest pierwotnie rekurencyjna.
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PLAN WYKLADU

© FUNKCJE REKURENCYJNE

@ Zbiory rekurencyjnie przeliczalne
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PROBLEMY OBLICZALNE JAKO ZBIORY

Zagadnienie obliczalnosci (opisywalnosci) réznych zagadnien mozna
przeformutowac¢ jako zagadnienie opisywania zbioru obiektéw spetniajacych
okreslone warunki.
Na przyktad:
o W zbiorze wszystkich graféw nieskierowanych wyznaczyé podzbiér
graféw, ktére maja klike o zadanej mocy k € N;
e W zbiorze liczb naturalnych wyznaczyé¢ zbiér wszystkich liczb
pierwszych.
Charakteryzacji zbioréw tego typu dokonujemy przez okreslenie ich funkgji
charakterystycznej. W ten sposéb mozemy wprowadzi¢ pojecie zbioru
pierwotnie rekurencyjnego i rekurencyjnego. Problem moze sie pojawi¢ przy
funkcjach czesciowo rekurencyjnych.
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ZBIORY REKURENCYJNE

ZBIORY PIERWOTNIE REKURENCYJNE

Powiemy, ze zbiér A C N jest pierwotnie rekurencyjny jesli jego funkcja
charakterystyczna x4 jest w PREK.

ZBIORY REKURENCYJNE

Powiemy, ze zbiér A C N jest pierwotnie rekurencyjny jesli jego funkcja
charakterystyczna x 4 jest rekurencyjna. Zbiory rekurencyjne maja Scisty
zwiazek z obliczalnoscia i rozstrzygalnoscia.

| \

<

Rodzina zbioréw pierwotnie rekurencyjnych (rekurencyjnych) jest zamknieta
ze wzgledu na N, U, \.
e (), N s3 pierwotnie rekurencyjne z funkcjami charakterystycznymi
réwnymi (odpowiednio) stale 0 i 1.
e Dowolny skonczony podzbiér A = {nq,...,ni},n;, k € N jest
pierwotnie rekurencyjny z funkcja charakterystyczna
xa(@) = sg(|(x —n1)-...- (z —ng))).
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ZBIORY REKURENCYJNIE PRZELICZALNE

Zbiér A C N jest rekurencyjnie przeliczalny (re — recursively
enumerable), jesli istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna F'(x,y) taka, ze:

z €A Jyen(F(z,y) =0).

Zbiory rekurencyjnie przeliczalne s3 istotne, gdyz za ich pomoca mozna
charakteryzowa¢ zbiory funkcji (czeSciowo, pierwotnie) rekurencyjnych i
pokazywac istotne zwiazki miedzy nimi. Oméwimy kilka takich zaleznosci.

TWIERDZENIE O PRZECIWOBRAZIE

Niech f € PREK oraz f(z) > z dla x € N. Wtedy przeciwobraz
Ry ={y: 3zenf(x) =y} jest zbiorem pierwotnie rekurencyjnym.

Dowdd: Poniewaz f(y) > y, wystarczy rozpatrywac

xr; () =[] s9(1 (=) — y]).
x=0
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WEASNOSCI ZBIOROW REKURENCYJNIE
PRZELICZALNYCH

Niech ) # A C N. A jest re wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje f € PREK!
taka, ze Ry = A.

TWIERDZENIE (POST)

Jezeli ACN, Ajestrei N\ A jest re to A jest zbiorem rekurencyjnym.

Zdefiniujemy pojecie wykresu funkcji f : Dy +— N dla Dy C N przez:
GF(f) = {(¥,y) eN""' . T € Dy A f(T) = y}.

TWIERDZENIE O WYKRESIE

Funkcja f : N™ — N jest czeSciowo rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy
GF(f) jest re.
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POZYTKI ZE ZBIOROW re

Dzieki zbiorom rekurencyjnie przeliczalnym mozna pokaza¢ kilka istotnych
faktéw dotyczacych interesujacej nas klasy funkcji czesciowo
rekurencyjnych.

Jezeli f € CZREK!' i f C g, to g nazwiemy rozszerzeniem f. Jezeli g
jest okreslona dla wszystkich argumentéw to nazywamy ja uzupetnieniem

f.

Istnieje funkcja f € CZREK!' taka, ze Ry = {0, 1} i nie istnieje
rekurencyjne uzupetnienie dla f.

WNIOSEK POSREDNI

Istnieje zbidr rekurencyjnie przeliczalny, ktéry nie jest rekurencyjny.
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