
Hatványhalmazok szorzatszigmaalgebrái

És mondának egymásnak: Jertek, vessünk téglát

és égessük ki jól; és lőn nékik a tégla kő gyanánt,

a szurok pedig ragasztó gyanánt.

És mondának: Jertek, éṕıtsünk magunknak várost

és tornyot, melynek teteje az eget érje...

(Mózes I. 11. 3-4.)

Ha X egy alaphalmaz és H ⊆ P (X) egy X-beli halmazrendszer, akkor
jelölje σ (H, X) aH halmazrendszert tartalmazó legszűkebb X-beli σ-algebrát.

Lemma 1 Legyen X egy alaphalmaz és H ⊆ P (X) egy X-beli halmazrend-
szer. Ekkor

σ (H, X) =
⋃
{σ (H0, X) : H0 ⊆ H legfeljebb megszámlálható} .

Bizonýıtás: A jobboldal triviálisan része a baloldalnak. Ugyanakkor
maga H része a jobboldalnak (gondoljunk H egyelemű részhalmazaira). Így
elegendő azt meggondolnunk, hogy a jobboldalon álló halmazrendszer egy
X-beli σ-algebra. Az egyszerűség kedvéért jelölje A a jobboldalon álló hal-
mazrendszert.

A-nak a komplementumra való zártsága nyilvánvaló. Legyen most (An) ⊆
A tetszőleges halmazsorozat. Ekkor minden n ∈ N-re létezik olyan Hn ⊆ H
legfeljebb megszámlálható halmaz, melyre An ∈ σ (Hn, X) . Ekkor triviálisan

(An) ⊆
+∞⋃
n=1

σ (Hn, X) ⊆ σ

(
+∞⋃
n=1

Hn, X

)
.
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Mivel σ

(
+∞⋃
n=1

Hn, X

)
σ-algebra, ezért

+∞⋃
n=1

An ∈ σ

(
+∞⋃
n=1

Hn, X

)
. Mivel pedig

az
+∞⋃
n=1

Hn halmazrendszer még mindig legfeljebb megszámlálható, ezért defińıció

szerint σ

(
+∞⋃
n=1

Hn, X

)
⊆ A. Tehát

+∞⋃
n=1

An ∈ A .

Ezzel megmutattuk, hogy A X-beli σ-algebra, ebből pedig következik a
lemma álĺıtása. ¤

Példa 2 Ha H0 ⊆ R egy legfeljebb megszámlálható halmaz, akkor egy E ⊆
{0, 1}R halmazt nevezzünk H0-ra nézve ukmukfuknak, ha

ϕ ∈ E, ψ ∈ {0, 1}R , ϕ|H0
= ψ|H0

=⇒ ψ ∈ E .

Az E ⊆ {0, 1}R halmazt nevezzük ukmukfuknak, ha van olyan H0 ⊆ R
legfeljebb megszámlálható halmaz, melyre nézve E ukmukfuk. Ha E egy H0 ⊆
R legfeljebb megszámlálható halmazra nézve ukmukfuk és ϕ ∈ E, akkor egy
H0-nál szigorúan bővebb H1 ⊆ R megszámlálható halmazra

F :=
{

ψ ∈ {0, 1}R : ϕ|H1
= ψ|H1

}

egy E-nél szigorúan szűkebb ukmukfuk halmaz. Jelölje A az ukmukfuk hal-
mazok összességét. Mivel tetszőleges H0 ⊆ R legfeljebb megszámlálható hal-
maz esetén a H0-ra nézve ukmukfuk halmazok triviálisan egy {0, 1}R-beli σ-
algebrát alkotnak, ezért a fenti lemma alapján A is egy {0, 1}R-beli σ-algebra.
Az ukmukfuk halmazok defińıciójából következik, hogy a {0, 1}R alaphalmaz
egyetlen egyelemű részhalmaza sem lehet eleme az A σ-algebrának. Sőt min-
den nemüres E ∈ A halmazra létezik nemüres F ∈ A, melyre F ⊆ E, de
F 6= E.

Defińıció 3 Legyenek (X,S) és (Y, T ) mérhető terek. Jelölje

S ⊗ T := σ ({E × F : E ∈ S, F ∈ T } , X × Y ) .

Ekkor S ⊗ T egy X × Y alaphalmazú σ-algebra. Az S ⊗ T σ-algebrát az S
és T σ-algebrák szorzatának, az (X × Y,S ⊗ T ) mérhető teret az (X,S) és
(Y, T ) mérhető terek szorzatának nevezzük.
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Megjegyzés 4 Közismert, hogy ha (X, τ 1) és (Y, τ 2) szeparábilis metrizálható
topologikus terek, akkor

σ (τ 1, X)⊗ σ (τ 2, Y ) = σ (τ 1 ⊗ τ 2, X × Y ) ,

ahol τ 1 ⊗ τ 2 jelöli a τ 1 és τ 2 topológiák szorzatát. Azaz a τ 1-hez tartozó
Borel-féle σ-algebrának a τ 2-höz tartozó Borel-féle σ-algebrával vett szorzata
megegyezik a τ 1 ⊗ τ 2-höz tartozó Borel-féle σ-algebrával.

Defińıció 5 Legyen X egy halmaz és H ⊆ P (X) egy X-beli halmazrendszer,
továbbá x, y ∈ X. Azt mondjuk, hogy a H halmazrendszer szétválasztja az
x és y pontokat, ha létezik olyan A ∈ H halmaz, melyre x ∈ A és y /∈ A;
vagy megford́ıtva: y ∈ A és x /∈ A. Továbbá azt mondjuk, hogy az (An) ⊆
P (X) halmazsorozat szétválasztja az x és y pontokat, ha az {An : n ∈ N}
halmazrendszer szétválasztja x-et és y-t. Ha a H halmazrendszer minden
x, y ∈ X, x 6= y pontot szétválaszt, akkor azt mondjuk, hogy H szeparálja
az X halmazt.

Lemma 6 Legyen X egy halmaz és H ⊆ P (X) , valamint x, y ∈ X. Ha
σ (H, X) szétválasztja x-et és y-t, akkor H is.

Bizonýıtás: Jelölje

A := {A ⊆ X : x, y ∈ A vagy x, y /∈ A} .

A nyilvánvalóan egy X-beli σ-algebra. A feltétel alapján ugyanakkor σ (H, X)
nem részhalmaza A-nak. Ezért H sem lehet A-nak részhalmaza. Tehát H
szétválasztja x-et és y-t. ¤

Tétel 7 Legyenek (X,S) és (Y, T ) mérhető terek, továbbá f : X → Y egy
(S, T )-mérhető függvény. A

graph f := {(x, f (x)) : x ∈ X}

halmaz pontosan akkor eleme S ⊗ T -nek, ha létezik olyan (Fn) ⊆ T halmaz-
sorozat, melyre minden x ∈ X, y ∈ Y, y 6= f (x) esetén (Fn) szétválasztja
f (x)-et y-tól.
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Bizonýıtás: Először tegyük föl, hogy létezik a fenti tulajdonságú (Fn) ⊆
T halmazsorozat. Ekkor nyilván

+∞⋃
n=1

(
f−1 (Fn)× F c

n

) ∪
+∞⋃
n=1

(
f−1 (F c

n)× Fn

) ⊆ (graph f)c .

Legyen most (x, y) ∈ (graph f)c . Ekkor x ∈ X, y ∈ Y és y 6= f (x) . Így
a feltétel alapján létezik n ∈ N, melyre f (x) ∈ Fn és y /∈ Fn ; vagy éppen
y ∈ Fn és f (x) /∈ Fn . Ez éppen azt jelenti, hogy (x, y) ∈ f−1 (Fn)×F c

n vagy
(x, y) ∈ f−1 (F c

n)× Fn . Ezzel megmutattuk, hogy

(graph f)c =
+∞⋃
n=1

(
f−1 (Fn)× F c

n

) ∪
+∞⋃
n=1

(
f−1 (F c

n)× Fn

)
.

Mivel pedig f mérhető volta és (Fn) ⊆ T miatt a jobboldalon álló halmaz
S⊗T -mérhető, ezért (graph f)c is az, innen pedig graph f is S⊗T -mérhető.

Most tegyük föl, hogy graph f ∈ S ⊗ T . Ez azt jelenti, hogy

graph f ∈ σ (H, X) ,

ahol H := {E × F : E ∈ S, F ∈ T } . Az első lemma szerint ekkor egy legfel-
jebb megszámlálható H0 ⊆ H halmazrendszer is létezik, melyre graph f ∈
σ (H0, X) . Ugyanakkor H0 nyilván előáll

H0 = {En × Fn : n ∈ N}
alakban. Megmutatjuk, hogy az (Fn) ⊆ T halmazsorozat tetszőleges x ∈
X, y ∈ Y, y 6= f (x) esetén szétválasztja f (x)-et y-tól. Mivel graph f ∈
σ (H0, X), (x, f (x)) ∈ graph f és (x, y) /∈ graph f, ezért σ (H0, X) szétvá-
lasztja (x, f (x))-et és (x, y)-t. A második lemma szerint ekkor H0 is szétvá-
lasztja őket. Van tehát olyan n ∈ N szám, melyre

(x, f (x)) ∈ En × Fn és (x, y) /∈ En × Fn

vagy
(x, f (x)) /∈ En × Fn és (x, y) ∈ En × Fn .

Ezek szerint mindenképpen x ∈ En, amiből azt kapjuk, hogy

f (x) ∈ Fn és y /∈ Fn vagy f (x) /∈ Fn és y ∈ Fn ,

ami azt jelenti, hogy az (Fn) halmazsorozat szétválasztja f (x)-et és y-t; és
éppen ezt akartuk megmutatni. ¤
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Következmény 8 Legyenek (X,S) és (Y, T ) mérhető terek. Ha egy f :
X → Y függvény (S, T )-mérhető és graph f ∈ S ⊗ T , akkor f értékkészlete
legfeljebb kontinuum számosságú.

Bizonýıtás: Legyen f : X → Y olyan (S, T )-mérhető függvény, melyre
graph f ∈ S ⊗ T . Az előző tétel értelmében van olyan (Fn) ⊆ T halmaz-
sorozat, melyre minden x ∈ X, y ∈ Y, y 6= f (x) esetén (Fn) szétválasztja
f (x)-et y-tól. Ebből következően (Fn) az Rf halmaz bármely két különböző
pontját is szétválasztja. Jelölje Φ : Rf → P (N) ,

Φ (y) := {n ∈ N : y ∈ Fn} .

Legyenek y és z különböző elemei Rf -nek. Ekkor a fentiek értelmében létezik
olyan n ∈ N szám, melyre y ∈ Fn, z /∈ Fn ; vagy y /∈ Fn, z ∈ Fn . Ez pontosan
azt jelenti, hogy Φ (y) 6= Φ (z) . Tehát a Φ függvény injekt́ıv. Mivel P (N)
kontinuum számosságú, ezért Rf legfeljebb kontinuum számosságú. ¤

Következmény 9 Legyen (X,S) olyan mérhető tér, melynek X alaphal-
maza kontinuumnál nagyobb számosságú. Ekkor a

∆ := {(x, x) : x ∈ X}

halmaz nem S ⊗ S-mérhető.

Bizonýıtás: Mivel id : X → X (S,S)-mérhető függvény, ezért a ∆ =
graph id halmaz S ⊗ S-mérhető volta a fenti következmény értelmében azt
jelentené, hogy id értékkészlete legfeljebb kontinuum számosságú. Márpedig
id értékkészlete éppen X, ami kontinuumnál nagyobb számosságú. Tehát
∆ /∈ S ⊗ S . ¤

Következmény 10 Legyen X kontinuumnál nagyobb számosságú halmaz.
Ekkor

P (X)⊗ P (X) 6= P (X ×X) .

Az alábbiakban jelölje Ω a legkisebb nem megszámlálható rendszámot.
Ekkor (Ω,≤) jólrendezett halmaz, melyre minden α ∈ Ω esetén a

{β ∈ Ω : β ≤ α}

halmaz legfeljebb megszámlálható.
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Tétel 11

P (Ω)⊗ P (Ω) = P (Ω× Ω) .

Bizonýıtás: Rendezzük a racionális számokat egy (qn) sorozatba. Ve-
gyünk egy Φ : Ω → R injekt́ıv függvényt. Ekkor

Fn := Φ−1 ([qn, +∞)) (n ∈ N)

választással egy olyan (Fn) ⊆ P (Ω) halmazsorozathoz jutunk, mely szepa-
rálja Ω-t. Legyen most f : Ω → Ω tetszőleges függvény. Mivel f triviálisan
(P (Ω) ,P (Ω))-mérhető és az (Fn) halmazsorozat minden x ∈ X, y ∈ Y,
y 6= f (x) esetén szétválasztja f (x)-et y-tól, ezért a fenti tétel értelmében
graph f ∈ P (Ω)⊗P (Ω) . Legyen ezek után g : Ω ½ Ω tetszőleges függvény.
Ekkor g-nek véve egy f : Ω → Ω kiterjesztését, a fentiekből azt kapjuk, hogy

graph g = graph f ∩ (Dg × Ω) ∈ P (Ω)⊗ P (Ω) .

Ez (a függőlegesvonal-szabály alapján) azt jelenti, hogy minden olyan A ⊆
Ω× Ω halmaz, melyre minden α ∈ Ω esetén

Aα := {β ∈ Ω : (α, β) ∈ A}
legfeljebb egyelemű, automatikusan P (Ω) ⊗ P (Ω)-mérhető. Innen a σ-
additivitás (és a kiválasztási axióma) alapján minden olyan A ⊆ Ω × Ω
halmaz is P (Ω)⊗P (Ω)-mérhető, melyre minden α ∈ Ω esetén Aα legfeljebb
megszámlálható. Jelölje

H∗ := {(α, β) ∈ Ω× Ω : α ≥ β} .

Ekkor minden α ∈ Ω-ra

(H∗)α = {β ∈ Ω : β ≤ α} ,

ami legfeljebb megszámlálható halmaz. Ebből nem csak az következik, hogy
H∗ ∈ P (Ω)⊗P (Ω) , hanem az is, hogy minden A ⊆ H∗ esetén

A ∈ P (Ω)⊗ P (Ω) .

Most tekintsük egy pillanatra a T : Ω× Ω → Ω× Ω,

T (α, β) := (β, α)
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leképezést. Mivel tetszőleges Ω×Ω-beli téglának T általi ősképe is Ω×Ω-beli
tégla, ezért T triviálisan (P (Ω)⊗ P (Ω) ,P (Ω)⊗P (Ω))-mérhető függvény.
Ezért a

H∗ := {(α, β) ∈ Ω× Ω : α ≤ β}
halmaz minden A részhalmazára T (A) ⊆ H∗ miatt

A = T−1 (T (A)) ∈ P (Ω)⊗P (Ω) .

Innen minden A ⊆ Ω× Ω esetén

A = (A ∩H∗) ∪ (A ∩H∗) ∈ P (Ω)⊗P (Ω) ,

tehát
P (Ω× Ω) ⊆ P (Ω)⊗ P (Ω) .

A ford́ıtott irányú tartalmazás nyilvánvaló. ¤

Következmény 12 Ha feltesszük a kontinuum-hipotézist, akkor minden leg-
feljebb kontinuum számosságú X halmazra

P (X)⊗ P (X) = P (X ×X) .

Bizonýıtás: Ha X kontinuumnál kisebb számosságú, akkor legfeljebb
megszámlálható, ekkor X × X is az; emiatt az álĺıtás nyilvánvaló. Legyen
most X kontinuum számosságú. Ekkor X ekvipotens Ω-val, azaz létezik
ϕ : X → Ω bijekció. Ekkor Φ : X ×X → Ω× Ω,

Φ (x, y) := (ϕ (x) , ϕ (y))

is bijekció. Mivel Ω × Ω-beli téglák Φ általi ősképei X × X-beli téglák,
ezért a Φ függvény (P (X)⊗ P (X) ,P (Ω)⊗ P (Ω))-mérhető. A fenti tétel
szerint ekkor (P (X)⊗ P (X) ,P (Ω× Ω))-mérhető is. Másrészt Φ−1 nyilván
(P (Ω× Ω) ,P (X ×X))-mérhető, innen

idX×X = Φ−1 ◦ Φ

(P (X)⊗ P (X) ,P (X ×X))-mérhető. Ebből azonnal adódik az álĺıtás. ¤
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