Hatvanyhalmazok szorzatszigmaalgebrai

Es mondénak egymdésnak: Jertek, vessiink tégldt
és égessiik ki jol; és 16n nékik a tégla ké gyandnt,
a szurok pedig ragaszté gyanant.

Es mondanak: Jertek, épitsiink magunknak véarost
és tornyot, melynek teteje az eget érje...

(Mbzes 1. 11. 3-4.)

Ha X egy alaphalmaz és H C P (X) egy X-beli halmazrendszer, akkor
jelolje o (H, X) a H halmazrendszert tartalmazé legsziikebb X-beli o-algebrat.

Lemma 1 Legyen X egy alaphalmaz és H C P (X) egy X-beli halmazrend-
szer. Ekkor

o(H,X) = U {0 (Ho, X) : Ho C H legfeljebb megszamldalhatd} .

Bizonyitas: A jobboldal trivialisan része a baloldalnak. Ugyanakkor
maga H része a jobboldalnak (gondoljunk H egyelemi részhalmazaira). fgy
elegend6 azt meggondolnunk, hogy a jobboldalon all6 halmazrendszer egy
X-beli g-algebra. Az egyszeriiség kedvéért jelolje A a jobboldalon allé hal-
mazrendszert.

A-nak a komplementumra valé zartsdga nyilvanvald. Legyen most (A,,) C
A tetszOleges halmazsorozat. Ekkor minden n € N-re 1étezik olyan H,, C H
legfeljebb megszamlalhaté halmaz, melyre A, € o (H,, X) . Ekkor trividlisan

n=1 n=1

(A,) C DOO'(Hn,X) Co (DOHn,X) .
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Mivel o ( U Ha, X) o-algebra, ezért |J A, € o ( U Ha, X) . Mivel pedig
n=1 n=1

n=1
+0o0
az | J H, halmazrendszer még mindig legfeljebb megszamlalhatd, ezért definicid
n=1

+o00
szerint o ( U Hn,X) C A. Tehét
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n=

Ezzel megmutattuk, hogy A X-beli o-algebra, ebbdl pedig kovetkezik a
lemma 4llitésa. O

Példa 2 Ha Hy C R egy legfeljebb megszamldalhato halmaz, akkor eqy E C
{0,1}* halmazt nevezzink Hy-ra nézve ukmukfuknak, ha

Az E C {0,1}* halmazt nevezziik ukmukfuknak, ha van olyan Hy C R
legfeljebb megszdmlalhato halmaz, melyre nézve E ukmukfuk. Ha E eqy Hy C
R legfeljebb megszamldalhato halmazra nézve ukmukfuk és ¢ € E, akkor egy
Hy-ndl szigorian bovebb Hy C R megszamlalhato halmazra

F = {ZD € {0, 1}R CPH, = %Hl}

eqy E-nél szigorian szikebb ukmukfuk halmaz. Jeldlje A az ukmukfuk hal-
mazok 0sszességét. Mivel tetszoleges Hy C R legfeljebb megszamldlhato hal-
maz esetén a Hy-ra nézve ukmukfuk halmazok trividlisan egy {0, 1}R—beli o-
algebrdt alkotnak, ezért a fenti lemma alapjin A is egy {0, 1}R—beli o-algebra.
Az ukmukfuk halmazok definicidjabdl kovetkezik, hogy a {0,1}F alaphalmaz
egyetlen egyelemii részhalmaza sem lehet eleme az A o-algebranak. S6t min-
den nemiires £ € A halmazra létezik nemiires F' € A, melyre F C E, de

Definicié 3 Legyenek (X, S) és (Y, T) mérhetd terek. Jelolje
ST =c{ExF:FeS, FeT},XxY).

Ekkor S ® T eqy X XY alaphalmazi o-algebra. Az S @ T o-algebrdt az S
és T o-algebrdk szorzatinak, az (X x Y, 8 @ T) mérhetd teret az (X,S) és
(Y, T) mérhetd terek szorzatinak nevezziik.
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Megjegyzés 4 Kdzismert, hogy ha (X, 71) és (Y, T2) szepardbilis metrizdlhatd
topologikus terek, akkor

0 (11, X)®0(19,Y) =0 (11 @72, X XY) ,

ahol 71 ® To jeloli a 71 €s To topolégidk szorzatdt. Azaz a T1-hez tartozo
Borel-féle o-algebranak a To-hoz tartozo Borel-féle o-algebrdval vett szorzata
megegyezik a 71 ® To-hoz tartozo Borel-féle o-algebraval.

Definicié 5 Legyen X egy halmaz és H C P (X) egy X -beli halmazrendszer,
tovabba x,y € X. Azt mondjuk, hogy a H halmazrendszer szétvdlasztja az
x €és y pontokat, ha létezik olyan A € H halmaz, melyre x € A ésy ¢ A;
vagy megforditva: y € A és x ¢ A. Tovdbbd azt mondjuk, hogy az (A,) C
P (X) halmazsorozat szétvdlasztja az x ésy pontokat, ha az {A, : n € N}
halmazrendszer szétvdlasztja x-et és y-t. Ha a H halmazrendszer minden
x,y € X, x # y pontot szétvdlaszt, akkor azt mondjuk, hogy H szepardlja
az X halmazt.

Lemma 6 Legyen X egy halmaz és H C P(X), valamint x,y € X. Ha
o (H,X) szétvdlasztja x-et és y-t, akkor H is.

Bizonyitas: Jelolje
A={ACX: z,y€ Avagy z,y ¢ A} .

A nyilvanvaléan egy X-beli o-algebra. A feltétel alapjdn ugyanakkor o (H, X)
nem részhalmaza A-nak. Ezért H sem lehet A-nak részhalmaza. Tehat H
szétvalasztja x-et és y-t. O

Tétel 7 Legyenek (X,S) és (Y, T) mérhetd terek, tovibbd f : X — Y egy
(S,T)-mérhetd figgvény. A

graph f == {(z, f (z)) : v € X}

halmaz pontosan akkor eleme S @ T -nek, ha létezik olyan (F,) C T halmaz-
sorozat, melyre minden v € X, y € Y, y # f(x) esetén (F),) szétvdlasztja

f (z)-et y-tdl.



Bizonyitas: Elészor tegyiik fol, hogy létezik a fenti tulajdonsagu (F,,) C
7 halmazsorozat. Ekkor nyilvan

400 +o00
UG @) x B ul (fF7 (F) x F) C (graph f)° .

Legyen most (z,y) € (graph f)° . Ekkor z € X,y € Y és y # f(2). gy
a feltétel alapjan létezik n € N, melyre f (z) € F, és y ¢ F,, ; vagy éppen
y € F, és f(v) ¢ F, . Ez éppen azt jelenti, hogy (x,y) € f~! (F,) x F¢ vagy
(z,y) € f7H(FS) X F, . Ezzel megmutattuk, hogy

(graph ) = | (£ (F) x E) U (£ () x F) -

Mivel pedig f mérheté volta és (F,,) C 7 miatt a jobboldalon &ll6 halmaz
S ® T-mérhetd, ezért (graph f)° is az, innen pedig graph f is S ® 7-mérhetd.
Most tegytik fol, hogy graph f € S ® T . Ez azt jelenti, hogy

graph f € o (H, X)) |

ahol H:={Ex F:FE €S, FeT}. Azels6 lemma szerint ekkor egy legfel-
jebb megszamlalhatéo Hy C ‘H halmazrendszer is létezik, melyre graph f €
o (Ho, X) . Ugyanakkor Hy nyilvan eléall

HoZ{EnXFn:TLGN}
alakban. Megmutatjuk, hogy az (F,) C 7 halmazsorozat tetszileges = €
X,y €Y,y # f(x) esetén szétvalasztja f (z)-et y-tél. Mivel graph f €
o (Ho, X), (x, f(x)) € graph f és (z,y) ¢ graph f, ezért o (Ho, X) szétvé-
lasztja (z, f (z))-et és (z,y)-t. A masodik lemma szerint ekkor Hy is szétvé-
lasztja 6ket. Van tehét olyan n € N szam, melyre

(xz, f(x)) € E, x F, és (x,y) ¢ E, x F,

vagy
(x,f(z)) & E, x F, és (x,y) € E, x F, .

Ezek szerint mindenképpen x € E,,, amibdl azt kapjuk, hogy
f(x) € F,ésy ¢ F, vagy f(x) ¢ F,ésy€F,,

ami azt jelenti, hogy az (F),) halmazsorozat szétvédlasztja f(x)-et és y-t; és
éppen ezt akartuk megmutatni. O



Kovetkezmény 8 Legyenek (X,S) és (Y,T) mérhetd terek. Ha egy f :
X =Y figgvény (S,T)-mérhetd és graph f € S @ T, akkor f értékkészlete
legfeljebb kontinuum szdmossagi.

Bizonyitas: Legyen f: X — Y olyan (S, 7 )-mérheté fiiggvény, melyre
graph f € S® 7T . Az el6z6 tétel értelmében van olyan (F,) € 7 halmaz-
sorozat, melyre minden z € X, y € Y, y # f(x) esetén (F,,) szétvélasztja
f (x)-et y-tél. Ebbél kovetkezéen (F,) az Ry halmaz barmely két kiilonboz6
pontjét is szétvalasztja. Jelolje @ : Ry — P (N),

¢ (y)={neN:yeF,} .

Legyenek y és z kiilonbozo elemei R j-nek. Ekkor a fentiek értelmében létezik
olyan n € N szdm, melyrey € F,,, z ¢ F,, ; vagy y ¢ F,, z € F,, . Ez pontosan
azt jelenti, hogy ® (y) # ®(z). Tehdt a ® fuggvény injektiv. Mivel P (N)
kontinuum szamossagu, ezért Ry legfeljebb kontinuum szadmossagu. U

Kovetkezmény 9 Legyen (X, S) olyan mérhetd tér, melynek X alaphal-
maza kontinuumndal nagyobb szamossagu. Ekkor a

A={(z,z):x e X}
halmaz nem S @ S-mérhetd.

Bizonyitas: Mivel id : X — X (§,8)-mérhet6 fiiggvény, ezért a A =
graphid halmaz & ® S-mérhet6 volta a fenti kovetkezmény értelmében azt
jelentené, hogy id értékkészlete legfeljebb kontinuum szamossagi. Marpedig
id értékkészlete éppen X, ami kontinuumndl nagyobb szamossagu. Tehat

AES®S . O

Kovetkezmény 10 Legyen X kontinuumndl nagyobb szimossdgi halmaz.
Ekkor
PX)@P(X)#AP(X xX) .

Az aldbbiakban jelolje €2 a legkisebb nem megszamlalhaté rendszamot.
Ekkor (€, <) jélrendezett halmaz, melyre minden « € ) esetén a

{BeQ:p<a}

halmaz legfeljebb megszamlalhato.



Tétel 11
POP(Q)=POQxQ).

Bizonyitas: Rendezziik a racionélis szdmokat egy (g,) sorozatba. Ve-
gytink egy @ : 2 — R injektiv fiiggvényt. Ekkor

F, =27 ([gn, +00)) (n € N)

vélasztassal egy olyan (F,) C P (£2) halmazsorozathoz jutunk, mely szepa-
ralja Q-t. Legyen most f : Q — () tetszoleges fliggvény. Mivel f trividlisan
(P (Q),P (Q))-mérhets és az (F,) halmazsorozat minden z € X, y € Y

Y
y # f () esetén szétvalasztja f (z)-et y-tdl, ezért a fenti tétel értelmében

graph f € P (Q) ® P (Q2). Legyen ezek utén g : 2 — € tetszoleges fiiggvény.
Ekkor g-nek véve egy f : (2 — Q kiterjesztését, a fentiekbol azt kapjuk, hogy

graphg = graph f N (D, x Q) € P(Q) @ P (Q) .

Ez (a fiiggblegesvonal-szabdly alapjdn) azt jelenti, hogy minden olyan A C
Q x € halmaz, melyre minden « € () esetén

Ay ={B €N (a,p) € A}

legfeljebb egyelemii, automatikusan P (2) ® P (2)-mérhet6. Innen a o-
additivitds (és a kivalasztdsi axioma) alapjan minden olyan A C ) x Q
halmaz is P () ® P (2)-mérhetd, melyre minden o € Q) esetén A, legfeljebb
megszamlalhaté. Jelolje

H, ={(a,0) €QxQ:a>p[}.
Ekkor minden « € Q-ra
(H.),=1{8€Q:8<a},

ami legfeljebb megszamlalhaté halmaz. Ebbdl nem csak az kovetkezik, hogy
H,eP(Q)®P(), hanem az is, hogy minden A C H, esetén

AecP(Q)P(Q) .
Most tekintsiik egy pillanatra a T": 2 x Q — € x €,
T (a, B) == (B, )
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leképezést. Mivel tetszoleges €2 x 2-beli téglanak T" altali 6sképe is 2 x 2-beli
tégla, ezért T trividlisan (P (2) @ P (Q2),P (Q) @ P (2))-mérhetd fliggvény.
Ezért a

H* :={(a,0) e A xQ:a <G}
halmaz minden A részhalmazara T (A) C H, miatt
A=T(T(A)eP(Q)P(Q) .
Innen minden A C € x Q esetén
A=(ANH)UANH)eP(Q)@P((Q),

tehat
POAxQCP(OQRP(Q) .

A forditott iranytu tartalmazas nyilvanvald. 0J

Kovetkezmény 12 Ha feltessziik a kontinuum-hipotézist, akkor minden leg-
feljebb kontinuum szimossagu X halmazra

PX)@P(X)=P (X x X) .

Bizonyitas: Ha X kontinuumnal kisebb szamossagu, akkor legfeljebb
megszamlalhato, ekkor X x X is az; emiatt az allitas nyilvanvalo. Legyen
most X kontinuum szamossagi. Ekkor X ekvipotens (2-val, azaz létezik
p : X — Q bijekcié. Ekkor @ : X x X — Q x Q,

P (z,y) = (¢ (), ¢ (v))

is bijekcio. Mivel Q x Q-beli téglak & altali 6sképei X x X-beli téglak,
ezért a @ figgvény (P (X))@ P (X),P(Q2) @ P (2))-mérhets. A fenti tétel
szerint ekkor (P (X) @ P (X),P (Q x Q))-mérhetd is. Mésrészt &' nyilvan
(P (2 xQ),P (X x X))-mérhetd, innen

idX><X = CI)_I o®d

(P(X)®@P(X),P (X x X))-mérhets. Ebb6l azonnal adédik az allitas. O



