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A teoria de turbulência completamenta desenvolvida de Kolmogorov, elabo-
rada em 1941, prevê a existência de um intervalo de equilíbrio, onde leis de caráter
universal descrevem as quantidades fenomenológicas associadas ao escoamento tur-
bulento. Entretanto Landau criticou a universalidade destas leis alegando que um
equilíbrio estatístico universal não seria alcançado, desde que há uma dependên-
cia na transferência de energia entre os turbilhões que pertencem ao intervalo de
equilíbrio e os turbilhões externos a este intervalo.

Desta discussão entre Kolmogorov e Landau, surgiu em 1962 uma teoria de
correção à de 1941. Esta teoria prevê a existência de uma cascata de energia intermi-
tente entre os turbilhões pertencentes ao intervalo inercial de equilíbrio. Desde então
intermitência tornou-se o centro das pesquisas em turbulência bem desenvolvida.

Outra questão que ainda é motivo de discussão é a universalidade da constante
da função estrutura de segunda ordem prevista por Kolmogorov. Alguns teóricos
argumentam que esta constante seria dependente do número de Reynolds do escoa-
mento, entretanto as evidências experimentais são contraditórias.

Na presente análise, baseado em funções estrutura de diversas ordens de veloci-
dade, temperatura e um escalar passivo, a anisotropia é relacionada à um estranho
comportamento das funções estrutura de velocidade de ordem ímpar. Além do
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mais, o estudo aponta que a constante de Kolmogorov, determinada em diferentes
escoamentos, apresenta um comportamento universal com o número de Reynolds.
Adicionalmente, o espalhamento desta constante em torno das médias e a dependên-
cia com o número de Reynolds obtidos nos trabalhos encontrados na literatura são
explicados como um efeito devido à anisotropia no sub-intervalo inercial e a determi-
nação imprecisa da taxa de dissipação. Por outro lado, a veri�cação experimental da
intermitência no sub-intervalo inercial através da correlação da taxa de dissipação
R ε,ε(r) é explicada ser um efeito indesejado de anisotropia nas equações baseadas
na hipótese de isotropia. A existência de um valor signi�cativo para o coe�ciente de
correção de intermitência µ da função estrutura de segunda ordem GR

2 é atribuído à
uma escolha arbitrária do sub-intervalo inercial e a efeitos de número de Reynolds
�nito e outras singularidades. Desta forma conclui-se que a teoria clássica de 1941
está correta na sua forma original e as discrepâncias observadas originalmente são
devido a não existência de um estado de turbulência completamente desenvolvida.
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According to the Kolmogorov's fully developed turbulence theory established in
1941, there is an equilibrium range in which phenomenological quantities associa-
ted to the turbulence �ow are described by laws of universal character. The main
objection to this theory was given by Landau, who critized the universality of these
laws arguing that an universal statistical equilibrium state would not be reached
since there is a dependence on energy transference between the eddies belonging to
the inertial range with the largest ones, which are external to this interval, thus
non-universal.

From the discussion between Kolmogorov and Landau, emerged in 1962 a
theory proposed to be a correction to the 1941's theory. Following the new ideas, an
intermittent energy cascade should exist in the inertial range thus, as a consequence,
corrections to the scaling laws prediced by 1941's theory should to be taken in
account. Since that, intermittency has became the central problem in fully developed
turbulence.

Another question which still remains from the discussion between Kolmogorov
and Landau is that concerning to the universality of the second order structure
constant, known as the Kolmogorov constant. Some theoreticians claim that this
constant should be Reynolds' number dependent, however experimental evidences
contradict themselves.
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In this work, based on structure function of several orders of velocity, tempe-
rature and a passive scalar, anisotropy is related to a strange behavior of velocity
odd-order structure functions. The Kolmogorov constant is determined in di�e-
rent �ows and appear to be universal with the Reynolds' number. In addiction,
the scatter and the dependence with the Reynolds' number found in the literature
are explained as a consequence of anisotropy in the intertial subrange and impre-
cise determination of the dissipation rate. On other hand, experimental veri�cation
of intemittency in inertial subrange through the correlation of the rate dissipation
R ε,ε(r) is explained to be an undesired e�ect of anisotropy on the equations whose
derivation is based on the isotropy assumption. The existence of intermittency cor-
rection coe�cent µ of the second order structure funtion GR

2 is attributed to be a
consequence of an arbitrary choice of the inertial subrange, �nite Reynolds' number
e�ect and another singularities. These conclusions lead to the idea that the classical
theory of 1941 is correct in its original form and the discrepancies observed are due
the nonexistence of a real fully developed turbulence state.



Capítulo 1

Introdução

A multitude de formas e estruturas em escoamentos na dinâmica de �uidos é
realmente fascinante. É possível observar formas contínuas e suaves como uma bolha
de sabão e a chama de uma vela, movimentos periódicos e regulares como ondas e
também movimentos com estruturas aparentemente desordenadas e caóticas como
são os gases expelidos numa explosão ou em uma turbina de avião.

Um importante conceito de física é o conceito de simetria. Acredita-se que a
equação de Navier-Stokes e as demais equações de conservação contenham toda a
informação física à respeito do comportamento hidrodinâmico do �uido. Por esta
razão, também acredita-se que as simetrias e as quebras de simetria, apresentadas
nos movimentos de �uidos, também estejam contidas na equação de Navier-Stokes.

À medida que um escoamento passa de um comportamento suave e determinís-
tico para um comportamento mais complicado é fácil perceber que alguma simetria
é sempre quebrada, seja ela espacial ou temporal. Quanto mais complicado este mo-
vimento se torna, ou seja, turbulento, mais e mais simetrias vão sendo quebradas.
Neste limite, de�ne-se turbulência completamente desenvolvida, onde se espera que
todos os possíveis graus de excitação do sistema sejam alcançados. Da mesma forma,
dentro deste limite, se espera que exista um domínio onde um equilíbrio estatístico
universal seja atingido.

Turbulência Completamente Desenvolvida (TCD) é caracterizada por um com-
portamento espacial e temporal desordenado nas características dinâmicas e termo-
dinâmicas que descrevem o campo de escoamento. Por esta razão, o emprego de

15
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teorias estatísticas é um ingrediente fundamental na compreensão de um escoamento
turbulento.

A teoria de Kolmogorov prevê a existência de um sub-intervalo inercial, onde
leis exibindo um comportamento universal, aplicáveis a qualquer tipo de escoamento
com número de Reynolds su�cientemente grande, são su�cientes para descrever
quantidades fenomenológicas associadas ao escoamento turbulento.

Apesar do sucesso das leis de Kolmogorov em descrever o comportamento
heurístico nas pequenas escalas de uma TCD, o caráter universal destas leis é ainda
um motivo de discussão. Landau, baseado em argumentos físicos, a�rmou que a
dissipação de energia depende dos turbilhões de grande escala, que por sua vez são
dependentes do tipo de escoamento. Desta forma, as leis obtidas por Kolmogorov
não seriam universais e dependeriam do tipo de escoamento, e além disso, a cascata
de energia entre os turbilhões de pequena escala ocorreria de maneira intermitente.

Todavia, para incluir os efeitos de intermitência na sua teoria, Kolmogorov em
1962 sugeriu um termo de correção à sua famosa lei. Desde então, intermitência
tornou-se o problema central em TCD. A anomalia de escalas universais das funções
estrutura de velocidade é geralmente atribuído à taxa de dissipação intermitente.

Embora existam fortes argumentos teóricos contra a universalidade das leis de
Kolmogorov as observações experimentais não são conclusivas.

Particularmente, existe um interesse especial à respeito da constante da fun-
ção estrutura de segunda ordem, conhecida como constante de Kolmogorov, cuja
universalidade ainda é questionada. Há uma série de trabalhos na literatura cujos
resultados sobre a universalidade da constante de Kolmogorov são con�itantes.

O objetivo inicial do presente estudo é determinar a partir de dados experi-
mentais o valor da constante de Kolmogorov e sua dependência com o número de
Reynolds. Adicionalmente, será discutido a grande variabilidade observada nos va-
lores desta constante encontrados na literatura, assim como a validade das hipóteses
fundamentais da teoria de Kolmogorov e as consequências da teoria de intermitência.

O trabalho utiliza dados experimentais obtidos em túneis de vento na Univer-
sidad Nacional del Nordeste na Argentina e na Universidade Federal do Rio Grande
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do Sul e dados de camada limite atmosférica super�cial obtidos pelo grupo de mi-
crometeorologia da Universidade Federal de Santa Maria. O conjunto de dados
reúne um amplo intervalo de número de Reynolds no estudo sobre a constante de
Kolmogorov.



Capítulo 2

As equações de conservação e suas
consequências

Turbulência é um fenômeno físico complexo, sua investigação teórica deve ser
feita com base nas leis fundamentais da física expressas em equações da hidro e
da termodinâmica. Por esta razão, neste capítulo serão apresentadas as equações
fundamentais, algumas de suas consequências diretas e as características gerais da
turbulência com um teor didático1.

2.1 Equações de Conservação para Fluidos

Mecânica dos �uidos é a área da física que estuda o comportamento de
líquidos e gases. Desde que estes fenômenos são considerados macroscópicos, um
�uido é então entendido como um meio contínuo. De tal modo que um elemento de
�uido deve ser entendido como uma parte in�nitamente pequena em relação ao meio,
mas que ainda contenha um elevado número de moléculas. Ou seja, as interações de
ordem eletromagnéticas intermoleculares podem ser bem descritas pelas grandezas
termodinâmicas macroscópicas. Por esta razão, expressões como partícula de �uido
e ponto em um �uido devem ser entendidas de maneira semelhante.

Uma descrição matemática completa do estado de um �uido ideal em movi-
mento é feita por meio da distribuição da velocidade ui = ui(x1, x2, x3, t) e de duas

1As leis de conservações para �uidos podem ser encontradas no livro clássico Fluid Mechanics
de Landau e Lifshitz (1959).
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quaisquer variáveis termodinâmicas, como por exemplo a pressão p(x1, x2, x3, t) e
a densidade ρ(x1, x3, x3, t). Todas as quantidades termodinâmicas são determina-
das pelo conhecimento de qualquer duas delas, junto com a equação de estado. No
entanto, quando efeitos eletromagnéticos provocam fricção interna, a dissipação de
energia mecânica em calor por efeitos viscosos e a condução térmica promovem um
processo termodinâmico irreversível no estado do �uido. Faz-se então necessário
a alteração de algumas equações para incluir estes efeitos dissipativos nos �uidos
viscosos. Como veremos adiante, a viscosidade do �uido e a dissipação de ener-
gia mecânica em calor têm um papel central no que diz respeito à dinâmica e a
termodinâmica de �uidos.

2.1.1 Equação de estado (lei dos gases ideais)

Felizmente em várias situações, a equação de estado para gás ideal descreve
adequadamente o estado dos gases na atmosfera e em experimentos de laboratório.
A lei dos gases ideais é escrita como

pV = n<T. (2.1)

Onde p é a pressão, V é o volume, < é a constante universal dos gases (< =

287 m2s−2K−1), e T é a temperatura do gás.

2.1.2 Primeira lei da Termodinâmica

A primeira lei da termodinâmica estabelece que o sistema possui uma energia
interna U, a qual é uma função das variáveis necessárias para especi�car o estado
do sistema.

Se o sistema é levemente perturbado e, entretanto, permanece muito próximo
ao equilíbrio térmico, a quantidade de calor entrando através das paredes que limi-
tam o volume V é dQ. O volume é então aumentado por dV contra uma pressão p.
Assim pode se escrever a variação na energia interna dU como

dU = dQ− pdV. (2.2)
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2.1.3 Equação da Continuidade

∮
ρ~u · ~n dA,

onde a integração é realizada sobre toda a superfície envolvendo o volume em ques-
tão. Por outro lado, o decréscimo de massa no interior do volume é escrito como

− ∂

∂t

∫
ρ dV.

Igualando as duas expressões acima, têm-se

∂

∂t

∫
ρdV = −

∮
ρ~u · ~n dA.

A intregral de superfície pode ser transformada em uma intregral de volume pela
fórmula de Green, obtendo

∂ρ

∂t
+∇(ρ~u) = 0,

ou
dρ

dt
+ ρ∇ · ~u = 0. (2.3)

Esta relação é conhecida como equação da continuidade e é válida tanto para �uidos
ideais como viscosos. Porém, no caso de dρ/dt ¿ 1, temos a seguinte simpli�cação
da equação da continuidade:

∇ · ~u = 0. (2.4)

Este campo solenoidal de�ne um �uido incompressível.

2.1.4 Equação de Navier-Stokes

Primeiramente vamos considerar um �uido não viscoso. Se considerarmos
algum volume de controle num �uido, a força total atuando no volume é igual à
integral

−
∮

p~n dA
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da pressão p tomada sobre toda a superfície que engloba o volume. Transformando
a relação anterior em uma integral de volume, temos

−
∮

p~n dA = −
∫

~∇p dV

Desta forma, vemos que o volume em torno de qualquer elemento de área dA exerce
naquele elemento uma força −~∇p dV . Ou seja, que uma força −~∇p atua em cada
elemento de �uido. Podemos assim obter a equação de movimento de um �uido
igualando a força −~∇p ao produto da massa por unidade de volume pela aceleração:

ρd~u/dt = −~∇p (2.5)

Aqui a derivada d~u/dt não se refere à taxa de variação da velocidade do �uido
em um ponto �xo no espaço, mas a taxa de variação da velocidade do �uido de uma
dada partícula de �uido ao mover-se no espaço. Esta derivada deve ser expressa
em termos de quantidades referentes a partes �xas no espaço. Assim, pela regra da
cadeia do cálculo têm-se

d~u = (∂~u/∂t) + (d~r · ~∇)~u,

ou, divindo ambos os lados por dt e substituindo em (2.5), teremos

d~u

dt
+ (~u · ~∇)~u = −1

ρ
~∇p. (2.6)

Esta é conhecida como a equação de Euler e é válida para �uidos não viscosos.
Estamos interessados em saber como a energia do �uido contido no volume

de controle varia no tempo. A partir de agora passaremos da notação vetorial para
a notação tensorial e consideraremos a notação somatório de Einstein, onde i e
j = 1, 2, 3.

Reescrevendo a equação da continuidade como

∂ρ

∂t
= −ρ

∂uj

∂xj

,

e a equação de Euler na seguinte forma
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∂ui

∂t
= −uj

∂ui

∂xj

− 1

ρ

∂p

∂xi

.

Obtemos

∂

∂t
(ρui) = −ρuj

∂ui

∂xj

− ∂p

∂xj

− ui
∂

∂xj

(ρuk) = − ∂p

∂xi

− ∂

∂xj

(ρuiuj).

Reescrevendo o primeiro termo da direita como

∂p

∂xi

= δij
∂p

∂xj

,

onde δij é o tensor delta de Kronecker. Desta forma podemos expressar a
equação de Euler como um �uxo de momentum

∂

∂t
(ρui) = −∂Πij

∂xj

, (2.7)

onde o tensor Πij é simétrico e é de�nido como

Πij = pδij + ρuiuj.

Em �uidos não ideais, devido à viscosidade, ocorre a dissipação de energia. A
dissipação ocorre devido à fricção interna e condução térmica. O processo dissipativo
resulta da irreversibilidade termodinâmica do movimento.
Para obter equações de movimento que descrevem o movimento dos �uido viscosos,
vamos incluir termos adicionais na equação de movimento derivadas para �uidos
não viscosos, a equação de Euler, obtida anteriormente.

O tensor Πij representa a transferência de momentum completamente rever-
sível (sem dissipação de energia) devido simplesmente ao transporte mecânico de
diferentes partículas de �uido de um ponto a outro e às forças devidas ao gradiente
de pressão atuando no �uido.

De outro lado, a viscosidade também atua como um mecanismo de transferên-
cia de momentum de pontos com maior velocidade a outros com velocidade menor.
Porém, a viscosidade tem um papel dissipativo e, assim sendo, é termodinamica-
mente irreversível.
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A equação de movimento para um �uido viscoso pode ser obtida adicionando-
se um termo −σ′ij ao tensor �uxo de momentum �ideal�, um termo de transferência
de momentum irreversível viscoso no �uido. Assim, o tensor densidade de �uxo de
momentum num �uido viscoso é escrito como

Πij = pδij + ρuiuj − σ′ij = −σij + ρuiuj.

O tensor σij = −pδij + σ′ij é chamado tensor de estresse do �uido, e σ′ij é o tensor
de estresse viscoso. A forma geral do tensor σ′ij obviamente irá depender de como
ocorre o processo de fricção interna.

Contudo podemos estabelecer argumentos físicos para encontrar uma forma
para o tensor σ′ij.

É razoável imaginar que a fricção atua quando, em dois pontos próximos, dife-
rentes partículas de �uido movem-se com diferentes velocidades. Com o movimento
relativo, a fricção causará dissipação de energia cinética em energia térmica. Por-
tanto, σ′ij deverá depender das derivadas espaciais da velocidade. Além disso, se
esperamos que a viscosidade atue em pontos próximos, espera-se também que o gra-
diente da velocidade não seja grande entre estes pontos. Por esta razão, podemos
supor que σ′ij pode ser expresso como função linear das primeiras derivadas ∂ui/∂xj,
uma vez que desprezamos as derivadas de ordem superior.

Desde que σ′ij é um tensor nulo se u é constante em todos os pontos do �uido,
então não deve haver termos de σ′ij independentes de ∂ui/∂xj. Da mesma forma, se
o �uido estiver em rotação uniforme, o tensor σ′ij deve ser nulo.

Na rotação uniforme com velocidade angular ~Ω, a velocidade ~u é igual ao
produto vetorial ~Ω× ~u. As somas ∂ui/∂xj + ∂uj/∂xi são combinações lineares das
derivadas ∂ui/∂xj e são nulas se ~u = ~Ω × ~r. Portanto, σ′ij deve apenas conter
combinações simétricas das derivadas ∂ui/∂xk.

A forma mais geral para um tensor de segunda ordem satisfazendo as condições
acima é

σ′ij = a

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
+ b

∂uk

∂xk

δij,



24

onde a e b são independentes da velocidade. Contudo, é mais conveniente escrever
a expressão anterior na seguinte maneira:

σ′ij = η

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

− 2

3
δij

∂uk

∂xk

)
+ ζδij

∂uk

∂xk

. (2.8)

A expressão entre parênteses tem a propriedade de se anular sob contração em
relação a i e j. Os coe�cientes η e ζ são chamados coe�cientes de viscosidade e são
positivos.

As equações de movimento para um �uido viscoso podem agora serem obtidas
adicionando novos termos na equação de Euler (2.6).

Primeiramente, iremos reescrevê-la da seguinte forma

ρ

(
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)
=

∂p

∂xi

.

Adicionamos no lado direito da expressão acima, as expressões para ∂σ′ij/∂xj:

ρ

(
∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

)
= − ∂p

∂xi

+
∂

∂xj

[
η

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

− 2

3
δij

∂uk

∂xk

)]
+

∂

∂xi

(
ζ
∂uk

∂xk

)
.

(2.9)
Esta expressão é a forma mais geral das equação de movimento de �uidos

viscosos. As quantidades η e ζ são funções da temperatura e pressão. Na maioria
das vezes η e ζ não variam consideravelmente, podendo assim serem consideradas
constantes. Desta forma expressamos:

∂ σ′ij
∂xj

= η

(
∂2ui

∂xj∂xj

+
∂2uj

∂xi∂xj

− 2

3

∂2uj

∂xi∂xj

)
+ζ

∂2uj

∂xi∂xj

= η
∂2ui

∂xj∂xj

+(ζ +
1

3
η)

∂2uj

∂xi∂xj

.

Agora, se podemos considerar o �uido incompressível, ou seja, ∂uj/∂xj = 0, o
último termo da expressão anterior desaparece. Portanto, a equação de movimento
para um �uido viscoso incompressível é:

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+ ν∇2ui. (2.10)
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Esta é conhecida como a equação de Navier-Stokes. O termo η é a viscosidade
do �uido e ν = η/ρ é de�nido como a viscosidade cinemática. O tensor de estresse
para um �uido incompressível toma a simples forma

σij = −pδij + η

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
. (2.11)

Um termo extra, representando os forçantes externos, pode ser incluído à equa-
ção de Navier-Stokes. Por �m a escrevemos como

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+ fi + ν∇2ui, (2.12)

onde o termo fi é o termo que representa os forçantes externos, como os forçantes
térmicos, mecânicos e ou a aceleração de Coriolis. Na camada limite atmosférica, o
termo fi é expresso como

fi = −gδi3 − 2 εijk Ωj uk.

Onde δij é o o tensor delta de Kronecker, g é aceleração da gravidade, εijk é o tensor
de Levi-Civita e Ωj é o vetor velocidade angular da rotação da Terra.

2.2 Dissipação de energia

A presença da viscosidade promove uma dissipação na energia cinética do
�uido em calor. A energia cinética de um �uido incompressível é

Ec =
1

2

∫
ρ u2 dV.

Tomando-se a derivada temporal desta energia, e fazendo ∂(1
2
ρu2)/∂t = ρui∂ui/∂t

e substituindo ∂ui/∂t pela expressão dada pela equação de Navier-Stokes:

∂ui

∂t
= −uj

∂ui

xj

− 1

ρ

∂p

∂xi

+
1

ρ

∂σ′ij
∂xj

.

Resulta
∂

∂t

(
1

2
ρ ui

)
= ρ ui

(
uj

∂

∂xj

)
ui − uj

∂

∂xj

p + ui

∂σ′ij
∂xj

= ρ

(
uj

∂

∂xj

)(
1

2
u2 +

p

ρ

)
+

∂

∂xi

(
uiσ

′
ij

)− σ′ij
∂ui

∂xj

.
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Desde que ∂ui/∂xi = 0 para um �uido incompressível, pode-se escrever o primeiro
termo na direira da expessão anterior como uma divergência:

∂

∂t

(
1

2
ρ u2

)
= − ∂

∂xi

[
ρui

(
1

2
u2 +

p

ρ
− uiσ

′
ij

)]
− σ′ij

∂ui

∂xj

. (2.13)

A expressão entre colchetes pode ser reconhecida como a densidade de �uxo
de energia no �uido; sendo o termo ρ ui (

1
2
u2 + p/ρ) o �uxo de energia devido à

transferência de massa do �uido; o segundo termo, uiσ
′
ij, é o �uxo de energia devido

aos processos de fricção interna. A presença da viscosidade resulta em um �uxo
de momentum σ′ij, entretanto a tranferência de momentum sempre envolve uma
transerência de energia, logo, o �uxo de energia é claramente igual ao produto
escalar do �uxo de momentum e a velocidade.

Integrando a expressão (2.13) sobre um volume V0, obtemos

∂

∂t

∫
1

2
ρ u2 dV = −

∮ [
ρ ~u

(
1

2
u2 +

p

ρ

)
− ~u · ~σ′

]
· ~n dA−

∫
σ′ij

∂ui

∂xj

dV (2.14)

O primeiro termo da direita nos dá a taxa de variação de energia cinética do �uido
no volume V0 pertencendo ao �uxo de energia através da superfície que engloba
V0. Consequentemente, a integral no segundo termo é o decréscimo por unidade de
tempo da energia cinética devido à dissipação.

Se a integração é extendida por todo o volume do �uido, digamos V → ∞, a
integral de superfície se anula. Isto é devido ao fato de que se considera que o �uido
está em repouso no in�nito. A variação de energia cinética por unidade de tempo é

∂Ec

∂t
= −

∫
σ′ij

∂ui

∂xj

dV.

Porém, para �uidos incompressíveis, o tensor σ′ij é dado por (2.11), assim

σ′ij
∂ui

∂xj

= η
∂ui

∂xj

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
.

Esta última expressão pode ser escrita como
1

2
η

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

,
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e de�nindo
∂

∂t

∫
ρ ε dV =

∂Ec

∂t
,

onde ε é a taxa de dissipação de energia cinética por unidade de massa por
unidade de tempo e ν = η/ρ, obtemos

ε =
1

2
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

. (2.15)

2.3 Escoamento de �uidos viscosos

Acredita-se que a equação de Navier-Stokes (2.10) contém toda a infor-
mação sobre o escoamento de um �uido incompressível. Embora o problema físico
possa ser completamente revelado pela solução da equação de Navier-Stokes, dada
as condições iniciais, as condições de contorno e as demais equações de conservação,
há uma grande di�culdade devida à natureza matemática da equação de Navier-
Stokes. Stani�si¢ (1988) aponta as seguintes di�culdades encontradas na solução dos
sistemas de equações para �uidos viscosos:

• não-linearidade;

• acoplamento;

• o fato que estas equações não podem ser reagrupadas em grupos de equações
classi�cadas como hiperbólicas, parabólicas e elípticas;

• a geometria e condições de fronteira dinâmicas para as quais o sistema é sujeito.

A di�culdade matemática na solução do sistema de equações de �uidos não é o
único problema na mecânica de �uidos. Além dela há o problema físico de conhecer
as condições iniciais e os forçantes que controlam o movimento.

Embora consideramos o �uido um meio contínuo, no sentido de podermos
desprezar o caráter granular da matéria, as interações moleculares podem controlar a
estabilidade do escoamento de um �uido, pois uma pequena �utação de ν pode iniciar
o movimento turbulento. Estes forçantes de ordem molecular produzem um campo
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de força aleatório, cuja origem está nas colisões moleculares. Uma investigação
mais completa da troca de momentum entre os constituintes do �uido, seria dada
pela teoria cinética de gases, sendo desta forma necessária a solução da equação de
transporte de Boltzmann. Desta forma não estaríamos mais tratando de um meio
contínuo e sim de um sistema de muitos corpos. Um campo turbulento tratado como
um sistema de muitos corpos não poderia ser investigado pelo emprego da mecânica
estatística clássica, pois trata-se de um sistema longe do equilíbrio termodinâmico.

Esta é das razões porquê uma teoria de turbulência baseada em primeiros
princípios não foi formulada e as teorias existentes são essencialmentes teorias esta-
tísticas.

Como bem sabemos, pode-se distinguir entre dois tipos de escoamentos. Os
escoamentos laminares, que são suaves e determinísticos, e os escoamentos turbulen-
tos, que são abruptos e irregulares no tempo e espaço. A transição de escoamento
laminar para escoamento turbulento é considerado um dos problemas mais comple-
xos em mecânica dos �uidos. As teorias de transição de escoamento laminar para
turbulento são baseadas nas in�nitamente pequenas perturbações no escoamento.
Estas perturbuções teriam sua origem nas colisões intermoleculares, e, dependendo
da estabilidade do escoamento, seriam ampli�cadas ao passar do tempo e então o
escoamento tornar-se-ia turbulento.

Na tentativa de criterizar a transição para a turbulência, Osbourne Reynolds
(1895) de�niu uma relação entre os as forças inerciais e viscosas que atuam nos
�uidos. Esta razão, um parâmetro macroscópico seria o ponto crítico de transição
entre escoamentos laminares e turbulentos. Reynolds de�niu a razão entre os ter-
mos uj(∂ui/∂xj) e ν∇2ui. Esta razão unidimensional, hoje chamada número de
Reynolds, é de�nida como

Re =
uj(∂ui/∂xj)

ν∇2ui

. (2.16)

Entretanto, as forças inerciais são da ordem de U/L2 e as forças viscosas são da
ordem de νU/L2. Onde U é uma velocidade característica do escoamento e L é uma
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escala de comprimento característico. Assim, o número de Reynolds do escoamento
pode ser caracterizado por

Re =
UL

ν
. (2.17)

Em geral, considera-se que o número de Reynolds crítico está entre 2300 e
3000. Para números de Reynolds menores que o número de Reynolds crítico o
�uido é laminar, para números de Reynods mariores que o crítico o �uido torna-
se turbulento. Na natureza e em laboratório os escoamentos são em sua maioria
turbulentos. Em experimentos laboratoriais em túnel de vento Re ∼ 105 e na
camada limite atmosférica Re ∼ 107.

Lumley e Panofsky (1964, página 3) apontam algumas propriedades de um
campo turbulento que serão apresentadas aqui.

• Turbulência é observada ser rotacional e dissipativa, isto é, energia mecânica
é transformada em calor; Há movimentos aleatórios tridimensionais que são
aproximadamente irrotacionais e não dissipativos, tais como um corpo em um
�uido que sua superfície é perturbada por um vento turbulento, ou em um
�uido fora de uma camada limite. Mas estes não dissipam energia mecânica
em energia interna através de uma cascata de turbilhões de tamanho menor.
Esta cascata, �nalizando em dissipação, é limitada com não linearidade e tri-
dimensionalidade bem como rotacionalidade e é geralmente considerada como
um aspecto essencial da turbulência.

• Turbulência é tridimensional. A cascata de energia para turbilhões menores
e menores pode ser pensada como um reposicionamento de �vórtices estica-
dos" descritos pelos termos não lineares das equações de movimento, os quais
requerem que o movimento seja tridimensional e não linear.

• Turbulência é não linear. A transferência de energia ocorre de um tamanho de
turbilhão para um de outro tamanho e apenas acontece de maneira não linear.

• Turbulência é estocástica. Na prática, não importa com qual cuidado as condi-
ções de um experimento são reproduzidas, o campo de velocidades não poderá
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ser predito em detalhe. Embora não seja provado que as equações de movi-
mento possuam solução única para um dado conjunto de condições iniciais, a
unicidade do problema físico é semelhante; não obstante, a solução (no regime
instável) parece ser sensível à diminutas mudanças nas condições, de tal forma
que nunca teremos conhecimento destas minúcias para predizer a detalhada
estrutura do escoamento. Por esta razão, e também porque não queremos e
não necessitamos saber toda a informação nos detalhes do escoamento, nós
usamos a descrição estatística.

• Turbulência é difusiva. Um ponto marcado num �uido turbulento irá vaguear,
excursionando para longe de sua posição inicial, qualitativamente como o mo-
vimento de uma molécula em um gás. Este comportamento é responsável pelo
transportes de quantidades (massa, momentum e calor); de fato, tal transporte
é mais efetivo que o devido ao movimento molecular.

• Em turbulência, as escalas de tempo e comprimento do movimento turbulento
que servem para transportar propriedades são grandes, muitas vezes da mesma
ordem da escalas de tempo e comprimento caracterizando a distribuição das
propriedades sendo transportadas, e nunca muito maior.

• Turbulência é um fenômeno contínuo. Na maior parte dos escoamentos a dina-
micamente menor escala signi�cativa é muitas vezes maior do que as distâncias
intermoleculares ou dimensões intemoleculares.

É importante perceber que, mesmo que fosse possível obter uma solução com-
pleta de um escoamento turbulento, onde o campo de velocidades ui (x1x2, x3, t)

pudesse ser conhecido com exatidão em cada ponto do espaço e a cada instante de
tempo requerido, esse tipo de conhecimento seria inaplicável. Não teríamos como
lidar com essa informação detalhada, ou no sentido computacional, armazenar e
processar esta enorme quantidade de informação. Em outras palavras, devido aos
graus de liberdade envolvidos em um escomento turbulento serem muito grandes2 a

2Segundo Landau e Lifshitz (1965, pg. 123), o número de graus de liberdade em um escoamento
turbulento é proporcional a Re9/4.



31

−6

−4

−2

 0

 2

 4

 6

 8

 10

 12

 0  0.2  0.4  0.6  0.8  1

u
(
m
/
s
)

t(s)

Figura 2.1: Característica de uma variável turbulenta num túnel de vento com Re ≈ 105

onde a velocidade do vento foi medida à uma taxa de 3 kHz.

única possibilidade é o tratamento estatístico das quantidades de interesse.

2.4 O espectro de energia cinética turbulenta

Em escoamentos com elevado número de Reynolds, o campo de velocidade
ui(x1, x2, x3, t) possui uma intrincada variação espacial e temporal. Podemos obser-
var na �gura (2.1), que mesmo à uma taxa de amostragem alta (3000 Hz), não é
possível observar uma variação suave da velocidade com o tempo. O mesmo com-
portamento é esperado com respeito ao espaço.

Pode-se imaginar, entretanto, que uma variável turbulenta, como a da �gura
(2.1), é uma composição de um número muito grande de harmônicos. A estes harmô-
nicos chamamos de turbilhões. Seguindo esta idéia, um campo turbulento é com-
posto de uma superposição de um número muito grande de turbilhões de vários
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números de onda. Naturalmente surge a necessidade de conhecermos a distribui-
ção da energia cinética entre estes números de onda. Contudo uma derivação do
espectro de energia a partir da equação de Navier-Stokes não é conhecida. Assim,
a necessidade de uma formulação que não seja baseada em primeiros princípios é
requerida.

Richardson em 1922 postulou que os turbilhões são formados nas grandes esca-
las. Estes transferem sua energia para turbilhões menores que por sua vez transferem
para turbilhões menores ainda e assim por diante. Esta cascata de energia �naliza
nos menores turbilhões que transformam sua energia cinética em energia interna
através da dissipação viscosa.

Quando o número de Reynolds é muito grande, o escoamento é completamente
dominado pela turbulência e todos os graus de excitação possíveis dos turbilhões,
dos grandes aos menores possíveis, são alcançados. A turbulência que caracteriza
este escoamento é dita Turbulência Completamente Desenvolvida.

2.5 Camadas limite

Landau e Lifshitz (1959, p. 145) observam que em escoamentos com Re muito
elevados pode-se analogamente pensar que a viscosidade ν → 0, e consequente-
mente o �uido poderia ser considerado ideal (não viscoso) de forma que a equação
de Navier-Stokes recuperaria a forma da equação de Euler. Entretanto esta apro-
ximação não pode ser feita quando esta situação ocorre próxima à paredes sólidas.
As condições para um �uido ideal requerem que somente a componente normal da
velocidade se anule; a componente tangencial à superfície em geral se mantém �nita.
Para um �uido viscoso, entretanto, a velocidade na parede sólida deve se anular in-
teiramente. Disto pode-se concluir que, para Re elevado, o decrécimo da velocidade
para zero ocorre quase exclusivamente em uma �na camada junto à parede. Esta é
chamada camada limite e é caracterizada pela presença de consideráveis gradientes
de velocidade.



Capítulo 3

Teoria estatística da turbulência

3.1 Elementos da teoria estatística

De acordo com a teoria de probabilidades, uma variável aletatória, resultante
de uma experimentação sob condições de�nidas, pode assumir qualquer um de um
número de possíveis valores numéricos, os quais são impossíveis de se predizer (PAN-
CHEV, 1971).

Para compreender as leis estatísticas das quantidades aleatórias é necessário
conhecer a distribuição de probabilidades dos dados valores.

Considerando que um número real arbitrário ξ(t) é uma variável aleatória no
tempo, o evento ξ(t) < ξ de�ne a probabilidade P (ξ(t) < ξ) como

Fξdξ = Pr{ξ < ξ(t) < ξ + dξ},

onde Fξ é a função integral de distribuição de probabilidade da variável ξ. Para
um conjunto de n variáveis aleatórias, podemos de�nir

Fξ1 ... ξn dξ1 ... dξn = Pr {ξ1 < ξ1(t) < ξ1 + dξ1 , ... , ξn < ξn(t) < ξn + dξn}

Assim, uma função densidade de probabilidade n-dimensional pode ser de�nida
por

fn
ξ =

∂n

∂ξ1 ... ∂ξn

F ξ1 ... ξn .

33
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Quando a função distribuição de probabilidades é uma função, a exemplo, do
espaço quadri-dimensional (espaço-tempo), este processo de�ne um campo aleató-
rio e é conhecido como processo estocástico. Desta forma os momentos estatísticos
serão também dependentes do espaço quadri-dimensional (xi, t), onde xi são as co-
ordenadas generalizadas de�nidas em R3 . O momento estatístico de ordem p de um
campo escalar ξ 1 é então de�nido por

〈ξp(xi, t)〉 =

∫
dξ fξ(xi, t) ξp. (3.1)

Momentos com mais de uma variável também podem ser construídos. Aqui
de�nimos os tensores de correlação de segunda e terceira ordem, respectivamente

Ri,j =
〈
ηi η

′
j

〉
(3.2)

e
Rij,k = 〈 ηi ηj η′k 〉 , (3.3)

onde ηi representa um campo aleatório vetorial de�nido no espaço tridimensional no
ponto P (x1, x2, x3) e η′i no ponto P ′(x′1, x

′
2, x

′
3) com i, j, k = 1, 2, 3 .

Se a função densidade de probabilidade que de�ne o campo aleatório ηi for
independente do tempo, teremos um campo estatisticamente estacionário. Desta
forma Ri,j também será independente do tempo.

Se além de estatisticamente estacionária, a distribuição de probabilidades for
independente de translação no espaço, o campo aleatório será estatisticamente ho-
mogêneo. Assim, Ri,j não dependerá dos pontos P (x1, x2, x3) e P (x′1, x

′
2, x

′
3) , será

função somente do vetor que une os dois pontos.
Por �m, se além de estacionária e homogênea, a distribuição for invariante à

rotações e re�exão de coordenadas, este campo é dito isotrópico e será função apenas
de r =

√
(x′1 − x1)2 + (x′2 − x2)2 + (x′3 − x3)2.

1Também válido para campos vetoriais.
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3.2 Formulação geral do problema da descrição es-
tatística da turbulência

O escoamento de um �uido incompressível é completamente determinado
por um campo de velocidade solenoidal ui(x1, x2, x3, t). O problema da turbulência2

é reduzido desta forma em encontrar a distribuição de probabilidade F 6n(dω) no
espaço de fase Γ = {ω} do escoamento turbulento, onde {ω} são as 6n coordenadas
de posição e momentum de um conjunto de n moléculas que compõem o �uido. O
espaço de fase Γ de�ne todos possíveis campos de vetores solenoidais ui(x1, x2, x3, t)

que satisfazem as equações da mecânica de �uidos e as condições de contorno im-
postas nas fronteiras do escoamento.

Numa formulação mais simples, isto é, menos completa, somente os valores
intantâneos das entidades físicas são consideradas. Nesta aproximação, o problema
da turbulência consiste em encontrar a família de um parâmetro da distribuição
de probabilidade F 6n

t (dω̃) no espaço de fase Γt = ω̃, onde os pontos ω̃ são todos
os possíveis campos solenoidais ui(x1, x2, x3, t) que satisfazem as correspondentes
condições de contorno3.

A dependência no tempo da distribuições F 6n
t (dω̃) re�ete na evolução do

campo de velocidades de acordo com as equações da mecânica dos �uidos. De
fato, se escrevermos a solução destas equações simbolicamente como

ui(x1, x2, x3, t) = Tt ui(x1, x2, x3, 0),

onde Tt é um operador não linear correspondente, para qualquer grandeza A do
espaço de fase Γt, a igualdade

F 6n
t (A) = F 6n

0 (T−tA)

é assegurada, onde T−tA pertencendo à Γ0 é o conjunto de todos os campos de velo-
cidades iniciais ui(x1, x2, x3, 0), os quais sob ação do operador Tt são transformados

2Formulação apresentada por Monin e Yaglom, 1975, pg. 7
3Estas condições podem ser dependentes do tempo, e como resultado, se usa o subescrito t na

notação para o espaço de fase.
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em ui(x1, x2, x3, t). Consequentemente, vemos que a família de de probabilidades
F 6n

t (ω̃) é de�nida em princípio unicamente pela distribuição inicial F 6n
0 (ω̃). E como

resultado, na formulação em discussão, o problema da turbulência é um problema da
evolução da medida da probabilidade em um espaço funcional com dadas condições
iniciais.

3.3 Teorema ergódico

A teoria estatística nos remete ao senso de médias probabilísticas, ou seja,
supõe-se que a distribuição de densidade de probalidade de uma variável é conhe-
cida. Porém, na física estatística, um valor estatístico de uma variável é obtido
após a determinação de uma média sobre ensemble. Este procedimento requer a
realização de um número muito grande de experimentos com condições iniciais ma-
croscópicas idênticas, então a média é obtida pela média de todos os experimentos.
No limite do número de experimentos tendendo ao in�nito, a média de ensemble
converge para a média no senso estatístico da teoria de probabilidades. Em outras
palavras, o conhecimento da distribuição de densidade de probabilidade é equiva-
lente à realização de um número in�nito de experimentos. No entanto, na grande
maioria das vezes, o controle minuncioso das condições iniciais de um experimento
torna este procedimento inviável, enquanto as médias possíveis de serem realizadas
em laboratório são temporais e espaciais. Neste contexto, é formulada e hipótese
ergódica.

Consideremos uma função escalar aleatória dependente do tempo ξ(t). Se
realizarmos a média de ξ(t) durante um tempo �nito, então o ensemble da variância
desta média sobre a média de ensemble de ξ(t) deve tender a zero à medida que
o tempo de medida cresce. Formalmente isto pode ser expressado como (LUMLEY;

PANOFSKY, 1964)

σ2
ξ =

〈[
1

T

∫ T

0

ξ(t + t′)dt′ − 〈ξ(t)〉
]2

〉
. (3.4)

Esta expressão pode ser expandida e reescrita usando a propriedade de comutação
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da integral e da média de ensemble e a propriedade da correlação ser uma função
par:

σ2
ξ =

2 〈ξ′2〉
T

∫ T

0

(
1− t

T
ρ(t) dt

)
→ 0, com T →∞, (3.5)

onde R ξ,ξ(t) = 〈ξ′2〉 ρ(t) = 〈ξ(t)ξ(t + t′)〉 e 〈ξ′2〉 é a variância de ξ sobre a média de
ensemble.

Assumindo que ξ(t) possui uma escala integral �nita, isto é
∫ ∞

0

ρ(t) dt = Tξ, (3.6)

então a equação (3.5) pode ser escrita como

σ2
ξ =

2 〈ξ′2〉Tξ

T
→ 0, com T →∞. (3.7)

Esta última relação mostra que à medida que o tempo de média T cresce, a
variância em torno da média sobre ensemble da variável diminui. Isto signi�ca que,
desde que T seja su�cientemente longo, pode-se usar médias temporais (ou espaciais)
em substituição à médias sobre um ensemble estatístico.

Em algumas situações pode-se desejar T grande, entretanto para tempos muito
longos o sistema em questão pode não ser mais estacionário, o que invalida o teorema
ergódico. Nestes casos deve se tomar cuidado na escolha de um tempo de média T

que seja su�cientemente longo para que haja convergência estatística e que durante
este tempo o sistema ainda possa ser considerado estacionário.

3.4 Hipótese de Taylor

Nas seções anteriores postulou-se a formulação do problema estatístico da tur-
bulência como uma evolução a partir de uma dada condição inicial e as condições
nas quais as medidas temporais de grandezas traduzem as medidas no senso esta-
tístico do ensemble. Do ponto de vista teórico há um grande interesse de como as
grandezas estatísticas variam no espaço em um dado instante de tempo. Porém me-
didas espaciais são extremamente difíceis de serem realizadas, mas de acordo com a
hipótese ergódica, as médias realizadas no tempo e no espaço devem convergir nos
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requerimentos da validade da hipótese. Assim, medidas temporais em um ponto
�xo no espaço poderiam ser convertidas em medidas espaciais num instante �xo de
tempo em escoamento estacionário. Contudo esta igualdade não é assegurada devido
ao fato da turbulência decair à medida que os turbilhões são arrastados pelo vento
médio. Deste fato surge a necessidade de uma hipótese na qual essa transformação
de coordenadas seja pelo menos aproximadamente válida. Esta é conhecida como
hipótese de turbulência congelada de Taylor.

Taylor postulou que se a velocidade média do vento U for su�cientemente
grande, então as propriedades estatísticas da turbulência não terão tempo de mudar
a medida que os turbilhões passam por um sensor. Em outras palavras, o tempo
de vida do turbilhão dever ser maior do que o tempo que ele leva para passar pelo
sensor.

A forma usual que esta hipótese é formulada (LUMLEY; PANOFSKY, 1964) é
que, se ui(x1, x2, x3, t) é o campo de velocidade turbulenta movendo-se ao longo da
direção de U , então ui(x1 − Ut, x2, x3, t) é o sinal medido em um ponto �xo, então

〈(
∂u1

∂t

)2
〉

= U2

〈(
∂u1

∂x1

)2
〉

. (3.8)

Em geral, assume-se que a desigualdade
σu

U
< 0, 5.

é uma condição satisfatória pela condição imposta pela hipótese de Taylor para
estatísticas de pequena escala, onde σu é a variância de u1 e σu/U é a chamada
intensidade da turbulência. Entretanto, Wyngaard e Cli�ord (1977 apud Muschinski
et al., 2004) observam que a hipótese de Taylor pode levar à erros consideráveis em
〈(∂u1/∂x1)

2〉 superestimando a taxa de dissipação 〈ε〉 = 15ν 〈(∂u1/∂x1)
2〉 por um

fator de 15 〈u2
1〉 /U2.

3.5 Turbulência estatística no senso de Taylor

A idéia mais simpli�cada de turbulência é a de uma turbulência completamente
homogênea, isotrópica e estacionária. Tal tipo de escoamento é incomum mesmo em
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laboratório, entretanto esta idealização trouxe grandes avanços na compreensão de
escoamentos turbulentos. As propriedades de um campo turbulento estatisticamente
homogêneo e isotrópico foram primeiramente obtidas por Taylor (1935). Primeira-
mente vamos aplicar estas propriedades na equação (2.15) que descreve a dissipação
da energia cinética que será reescrita aqui

ε =
1

2
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

. (3.9)

Assumindo isotropia, alguns termos podem ser agrupados. Então a expressão toma
a seguinte forma

ε = 6ν

[(
∂u1

∂x1

)2

+

(
∂u1

∂x2

)2

+

(
∂u2

∂x1

∂u1

∂x2

)]
. (3.10)

Pela equação da continuidade pode-se veri�car que
(

∂u1

∂x1

)2

+

(
∂u2

∂x2

)2

+

(
∂u3

∂x3

)2

= −2

(
∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

+
∂u2

∂x2

∂u3

∂x3

+
∂u3

∂x3

∂u1

∂x1

)
,

pela hipótese de isotropia estatística resulta que
〈(

∂u1

∂x1

)2
〉

= −2

〈
∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

〉
(3.11)

e também 〈
∂u1

∂x1

∂u2

∂x2

〉
√〈(

∂u1

∂x1

)2
〉√〈(

∂u2

∂x2

)2
〉 = −1

2
. (3.12)

Em outras palavras, esta última expressão de�ne um coe�ciente de correlação en-
tre ∂u1/∂x1 e ∂u2/∂x2 igual a −1/2. Taylor mostrou que, para uma turbulência
isotrópica, (

∂u1

∂x1

)2

= − ∂u2

∂x1

∂u1

∂x2

e (
∂u1

∂x1

)2

=
1

2

(
∂u1

∂x2

)2

. (3.13)

Portanto, para uma turbulência estatisticamente isotrópica, a taxa de dissipação de
energia cinética turbulenta por unidade de massa por unidade de tempo pode ser
escrita como
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Figura 3.1: Representação de correlação de velocidade longitudinal R r,r(r) = 〈u1u
′
1〉 e

transversal R t,t(r) = 〈u2u
′
2〉 entre dois pontos separados por uma distância r.

ε = 15 ν

(
∂u1

∂x1

)2

. (3.14)

Outra consequência dessa formulação estatística pode ser analisada a partir da
função de correlação espacial transversal entre dois pontos separados por r alinhados
na direção de x1 (ver �gura (3.1))

R t,t(r) = 〈u2u
′
2〉 .

Devido ao fato de R t,t ser uma função par de r = x2, podemos expandir para x2

pequeno da seguinte forma

R t,t(r) =
〈
u2

〉
(

1− 1

2!

〈(
∂u1

∂x2

)2
〉

x2
2

〈u2〉 + ...

)

A curvatura da curva R t,t em x2 = 0 é portanto a medida de 〈(∂u1/∂x2)
2〉 . Assim,

〈(
∂u1

∂x2

)2
〉

= 2
〈
u2

〉
lim

x2→0

(
1−R t,t

x2
2

)
≡ 2 〈u2〉

λ2
,

e com σ2
u = 〈u2〉 e a relação (3.13) resulta

λ =

[
σ2

u/

〈(
∂u1

∂x1

)2
〉]1/2

, (3.15)
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onde λ de�ne uma escala de comprimento onde os efeitos da dissipação come-
çam a se tornar importantes e é conhecida como a micro escala de Taylor.

3.6 A equação de von Kármán-Howarth

Dentro do conceito da teoria estatística de turbulência homogênea e isotrópica,
apresenta-se uma equação fundamental da propagação da correlação que foi derivada
por Theodore von Kármán e Leslie Howarth em 1938. Primeiramente imagina-se um
campo turbulento homogêneo e isotrópico, cuja velocidade média U por simpli�cação
considera-se nula. Este tipo de escoamento é incomum em situações práticas, porém
no sentido teórico é mportante pois representa uma condição onde a turbulência
decaindo livremente4.

Os valores �utuantes, isto é, os valores subtraídos dos valores médios da equa-
ção de Navier-Stokes, em um ponto P (x1, x2, x3) pode ser escrito como

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

= −1

ρ

∂p

∂xi

+ ν∇2ui (3.16)

para i, j = 1, 2, 3, onde ∇2 é o operador laplaciano com respeiro às coordenadas
x1, x2, x3. Multiplicando a componente k da velocidade u′k do ponto P ′(x′1, x

′
2, x

′
3)

por (3.16) resulta

u′k
∂ui

∂t
+ u′kuj

∂ui

∂xj

= −u′k
ρ

∂p

∂xi

+ νu′k∇′2ui. (3.17)

Nesta derivação estamos considerando que a reta que une os pontos P e P ′

está no eixo x1. A hipótese de incompressibilidade do �uido implica em

u′kuj
∂ui

∂xj

=
∂

∂xj

(uiuju
′
k) .

De�nindo o vetor ri = x′i − xi e aplicando o operador média, resulta a seguinte
relação

∂

∂xj

〈uiuju
′
k〉 = − ∂

∂rj

〈uiuju
′
k〉 . (3.18)

4Considera-se uma tubulência bem desenvolvida onde o termo fi que introduz energia cinética
nos grandes turbilhões foi �desligado�.
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Além disso,
−u′k

ρ

∂p

∂x′j
=

1

ρ

∂

∂xi

(pu′k) .

Quando aplica-se a média, o termo ∂ 〈pu′k〉 /∂xi se anula 5 então −(u′k/ρ)(∂p/∂xi)

também. Como ∇2 = −∇2
r, onde ∇2

r = ∂2/∂r2
1 + ∂2/∂r2

2 + ∂2/∂r2
3, obtém-se as

seguintes relações:
〈

u′k
∂ui

∂t

〉
− ∂

∂rj

〈uiuju
′
k〉 = ν∇2 〈uiu

′
k〉 (3.19)

e 〈
ui

∂u′k
∂t

〉
− ∂

∂rj

〈
uiu

′
ju
′
k

〉
= ν∇2

r 〈uiu
′
k〉 . (3.20)

O tensor 〈uiuju
′
k〉 é um tensor de terceira ordem é uma função ímpar das variáveis

r1, r2 e r3. Assim,
〈uiuju

′
k〉 = −〈u′iujuk〉 = −〈u′iujuk〉 (3.21)

Substituindo a equação (3.21) em (3.20), resulta
〈

ui
∂u′k
∂t

〉
− ∂

∂rj

〈uiu
′
ku
′
i〉 = ν∇2

r 〈uiu
′
k〉 . (3.22)

agora somando as equações (3.19) e (3.22) temos
∂

∂t
R i,k − ∂

∂rj

(R ij,k −R kj,i) = 2ν∇2
rR i,k. (3.23)

De acordo com as propriedades de turbulência homogênea e isotrópica, as
quantidades 〈uiuju

′
k〉 pertencem a um dos seguintes seis grupos 〈u2

1u
′
1〉, 〈u2

1u
′
k〉,

〈u1uiu
′
1〉, 〈u1uju

′
k〉, 〈uiuju

′
1〉 e 〈uiuju

′
k〉, onde i, j e k podem ser igual a 2 ou 3.

Devido à isotropia 〈u1u
′
l〉 = 0, 〈u1uiu

′
1〉 = 0, e 〈uiujuk〉 = 0 porque pela re�e-

xão de pelo menos um dos eixos x1 ou x2 estas expressões mudam de sinal. Além
disso, 〈u1uju

′
k〉 e 〈uiuku

′
1〉 se anulam pela mesma razão a menos que j = k ou

i = j. Desta forma somente os seguintes valores médios restam como possivel-
mente diferentes de zero: 〈u2

1u
′
1〉, 〈u1u2u

′
2〉, 〈u1u3u

′
3〉, 〈u2

2u
′
1〉 e 〈u2

3u
′
1〉. Pela isotro-

pia, 〈u1u2u
′
2〉 = 〈u1u3u

′
3〉 e 〈u2u

′
1〉 = 〈u3u

′
1〉. Por �m, três quantidades indepen-

dentes permanecem diferente de zero; podemos agora de�nir 〈u2
1u
′
1〉 = 〈u2〉3/2

k(r),
5Pois, transformando este termo em coordenadas polares: (∂/∂r)[r2sen(θ)s(r)] = 0, logo

(d/dr)s(r) + 2s(r)/r = 0. Como s(r) é inde�nido na origem, a solução apropriada é s(r) = 0,
assim 〈pu′k〉 = 〈p′ukj〉 = 0 para todo k.
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〈u1u2u
′
2〉 = 〈u1u3u

′
3〉 = 〈u2〉3/2

q(r) e 〈u2
2u
′
1〉 = 〈u2

3u1〉 = 〈u2〉3/2
h(r). Desenvolvendo

u′1 em uma série de potências da variável r1 = x′1 − x1 = r, têm-se

〈
u2

1u
′
1

〉
=

〈
u3

1

〉
+

〈
u2

1

∂u1

∂r1

〉
r1 +

1

2

〈
u2

1

∂u1

∂r2
1

〉
r2
1 + ... . (3.24)

Na re�exão do eixo r1, devido a 〈u2
1u
′
1〉 ser uma função ímpar de r1, o sinal muda,

portanto pela condição de isotropia os termos de ordem par da expansão devem se
anular. Além do mais, o termo

〈
u2

1

∂u1

∂r1

〉
=

1

3

∂

∂r1

〈
u3

1

〉

também se anula. Então o primeiro termo da expansão (3.24) começa com

1

3!

〈
u2

1

∂3u1

∂r3
1

〉
r3
1,

desta forma, com r ≡ r1

k(r) =
1

3!

∂3k(r)

∂r3
r3 +

1

5!

∂5k(r)

∂r5
r5 + ... .

T. von Kármán e L. Howarth mostraram que uma forma geral para o tensor de
correlação de terceira ordem é

R ij,k =
〈
u2

〉3/2
{

rirjrk
(k − h− 2q)

r3
+ δijrk

h

r
+ δikrj

q

r
+ δjkri

q

r

}
, (3.25)

com
k = −2h,

e
q = −h− r

2

dh

dr
.

De�nindo as correlações longitudinais R r,r = 〈u1u
′
1〉 e R rr,r = 〈u1u1u

′
1〉, ou

seja, considerando que os pontos P (x1, x2, x3) e P ′(x′1, x
′
2, x

′
3) situam-se no eixo x1,

pode-se �nalmente escrever a equação fundamental para a propagação da correlação
R r,r, conhecida como a equação de von Kárman-Howarth como

∂R r,r

∂t
−

(
∂R rr,r

∂r
+

4

r
R rr,r

)
= 2ν

(
∂2R r,r

∂r2
+

4

r

∂R r,r

∂r

)
. (3.26)



Capítulo 4

A teoria de turbulência de
Kolmogorov

4.1 Hipóteses da estrutura local da turbulência

Considerando um escoamento turbulento, é natural assumir que as componen-
tes de ui = ui(x1, x2, x3, t) em cada parte do domínio D do espaço quadri-dimensional
(x1, x2, x3, t) são variáveis aleatórias no senso da teoria de probabilidades.

De�ne-se então
ri = x′i − xi − ui τ

e
δui(r, θ, φ) = u′i − ui,

onde xi = (x1, x2, x3), x′i = (x′1, x
′
2, x

′
3), τ = t − t0 e u′i = u′i(x

′
1, x

′
2, x

′
3). Onde uma

lei de distribuição de probabilidades F n 3n-dimensional para δui pode ser de�nida
para n pontos contidos no domínio D.

• De�nição 1: A turbulência é chamada localmente homogênea no domínio
D, se para cada ponto �xo, ri e τ a lei de distribuição de probabilidades F n é
independente de xi, t0 e ui assim como todos os pontos situados no domínio
D.

• De�nição 2: A turbulência é chamada localmente isotrópica se ela é homo-
gênea e se, além disso, a lei de distribuição da De�nição 1 é invariante com
respeito à rotações e re�exões dos x1,x2 e x3.
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Kolmogorov (1941a) observa que em comparação com o conceito de turbu-
lência isotrópica introduzido por Taylor, esta de�nição é mais fraca no sentido que
demanda a independência da lei de distribuição com t0, isto é, estacionariedade no
tempo, porém é mais ampla no sentido que as restrições são impostas nas diferenças
de velocidade δui e não propriamente em ui.

A hipótese de turbulência isotrópica no senso de Taylor é experimentalmente
con�rmada em turbulência de grade. Porém na maioria dos casos de interesse esta
hipótese não leva à conclusões verdadeiras. Entretanto, para um domínio D su�-
cientemente pequeno a turbulência pode ser considerada isotrópica. Contudo, D
pode ser tão pequeno que pode não existir turbulência dentro deste domínio. Neste
contexto, o número de Reynolds Re deve ser su�cientemente grande (Re → ∞), e
além disso, o domínio D deve estar longe das fronteiras do escoamento e de outra
similaridades.

Kolmogorov introduziu as seguintes hipóteses para a sua teoria:

• A primeira hipótese de similaridade: Para uma turbulência localmente
isotrópica as distribuições F n são unicamente determinadas pelas quantidades
ν e 〈ε〉.

Com está hipótese pode-se de�nir uma escala de dissipação na qual os efeitos dis-
sipativos tornam-se importantes. Assim a microescala de Kolmogorov é de�nida
como

η ≡
(

ν

〈ε〉
)1/4

. (4.1)

• A segunda hipótese de similaridade: Se o módulo do vetor ri é grande
em comparação a η, então a lei de distribuição F n é unicamente determinada
por 〈ε〉 e não depende de ν.
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4.2 As leis de Kolmogorov

Funções estrutura de velocidade de segunda e terceira ordem são de�nidas,
respectivamente, como

G ij = 〈 δui δuj 〉

e
G ijk = 〈 δui δuj δuk 〉 .

Através do emprego de funções estrutura e com 〈ε〉 = −3
2

d
dt

R r,r(r = 0, t), pode-se
escrever uma equação análoga a de von Kármán-Howarth como

4 〈ε〉+

(
dG rrr

dr
+

4

r
G rrr

)
= 6ν

(
d2 G rr

dr2
+

4

r

dG rr

dr

)
, (4.2)

onde Grr(r) = 〈 [δu1(r, 0, 0)]2 〉 = 2[R rr(0)) − Rrr(r)] e G rrr(r) = 〈 [δu1(r, 0, 0)]3 〉.
Esta equação pode ser reescrita na seguinte forma

(
d

dr
+

4

r

) (
6ν

dG rr

dr
−G rrr

)
= 4 〈ε〉 . (4.3)

Kolmogorov mostrou que1, em virtude de (d/dr)G rr(0) = 0 e G rrr(0) = 0, a equação
anterior toma a forma

6ν
dG rr

dr
−G rrr =

4

5
〈ε〉 r. (4.4)

As duas hipóteses de similariedade dividem o domínio em três regiões, ver
�gura (4.1). A primeira é conhecida como intervalo de dissipação e é de�nido para
r ¿ η, onde a partir da equação (4.4) obtém-se a seguinte lei

GR
2 (r) ≡ G rr(r) =

1

15ν
〈ε〉 r2. (4.5)

Para η ¿ r ¿ L, onde L é uma escala integral de comprimento, o intervalo é
conhecido como sub-intervalo inercial. Dentro deste intervalo, a partir da equação
(4.4) negligenciando o primeiro termo do lado esquerdo devido a ν ser pequeno2, é
válida a seguinte lei, conhecida como a lei dos �4/5�,

GR
3 (r) ≡ G rrr(r) = −4

5
〈ε〉 r. (4.6)

1Esta derivação não é trivial.
2Para o ar em condições normais ν ≈ 1, 42 · 10−5 (m2 s−1).
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I II III

   η L

    G         2

        R
  (r)

r

Figura 4.1: Grá�co log-log da função estrutura GR
2 (r) segundo Kolmogorov. A região

I caracteriza o intervalo de dissipação onde as quantidades estatísticas dependem de 〈ε〉
e ν com r ¿ η, onde GR

2 (r) ∝ r2. A região II é conhecida como sub-intervalo inercial
onde a quantidades estatísticas são apenas dependentes de 〈ε〉 e encontra-se no intervalo
η ¿ r ¿ L e GR

2 (r) ∝ r2/3. A região III carcateriza os grandes turbilhões, com tamanho
da ordem ou maior a L.

Kolmogorov supôs que o momento de assimetria S das diferenças de velocidade,
de�nida por

S =
GR

3

(GR
2 )3/2

, (4.7)

se mantém constante no sub-intervalo inercial3. Assim, como consequência para
η ¿ r ¿ L, obtém-se a lei conhecida como a lei dos �2/3� de�nida por

GR
2 (r) = Ck 〈ε〉2/3 r2/3, (4.8)

onde Ck = (−4/5S)2/3 é uma constante universal.
Uma forma geral dos tensores isotrópicos de segunda ordem é dada por (LAN-

3Essecialmente essa é uma hipótese baseada na auto-similaridade do campo de velocidades.
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DAU; LIFSHITZ, 1959; PANCHEV, 1971)

Gij = (G rr −Gtt) cos θi cos θj + δijGtt, (4.9)

onde cos θi = ri/r, δij é a delta de Dirac e GT
2 ≡ Gtt = 〈 [δu2(r, 0, 0)]2 〉. Diferenciando-

se G ij em relação à r e usando a propriedade de escoamento incompressível, obtém-se
a seguinte relação entre G rr e G tt:

GT
2 =

1

2r

d

dr

(
r2GR

2

)
. (4.10)

As equações (4.10) e (4.8) nos dão a seguinte relação para um turbulência
localmente isotrópica

GT
2 (r) =

4

3
Ck 〈ε〉2/3 r2/3, (4.11)

ou seja, esta equação de�ne a seguinte propriedade de isotropia entre as com-
ponentes longitudinais de transversais de Gij:

GT
2

GR
2

=
4

3
. (4.12)

A equação (4.8), através do teorema de Wiener-Kintchine, pode ser escrita
no espaço dos números de onda k. Assim pode-se expressar o espectro de energia
unidimensional com a famosa forma válida para o sub-intervalo inercial, conhecida
como a lei dos �5/3� de Kolmogorov-Obukhov

E 11(k) = C ′
k 〈ε〉2/3 k−5/3, (4.13)

onde C ′
k = Ck/4, 02.

4.3 A objeção de Landau à universalidade de Kol-
mogorov

Landau fez uma objeção à aplicabilidade da lei dos �2/3� de Kolmogorov a
qualquer tipo de escoamento turbulento com η ¿ r ¿ L. Segundo Landau, os
valores intantâneos de δuiδuj podem em princípio ser expressos como uma função
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universal da taxa de dissipação ε no instante considerado. Quando se aplica a média
nestas expressões4, entretanto, uma importante parte será jogada pela lei de variação
de ε sobre distâncias da ordem dos grandes turbilhões (∼ L), e esta lei é diferente
para diferentes tipos de escoamentos. O resultado do processo de média portanto
não pode ser universal (Landau e Lifshitz, 1959). Em outras palavras, segundo esta
objeção, a constante de Kolmogorov Ck deveria ser uma constante não-universal
dependente do tipo de escoamento.

4.4 Re�namento das hipóteses da estrutura local de
turbulência

Em 1962, no encontro de Marseille sobre turbulência, foram apresentandas as
primeiras medidas convincentes que mostraram o espectro de energia com a depen-
dência de k−5/3 previsto por Kolmogorov em 1941. No mesmo encontro (Mo�att,
2002) Kolmogorov reconhece que Landau havia lhe apontado um defeito em sua te-
oria. Sempre que um valor local de ε for maior do que a média, neste local a cascata
de energia será mais vigorosa, e consequentemente, uma crescente distribuição inter-
mitente de ε (x1, x2, x3, t) é esperada. Sugerindo uma distribuição de probabilidades
log-normal5 para ε, da forma

σ2
ln〈εr〉 = A + µ′ ln

L

r
, (4.14)

onde A seria uma constante que dependeria da macroestrutura do escoamento e µ′

seria uma constante universal (MUSCHINSKI; FREHLICH; BALSLEY, 2004; FRISCH,
1995), com 〈εr〉 sendo a taxa de dissipação média dentro de uma esfera de raio r

centrado em xi ≡ (x1, x2, x3) de�nido por (FRISCH, 1995)

〈εr(xi)〉 =
1

(4/3)πr3

∫

|x′i−xi|<r

d3x′i
1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

. (4.15)

4Kolmogorov referia-se à médias no senso estatístico da teoria de probabilidades. Na prática,
porém, aplica-se médias temporais com tempos su�cientemente longos e então se faz uma transfor-
mação galileana convertendo as medidas temporais em espaciais, para isso, se supõe que o teorema
ergódico seja aplicável e utiliza-se a hipótese de turbulência congelada de Taylor.

5Sugestão atribuída à Obukhov.
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Esta é conhecida como a terceira hipótese de similaridade, mas também é
conhecida como teoria log-normal de intermitência ou K62. Kolmogorov mostrou
que o expoente 2/3 poderia ser levemente alterado e as quantidades estatísticas de
ordem mais elevadas deveriam ser mais fortemente afetadas por esta intermitência
(MOFFATT, 2002). Seguindo estas hipóteses, Kolmogorov reformulou a lei dos �2/3�
6 como

GR
2 (r) = Ck 〈ε〉2/3 r2/3

( r

L

)µ

, (4.16)

onde µ = µ′/9 (STANI�SI�, 1988, pg. 356) e L é uma escala de comprimento
geralmente assumida ser a escala integral de comprimento, embora outros autores
de�nem L como sendo o diâmetro dos maiores turbilhões que ainda pertencem ao
sub-intervalo inercial (MUSCHINSKI; FREHLICH; BALSLEY, 2004).

De acordo com a invariância de escalas de K417, uma função estrutura de
ordem p deveria ser expressa por

Gp(r) = Cp 〈ε〉p/3 rp/3 ∝ rζp . (4.17)

Os valores obtidos experimentalmente para ζp não conferem a igualdade ζp =

p/3, sobretudo para p > 3. O modelo log-normal prevê os expontes de escala das
funções estrutura de ordem p de acordo com

ζp =
p

3
− 1

2
µ p (p− 3), (4.18)

onde µ seria o parâmetro ajustável do modelo log-normal (WATER; HERWEIJER,
1999). Em particular, há um interesse especial para o expoente de sexta ordem ζ6,
pois está relacionado com o exponte de intermitência da equação (4.16) por

µ =
1

9
(2− ζ6). (4.19)

Alternativamente á teoria K62, surgiram nas últimas décadas teorias fractais
e multifractais para explicar as anomalias de ζp com K41 à luz da falta de auto-
similaridade do campo de velocidades.

6A lei dos �5/3� para o espectro de energia se altera de maneira similar.
7Ver a forma das equações (4.6) e (4.8).
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En�m, a objeção de Landau introduziu um ingrediente novo às teorias de
turbulência, a chamada intermitência. A qual será discutida com mais detalhes no
capítulo que segue.



Capítulo 5

Fenomenologia de intermitência

O fator intermitência é o divisor de águas entre a teoria clássica K41 e as
teorias dos últimos 44 anos. Neste capítulo serão abordadas de�nições, implicações
e algumas questões ainda não esclarecidadas sobre este tema.

5.1 Intermitência

O termo intermitência é empregado em várias situações, seu signi�cado pode
ser diferente dependendo do emprego ou mesmo da de�nição do autor. De um modo
geral, entende-se função intermitente como uma função caracterizada por pulsações
aleatórias de diferentes amplitudes como as da �gura (5.1). Abordaremos aqui duas
das principais de�nições de intermitência.

Na camada limite atmosférica, supõe-se que as estimativas dos momentos es-
tatísticos de ordem mais baixa da turbulência são estatisticamentes estáveis se o
comprimento das séries temporais é algo em torno de 15 minutos ou mais. Isto é
devido à separação entre grandes e pequenas escalas (mesoescala e escala micro-
meteorológica) ser razoavelmente clara (MUSCHINSKI; FREHLICH; BALSLEY, 2004).
Neste contexto denomina-se intermitência os eventos esporádicos de criação e morte
da turbulência em pequenas regiões na baixa atmosfera1. Estes fenômenos possuem
tempo de vida curto, em geral poucos minutos e são comumente observados durante

1Alguns autores incluem ainda nesta de�nição efeitos de escalas maiores, porém aqui não esta-
mos considerando fenômenos como variabilidade da mesoescala, ondas de gravidade e perturbações
de escala sinótica devido a suposição de que a separação entre estas escalas é bem de�nida.
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f
(
x
)

x

Figura 5.1: Exemplo de uma função intermitente.

noites de céu claro e pouco vento onde há grande perda de calor da superfície para
a atmosfera. Devido à forte estabilidade, a porção inferior da camada desacopla
dos níveis superiores permitindo o surgimento de jatos de baixos níveis. Estes ja-
tos atuam como forçantes, criando cisalhamento e gerando turbulência em regiões
isoladas. Nestas regiões ocorre um grande transporte momentâneo de quantida-
des escalares e vetoriais pela turbulência até que a estabilidade se estabeleça e a
turbulência seja suprimida.

Por esta razão, este fenômeno em micromeorologia também é denominado in-
termitência global. Pelo caráter aleatório, a intermitência global traz uma grande
complicação na questão do balanço dos �uxos turbulentos noturnos na camada li-
mite atmosférica. Por ser um fenômeno com escala de vida curta, é necessário que se
trabalhe com janelas temporais mais curtas, de modo que a contribuição dos signi�-
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cativos efeitos intermitentes no transporte das quantidades não seja suprimida pela
estatística das longas séries temporais. Porém, este tipo de tratamento em relação
à escolha da escala de tempo pode trazer outro problema, a não convergência dos
momentos estatísticos. Por esta razão, intermitência é um foco de interesse na área
da micrometeorologia.

No estudo de Turbulência Completamente Desenvolvida (TCD) o termo inter-
mitência é geralmente referido à taxa de dissipação de energia cinética turbulenta
ε ser aleatória no tempo e espaço. Segundo (PRASKOVSKY; ONCLEY, 1994), de-
pois da publicação da hipótese re�nada de similaridade (apresentada na seção 4.4),
intermitência tornou-se o problema central em TCD. Dentro deste conceito, a inter-
mitência é divida em três intervalos característicos em relação à r: Intermitência de
grande escala para r ∼ L, intermitência do sub-intervalo inercial para η ¿ r ¿ L e
intermitência do intervalo de dissipação para r < η.

Ainda não é claro quais são os efeitos da intermitência de grande escala2 nas
estatísticas do sub-intervalo inercial e no intervalo de dissipação. Segundo Frisch
(1995 pgs. 125 e 127), intermitência no intervalo de dissipação não implica na
violação da K413 e há pouca dúvida sobre a existência de intermitência nessa escala;
enquanto uma questão mais intrigante dia respeito à existência de intermitência
no sub-intervalo inercial (VAINSHTEIN; SREENIVASAN, 1994; FRISCH, 1995), a qual
invalidaria K41. Segundo (SREENIVASAN; ANTONIA, 1997), o apoio à validade de
K624 é forte, todavia esta hipótese pode ser questionada.5

2A objeção de Landau publicada em (LANDAU; LIFSHITZ, 1959) é em relação a esta intermitência
onde r possui escalas comparáveis a L.

3A teoria clássica de Kolmogorov (1941a, b, e c) apresentada nas seções (4.1) e (4.2).
4A teoria log-normal de 1962 proposta para a intermitência do sub-intervalo inercial.
5Adaptado a partir do original � (...) the support for Re�ned Similarity Hypothesis is strong

but not unequivocal.�
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5.2 Fenômenos atribuídos à intermitência em tur-
bulência completamente desenvolvida

Como uma implicação direta da existência de intermitência no sub-intervalo
inercial, a constante universal µ da equação (4.16) deve ser diferente de zero. Outra
consequência seria a existência de uma função de correlação para valores intantâneos
de ε 6 (PRASKOVSKY; ONCLEY, 1994), de�nido por

R ε,ε(r) = 〈ε(x1)ε(x1 + r)〉 ∝ r−β, (5.1)

onde β é o chamado expoente de intermitência. Contudo, as evidências fenomenoló-
gicas não são conclusivas. Os valores encontrados experimentalmente para β variam
de 0, 20 a 0, 50 e os encontrados para µ variam de 0, 00 até 0, 08.

A anomalia de escala dos expoentes das funções estrutura é também um fenô-
meno atribuído à intermitência do sub-intervalo inercial. A escalas não-triviais
das funções estrutura são o argumento mais forte em favor da intermitência no
sub-intervalo inercial (VAINSHTEIN; SREENIVASAN, 1994), a possibilidade de escalas
universais é um dos aspectos mais excitantes da turbulência (WATER; HERWEIJER,
1999).

Há uma busca incessante na determinação do coe�ciente µ, o qual regularia
o modelo log-normal de K62. Porém há um grande desacordo nos valores encon-
trados para ζp à medida que p cresce. Os modelos fractais e multifractais propõem
fórmulas alternativas à equação (4.18). Em geral parecem conduzir a resultados que
concordam melhor aos observados experimentalmente.

Deve se observar, entretanto, que a precisão das medida de momentos esta-
tísticos de ordem elevadas é delicada. Para tal é necessário tempos de amostragem
muito longos. Devido ao requerimento da hipótese ergódica, o tempo necessário para
a convergência dos momentos estatísticos aumenta drasticamente à medida que se
aumenta a ordem do momento estatístico. Além disso, é claro, é fundamental que os
escoamentos se mantenham estacionários durante estas medidas. Contudo, devido

6A obtenção de valores instantânteos para a taxa de dissipação será discutida na seção 6.1.
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às di�culdades experimentais, a con�ança das medidas dos expoentes de escala ζp

para grandes ordens ainda merece algum estudo.

5.3 Considerações sobre intermitência e a teoria de
Kolmogorov

A teoria de Kolmogorov é construída a partir de argumentos de simetria e de
escalas associados às equações de Navier-Stokes. Kolmogorov formulou sua teoria
imaginando um campo turbulento decaindo livremente e com número de Reynolds
su�cientemente grande. Neste contexto a turbulência é dita ser completamente
desenvolvida. Frisch (1995) apresenta uma bela de�nição sobre TCD no senso de
Kolmogorov:

No limite do número de Reynolds in�nito, todas as possíveis simetrias
da equação de Navier-Stokes, usualmente quebradas pelos mecanismos
que produzem o escoamento turbulento, são restauradas em um senso
estatístico nas pequenas escalas e longe das fronteiras.

De acordo com Kolmogorov, em uma TCD existe um sub-intervalo de equilíbrio
universal onde não há dissipação de energia, apenas transferência inercial de energia
em forma de cascata, onde os grandes turbilhões transferem energia para os menores.
O sub-intervalo inercial seria delimitado por η ¿ r ¿ L, onde L é o tamanho
característico dos grandes turbilhões e η é a escala onde os efeitos de viscosidade
molecular tornam-se importantes.

Frisch (1995 pg. 89) ressalta que para se obter a dependência Gp ∝ rp/3 não é
necessário assumir isotropia local. Por exemplo, de caráter qualitativo no caso p = 2,
podemos assumir que a diferença de energia cinética entre dois pontos afastados por
r é da ordem de δu2

1, onde δu1 = u1(x1 + r)− u1(x1), temos então

∆Ec ∼ δu2
1.

Como consideramos uma turbulência livremente decaindo, a taxa de variação de
energia cinética entre dois pontos separados por r durante uma variação de tempo



57

∆t deve ser da ordem da taxa de dissipação de energia. Além do mais, o tempo ∆t

deve ser da ordem de r/δu1, desta forma

ε ∼ ∆Ec

∆t
∼ δu2

1

∆t
∼ δu3

1

r
,

assim
δu1 ∼ (εr)1/3,

agora, levando a última expressão ao quadrado e aplicando o operador média, têm-se
〈
(δu1)

2
〉 ∝ 〈ε〉2/3 r2/3.

Esta é uma derivação qualitativa da lei dos �2/3�, onde intrinsicamente foi assumido
que δu1 é independente de x1, ou seja, foi assumido homogeneidade local. Entre-
tanto, Kolmogorov (1941a) deriva esta lei através de argumentos dimensionais.

Por outro lado, a lei dos �4/5� foi obtida por Kolmogorov (1941c) assumindo,
além de homogeneidade, isotropia no sub-intervalo inercial. Seguindo Frisch (1995)
e Mo�att (2002), a lei dos �4/5� por ser exata e não-trivial, estabelece uma condição
limite na qual as teorias de turbulência são aplicáveis. Por esta razão, a lei dos �4/5�
é considerada um dos mais importantes resultados em TCD.

Kolmogorov (1941c) introduziu a constante Ck de uma maneira diferente à
Kolmogorov (1941a). Ele assumiu que a assimetria S das diferenças de velocida-
des permanece constante no sub-intervalo inercial. Contudo, rede�nindo S com o
emprego das equações (4.6) da K41 e (4.16) da K62 resulta em

S ≡ GR
3 (r)

(GR
2 (r))3/2

= −4

5
C
−3/2
k L3µ/2r1−3 ζ2 /2 , (5.2)

ou seja, a assimetria S das diferenças de velocidade se torna uma função da variável
r a menos que ζ2 = 2/3. Como um resultado fundamental, a existência de inter-
mitência no sub-intervalo local, que implica em µ 6= 0 se ζ2 = 2/3 + µ, têm como
consequência a dependência de S em r.

Por outro lado, a questão da universalidade de Ck e µ repousa principalmente
sobre a dependência do número de Reynolds. Pois, segundo Monin e Yaglom (1975),
da dependência de 〈ε〉 dos turbilhões mais energéticos resulta uma taxa de dissipação
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�utuante desordenada ε (x1, x2, x3, t) caracterizada por um comportamento intermi-
tente. Com isso espera-se que a variância do campo ε (x1, x2, x3, t) aumente com o
aumento do número de Reynolds Re.

Praskovsky e Oncley (1994) questionaram a grande dispersão de valores en-
contrados na literatura para Ck, µ,e β. Os quais são encontrados variar de 1, 5−2, 6,
0, 00− 0, 08 e 0, 2− 0, 5, respectivamente. Eles investigaram a dependência de Ck, µ

e também β com o número de Reynolds da microescala de Taylor Rλ, de�nido por
Rλ = σuλ/ν. Eles basearam seus estudos em dados de túnel de vento e camada limite
atmosférica, com Rλ variando de 2800 a 12700. Encontraram um valor para µ que
de�niram como �não mensurável�, encontraram β ≈ 0, 20 independente de Rλ e en-
contraram Ck dependente de Rλ, com Ck ≈ R−0,10

λ . Entretanto Sreenivasan (1995),
fazendo uma compilação com mais de uma centena de trabalhos relacionando Ck e
Rλ, com valores de Rλ ≈ 50 até Rλ ≈ 20.000, não encontrou nenhuma dependência
de Ck com Rλ e sim uma grande dispersão em torno da média: Ck = 2, 13±0, 22. Em
um outro trabalho, Mydlarski e Warhaft (1996 apud Tsuji, 2004) encontraram Ck

dependente de Rλ através da seguinte relação Ck = 2, 05 + 50, 7 ·R− 2/3
λ . Saddoughi

(1997) com medidas de altíssima resolução obteve tanto para Rλ ≈ 800 como para
Rλ ≈ 2000 valores para Ck em concordância com Ck = 2, 13 de Sreenivasan (1995).

Estes resultados são intrigantes porque a dependência em Rλ não é clara e a
revisão de centenas de estimativas de Ck apresentada por Sreenivasan (1995) mostra
uma grande dispersão em torno de um valor médio. Por esta razão Muschinski et
al. (2004) referem-se à Ck como uma constante �quase universal�.

A determinação de Ck depende essencialmente da determinação da taxa de
dissipação média e do reconhecimento da região onde situa-se o sub-intervalo iner-
cial. Com dados de velocidade de vento obtidos através de anemometria de alta
resolução, geralmente assume-se que é válida a hipótese de isotropia local dentro do
sub-intervalo inercial e então emprega-se a relação ε = 15ν (∂u1/∂x1)

2 para a deter-
minação de 〈ε〉. Da mesma forma, emprega-se ε = 15ν (∂u1/∂x1)

2 na obtenção de va-
lores instantâneos da taxa de dissipação para o cálculo de R ε,ε(r) = 〈ε(x1)ε(x1 + r)〉.
Pois, de acordo com K62, R ε,ε(r) ∝ r−β, onde β está de alguma forma relacionado
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com µ, desde que ambos são consequência da existência de intermitência no sub-
intervalo inercial.



Capítulo 6

Simetrias e aspectos universais em
turbulência bem desenvolvida

O parâmetro que controla o escoamento em uma turbulência completamente
desenvolvida é a taxa de dissipação de energia cinética turbulenta ε. A taxa de
dissipação de energia é governada pela energia dos grandes turbilhões, porém a
dissipação só ocorre de fato nos menores turbilhões. A determinação da taxa de
dissipação, entretanto, é realizada num intervalo intermediário, no sub-intervalo
inercial de equilíbrio universal, onde a isotropia local é geralmente assumida.

A suposição de isotropia local foi feita por Kolmogorov na elaboração de K41
e geralmente esta hipótese é assumida sem nenhuma veri�cação. Isto se deve ao fato
que a grande maioria dos experimentos de alta resolução (com �os quentes) é unidi-
mensional. Anemometria de alta resolução com medidas bidimensionais é bastante
complicada, principalmente porque pode comprometer as medidas de pequena escala
que são fundamentais para a veri�cação da hipótese de isotropia local. Anemôme-
tros sônicos, geralmente usados em camadas limites atmosféricas, fornecem medidas
tridimensionais, porém com uma resolução grosseira. As taxas de amostragem mais
comuns neste tipo de anemometria se situam entre 10 e 20 Hz, enquanto em ane-
mometria com �os quentes as taxas de amostragens são da ordem de dezenas de
milhares de Hertz.

O objetivo inicial desta dissertação era veri�car a universalidade da constante
de Kolmogorov Ck em diferentes números de Reynolds. A determinação desta cons-
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tante pode ser realizada de duas maneiras. Uma pela determinação da taxa de
dissipação e o emprego de uma lei para GR

2 (r) e a outra é pela determinação do
momento de assimetria das diferenças de velocidades. Tanto a determinação da
taxa de dissipação como a assimetria são obtidos sob a suposição de isotropia local.
Desta forma, a investigação desta hipótese torna-se fundamental na justi�cativa dos
resultados obtidos.

Isotropia local é geralmente assumida na determinação da taxa de dissipa-
ção média 〈ε〉 e na obtenção de valores instantâneos de ε para a determinação da
constante β, obtida através da correlação

R ε,ε(r) = 〈ε(x1)ε(x1 + r)〉 ∝ r−β,

cuja existência corrobora a existência de intermitência do sub-intervalo inercial pre-
vista pelo modelo log-normal. Entretanto, nos últimos anos um número crescente
de trabalhos experimentais com medidas de alta resolução têm sido realizados no
sentido veri�car até que ponto a hipótese de isotropia local é realmente válida. Con-
tudo, não se tem idéia dos efeitos anisotrópicos nas quantidades obtidas através de
suposições de isotropia.

Com base no conjunto de dados disponível que contemplam três experimentos,
cuja descrição encontra-se no apêndice A, será discutida primeiramente as metodo-
logias geralmente empregadas na determinação da taxa de dissipação de energia e
a metodologia para a determinação da constante Ck. Em um segundo momento
discutiremos a hipótese de turbulência localmente isotrópica no mesmo conjunto de
dados a partir de funções estrutura de diversas ordens.

6.1 Dissipação da energia cinética turbulenta

Uma expressão mais geral para a taxa de dissipação foi apresentada na seção
2.2 e é dada por

ε (x1, x2, x3) =
1

2
ν

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)2

. (6.1)

Esta equação contém derivadas espaciais cruzadas das três componentes da veloci-
dade do vento. Por esta razão, esta fórmula não é empregável na determinação de
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ε a partir de medidas unidimensionais de velocidade, por exemplo, como os dados
obtidos a partir de um anemômetro de �o quente. Entretanto, Taylor (1935) (se-
ção 3.5) mostrou que para uma turbulência isotrópica, a expressão (6.1) pode ser
reescrita como

ε (x1) = 15ν

(
∂u1

∂x1

)2

. (6.2)

Deste modo, para uma turbulência isotrópica, a equação (6.2) pode ser usada em
experimentos unidimensionais na obtenção da taxa de dissipação de energia.

A equação (6.2) é amplamente usada na literatura tanto para obtenção de
valores médios, como na obtenção de valores instantâneos de ε. Para isso emprega-
se a hipótese de turbulência congelada de Taylor e escreve-se através do método das
diferenças �nitas a derivada da velocidade como

∂u1(x1)

∂x1

=
u(x1 + δx1)− u(x1 − δx1)

2δx1

, (6.3)

onde δx1 é o intervalo de amostragem. Contudo a expressão (6.2) é válida somente
em condições de isotropia, desta forma, deve-se restringir-la à um domínio onde esta
condição seja ao menos aproximadamente verdadeira. Além disso, deve-se ter δx1

pequeno para que o método das diferenças �nitas conduza a valores razoáveis de ε.
Alternativamente, a equação GR

3 (r) = −(4/5) 〈ε〉 r, como lei fundamental em
teoria de turbulência, pode ser usada na determinação da taxa de dissipação média.
Entretanto, momentos estatísticos de terceira ordem muitas vezes apresentam ruídos
(ANFOSSI et al., 2000), por esta razão na literatura a expressão (6.2) é amplamente
preferida.

A lei para a função estrutura de segunda ordem, equação (4.8) ou mesmo
a equação (4.16), pode ser usada para determinar a taxa média de dissipação de
energia cinética turbulenta 〈ε〉, entretanto o valor da constante Ck deve ser conhecido
previamente.

Na realização desta dissertação, foi testado o emprego da equação (6.2) com
o método das diferenças �nitas na determinação de 〈ε〉, entretanto a baixa taxa de
amostragem (3 kHz e 16 Hz) levaram à derivadas mal de�nidas e assim subestima-
ram a taxa de dissipação média em várias ordens de grandeza. O mesmo método foi
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testado com funções conhecidas e que possuiam derivadas analíticas, como por exem-
plo senos, cossenos e equações de segundo grau. Foi observado que a medida que a
resolução numérica diminui as derivadas númericas vão subestimando as derivadas
analíticas.

Medidas de dissipação diretas empregando a equação (6.2) necessitam anemo-
metria de alta resolução. De acordo com Kuznetsov, Praskovsky e Sabelnikov (1992
apud Muschinski et al. 2004), a resolução espacial deve ser 2η ou melhor, a qual
traduz a seguinte resolução no tempo

δt =
2

U

(
ν3

ε

)1/4

.

Segundo eles, em uma camada limite atmosférica os valores típicos de U são da
ordem de 10 m/s e as �utuações instantâneas de ε são da ordem de 0,1 m2/s3.
Desta forma δt = 86 µs, ou seja, a taxa de amostragem deve ser 11,7 kHz ou maior.
Para um túnel de vento padrão, estes requerimentos elevam a taxa de amostragem
necessária para cerca de 32 kHz.

Desta forma �ca claro que, na impossibilidade da determinação da taxa de
dissipação média pela equação (6.2) e o método das diferenças �nitas, a alternativa
restante para determinar Ck será pelo momento de assimetria das diferenças de
velocidade S = GR

3 /(GR
2 )3/2. A taxa de dissipação média 〈ε〉 será determinada

apenas para caracterizar o escomento através das microescalas λ e η e o número
de Reynolds da microescala de Taylor Rλ, cujos os valores absolutos não terão
importância, somente a ordem de grandeza. Por esta razão a taxa de dissipação será
determinada através do ajuste de GR

2 no sub-intervalo inercial usando a constante
Ck = 2, 13 dada por Sreenivasan (1995).

6.2 Emprego de funções estrutura na caracterização
de simetrias locais

Na seção anterior foi mencionado que a função estrutura de terceira ordem da
velocidade GR

3 apresenta um comportamente ruidoso. Este ruído pode ser visto com-
parando a função estrutura longitudinal de segunda ordem de velocidade GR

2 (r) =
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Figura 6.1: Função estrutura longitudinal de segunda ordem GR
2 (r) obtida em túnel de

vento com taxa de amostragem de 3 kHz. A �gura permite perceber o sub-intervalo inercial
de�nido pela desigualdade 1 ¿ r/η ¿ L/η, com L/η ∼ 2000, λ/η ∼ 100 e η ∼ 0, 2mm ,
onde GR

2 (r) ∝ r2/3.
md

〈[u1(x1 + r)− u1(x1)]
2〉 na �gura (6.1) com GR

3 (r) = 〈[u1(x1 + r)− u1(x1)]
3〉 na �-

gura (6.2).
Pode-se primeiramente atribuir este ruído à duas razões: ao efeito de �nitude

da série temporal e também à ampli�cação dos ruídos intrínsicos dos dispositivos de
medida de velocidade com o aumento do momento estatístico.

Entretanto este ruído é percebido com dados de três experimentos diferentes
e apresenta-se de maneira similar nas três situações. Como os experimentos foram
realizados por instrumentos de tecnologias diferentes, pode-se descartar a possibili-
dade de ampli�cação de ruídos intrínsicos de medidas. Quanto a questão da �nitude
da série temporal, como resultado do teorema ergódico, este ruído deveria diminuir
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Figura 6.2: Função estrutura de terceira ordem longitudinal GR
3 (r) para a mesma série

de dados da �gura (6.1). Em contraste com GR
2 (r) da �gura (6.1), a relação GR

3 (r) ∝ r
não é bem caracterizada para a mesma região da �gura (6.1).

com o aumento do tempo de média. Contudo foram testadas séries de 34, 68 e 136
minutos para dados de velocidade de vento na camada limite atmosférica e o ruído
em GR

3 não foi observado diminuir signi�cativamente com o aumento do tempo de
média. Assim outro fator deve estar associado ao comportamento anômalo de GR

3 .
Alguém pode vir a pensar que as conclusões sobre o estranho comportamento

em GR
3 são precipitadas. De fato nenhum estudo sobre os erros de medidas dos ins-

trumentos e nenhum teste sobre os erros devido à escolha do tempo de média foram
realizados. Não obstante, se estas conclusões estiverem erradas, funções estrutura de
ordem mais alta deverão ser mais fortemente afetadas caso qualquer um dos fatores
discutidos anteriormente seja responsável pelo comportamento anômalo.

Funções estrutura de velocidade de segunda, terceira, quarta, quinta e sexta
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Figura 6.3: Funções estrutura longitudinais de segunda, terceira e quarta ordem para a
mesma série de dados da �gura (6.1) no intervalo 100 < r/η < 1000.

ordem foram calculadas. Não entrando em discussão sobre os expoentes de escala ζp

e nem o tempo de média, as funções GR
2 , GR

4 e GR
6 apresentaram ser curvas suaves,

enquanto −GR
3 e −GR

5 não são suaves. A �gura (6.3) mostra GR
2 , −GR

3 e GR
4 dentro

de um intervalo que provavelmente contém o sub-intervalo inercial. Nela pode se
perceber o comportamento anômalo apenas em GR

3 .
A anomalia em funções estrutura de ordem ímpar implica numa discrepân-

cia com a lei GR
3 (r) = −(4/5) 〈ε〉 r de Kolmogorov que é presumida ser universal

independente de intermitência no sub-intervalo inercial. Frisch (1995, página 129)
considera desvios da lei �4/5� intrigantes e cita possíveis fatores 1 que poderiam
causar desvios da lei dos �4/5�:

1Frisch além destes cita os seguintes fatores que o autor não achou pertinentes à discussão: 5.
Não existência de 〈ε〉 �nito quando ν → 0; e 6. Determinação imprecisa de 〈ε〉.



67

1. Má qualidade dos dados;

2. Contaminação pelo intervalo de dissipação;

3. Violação da hipótese de Taylor;

4. Falta de homogeneidade e/ou isotropia.

Como o ruído é visto nos dados dos dois túneis e nos dados de atmosfera,
pode-se descartar a possibilidade de má qualidade dos dados. Devido ao número
de Reynolds em todos os experimentos ser alto, o intervalo de dissipação é claro e
não contamina o sub-intervalo inercial (ver �gura (6.1) na região r/η < λ/η ∼ 100).
Em todos os dados analisados a intensidade da turbulência é baixa (< 0, 25) e por
esta razão o autor não acredita ser esta uma possível causa. A alternativa que resta,
seguindo a estas possíveis causas, é a averiguação das hipóteses de homogeneidade
e isotropia local.

A maneira mais direta de testar a hipótese de isotropia local é pela relação
entre funções estrutura de segunda ordem transversais e longitudinais de velocidade,
que dentro do sub-intervalo inercial devido à isotropia devem apresentar a seguinte
relação

GT
2 (r)

GR
2 (r)

=
4

3
. (6.4)

A �gura (6.4) mostra a razão de anisotropia calculada com dados da camada
limite atmosférica. Pode-se ver na �gura que a razão se aproxima 4/3 somente nas
menores escalas resolvidas que são da ordem de 3λ. Poder-se-ia concluir diretamente
desta �gura que a hipótese de isotropia local não é cumprida na maior parte do sub-
intervalo inercial. No entanto, deve se ter em mente que uma rotação de coordenadas
foi realizada para alinhar o eixo x1 com a direção média do vento, devido ao fato do
vento mudar constantemente de direção. Em princípio, se esta rotação não for e�caz
ela pode ser responsável pela discrepância com o valor 4/3 visto na �gura (6.4).

Também foram calculadas funções estrutura de segunda à quarta ordem para
concentração de gás hélio em um experimento de dispersão em túnel de vento com
baixa velocidade de vento e de temperatura na camada limite super�cial. As �guras
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Figura 6.4: Razão entre a funções estrutura de segunda ordem transversais (lateral
e vertical) GT

2 (r) e a função estrutura longitudinal GR
2 (r) com dados de camada limite

atmosférica e o valor 4/3 predito sob a hipótese de isotropia local. Nesta série temporal
L ∼ 36m, λ = 11, 5 cm, η = 0, 51mm e Rλ ≈ 13005.

(6.5) e (6.6) mostram as respectivas funções estrutura obtidas. Em contraste com a
função estrutura de terceira ordem de velocidade da �gura (6.3), as funções estru-
tura de terceira ordem de concentração e tempertatura não apresentam a anomalia
discutida anteriormente2.

Três questões surgem diretamente destes resultados:

1. Porque há anomalia nas funções estrutura de velocidade de ordem ímpar?

2. Qual a diferença entre funções estrutura de velocidade de ordem par e ímpar?
2Entranto as funções estrutura de ordens ímpares de tempertatura apresentaram ser funções

negativas, em oposto às de concentração. Este fato talvez esteja relacionado com a medida de
temperatura não ser direta e sim obtida a partir das medidas de velocidade do anemômetro sônico.
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Figura 6.5: Funções estrutura temporal de segunda, terceira e quarta ordem para a
concentração de hélio em um experimento de dispersão de tunel de vento com baixa velo-
cidade.

3. Qual a diferença entre funções estrutura de velocidade e funções estrutura de
concentração e tempertatura?

Da de�nição de isotropia entende-se a invariância frente a rotações e re�exões
de uma ou mais direções. Velocidade é uma grandeza vetorial que, por defnição, é
caracterizada por um módulo e uma direção. Por sua vez, concentração e tempera-
tura são grandezas escalares e são caracterizadas apenas por um módulo. A noção
de isotropia para uma grandeza escalar é portanto algo sem sentido. Deste modo,
funções estrutura de uma grandeza escalar devem ter o mesmo comportamento em
escoamentos localmente isotrópicos como anisotrópicos.

Segundo Frisch (1995), a lei de Kolmogorov para a função estrutura de se-
gunda ordem é obtida apenas com a hipótese de homogeneidade, enquanto para
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Figura 6.6: Funções estrutura temporal de segunda, terceira e quarta a temperatura na
camada limite atmosférica super�cial.

a obtenção da lei para a função estrutura de terceira ordem é necessário, além de
homogeneidade local, a hipótese de isotropia. Embora sem prova matemática e sem
referência alguma sobre propriedades de funções estruturas de campos vetoriais, se
faz a seguinte asserção:

Funções estrutura de grandezas vetoriais de ordem par são independentes de
isotropia local, enquanto as funções estrutura de grandezas vetoriais de ordem ímpar
são de alguma forma afetadas por anisotropia.

Seguindo esta idéia, a não suavidade das funções estrutura de velocidade de
ordem ímpar no sub-intervalo inercial é portanto uma manifestação de um campo
de velocidades localmente anisotrópico. Assim, funções estrutura de velocidade de
ordens ímpares são possíveis indicadores de anisotropia local.

Todavia, estas observações de anisotropia no sub-intervalo inercial não repre-
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sentam um comportamento universal para uma turbulência bem desenvolvida. Ela
é observada nos dados de camada limite de túnel de vento e atmosfera utilizados
neste trabalho. Pode-se observar, entretanto, que Kurien e Sreenivasan (2000) com
dados de camada limite atmosférica obtém funções estrutura de terceira ordem de
velocidade que não apresentam a anomalia aqui discutida. Da mesma forma, van
de Water e Herweijer (1998) também obtiveram funções estrutura de velocidade de
ordens 3,9 e 15 obtidas em turbulência de jato que se são caracterizadas por serem
bem planas no sub-intervalo inercial. Porém estas funções estruturas não foram
medidas diretamente, elas foram obtidas a partir de uma extrabolação da função
densidade de probalilidade das velocidades obtidas no experimento. van de Water
e Herweijer observam que os expoentes ζ3 nas funções estrutura de terceira ordem
obtidas diretamente diferiam signi�cativamente de 1, cujos valores variaram de 0.96
a 1.03.

Frisch (1995, página 128) apresenta uma �gura com dados de túnel de vento
do trabalho de Anselmet, Gagne, Hop�nger e Antonia (1984) que mostra funções
estrutura de ordem p compensadas pelos fatores de potência, de�nidas por

〈(δu1)
p〉

(r/η)ζp(〈ε〉 η)p/3
,

em função de r/η dentro do sub-intervalo inercial. Observa-se nesta �gura que a
função estrutura compensada varia consideravelmente para p = 3, enquanto para
p = 2 e p = 6 é mais ou menos constante. É interessante observar o comentário de
Frisch na página 130:

Anselmet, Gagne, Hop�nger e Antonia (1984) testaram se a amostragem
era su�ciente para a convergência das estatísticas, mas poderia haver
erros sistemáticos em conexão com a função estrutura de terceira ordem.

Saddoughi (1997) investigou isotropia local em camadas limite complexas e
simples em um túnel de vento onde Rλ ≈ 2000. Saddoughi usou anemometria
de �os quentes com uma taxa de amostragem de 70 kHz medindo velocidade do
vento na compontente longitudinal e lateral. Ele comenta que no experimento com
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altas velocidades (onde U ≈ 30 m/s e Rλ ≈ 2000) os valores obtido para a taxa
de dissipação média pelo ajuste da função estrutura de terceira ordem em uma
região relativamente plana foram em geral 15% menores dos obtidos pelo ajuste
do espectro. Enquanto no experimento com baixa velocidade (onde U ≈ 8 m/s

e Rλ ≈ 800) nenhuma região plana foi encontrada no grá�co (−5/4)GR
3 (r)/ 〈ε〉 r

em função de r/η. Pode-se observar que no grá�co de Saddoughi a região que ele
caracteriza como não plana há um comportamento muito similar aos resultados
anômalos exibidos na �gura (6.2).

Por estas razões pode-se acreditar que a anomalia de funções estrutura de
velocidade de ordem ímpar não é resultado da qualidade dos dados usados neste
trabalho, pois ela também é encontrada em outros trabalhos, porém pouco ou nada
é comentado. Se observa também que na literatura não se encontra grá�cos de
funções estrutura de velocidade de ordens ímpares, exceto a de terceira ordem.

6.3 Anisotropia nas pequenas escalas

É esperado que os efeitos de anisotropia desapareçam à medida que se decresce
a escala de separação r, desde que r ¿ L. Esta tendência pode ser observada na
�gura (6.4), porém se observa que mesmo nas menores escalas resolvidas GT

2 /GR
2 é

ainda signi�cativamente diferente de 4/3. Kurien e Sreenivasan (2000) investigaram
a memória dos efeitos anisotrópicos através de decomposição isotrópica do grupo de
simetria SO(3) de funções estrutura de diferentes ordens combinando componen-
tes transversais e longitudinais. Eles ressaltam que a conclusão mais interessante
do trabalho é a descoberta de que os efeitos de anisotropia diminuem muito mais
lentamente do que se pensava.

A ausência de isotropia nas pequenas escalas conduz a um sério problema no
emprego das expressões que determinam a taxa de dissipação de energia discutidas
anteriormente. Por exemplo, empregando GR

2 (r) = Ck 〈ε〉2/3 r2/3, com Ck = 2, 13

dado por Sreenivsan (1995), na determinação da taxa de dissipação média em uma
série dados, foi obtido 〈ε〉 ≈ 30 m2/s3, enquanto para a mesma série temporal no
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Tabela 6.1: Sumário de alguns dos parâmetros do escoamento obtido por Mouri et
al. (2006). A tabela apresenta algumas características de turbulência gerada por grade
e em camada limite em três alturas distintas, z = 0, 05, 0,25 e 0,70 m. A taxa de
dissipação foi obtida nas direções x1 e x2, foi obtida com 〈εu1〉 = 15ν

〈
(∂u1/∂x1)2

〉
e

〈εu2〉 = 7, 5ν
〈
(∂u1/∂x2)2

〉
. As escalas integrais de comprimento foram determinadas por

Lu1 =
∫∞
0 R r,r(r)dr/R r,r(0) e Lu2 =

∫∞
0 R t,t(r)dr/R t,t(0).

Grade Camada limite
z = 0, 05 m z = 0, 25 m z = 0, 70 m

U (m/s) 10,57 4,61 7,05 10,22
〈εu1〉 (m2/s3) 1,22 19,3 5,45 0,575
〈εu2〉 (m2/s3) 1,20 9,80 4,05 0,493
Lu1 (cm) 17,4 17,4 42.3 35,9
Lu2 (cm) 4,43 18,1 5,78 7,60
λ (cm) 0,688 0,728 0,896 1,14
η (mm) 0,221 0,131 0,166 0,280
Rλ 249 792 756 428

mesmo intervalo a expressão GR
3 (r) = −(4/5) 〈ε〉 r fornece 〈ε〉 ≈ 1 m2/s3. Esta

diferença é extremamente grande e certamente não é devido ao valor de Ck, e sim a
efeitos anisotrópicos.

Mouri et al. (2006) apresentam em seu trabalho uma tabela com os principais
parâmetros obtidos em um experimento com turbulência de grade e de camada
limite em túnel de vento. Eles utilizaram anemometria de �o quente com taxa de
amostragem de 30 kHz medindo na direção longitudinal e na transversal, lateral
ao escoamento. Supondo isotropia nas pequenas escalas, eles puderam determinar
a taxa de dissipação com as duas medidas de velocidade. Empregando 〈εu1〉 =

15ν 〈(∂u1/∂x1)
2〉 e 〈εu2〉 = 7, 5ν 〈(∂u2/∂x1)

2〉 eles determinaram a taxa de dissipação
pelas duas direções. Como requerimento de isotropia as duas medidas devem ser
iguais, porém pode se ver na tabela (6.1) que 〈εu1〉 se torna muito diferente de 〈εu2〉
na camada limite nas medidas mais próximas ao piso do túnel3. Entretanto Mouri

3Este comportamento está de acordo com Kolmogorov (1941a) que formulou que no limite do
número de Reynolds in�nito e longe das fronteiras o escoamento poderia ser localmente isotrópico.
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et al. não comentam sobre anisotropia, mas atribuem a diferença entre 〈εu1〉 e 〈εu2〉
à in�uência de u3 na medida de u1 quando a medida é feita próxima ao piso.

Os efeitos anisotrópicos se mostram presentes mesmo nas pequenas escalas e
são de�nitivamente muito signi�cativos, entretanto não se sabe quais as consequên-
cias da anistropia nas equações baseadas na suposição de isotropia local.

6.4 O sub-intervalo de equilíbrio universal

De acordo com K41, em uma turbulência completamente desenvolvida existe
um sub-intervalo de equilíbrio universal de�nido pela desigualdade η ¿ r ¿ L.

É bem conhecido o fato de que a microescala de Kolmogorov η não muda
muito com Rλ. Em experimentos em túneis de vento η ≈ 0, 1 mm, e na atmosfera
η ≈ 1 mm, entretando a escala de comprimento integral L varia desde cerca de
alguns centímetros para túneis de vento até uma centena de metros na camada
limite atmosférica. Assim a razão L/η varia de valores menores do que 103 até 106.
Por esta razão deve ser esperar que o sub-intervalo inercial [ra, rb] ∈ η ¿ r ¿ L,
deva crescer com o aumento de Rλ.

Deve se reconhecer que a escolha do intervalo [ra, rb] é crucial na determinação
da correção de intermitência µ da equação

GR
2 (r) = Ck 〈ε〉2/3 r2/3

( r

L

)µ

. (6.5)

Como não há uma de�nição clara nem do tamanho e nem do ínicio do sub-
intervalo inercial, essa escolha pode ser arbitrária. Pode-se observar na �gura 6.1
que na região r/η ∼ 100, GR

2 (r) tem uma inclinação ligeiramente maior do que r2/3,
enquanto na região em torno de r/η ∼ 800, GR

2 (r) tem uma inclinação ligeiramente
menor que r2/3.

Desde que λ é reconhecido ser a escala onde os efeitos dissipativos começam
a tornar-se importante e, em geral, λ ∼ 100 η, escolhemos o início do sub-intervalo
inercial sendo ra = λ ou a menor escala resolvida em cada experimento4.

4Nos experimentos de camada limite atmosférica e no túnel de vento pequeno as menores escalas
resolvidas ainda foram maiores que a microescala de Taylor λ.
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Primeiramente o critério usado para escolher o tamanho rb dos maiores turbi-
lhões que ainda pertencem ao sub-intervalo inercial, e que fosse válido para os três
experimentos, foi rb = 0, 01 L. Entretanto a relação de rb com L muda muito de
experimento para experimento devido à escala integral L não ter uma dependência
bem de�nida com Rλ. Por exemplo, nos dados de camada limite atmosférica (ver
tabelas A.3 e A.4), alguns casos de séries temporais com a escala integral L seme-
lhantes, visivelmente se observa o tamanho da região plana que caracteriza GR

2 (r)

ser bem distinta entre estas séries. Ou seja, mesmo em séries temporais cujas esca-
las integrais são muito próximas, o intervalo [ra, rb] pode ser razoavelmente diferente
entre uma série e outra. Este fato mostra que a memória de turbilhões de grandes
escalas que já decairam apresentam uma maior in�uência no sub-intervalo do que
os grandes turbilhões que ainda estão nas grandes escalas. Portanto rb não pode ser
escolhido apenas pelo conhecimento da escala integral 5.

Em vista da di�culdade de de�nir uma razão baseada na escala integral L e
ou no número de Reynolds da microescala de Taylor Rλ válida para todas as séries
temporais, foi optado escolher rb como o limite da região iniciada em r = λ onde
log GR

2 (r) varia linearmente com log r.
De fato, a escolha de [ra, rb] baseada na visualização dos grá�cos pode ser

muito tendenciosa na estimativa de ζ2, o que resulta na determinação do coe�ciente
de correção µ atribuído à intermitência do sub-intervalo inercial. As implicações
deste arbítrio serão discutidas adiante.

6.5 Universalidade no sub-intervalo inercial

Em virtude da impossibilidade da determinação direta da taxa de dissipação
a partir da equação ε = 15 ν(∂u1/∂x1) e também da obtenção de 〈ε〉 a partir de
GR

3 (r) = (−4/5) 〈ε〉 r não ser con�ável por razões já discutidas, a constante de
Kolmogorov será determinada a partir do momento de assimetria das diferenças de

5Contudo poderia se escolher um rb > ra pequeno su�ciente que fosse válido para qualquer
série temporal, entretanto esta escolha implicaria em um intervalo com número muito pequeno de
pontos para se fazer ajuste, desta forma a estatística estaria comprometida.
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Figura 6.7: Assimetria das diferenças de velocidade S em função do número de Reynolds
da microescala de Taylor Rλ e a linha é o valor médio de todos os experimentos S =
− 0, 211.

velocidade.
A assimetria S independe da determinação de qualquer outro parâmetro e é

determinada apenas por
S =

GR
3 (r)

GR
2 (r)3/2

. (6.6)

De acordo com K41, a assimetria é presumida ser uma constante universal, enquanto
K62 prediz que S é uma função fracamente dependente de r.

A partir das séries temporais possuindo Rλ muito distintos obtidas nos três
experimentos descritos no apêndice A, foi determinado a assimetria de cada série
temporal dentro do sub-intervalo inercial. Também foram estimados diversos pa-
râmetros que quanti�cam a turbulência. A determinação destes parâmetros está
descrita na seção A.2 e as tabelas contendo os principais parâmetros turbulentos
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encontram-se na seção A.3.
Os valores obtidos para a assimetria mostram que S no sub-intervalo inercial

apresenta uma dependência bem complicada com r. Entretanto é mais razoável
pensar que S tem um valor (estatístico) constante com r do que ter uma dependência
da forma r 3µ/2. Apesar de um grande espalhamento, pode se ver na �gura 6.7 que a
assimetria se mostra universal com Rλ com um valor nominal −S = 0, 211 ± 0, 037.

O valor médio obtido para ζ2 em todas as séries temporais ζ2 = 0, 667 ±
0, 001, desta forma µ ≈ 0, 001 é portanto desprezível. Este resultado sugere que
a teoria de Kolmogorov é correta na sua forma clássica de 1941. A constante de
Kolmogorov, obtida a partir de S = −4/5C

3/2
k , apresenta um valor universal com

grande espalhamento, cujo valor obtido é dado por Ck = 2, 431 ± 0, 175.
As �guras 6.8 a, b, e c mostram a assimetria S obtida no sub-intervalo inercial

do túnel de vento pequeno onde a escala integral média das séries temporais é L ≈
0, 10 m, no túnel de vento grande onde L ≈ 0, 30 m e na camada limite atmosférica
onde L ≈ 30 m junto com a função S(r) = −(4/5)C

−3/2
k L3µ/2 r1−3 ζ2/2 determinado

para cada experimento. As linhas sólidas na �gura representam a função S(r) com
Ck = 2, 13 e µ = 0, 04 na linha contínua e Ck = 2, 13 e µ = 0, 00 na linha tracejada.

Baseado na �gura 6.8 pode-se tirar algumas conclusões interessantes. A pri-
meira conclusão, porém não surpreendente, é que S é razoavelmente constante com
r. Na �gura 6.8 b, entretanto, se observa uma dependência em r, porém esta depen-
dência não está relacionada a GR

2 ser proporcional a uma potência de r diferente de
2/3 e sim GR

3 ter uma dependência de r com potênica diferente de 1. Uma segunda
conclusão a respeito da �gura 6.8 é que o comportamento ruídoso atribuído à aniso-
tropia não parece diminuir a medida que Rλ aumenta de cerca de 400 na �gura 6.8
c para cerca de 15000 na �gura 6.8 a, ou seja, os efeitos de anisotropia se mantém
mais ou menos independentes de Rλ. A última conclusão é sobre o ruído atribuído à
anisotropia não diminuir a medida que se decresce a escala de separação r, ou seja,
os efeitos anisotrópicos persistem nas menores escalas resolvidas.
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6.6 Anomalia dos expontes de escalas

Na seção 6.4 foi comentado a arbitrariedade da escolha de [ra, rb] na de�nição
do sub-intervalo inercial. O próprio fato de existir esta arbitrariedade já conspira
contra a existência de uma região onde GR

2 ∝ r 2/3+µ com µ 6= 0 sendo uma constante
universal. Vamos expor da seguinte maneira: Se ao invés de de�nir ζ2 = 2/3 +

µ a partir do intervalo [ra, rb], de�nimos o intervalo [ra, rb] a partir de algum ζ2

conhecido. Recordamos que, para um intervalo de�nido para µ > 0 universal,
implicaria, de acordo o modelo log-normal, na existência de uma cascata de energia
intermitente. Enquanto, se o intervalo for escolhido de acordo com µ = 0, leva à idéia
clássica de transferência de energia de acordo com K41. Se há a possibilidade dessa
escolha, provavelmente a melhor escolha seja a de µ = 0, pois leva à consequências
mais simples.

O valor ζ2 = 0, 667±0, 001 está muito próximo ao ζ2 = 2/3 de K41. Entretanto
este resultado pode ser exclusivamente fato de uma coincidência ou tendência na
escolha de [ra, rb]. Já foi relatado que os valores encontrados na literatura para µ

variam de valores considerados não mensuraveis até 0,075 6, estes valores possuem
um considerável desacordo e desta forma con�itam com a idéia de algum µ > 0

universal.
De acordo com Frisch (1995), a lei ζp = p/3 é unicamente consequência de

homogeneidade local. Desta forma, não é difícil imaginar que algum µ 6= 0 possa ser
consequência da falta de uma ligeira falta homogeneidade local, já que diversos es-
tudos (SADDOUGHI, 1997; WATER; HERWEIJER, 1999; KURIEN; SREENIVASAN, 2000;
BIFERALE; VERGASSOLA, 2000; STAICU; VORSELAARS; WATER, 2003) apontam que
isotropia local é válida somente nas menores escalas pertecentes ao sub-intervalo
inercial. Além do mais, efeitos devido ao número de Reynolds não ser in�nito (GROS-

SMANN; LOHSE, 1994; L'VOV; PROCACCIA, 1995) ou a in�uência de anisotropia de
escalas maiores, bem como efeitos de fronteira também podem ter seu papel.

6 Tsuji (2004) encontrou duas regiões no sub-intervalo inercial, nos números de onda mais baixos
encontrou µ = 0, 075 e nos números de onda mais alto µ = 0, 025.
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Estes resultados todos induzem a idéia que K41 possui resultados universais.
Entretanto é bem sabido e foi relatado na seção 5.2 que há um grande desacordo
entre K41 e as leis de escalas de funções estrutura de ordem elevadas. De acordo
com K41, ζp = p/3, entretanto os valores experimentais para p ≥ 4 mostram que
K41 superestima consideravelmente ζp, enquanto o modelo-lognormal K62 prediz

ζp =
p

3
− 1

2
µ(p− 3)

e se mostra com valores mais próximos aos obtidos experimentalmente.
É interessante perceber que o modelo log-normal, assim como K41, também

prevê ζ3 = 1. Ou seja, a lei GR
3 (r) = (−4/5) 〈ε〉 r se mantém na forma original,

independente do conceito de intermitência do modelo log-normal. Porém vamos
partir do pressuposto que o resultado de K41 para a função estrutura de segunda
ordem GR

2 pode ser exato. A grande pergunta a se responder é: Como conciliar K41
com as anomalias de escalas dos expontes ζp?

A derivação para GR
2 apresentada nesta dissertação é baseada na hipótese de

que S = GR
3 /(GR

2 ) 3/2 é uma constante universal. A expressão para GR
3 foi obtida

para η ¿ r ¿ L a partir de

GR
3 (r) = −4

5
〈ε〉 r + 6ν

dGR
2 (r)

dr
(6.7)

que por sua vez foi derivada da equação de Navier-Stokes,

∂ui

∂t
+ uj

∂ui

∂xj

=
1

ρ

∂p

∂xi

+ ν∇2ui (6.8)

sem o termo forçante fi, ou seja, para uma turbulência livremente decaindo.
Na maior parte dos escoamentos obtidos em laboratorios e na natureza, a

turbulência não é estacionaria e o termo forçante fi não é nulo. De acordo com
Yakhot (1995 apud van de Water e Herweijer, 1998), um termo extra que envolve a
in�uência dos forçantes deve ser acrescentado no lado direito da equação (6.7). A
presença deste termo causa uma assimetria entre funções estrutura de ordens pares
e ímpares.
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Novikov (1964, apud Moisy, Tabeling e Willaime (1998)) derivou uma expres-
são para uma turbulência estacionária com forçante como

GR
3 (r) = 6ν

dGR
2 (r)

dr
− 4

5
〈ε〉 r

(
1− 4

15

r2

L2
f

)
, (6.9)

onde Lf é uma escala externa característica do forçante. Moisy, Tabeling e Willaime
(1998) realizaram um experimento com turbulência em gás Hélio com temperatura
entre 4,2 e 6,5K com um cilíndro como o forçante de anisotropia nas escalas exter-
nas. Eles concluíram que para Rλ grandes (onde obtiveram melhores resultados) a
equação (6.9) é compatível com o experimento, mas com erros da ordem de 10 a
30%. Com erros dessa magnitude obtidos num experimento com forçantes razoavel-
mente controlados, eles questionam se a equação (6.7) poderia ser usada em sistemas
mais realísticos, e se as hipóteses fundamentais (turbulência localmente homogênea
e isotrópica) podem ser realmentente alcançados somente com o requerimento do
número de Reynolds grande.

Uma conclusão importante desta dissertação é que isotropia local não é alcan-
çada provavelmente na grande maioria dos experimentos de camada limite. Já foi
mencionado também que a lei GR

2 (r) ∝ r2/3 é devido somente à hipótese de homo-
geneidade local e que GR

3 (r) ∝ r é consequência de homogeneidade e isotropia local.
Entretanto, tendo em vista a equação universal (6.7), válida para uma turbulência
decaindo livremente no limite do número de Reynolds in�nito, se propõe a seguinte
explicação:

À medida que o número de Reynolds aumenta num escoamento turbulento,
as simetrias locais vão sendo restauradas uma a uma. Neste limite, é claro que
homogeneidade local será alcançada antes que isotropia local, se esta ainda for.
Neste contexto, a hipótese de Kolmogorov, de que S = GR

3 (r)/(GR
2 (r)3/2) é uma

constante universal no senso de turbulência completamente desenvolvida, não deve
ser verdadeira desde que depende de isotropia local. Assim, na não existência de
isotropia local, S deve ser de alguma forma afetada por esta propriedade (como é
visto na �gura 6.8).

De outro ponto de vista, a hipótese de S universal contempla a idéia de um
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campo de velocidades auto-similar. Se o campo de velocidades fosse auto-similar,
como hipótese de K41, ζp seria dado por p/3 para qualquer p. Entretanto, em virtude
da in�uência de anisotropias de escalas maiores o campo não é auto-similar, pois S

não é necessariamente constante. Desta forma, ζp possui um comportamento que
não está de acordo com K41 inclusive para p = 3.

Estas conlcusões estão de acordo com Kuznetsov, Praskovsky e Sabelnikov
(1992, apud van de Water e Herweijer 1999) que discutiram a variação da constante
C3 da lei de escala GR

3 (r) = −C3 〈ε〉 r e µ com o grau de anisotropia de grandes
escalas. van de Water e Herweijer (1999) encontraram C3 = 0, 72. Igualmente
Moisy, Tabeling e Williame (1998) mostram em um grá�co a função −GR

3 (r)/ 〈ε〉 r
versus r/η obtida a partir de 3 séries temporais com Rλ = 120, 300 e 1170. Nestas
séries o valor de C3 variou de cerca de 0,65 até próximo a 0,78. Katul, Parlange e
Chu (1994) através da técnica de tranformada de ondeleta usando funções estrutura
condicionadas e não-condicionadas mostram que os desvios de K41 atribuídos à in-
termitência no sub-intervalo inercial são devidos a contaminações de grandes escalas
(intermitência externa ao sub-intervalo inercial).
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Figura 6.8: Assimetria S = GR
3 /(GR

2 )3/2 obtida nos três experimentos: a) Camada
limite atmosférica super�cial, onde L ≈ 30m, b) Túnel de vento grande, onde L ≈ 0, 30 m
e c) Túnel de vento pequeno, onde L ≈ 0, 10m. As linhas e pontos mostram a assimetria
em diferentes séries temporais para cada experimento pertencentes a cada sub-intervalo
inercial. As linhas sólidas representam S = −(4/5)C−3/2

k L3µ/2 r1−3 ζ2/2 , onde ζ2 = 2/3+µ
e Ck = 2, 13. Na linha contínua descreve S com µ = 0, 04 no caso da existência de
intermitência do sub-intervalo inercial e a linha tracejada descreve S com µ = 0, 00 de
acordo com K41.



Capítulo 7

Considerações �nais

A principal conclusão deste trabalho é que a anisotropia no sub-intervalo iner-
cial foi observada estar presente mesmo com grandes números de Reynolds e nas
menores escalas resolvidas do conjunto de dados. Estas conclusões foram feitas com
base na análise de funções estrutura de diversas ordens de velocidade, temperatura
e concentração.

Foi reconhecido que as funções estrutura de velocidade de ordem ímpar ge-
ralmente apresentam um comportamente não suave em contraste com as de tem-
peratura e concentração. Este comportamento é uma manifestação de anisotropia
local.

Os coe�cientes de correção de intermitência µ encontrados neste trabalho foram
da ordem de 10−3. Os valores de µ sugerem que não existe intermitência no sub-
intervalo inercial. Praskovsky e Oncley (1994) também encontraram µ = O(10−3)

o qual foi considerado desprezível, entretanto encontraram β = 0, 20. Como ambas
as constantes µ e β são indicadores de intermitência, este resultado é con�itante.
A constante β foi obtida a partir de R ε,ε(r) = 〈ε(x1)ε(x1 + r)〉 ∝ r−β, onde foi
assumido isotropia local para a determinação da taxa de dissipação instantânea
ε(x1) = 15ν (∂u1/∂x1)

2.
De acordo com as conclusões desta dissertação, isotropia local não pode ser as-

sumida sem considerarmos outras consequências físicas. Relações como as da taxa de
dissipação medidas a partir de derivadas de velocidade devem ser de alguma maneira
efetadas pela anisotropia. Assim o efeito intermitente em medidas �instantâneas� de

83
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ε(x1) pode não ser uma comprovação da existência de intermitência no sub-intervalo
inercial e sim uma anomalia na fórmula isotrópica ε(x1) = 15ν (∂u1/∂x1)

2 a exemplo
do que foi atribuído acontecer com GR

3 (r) = (−4/5) 〈ε〉 r.
Por estas razões o autor acredita que a intermitência no sub-intervalo inercial

não existe, e que o emprego de fórmulas baseadas na hipótese de isotropia local leva
à provas erroneas de sua existência.

A constante de Kolmogorov foi determinada a partir da assimetria

S = GR
3 (r)/(GR

2 (r))3/2 = − 5

4 C
3/2
k

,

e foi mostrada ser universal com Rλ com o valor Ck = 2, 431 ± 0, 175. O grande
desvio padrão deste e dos valores encontrados na literatura, assim como a possível
dependência de Ck com Rλ são explicados da seguinte maneira. Qualquer uma das
duas alternativas de se obter Ck (a partir da determinação direta de 〈ε〉 ou pela
assimetria) necessitam do emprego da hipótese de isotopia local. Veri�cou-se que o
emprego dessa hipótese em turbulência real geralmente leva à um certo ruído nas
funções que dependendem de isotropia, este fato explica o grande desvio em torno
de um Ck médio. Na seção 6.1 foi discutido que o emprego de derivadas numéricas
necessita de resoluções altíssimas e que o não cumprimento dessas exigências leva
à sub-estimação dos valores. Isto explica a dependência de Ck com Rλ encontrada
por alguns autores.

A discrepância da anomalia dos expoentes da funções estrutura com K41 não
é explicada em termos da intermitência do sub-intervalo inercial como K62. E
sim pelo fato do campo de velocidade ser não auto-similar. Isto se justi�ca pelo
comportamento complicado de S com r.

Como conclusão, a teoria clássica de Kolmogorov de 1941 é mostrada ser uni-
versal. Entretanto na natureza e em laboratório, os escoamentos possuem número
de Reynolds �nito e são controlados por forçantes que não permitem que um es-
tado de equilíbrio universal nas pequenas escalas seja atingido. Como resultado, os
expoentes de escala ζp das funções estrutura apresentam desacordo com K41.



Apêndice A

Obtenção e tratamento dos dados

Os dados de velocidade de vento, temperatura e concentração de Hélio deste
presente estudo foram obtidos de experimentos em túnel de vento e em camada
limite atmosférica. A união do conjunto de dados é uma parceira entre a Universi-
dade Federal de Santa maria e a Universidad Nacional del Nordeste de Resisténcia,
Argentina. Este conjunto de dados possui séries temporais com número de Reynolds
da microescala de Taylor Rλ variando de 370 até 21000, provavelmente esta variação
é a mais ampla encontrada na literatura reunida em um único trabalho.

Os dados foram manipulados por executáveis desenvolvidos com o compilador
Gnu Fortran 77. Os arquivos de saída do executável foram manipulados por
rotinas escritas em lignuagem shell padrão Unix os grá�cos e os ajustes das curvas
de dados foram feitos com o aplicativo livre Gnuplot.

A.1 Dados de camada limite
A.1.1 Túnel de vento

O primeiro conjunto de dados empregado nas análises foram obtidos de dois
tuneis de vento da Universidad Nacional del Nordeste, Resisténcia, Argentina. Um
deles, o menor, é um túnel de circuito aberto com dimensões 4.45 m×0.48 m×0.48 m

(comprimento, altura, largura) onde foi simulado uma camada limite gerada por uma
distribuição homogênea de blocos de rugosidade e agulhas de Standen (STANDEN,
1972). A espessura da camada limite foi de δ = 350 mm. As medidas foram tomadas
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em z = 40 mm, onde z é a altura a partir do piso do túnel de vento. O outro túnel, o
maior, é também um túnel de circuito aberto com dimensões 22.8 m×1.8 m×2.4 m.
A camada limite neste túnel foi simulada pelos método de Standen utilizando blocos
de rugosidade super�cial e agulhas truncadas. A espessura obtida foi δ = 1200 mm.
As medidas foram tomadas em z = 170 mm variando a velocidade com o regulador
de velocidades.

Em ambos os túneis a velocidade do vento foi medida por um anemômetro de
�o quente padrão com uma frequência de amostragem de 3 kHz.

Os dados do experimento de dispersão de gás Hélio foram obtidos no túnel de
vento da Universidade Federal do Rio Grande do Sul, Porto Alegre, Brasil. Este
experimento foi realizado para simular a dispersão de um escalar passivo em um
terreno suburbano numa escala geométrica de 1:300 a partir do método de rugosi-
dade, barreira e dispositivos mistura. Foi utilizado Hélio puro com uma vazão de
10,55 l/min , onde a velocidade média do escoamento a uma altura z = 330 mm

foi U = 0, 9 m/s. Série temporais de 60s foram obtidas por uma sonda aspirante
ligada à um anemômetro de �o quente com frequência de aquisição de 1024 Hertz.
A série temporal utilizada neste trabalho foi obtida com medidas na região central
da pluma de Hélio.

A.1.2 Camada limite atmosférica

Os dados de camada limite atmosférica foram coletados em uma torre micro-
meteorológica situada no município de Paraíso do Sul, Brasil, usando um anemôme-
tro sônico tridimensional com uma taxa de amostragem de 16 Hz à uma altura de
10 m. A torre está situada um terreno plano, aproximadamente homogêneo. Séries
temporais de uma hora (216 pontos), representando ventos fortes estacionários em
uma direção constante e com baixa intensidade de turbulência, foram obtidos em
dezembro de 2003. Os dados de vento foram primeiramente alinhados para a direção
média de escoamento (MCMILLEN, 1988; KAIMAL; FINNINGAN, 1994) e as tendências
lineares foram removidas das séries pelo método dos mínimos quadrados.
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A.2 Determinação de parâmetros turbulentos

A hipótese de Taylor r = Uτ foi usado para converter medidas temporais em
espaciais e a hipótese ergódica foi usada para converter médias temporais em médias
sobre ensemble. Isotropia local foi assumida na determinação das microescalas de
Taylor de de Kolmogorov.

A microescala de Taylor, de�nida por

λ = [σ2
u/

〈
(∂u1/∂x1)

2
〉
]1/2, (A.1)

foi obtida substituindo o termo (∂u1/∂x1)
2 na relação de isotropia da taxa de dissi-

pação 〈(
∂u1

∂x1

)2
〉

=
〈ε〉
15ν

,

e a microescala de Kolmogorov foi determinada por

η = (ν3/ 〈ε〉)1/4. (A.2)

A taxa de dissipação média de energia 〈ε〉 foi obtida pelo ajuste de GR
2 (r) =

Ck 〈ε〉2/3 r2/3 com Ck = 2, 13 dado por Sreenivasan (1995).
O número de Reynolds da microescala de Taylor foi determinado então por

Rλ =
σuλ

ν
. (A.3)

A escala integral de comprimento, de�nida por

L =

∫ ∞

0

R r,r(r)dr/R r,r(0), (A.4)

foi determinada supondo R r,r(r)/R r,r(0) ter uma exponencial da forma

R r,r(r)

R r,r(0)
= e−r/L

e então foi feito um ajuste para obter a escala integral.
O comprimento de Monin-Obukhov LMO foi determinado nos dados de camada

limite atmosférica por
LMO = − u3

? 〈T 〉
κ g φu3T

, (A.5)
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onde u? = (τ 2
12+τ 2

13+τ 2
23)

1/4 é a velocidade de fricção com τij = 〈(ui − 〈ui〉)(uj − 〈uj〉)〉,
κ = 0, 4 é constante de von Kármán, g é a aceleração da gravidade, T é a tempera-
tura em Kelvin e

φu3T = 〈(T − 〈T 〉)(u3 − 〈u3〉)〉 |z=0

é o �uxo cinemático de calor na vertical tomado na superfície.

A.3 Sumário dos resultados

Tabela A.1: Principais características da turbulência no túnel de vento pequeno.

TP-1 TP-2 TP-3 TP-4 TP-5

U (m/s) 9,91 13,73 16,33 17,33 18,48
σ2

u (m2/s2) 4,11 4,34 2,81 1,04 0,73
z (mm) 6 40 80 155 230
[ra, rb] (cm) 0,3�1,2 0,3�2,0 0,3�2,0 0,3�2,5 0,3�2,5
L (m) 0,07 0,13 0,12 0,07 0,07
〈ε〉 (m2/s3) 102,0 48,8 22,9 7,99 5,50
λ (cm) 0,30 0,44 0,52 0,53 0,64
η (mm) 0,07 0,09 0,10 0,14 0,15
Rλ 425 629 595 373 449
ζ2 0,665 0,680 0,672 0,641 0,680
−S 0,214 0,271 0,237 0,167 0,290
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Tabela A.2: Principais características da turbulência no túnel de vento grande.

TG-1 TG-2 TG-3

U (m/s) 9,33 12,09 14,86
σ2

u (m2/s2) 3,12 5,62 7,43
z (mm) 170 170 170
[ra, rb] (cm) 1,0�7,0 2,0�8,0 2,0�9,0
L (m) 0,26 0,33 0,39
〈ε〉 (m2/s3) 52 40 33
λ (cm) 0,36 0,55 0,70
η (mm) 0,08 0,09 0,10
Rλ 438 898 1311
ζ2 0,663 0,657 0,679
−S 0,213 0,213 0,225

Tabela A.3: Principais características da turbulência da camada limite atmosférica
super�cial Parte I.

Atm-1 Atm-2 Atm-3 Atm-4 Atm-5
10:23 06/12/03 10:52 06/12/03 11:22 06/12/03 11:51 06/12/03 13:18 06/12/03

U (m/s) 6,88 6,45 6,61 6,71 6,76
σ2

u (m2/s2) 2,76 2,29 2,23 2,48 2,68
z/LMO 0,101 0,091 0,077 0,067 0,010
[ra, rb] (m) 0,3�2,0 0,3�2,0 0,3�2,0 0,3�3,0 0,3�6,0
L (m) 35,8 14,9 29,6 32,9 37,0
〈ε〉 (m2/s3) 0,046 0,042 0,043 0,042 0,041
λ (cm) 11,4 10,5 10,5 11,1 11,8
η (mm) 0,51 0,66 0,51 0,52 0,52
Rλ 13005 10866 10745 11854 13273
ζ2 0,670 0,662 0,697 0,669 0,662
−S 0,185 0,140 0,200 0,176 0,199
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Tabela A.4: Principais características da turbulência da camada limite atmosférica
super�cial Parte II.

Atm-6 Atm-7 Atm-8 Atm-9
13:47 06/12/03 13:50 19/12/03 14:19 19/12/03/ 14:48 19/12/03

U (m/s) 7,22 5,56 6,18 6,05
σ2

u (m2/s2) 2,77 4,06 3,11 3,22
z/LMO -0,010 -0,084 -0,065 -0,075
[ra, rb] (m) 0,3�6,0 0,3�4,0 0,3�7,0 0,3�6,0
L (m) 36,3 61,0 40,0 41,6
〈ε〉 (m2/s3) 0,045 0,038 0,047 0,047
λ (cm) 11,5 15,2 12,1 12,2
η (mm) 0,51 0,53 0,51 0,51
Rλ 13141 20975 14603 15060
ζ2 0,668 0,661 0,659 0,656
−S 0,180 0,263 0,222 0,199
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