
A
.G

.T
.

Del bit al qubit
�

AlbertoGalindo
DepartamentodeFı́sicaTeórica
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0 Intr oducción

Fue unaagradablesorpresala invitación a impartir estaleccíon inaugural. En tres
décadaslargasde desempẽno de mi labor comocatedŕatico en estaUniversidad,es
la segundavez quela Facultadde Fı́sicasaccedea esteestradoparacumplir con tan
honrosamisión. Poreso,y dadoqueestoyya cercanoa la jubilación forzosa,acept́e a
la primera,aunsabiendoel compromisoqueconllevael nodefraudara loscompãneros
deFacultada los querepresentoporel privilegio demi antig̈uedad.

He elegido comoleccíon un temade fı́sica. Es tan rarala oportunidadde contar
conun auditoriocomoéste,queno pod́ıapermitir dejarpasarunaocasíon quetardaŕa
enrepetirse.

Voy a centrarmeenun campodegranactualidad,enel queconfluyenlos extraños
cuantosde Plancky la informacíon. Los quanta,cuyo centenariocelebramosel pa-
sado14 de diciembre,no sólo hantrastocadola visión del mundofı́sico,sino quesu
desarrollotecnoĺogicohaafectadoprofundamentea la sociedad(microelectŕonica,co-
municaciones,medicina,farmacia,transportes,computacíon, gestíon administrativa,
etc.). La informacíon, quedominaincuestionabley crecientementenuestravida coti-
diana(libros,prensaescrita,radio,televisión, internet),1 esun cuerpocient́ıfico desde
lostrabajosseminalesdeShannonde1948,y esporsunaturalezaunobjetodela fı́sica.

De la confluenciade los cuantosy de la informacíon,alentadatantopor los avan-
cestecnoĺogicosen la manipulacíon de sistemasfı́sicosde unospocosátomos,fo-
tones,etc., como por la profundizacíon en el desarrolloconceptualde la teoŕıa de
la informacíon clásica,ha surgido en la pasadadécadaun vigorosocampo,llamado
teoŕıa cuánticade la informacíon, llamadoa alterarsubstancialmentelos sistemasde
almacenamiento,transmisíon y procesadodela informacíon. El objetivo númerouno
es la fabricacíon de un ordenadorcuántico a escalarazonable. Es posiblequeexi-
ja másañosde lo quenosgustaŕıa. En estaempresavan a converger con seguridad
fı́sicos,mateḿaticos,ingenieros,qúımicos,expertosencomputacíon,etc.,atráıdospor
las enormesexpectativasquedespierta.Y de esteempẽno sevana beneficiar, y mu-
cho,1/ la propiafı́sicafundamental,por la mejorcomprensíondelmundocuánticoque
facilita la teoŕıa cuánticade la informacíon,y quenosacercaŕa mása sumisteriosoy
extraño comportamiento,y 2/ la tecnoloǵıamismadevanguardia,comola metroloǵıa
deprecisíony la nanotecnoloǵıa[26].

1 Un siglode “cuantidad”
You havenothingto do but mentionthequantumtheory, andpeoplewill takeyour voicefor thevoice
of science,andbelieveanything. GEORGE BERNARD SHAW

Max(Karl ErnstLudwig)Plancksevióabocadoadiscretizarloscambiosdeenergı́a
entreátomosy radiacíon paraconseguir explicar los datosexperimentalessobreel es-

1Parafraseandoa JohnMaynardKeynes,podemosdecir, sin muchaexageracíon, queen la actualidad
todos,desdeel ciudadanoqueusaun teléfono móvil o escribecon un ordenador, hastael cient́ıfico que
calculaunaexplosíonsupernova,somosprácticamenteesclavosdealgún lógicodifunto [159].
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2 Un siglode “cuantidad”

pectrodel cuerponegro. Fue,dirı́a más tarde,“como un actode desesperación”(als
einenAkt der Verzweiflung).2 El 14 de Diciembredel año 1900present́o antela So-
ciedadAlemanadeFı́sicasufamosotrabajo3 dondeintrodućıaenla fı́sicala constante
universalh.

Pocosañosdespúes,en su annusmirabilis de 1905,Albert Einsteinexplicaŕıa el
efectofotoeĺectricopostulando4 quela energı́adela luz monocroḿaticadefrecuenciaν
est́aconcentradaenformadegránulosindivisiblesdevalorhν. Estosquantao paquetes
deenergı́a recibiŕıanveinteañosdespúesel nombredefotones.5

Roto el viejo tab́u de queNatura non facit saltusy liberadoel duendede la dis-
cretizacíon, nuestravisión de la realidadya nuncaseŕıa comoantãno. Los cuantos
asomaronpor doquier(fotones,fonones,fluxones,excitones,rotones,magnones,plas-
mones,spinones,holones,orbitones,6 etc.),y todaslaspart́ıculasdeluniversopasaron
aserexcitacioneselementalesdeunospocoscampos,unoporespecie,lo queexplicaba
sutotal indistinguibilidaddentrodecadaunadeéstas.

Nueve geniossentaronen el primer cuartodel siglo XX las basesde la nueva
fı́sica:7 Planck(1900),Einstein(1905)y Niels (Henrik David) Bohr (1913),seguidos
deLouis (Victor PierreRaymond,7o Duque)deBroglie (1923),WernerKarl Heisen-
berg (1924),WolfgangPauli (1925),Erwin Schr̈odinger(1926),Max Born (1926),y
Paul (Adrien Maurice)Dirac (1928).

1.1 Éxitos de la fı́sicacuántica

El impactodeestanaturalezadiscontinuahasidotremendo.Ciertasmagnitudesclási-
camentecontinuas(energı́a, momentoangular, ...) presentanvaloresdiscretizados.
Sistemassimplescomolos átomos,moléculasy núcleosexhibenespectrosdeenergı́as
(coleccionesdeenergı́asposibles)conpartesdiscretas.Soncomosus“notas”o “vibra-
ciones”caracteŕısticas,y sellamannivelesenergéticos.Estosespectrosdeun sistema
fı́sicolo identificangeneralmente,y graciasaesohemospodidoconocer, por ejemplo,
la composicíon qúımicadelasestrellas,y la expansíon delUniverso.La pequẽnezdel
quantumdeaccíon h dePlanckrelativaa losvalorestı́picosdela accíonclásicaimpide
discernirla cuantizacíon dela energı́a y deotrasmagnitudesenla vida ordinaria.

La microf́ısicaactual,desdela escalasubnuclearhastala molecular, seŕıa incon-
cebiblesin el auxilio de los principioscuánticos. La fı́sicade la materiacondensa-
da,en la queseapoyabásicamentegranpartede la tecnoloǵıa quenosrodea,cambío
draḿaticamenteconla mećanicacuántica(MQ). Losfenómenosmásespectacularesde

2Noventaañosmástardeel universoproclamaŕıa tambíen,a los cuatrovientos,la validezde la fórmula
espectraldePlanck,al mostrarnosun espectroperfectamenteplanckiano,mejorquelos obtenidosen labo-
ratorio,parael fondocósmicodemicroondas,esaradiacíon fósil liberadapor el universoprimitivo cuando
éste,trasneutralizarse,sehizo transparentea la luz.

3Tı́tulo del trabajo:Zur Theorieder Gesetzesder Energieverteilungim Normalspektrum(Sobrela teoŕıa
de la ley de distribución de enerǵıa del espectronormal), Verhandlungender DeutschenPhysikalischen
Gesellschaft2, 237-245(1900).

4Tı́tulo del trabajo:Über einendie ErzeugungundVerwandlungdesLichtesbetreffendenheuristischen
Gesichtspunkt(Sobreun puntodevistaheuŕısticoconcernientea la produccíony transformacíondela luz),
AnnalenderPhysik17, 132-148(1905).

5El qúımico G.N. Lewis publicó en 1926un art́ıculo, Theconservationof photons, en el quepropone
un mecanismodeenlaceqúımicobasadoenunaspart́ıculasquellamó “fotones”. El nombrecuaj́o, aunque,
evidentemente,no el significadopor él propuesto.

6La existenciadeorbitoneshasidopuestaenevidenciarecientemente[183].
7Los nueve seŕıan galardonadoscon el premioNobel de Fı́sica: Planck(1918),Einstein(1921),Bohr

(1922),DeBroglie (1929),Heisenberg (1932),Pauli(1945),Schr̈odinger(1933),Max Born (1954),y Dirac
(1933).
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La sorprendentefı́sicade los quanta 3

la materia,comola superconductividady superfluidez,sonconsecuenciadecuasicon-
densacionescuánticasBose-Einstein.La miniaturizacíon creciente(nanotecnoloǵıa,
sistemasmesosćopicos)hahechoposibleexperimentarel efectodela dimensionalidad,
revelandonotablesdiferenciasentrelos comportamientosdelos sistemas0D (motaso
puntoscuánticos),1D (hilos o alambrescuánticos),2D (gasesbidimensionales)y 3D
(sistemasordinarios).8 Hastaenla evolucióndelUniversoesnecesarioinvocarla MQ
paradescribirlos procesoselementalesqueocurrieronhastala liberacíon de la luz y
muchomástardeenla produccíondeenergı́a enlasestrellas,y paraadentrarnosenla
épocadePlanck,los primeros10� 43 s trasla GranExplosíon.

Bastahojearel númerodemarzo1999deReviews of ModernPhysics,celebrando
el centenariodela AmericanPhysicalSociety, y queempiezaconun art́ıculo deHans
AlbrechtBethesobreQuantumMechanics, paraver la MQ entodoslos rinconesdela
fı́sica,incluidapor supuestola Fı́sicaBiológica.

1.1.1 Precisíon de la MQ

El acuerdoentreteoŕıa basadaen MQ y experimentoha alcanzadolas másaltasco-
tasconocidasen la fı́sica. Un par de ejemplosbastan:1/ En el problematı́pico de 3
cuerposdadopor el átomobielectŕonicode He, el cálculo teórico, unavez incluı́das
las correccionespertinentestantode masa,como relativistasy radiativaso de elec-
trodinámicacuántica(EDQ), las energı́asde ionizacíon de algunosestadosexcitados
(comoel 1s2s1S0) concuerdanconlos valoresexperimentalesconprecisíonde1 parte
en109. 2/ Lo mismoocurreconel momentomagńeticoańomalodelelectŕon,expresa-
do a travésdesuanomaĺıa ae : � 1

2

�
ge � 2� , cuyaprediccíon teóricamediantela EDQ

ajustael valorobservadoenprecisíon similara la anterior[85, 219].

1.2 La sorprendentefı́sicade losquanta

Si cierto esque la relatividad de Einsteindemolío creenciastan arraigadascomo la
existenciadel tiempoconcaŕacterabsoluto,o la simultaneidad,desdeel puntodevista
epist́emicohasidoseguramentemásperturbadorala teoŕıadelosquantadePlanckque
hadadoorigena la actualfı́sicacuántica.Conella sehaderrumbadoel determinismo
laplaciano,lasleyesdelazarsehanensẽnoreadodela prediccíoncient́ıfica,lo continuo
y lo discretohandejadode ser antaǵonicosparaconvivir en armoniosadualidad,y
mediarealidadseocultaparadejarver a la otramitad.

Lascaracteŕısticasbásicasdela fı́sicacuánticason[190]:
1. La indefinicíonobjetiva.
2. El azary probabilidadobjetivos.
3. El enredo.

Desdeun puntodevistamásfı́sico,hayqueañadir [89]:

4. La dualidadonda-part́ıcula.
8Yaen1959Feynmaninvitabaa los fı́sicosaexplorartecnoĺogicamenteel mundodelo pequẽno,enuna

conferenciaconel provocadortı́tulo There’splentyof roomat thebottom. Desdela posibilidaddeescribirla
EnciclopediaBritánicaenla cabezadeun alfiler, o metertodala informacíonescritaexistente,queestimaba
enunos1015 bits (equivalenteavariasdecenasdemillonesdelibros),enun cubodemateriadel tamãno de
unamotadepolvo de100µm, hastala fabricacíondemáquinascapacesdecircularpor el riegosangúıneo
parareparar, porejemplo,válvulasenel coraźon.Dećıaconsugraciacaracteŕıstica:A friendof mine. . .says
that,althoughit is a verywild idea,it wouldbeinterestingin surgeryif youcouldswallowthesurgeon.You
put themechanicalsurgeoninsidethebloodvesselandit goesinto theheartand“looks” around.. . . It finds
out which valveis the faulty oneand takesa little knife andslicesit out. Other small machinesmight be
permanentlyincorporatedin thebodyto assistsomeinadequately-functioningorgan.
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4 Un siglode “cuantidad”

5. El principio deindeterminacíon.

1.2.1 La indefinición

Significaqueenun estadocuánticoα, aunqueest́e máximamenteconocido,haysiem-
preeventualidadesE (proposicionesśı/no) indefinidas,queno sonni ciertasni falsas.
Cuandosesometeaconsultaal sistemaenestadoα paraversi unaeventualidadE (por
ejemplo,estaren unaregión dada)esverdaderao no, el resultadoesobjetivamente
azaroso,conunasprobabilidadesquedependensólo del estadoα y de la eventualidad
E, y nodelánimoo conocimientosdelexperimentador. DecimosquelaeventualidadE
espotencialenα (no tieneun valor definido)y quela accíon deunadeestasconsultas
(medidadeE) actualizasupotencialidad.

Un estadocuánticoes,por aśı decirlo,unaredde potencialidades;constano sólo
deaquellaseventualidadesquetienebiendefinidas(hablamosentoncesdepropiedades
delestado),sinotambíendelasprobabilidadesdehallarciertoo falsoal actualizarlas
otraseventualidades,lasindefinidas.

1.2.2 El azar cuántico

En el mundocuánticomandala ventura,y paradescribirsusfenómenosrecurrimosa
lasprobabilidades.Perono esun mundoazarosoalocado,sinosometidoa unareglas
muy precisas.La probabilidadP

�
β � α � de queen un estadoα del sistemahallemos

comociertasunaseventualidadesque,de estarbien definidas,haŕıan queel sistema
estuvieseen un estadoβ, vienedadapor � � β � α �	� 2, dondela amplituddeprobabilidad�
β � α � esunnúmerocomplejo.

El lenguajede la nueva fı́sica es el lenguajede las amplitudesde probabilidad,
con las que,comoacabamosde decir, sepredicela probabilidadde quealgo ocurra
en el mundofı́sico; las certezassehanevaporado,y por muchoqueafinemosen el
conocimientodelestadoinicial deun sistemafı́sicosubsistenelementosdeignorancia
irreductibles.

Peroestasprobabilidadescuánticasobedecenaunasreglasdejuegomuypeculiares
e ineqúıvocas:cuandoalgopuedeocurrir devariasmanerasindistinguibles,la proba-
bilidad dequeocurranoesla sumadelasprobabilidadesindividuales(comoocurreal
tirar undado),sinoel cuadradodelasumadesus“raı́cescuadradas”,desusamplitudes
deprobabilidad.Y comolasráıcescuadradaspuedenserpositivasy negativas(mejor
dicho,tienenfase),puedemuy bienocurrirquesecanceleny quela probabilidadtotal
seanula(interferenciadestructiva). ¿Alguienesperaŕıaqueal arrojarala vezdosdados
no trucadosnuncapudieransumar3, cuandolo común seŕıa queesasumasedierauna
vezcada18,enpromedio?Puesesopodŕıaocurrir condadoscuánticos.

Cuandolas potencialidadesno seactualizan,estoes,cuandolas alternativasson
indistinguibles,lasamplitudessesumanantesdecalcularla probabilidad:porejemplo,�

β � α �
� ∑γ
�
β � γ � � γ � α ��� P

�
β � α �
�
��∑γ

�
β � γ � � γ � α ���� 2 �

dondeγ esun estadocualquieraconpropiedadesdefinidasparaun conjuntocompleto
de eventualidadescompatibles(esdecir, simult́aneamentemedibles)no actualizadas.
Perosi estasseobservan,la probabilidadpasaa valer

P̄
�
β � α �
� ∑γ � � β � γ �	� 2 � � γ � α �	� 2 � ∑γP

�
β � γ � P � γ � α � �

Decimosentoncesqueal medirserompela coherenciadelasdiferentesalternativas.

AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

La sorprendentefı́sicade los quanta 5

Estasreglasexplicanunadelaspeculiaridadesde los quanta,sudisposicíon a in-
terferir. No eslo mismoel cuadradodela sumaquela sumadecuadrados:

� � β � α �	� 2 �
��∑γ
�
β � γ � � γ � α ���� 2 �� ∑γ � � β � γ � � γ � α ��� 2 �

En la primeraigualdadseproduceninterferenciascuánticas,pueslasalternativasγ no
sematerializan.La segundaigualdadcorrespondeal casode queseactualicenestas
eventualidades.

1.2.3 El enredo

El enredo,entrelazamientoo enmarãnamientoesquizá la másperegrinay enigḿatica
distincíon delos quanta[92]. Introducidoel enredo(Verschränkung) por Schr̈odinger
en1935paradenotarsuperposicíon linealdeestadosfactorizablesdevariaspart́ıculas,
serefeŕıa a él diciendoque“no eraun sinoel rasgocaracteŕısticodela MQ”. Einstein
no soportabasusconsecuenciasdeaparenteaccíon instant́aneaa distancia.De “acción
fantasmala distancia”hablabaEinsteinenunacartaa Born. De “vudú” cuánticolo ha
calificadoCharlesH. Bennett.

El enredoseda,porejemplo,enunsistemabipartito1+2quetieneunestadoglobal
mejor definidoquecualquierade suspartes1 y 2. Los estadosenredadospresentan
correlacionessutilessin equivalenteclásico.

El enredonoexisteclásicamente;peroenla MQ, enquelosestadossonunaredde
potencialidadescomohedicho,esposibletenerun estadoenqueunaseventualidades
E1 � E2 delaspartes1 y 2 est́enindividualmenteindefinidas,perocorrelacionadasentre
śı deformatal queal actualizarseensendasmedidas,siempreseanlasdosfalsas,o las
doscorrectas.

Un estadoenredadopor antonomasiaesel estadosingletededospart́ıculasdespin
1
2 : 2� 1� 2 ����� � ��� � . Lasdospart́ıculastienensuspolarizacionesanticorrelacionadas:si
el spin de unaapuntaen unadireccíon, el de la otra lo haceen la opuesta.Ninguna
deellastieneun estadodefinido;la informacíon del estadoresideencorrelacionesno
localesesparcidaspor todo,sinqueningunamedidalocalsobreunadelaspartespueda
revelarlapor śı sola.Si la part́ıcula1 vuelahaciaZaragozay la 2 haciaSevilla, lugares
enquenuestroscolegasfı́sicosmidensusestadosdepolarizacíonendireccíonvertical,
los resultados,aunquealeatoriosparacadauno, est́an en perfectacorrelacíon mutua������� � ������� . Y estosecumple,pormuyseparadosqueest́enentreśı los fı́sicosque
compartenel par.9

El enredoest́a doquiera:desdelos estadosatómicos(estadoshiperfinosdel H, por
ejemplo),hastala materiacondensada(paresdeCooper, por ejemplo).Peronoesfácil
producirestadosenredadosenun sistemademodoquelos subsistemasquelo compo-
nenest́enlo bastanteseparadosespacialmentecomoparapoderactuarindividualmente
sobreellos.

El papeldel enredocomorecursoinformáticoenla actualteoŕıa cuánticadela in-
formacíon y ensusdesarrollosexperimentaleses,comoveremos,central,comparable
al de la energı́a o al de la entroṕıa. Se ha llegadoa decir que es como iron to the
classicalworld’s bronzeage[164]. Estamaneramodernademirar al enredocomoun
recurso,unaespeciedemonedadecambiocomopuedaserlaenergı́a, independientede

9Estascorrelacionesmáximasse hanobservado en paresenredadosde fotonesseparadosa distancias
de 10.9km (entrelas localidadessuizasde Bellevue y Bernex). Los fotonesseprodujeronen Ginebray
llegaronpor fibra óptica de la SwissTelecoma esospueblospróximos a Ginebra(a 4.5 y a 7.3 km de
Ginebra,respectivamente).Esteexperimentomuestraque,conextremocuidadoenel manejoexperimental,
lascorrelacionesnodisminuyenconla distancia.
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6 Un siglode “cuantidad”

susoporte,culminaŕael dı́aenquedispongamosdeunlenguajecient́ıfico dealto nivel
en el queel enredoseaingredientebásicoen el razonamiento.Todavı́a no sabemos
biencómocuantificarel enredo,ni conocemoslasleyesquerigensutransferencia,su
creacíon o sudesaparicíon [163]. Comomuestradel potencialimpactodel enredoen
otrasáreas,diremosqueel problemacentralde la teoŕıa de la computacíon, a saber,
la inclusíon propiaP � NP, quedaŕıa resueltoensentidoafirmativo si el contenidode
enredodealgunosestadoscuánticossuperaseun ciertoumbral[162].10

1.2.3.1 ¿Transmisión superlumı́nica? ¿Cabeutilizar el enredocompartidopara
enviar informacíon deZaragozaa Sevilla a velocidadsuperluḿınica?Śı, si los fı́sicos
de Zaragozasupierancodificarun mensajesignificativo con los bits de polarizacíon
queobtienen.Perono esaśı, pueslasleyescuánticasgarantizanquecadamuestrade
bits obtenidaenZaragozaesabsolutamentealeatoria.Si seseleccionaun subconjunto
dela mismaparacodificarinformacíon,porejemplounasecuenciadetres1’sseguidos
si queremostransmitirel númeroprimo 3, enSevilla mediŕanenesoslugarestres0’s.
Perohabŕa quedecirles(teléfono,correoelectŕonico,etc.) a qué lugaresdebenfijarse
si queremosqueidentifiquenla informacíon del 3. Y quesepamos,nadiesabehacer
superluḿınicoesteúltimo pasodela comunicacíon.

Si la clonacíon generalde estadoscuánticosfueraposible,11 el enredopodŕıa ser
usadoparala transmisíon superluḿınica de informacíon: puesen Zaragozapodŕıan
medirlapolarizacíondesusmiembrosdelossistemasenredadossiguiendounmensaje
binario (0 � �"! z � 1 � �"! x), lo queinstant́aneamentehaŕıa quelos comiembrosen
Sevilla se polarizasenen las direccionesopuestas;su clonacíon haŕıa posiblea los
colegassevillanos determinarcon fidelidadestaspolarizaciones,y por tanto, leer el
mensaje.

1.2.3.2 Consecuenciasdel enredo El enmarãnamientoesresponsablede algunas
de las prediccionesmás sorprendentesde la MQ. El siguienteejemplo(adaptadode
unosimilardeJohnPreskill[172]) ilustralo extraño queesel mundocuántico.

SupongamostrescajasA � B � C, unaenZaragoza,otraenMadrid, y otraenSevilla.
Cadacajatienetrespuertas,1 (frontal), 2 (lateral)y 3 (superior),y suinterior aparece
de color rojo o verdeal abrirlapor cualquierade ellas. Según qué puertaseabra,el
color puedecambiar, deacuerdoconestasreglas: si vemosun interior rojo (verde)al
abrir unadelaspuertas,al cerrarlay volverlaa abrir denuevo seguimosviendoel rojo
(verde);perosi, trasconocerel color interior al abrir por unapuerta,cerramosestay
optamosseguidamentepor destaparotra puertadistinta,un 50% de las vecesvemos
queel interioresrojo, y enel otro50%restante,verde.

Supongamosquesehapreparadoel conjuntodeinterioresenestas“curiosas”cajas
enunestadoespecial,enel queal abrir lastrespor la puertasuperior(puerta3) apare-
censusinterioreso todosrojos,o todosverdes,conigualamplituddeprobabilidad.

Experimentalmentesecompruebasobreeseestadoquesi en unacajaseabrela
puerta1 y en las otrasdoscajasla puerta2, siempreseve un númeropar (0 o 2) de
interioresrojose impar(1 o 3) deverdes.

Luego podemosinferir concertezael color c #%$ r � v & : �'$ rojo,verde& queseveŕa
al destaparunapuertaarbitrariak #%$ 1 � 2 � 3 & de la cajaX #($ A � B � C & conociendolos

10Depasoel quepruebeestosellevaŕa1 M$, ofrecidopor el ClayMathematicsInstituteaquienresuelva
algunodelossietegrandesproblemasmateḿaticosdeestenuevo siglo.

11Comocomentaŕe luego,la linealidad/unitariedadde la MQ proh́ıbe la clonacíon cuántica: ¡no existen
fotocopiadorascuánticas!
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La sorprendentefı́sicade los quanta 7

coloresqueseven al abrir las otrasdoscajasY � Z #%$ A � B � C & por puertasadecuadas:
1/ Si k � 3, bastaabrir Y � Z por la puerta3, y su color (común necesariamente)es
tambíenel deX. 2/ Si k � 1, abramosY � Z por la puerta2; si suscoloressoniguales,
entoncesc � v, y si sondistintos,c � r. 3/ Si k � 2, abriendoY por la puerta2, y
Z por la puerta1, rige la mismaconclusíon queen el caso2/. El color del interior
al destaparunapuertaarbitrariak de una caja X seŕıa, por tanto, determinablecon
certezaobservandosolamentesobreel restoY � Z del sistema,un restoquebienpodŕıa
estarseparadocausalmentedeX; según dictael realismolocal,dichocolordebeseren
consecuenciaun elementode realidadsegún el criterio de Einstein,Boris Podolsky y
NathanRosen,unapropiedadqueposeela cajaencuestíon conindependenciadeque
semireno no los interioresdelasotrasdoscajasa travésdepuertascualesquiera.

Ahoranosentrala curiosidaddesabera priori quéveremossi abrimoslastrescajas
por la puerta1. Y vamosa razonardel modosiguiente,quepresuponela existencia
de esoselementosde realidadqueacabamosde mencionar. Al abrir dosde las cajas
(digamoslaA y la B) por la puerta1 puedenocurrir trescasos:losinterioresrespectivos
sonambosverdes,ambosrojos,o unorojo y el otro verde.a/Supongamosqueambos
sonverdes.En virtud del hechoexperimentalantescitado,los interiorespor la puerta
2 delascajasB y C (A y C) debenserambosdelmismocolor, y por tantotambíenlos
delascajasA y B, lo quea suvezexige queel interior dela cajaC por la puerta1 sea
verde.b/ Si los interioresde lascajasA y B por la puerta1 sonrojos,los de lascajas
B y C (A y C) por la puerta2 debenserdedistintocolor, y por tantoigualeslos delas
cajasA y B, conlo queconcluimosdenuevo queel interior de la cajaC por la puerta
1 deberserverde.c/ Finalmente,si los interioresdelascajasA y B por la puerta1 son
distintos,digamosrojo en la A y verdeen la B, los de las cajasB y C (A y C) por la
puerta2 debenserdedistinto(igual) color, y por tantodistintoslos delascajasA y B,
dedondeinferimosqueel interiordela cajaC por la puerta1 deberserrojo.

Encualquiercaso,pues,podemosafirmarpornuestraargumentacíon teóricaqueal
abrir lastrescajaspor la puerta1 veremosun númeropardeinterioresrojos.

Comprob́emosloahoraexperimentalmente. . . ¡Vaya! ¡Perosi saletodo lo contra-
rio! ¡Siempresevea travésdelastrespuertas1 un númeroimpardeinterioresrojos!

¿Dóndefalla el argumento? Sólo hay algo que hemossupuestotácitamente,al
aceptarlos elementosde realidad:quela observacíon de los interioresde dosde las
cajasno alterael interior de la otra. Y paramás respaldointerno a estahipótesis,
podemospensaren llevar cadauna de las tres cajasa una galaxiadiferente(la 1 a
Andrómeda,la 2 a la GranNubedeMagallanes,y la 3 la dejamosennuestraGalaxia),
y destaparlas tres a la vez, de modo que no hayatiempo a que la informacíon de
lo visto en algunade las cajasllegue a las otras. ¿Ćomo va a “influir” el abrir la
caja2 en la GranNubede Magallanessobreel color interior (por cualquierade sus
puertas)de las caja1 en Andrómeday 3 aqúı? Es absurdopensarlo,¿no? Puesśı,
seŕa todo lo absurdoquenosparezca,perode hechoesaspookyaction at a distance,
esainesperadacoordinacíon no local, forma partede las leyesde la naturaleza,y se
daenel insólito mundodelos quanta.Esteexperimentodelascajasesevidentemente
ideal,perootrosdesimilarconcepcíony enprincipiofactiblesenel laboratoriopodŕıan
mostrarnı́tidamentequela MQ esincompatibleconel realismolocal.12

Queŕamosloo no,la MQ esextrañay antiintuitiva. DećıaBohr: “Quiennosesienta
estupefactoantela MQ esqueno la haentendidobien”.

12El debatehistórico Bohr-Einsteinen torno a estacuestíon acabade cerrarse,a favor del primero: un
experimentorecienteconparesde iones9Be) enredadosmuestraineqúıvocamentequeel realismolocal es
insostenible[182].
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8 Un siglode “cuantidad”

1.2.4 Dualidad onda-partı́cula

IsaacNewton mantuvo la naturalezacorpuscularde la luz, peroChristiaanHuygens
defendío su naturalezaondulatoria,que ThomasYoung demostraŕıa brillantemente
muchosañosdespúes. Al comenzarel siglo XX nadiedudabade quela luz erauna
ondaelectromagńetica (EM). Perociertos fenómenos(como el efectofotoeĺectrico,
y el efectoCompton)requeŕıan la vueltaatŕashaciaunaimagende la luz comoun
chorrodepart́ıculas,los fotones.¿Ćomoreconciliarestosaspectoscorpuscularescon
los aspectosondulatorios,evidenciadospor todaslas experienciasde interferenciay
difraccíon?

No ha sidofácil aprendera convivir con unarealidadextraña quesecomportade
dosmodosopuestossegún el entorno[89]. Nuestrolenguajeha debidoacomodarse;
no es“cient́ıficamentecorrecto”decirquela luz esunaonda,ni tampocoqueesuna
coleccíondepart́ıculas.No esningunadeesascosas,sinoambasalavez.Dependiendo
delascircunstanciasexternas,serealzaunafacetay sedeprimela complementaria.

Corrientementeelaspectodiscretizadodela luz noesdiscernible,debidoalelevado
númerodefotonesquehayenunaondaEM ordinaria.Pensemosque,porejemplo,una
humildevela de0.1 mW en visible arrojapor segundola friolera de3 * 1014 fotones
deesapartedelespectro;a100m dedistanciael númerodetalesfotonesquepenetran
en cadaunode nuestrosojos es105. De unaestrellade primeramagnitudrecibimos
unaenergı́a visualdeunos2 * 10� 8 W/m2, quecorrespondea 106 fotonespor pupila
y segundo.

Si lasondasporantonomasia,lasondasEM, secomportanavecescomopart́ıculas
(demasanula),¿nopodŕanacasopresentarseenocasioneslaspart́ıculas(demasano
nula) comosi fueranondas?Estaesla preguntaqueseplantéo el joven De Broglie
(1923-1925)y parala que,porpurasconsideracionesdeanaloǵıay simetŕıa,seatrevió
aproponerunarespuestaafirmativa,contratodaevidenciasecular. Suideaimpresiońo
a Einstein.

De Broglie postuĺo quetodapart́ıculamateriallleva asociadaunaonda“de mate-
ria”que la dirige o gúıa (onda“piloto”) en sumovimiento; másadelante(Born 1926)
se concluiŕıa que se tratabaen realidadde una ondaamplitud de probabilidad,cu-
yo módulocuadradoenun puntoeraproporcionala la (densidadde) probabilidadde
hallarallı́ la part́ıcula.Si la part́ıcula,demasam, tieneenergı́atotalE � γ

�
v� mc2 y mo-

mentolineal p � γ
�
v� mv, la ondaasociadatienefrecuenciay longitudde ondadadas

por lasmismasexpresionesquerigenparalos fotones:

λ � h+ p � ν � E + h
SeconocencomorelacionesdeEinstein-DeBroglie. La primeraproporcionael valor
dela longituddeondadeDe Broglie.

Los experimentosde Davisson-Germery de Thomson13 confirmaronplenamente
la existenciadelasondasdemateria.

Enlavidaordinarianopercibimosestadualidad:la longituddeondadeloscuerpos
macrosćopicosestanpequẽnaqueno hay“ranuras”ni“orificios”que puedanutilizarse
paradesvelarsuaspectoondulatorio.14 Sin embargo,ah́ı est́a.

13Curiosafamilia estadelosThomson,enla queel padre,JosephJohnThomson,recibió el premioNobel
en1906por descubrirla “part́ıculaelectŕon” en1897,y el hijo, GeorgePagetThomson,lo recibió en1937,
compartidoconClintonJosephDavisson,pormostrarla “ondaelectŕon”. Sobreestadoble“personalidad”de
lossistemascuánticosbromeabaWilliam HenryBragg,quecompartíoel Nobelen1915consuhijo William
LawrenceBragg,diciendo:Physicistsusethewavetheoryon Mondays,Wednesdays,andFridays,andthe
particle theoryonTuesdays,Thursdays,andSaturdays.

14Echemosla cuenta.Paraunabola de billar de masam , 0- 5 kg, por ejemplo,quesemueva sobreel
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La sorprendentefı́sicade los quanta 9

1.2.4.1 Ondasdemateria Enunbonitoexperimentosehandetectadolasondasde
materiaasociadasa fullerenosC60 [7]. Setratade los proyectilesde mayormasa(en
un ordende magnitud,puessu masaesde unas720 u) y complejidad(60 núcleosy
360electrones,y por tantoconmuchosgradosdelibertadinternosexcitables)conque
sehanpodidover interferenciasenunexperimentodel tipo doblerendija(enestecaso
unareddedifraccíon); hastala fecha,sehab́ıanobservadoconelectrones,neutrones,
átomos,dı́meros,y cúmulospequẽnosde variosátomosde gasesnoblesligadospor
fuerzasdevanderWaals.Los fullerenosfueronproducidosenun hornodeunos900-
1000K, quetraspasarpor dosranurasdecolimacíon de 10 µm separadasen1.04m,
incidı́ansobreunareddedifraccíon de rendijasde50 nm y peŕıodode separacíon de
100 nm. La imagende interferenciase observ́o a 1.25 m de la red, detectandolos
fullerenostrassuionizacíon medianteun rayoláser.

Esteexperimentorevela la interferenciade cadafullerenoconsigomismo. Esta
interferenciaesvisible porqueno se tiene informacíon de qué caminoha seguido el
fullereno. Si ésteemitieseluz quenosindicasepor qué rendijaha pasado,la imagen
de interferenciadesaparecerı́a. Paraello es precisoque la longitud de ondaλ de la
radiacíon emitidasatisfagaλ . d, siendod la distanciaentrerendijasconsecutivas.
Peroa 900K, cadafullerenotieneunaenergı́a vibracionaldeunos7 eV, almacenados
en174modosvibracionales;cuatrodeestosmodosemitenradiacíon infrarrojade7-19
µm, y durantelos 3 msdetránsitoentrela redy la deteccíon emitende2 a 3 deesos
fotonesinfrarrojos. Massu longituddeondacumpleλ / d, y por tantono permitan
identificarla rendijaatravesada.Otro tantopasaconla radiacíon decuerponegro que
cadafullerenocalienteemite,y queesdelordende0.1eV durantesutiempodevuelo
por el trayecto,por lo quecadafotón asociadotiene comomı́nimo una longitud de
ondade 10µm / d. La velocidadmediade estosfullerenosdel experimentofue de
220 m/s, y por tantosu longitud de ondade De Broglie era2.5 pm, unas400 veces
menorquesu diámetrode 0 1 nm. Es posiblequeestetipo de experimentospueda
extendersea sistemasmásgrandes,comomacromoĺeculase inclusoavirus.15

1.2.5 El principio de indeterminación

En la fı́sicaclásica,conociendolasposicionesy momentosinicialesdecadaunadelas
part́ıculasde un sistema,pod́ıamosen principio predecircon exactitudcuálesiban a
seresasmagnitudesunratomástarde.Yano;paraempezar, unprincipiodeindetermi-
nacíon,debidoaHeisenberg, impidequepodamosmedirconprecisíonarbitrariay a la
vezunavariabledeposicíony la correspondientevariabledelmomento.O unau otra;
debemosconformarnosconconocersólo unamitadde lasvariablesqueclásicamente
estabana nuestroalcance[89].

Un ciudadanonormalalbergapocasdudassobrela posibilidaddemedira la vezla
posicíon deunamotoy suvelocidad;por esoencuentranaturalqueenla notificiacíon
de unamulta de tráficopor excesode rapidezle sẽnalenambosdatos. En un mundo
hipot́eticoenquela constantedePlancktuvieseun valor parejoal dela accíon deuna

tapetea0.4m/s,la longituddeondaλ deDeBroglievaleh1 mv , 3 2 103 33 m. No seconocen“orificios”ni
“ranuras”deestasdimensionesparapoderobservar la difraccióne interferenciadetalesondas.Inclusopara
cuerpostanlivianoscomounamotadepolvo (m 4 1 µg), y velocidadestanpequẽnascomolasprovocadas
por agitacíon térmicadebidaal fondocósmicodemicroondas(T 4 3 K, v 4 103 7 m/s),resultaλ 4 103 18

m.
15La difracción dehelio por unaredsimilar hapermitidomedir recientemente[98] la longituddeenlace

de lasmoléculasdiatómicasmásgrandesy menosligadas,a saber, moléculas4He2. Suenerǵıade ligadura
esdeunos103 7 eV, y la longituddeenlacedeunos5 nm.
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10 Un siglode “cuantidad”

avionetaenvuelodurante1 s,por ejemplo,h 0 106 J s,16 el agentedepolićıa tendŕıa
que renunciaro al lugar o a la celeridad,pues,comoconsecuenciadel principio de
indeterminacíondeHeisenberg quevamosadiscutir, medirla velocidaddela motocon
precisíonde10km/horaexigir ı́adesconocersulocalizacíonenaproximadamente2 km.
Y esoporqueen tan extraño escenariola merailuminacíon transversaldel motorista
conun solofotón deondasderadiodeλ 0 1 m paraverleal pasarconprecisíon de1
m podŕıa transferirlemomentomásquesuficienteparadesviarlepeligrosamentedesu
trayectoria.

Vivimos, sin embargo, en un Universoen el queel cuantode accíon espequẽno
a escalaordinaria,y los efectosdel principio de indeterminacíon sedejannotarsobre
“motoristas”muchomás livianos: electrones,protones,núcleosatómicos,moléculas,
etc.

Trasun cuidadosoańalisisdelosprocedimientosdemedidademagnitudesbásicas
comoposicíon, momentoy energı́a, Heisenberg enunciabaen 1927su famosoprin-
cipio de indeterminacíon. Esteprincipio de incertidumbrelimita las precisionescon
quesepuedenmedirsimult́aneamentesobreunapart́ıculapares

�
A � B� demagnitudes

conjugadastalescomo
�
x � px � : 5 A5 B 6 1

2 7 .
La raźon delasrelacionesdeindeterminacíonresideenla dualidadonda-part́ıcula.

Por ejemplo,paraver dóndeest́a unacosacon preciśon 5 x, lo normalesiluminarla
conluz delongituddeondaλ 80 5 x, perolos fotonesintercambianenergı́ay momento
conella (efectoCompton),lo queconllevaunaimprecisíon 5 px 0 h+ λ 90 h+:5 x.

Quizásla consecuenciamásdistinguidadelprincipiodeindeterminacíonseala es-
tabilidaddela materia:clásicamenteloselectronesatómicossoncomopequẽnasante-
nasradiantesquedebeŕıancaersobreel núcleoentiemposdeunospocosps,haciendo
inestableslos átomos.El principio de indeterminacíon vienea surescate,posibilitan-
do de estemodola existenciade la tablaperíodicay todala riquezaestructuralde la
fı́sicaatómicay molecular:al caerlos electrones,seconfinaŕıan más; estoobligaŕıa
cuánticamentea aumentarsuenergı́a cinética,contrarrestandoaśı la cáıda.17

1.3 ¿Entenderla MQ? Una cierta insatisfaccíon colectiva
Turning to quantummechanics,weknowimmediatelythathere wegetonly theability, apparently, to
predictprobabilities. Might I sayimmediately, so that youknowwhere I really intendto go, that we
alwayshavehad (secret, secret, closethe doors!) we alwayshavehad a great deal of difficulty in
understandingthe world view that quantummechanicsrepresents.At leastI do, becauseI’m an old
enoughmanthat I haven’t got to the point that this stuff is obviousto me. Okay, I still get nervous
with it. Andtherefore,someof theyoungerstudents. . .youknowhowit alwaysis, everynewidea,it
takesa generationor twountil it becomesobviousthat there’sno realproblem.It hasnot yetbecome
obviousto methat there’s no real problem.I cannotdefinethereal problem,therefore I suspectthat
there’s no real problem,but I’m not sure there’s no real problem. Sothat’s whyI like to investigate
things. FEYNMAN

Quantummechanics,that mysterious,confusingdiscipline,whichnoneof us really understands,but
whichweknowhowto use. GELL-M ANN

Nadie presumede entenderla MQ. Todo lo contrario. Los más grandesfı́sicos
de estesiglo (Bohr y Einstein)y otrostambíenpreclaros(JohnStewart Bell, Richard
PhillipsFeynman,MurrayGell-Manny StevenWeinberg) sehanmostradoperplejosy

16Estaaccíonmacrosćopicaestambíenparecidaa la desarrolladapor unciclistaenunaetapacontra-reloj
a lo largo deunpardekm.

17Esteargumento,aunquefı́sicamentecorrecto,no esconsecuenciarigurosade las relacionesde inde-
terminacíon de Heisenberg. Puedesustanciarsemedianteunadesigualdadde Sobolev algo más refinada
[90, 91].
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nerviososantelassutilesfintasdialécticasquepropicianlos quanta.18 Ningunoniega
su enormeéxito paraexplicar cuantitativamentelos fenómenosconocidostantoen la
fı́sicade lo pequẽno comoen la fı́sicade la materiacondensada.Y la mayoŕıa de los
fı́sicossabencómoaplicarlacorrectamenteenesassituaciones.Perocuandoseintenta
describirel comportamientode un quantumindividual, la extrañezay el desconcierto
senosapoderan.

Trescuartosdesiglono hansidosuficientesparadisipartodoslasdudasqueplan-
teanlos principioscuánticosa grannúmerode profesionales.Destacacomoparticu-
larmenteaćerrimo o rebeldeel problemadela medicíon: mientrasla evolución deun
sistemacuánticocerradoesunitaria,y porendelineal, reversibley determinista,al ac-
tualizarpotencialidades,comoenunamedicíonsobreel sistema,el estadodeéstesufre
generalmenteel infame“colapso”[91, 93], o “reduccíon”,19 no unitario,irreversibley
probabilista.¿Sonreconciliablesambostiposdecambio?

La linealidadde la evolución de un sistemaen entornosno reactivos (estoes,in-
sensiblesa los cambiosdel sistema)trasladala indefinicíon objetiva de los sistemas
cuánticosalosaparatosdemedida,contratodaevidenciapráctica.El gatodeSchr̈odin-
geresla ilustracíonpintorescadeesteconflicto.20 Sehanofrecidomuchassoluciones
a esteproblema:desdeconsiderarevolucionesno lineales,quesepercibiŕıansólo en
sistemasdemuchosgradosde libertad,con la virtud de llevar entiemposmuy cortos
cualquiercombinacíon linealdeestadosbasedelaparatomacrosćopicodemedida(los
correspondientesaposicionesdefinidasdesusagujas)aunodeellos,hastareemplazar
la ecuacíondeSchr̈odingerporotraestoćastica,deorigental vezenlapropiaestructura
delespacio-tiempoquesesupondŕıasiemprebiendefinida(comoajenaa laspeculiari-
dadescuánticas).Ningunadeestaspropuestashafructificado,y algunosexperimentos
hanimpuestolı́mitesmuy rigurososaunaposibleno linealidadenla MQ.

Una alternativa radicalesla “interpretacíon del estadorelativo” de Hugh Everett
III (1957),o “interpretacíon de muchosmundos”(modernizadaen el formalismode
historiasconsistentes).En ella el problemaquenospreocupadesaparececomopor
encanto;niegasimplementequeseactualicenpotencialidades.Hayunsistemacerrado
global,el Universo,conunestadoqueevolucionalinealy unitariamente.Dadounsub-
sistema1, y el subsistemaresto2 (del quelos observadoresformamosparte),al medir
enel 1 unamagnitudA quepuededistintosvalores $ a1 � a2 � �;�<� & , el Universo(y conél
nosotros)sebifurcaenunacoleccíonde“ramas”o alternativasenlasquetodoslosque
allı́ estamosvemosqueesamagnitudA tieneunosolodeesosvalores,digamosak. No
hacefalta “reducir” el estado;nuestroestadorelativo (neuronalo de consciencia)en
esaramaest́a yadispuestoaver sólo esevalor ak. Peroexistenotrosobservables,para
lasquela ramificacíon seŕa distintay tambíenreal. En estasnuevasramas,el valor de
A no estaŕa bien definido,y los observadoresen esasramastendŕıamosla incómoda
sensacíon dever lasagujasdel aparatoquemideA enposicionesindefinidas,enesta-
dos“grotescos”comolos delgatoni vivo ni muerto.Volvemos,pues,a lo desiempre.
No hemosresueltonada;śı, noshemosarropadoconunamirı́adademundosgratuitos
(enviolacióngroseradel principio deOccam)dondeesconderel problema,peroéste,
imperturbable,regresasiempre.

18Durantelasjornadas“Cajal onconsciousness”(Zaragoza,29/11/99-01/12/99), medećıaGell-Mannque
ya por fı́n comprend́ıala MQ. Ante mi insistencia,matizaŕıaquela entend́ıa“prácticamente”toda.

19La reduccíonmateḿaticadel estadoaparececomoun modusponensintranscendenteenla formulacíon
dela MQ conhistorias.Perola unicidaddela actualizacíones,evidentemente,otrocantar.

20Mesogatoso gatosmesoćopicosdeSchr̈odingerya sehanproducidoen laboratorio:estadosatómicos
superposicíonlinealdeestadoslocalizadosy separadosadistanciasde80nm,muysuperioresasustamãnos
individualesdeunos7 nm,y a lasdimensionesatómicasdelordende0.1nm.
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12 Un siglode “cuantidad”

Siendopragḿatico,sepuededespacharelasunto21 deestaguisa.El sistemacuántico
interact́uaconel aparatodemedir, quea suvezlo haceconel ambiente.Los tres,sis-
tema,aparatoy entorno,est́anenredados.Comolos gradosde libertaddeesteúltimo,
esdecirsumicroestado,nosecontrolanni observanpor lo general,hayquepromediar
tomandotrazassobreellos. En la práctica,el ambienteinducedescoherenciaentrelos
“estadosde la aguja”del aparatode medida,estohaceperderirremediablementesus
fasesrelativas,y arrastracon ello al colapso.Sin embargo, sigueabiertala cuestíon
centralde cómo sepasadel “y” al “o”, esdecir, por qué el resultadode cadaactode
medicíon esunoy novarios.¿Caeŕa tal vezfueradela fı́sica?

1.4 ¿Quéserá de la MQ enel siglo XXI?

No hay atisbosde necesidadde cambio(perotambíen a finalesdel XIX secréıa ter-
minadoel edificio de la fı́sica).22 La MQ funcionaperfectamente,dirı́amosquede-
masiadobienparalos impacientesquesecansandeparadigmasya seculares.Sólo la
gravitación seresistea la domacuántica. La teoŕıa de cuerdasofreceunasolucíon,
lejanadelos fenómenosa lasescalasdelaboratorio,y costosaendimensiones.23 Pero
a lo mejoresel precioa pagarparaunafuturarevolución de la fı́sicaenquela propia
estructuradelET sehagano conmutativa y supersiḿetrica,y la MQ, consuconstante7 dePlanck,seael marcoobligadoparaexpresarlasnuevasdualidadesquegeneralizan
αEM = 1+ αEM.

Alguien tan importantecomoGerardus‘t Hooft defiendequela MQ surge de las
fluctuacionesestad́ısticasen unateoŕıa clásicadeterministaaplicableen la escalade
Planck. Contraestaopinión de ’t Hooft, hay otrano menosautorizada.Dice Steven
Weinberg: Thistheoretical failure to finda plausiblealternativeto quantummechanics
suggeststo methat quantummechanicsis theway it is becauseanysmall changesin
quantummechanicswouldleadto absurdities.

¿Quíen tienela raźon? A lo mejor ninguno. La comparacíon de la historiade la
fı́sicadel siglo recíen acabadocon lo quesepredećıa paraella hace100 años reco-
miendael callarse,24 y esperaralgunaqueotrasorpresaquealguiencontaŕa aqúı enel
2101.

Lo queśı esseguro esque,mientrastanto,los fı́sicosexperimentadoresseguirán
realizandobrillantesexhibicionesdeesasque,por ilustrardemodosimplecuestiones
fundamentalesde la MQ, autoḿaticamentepasana los libros de texto, y los fı́sicos
teóricoscontinuaŕanpor un lado descubriendoresultadossorprendentementesimples
(teleportacíon, p.e.) y por otro aplicandolas técnicasde cálculo de la MQ a proble-
mascadavezmáscomplejos,inventandoprocedimientoscomputacionalesnuevoscon
la esperanzade quealgún dı́a sesepanhacercálculosprecisosy no perturbativos en

21For all practical purposes(FPAP), comodećıaBell enunodesusúltimostrabajos,enel quepropońıa
prohibir el usodel término“medición” entodadiscusíonseriasobreMQ, y reemplazarlopor el de“experi-
mento”.

22Lord Kelvin (William Thomson,BaronKelvin of Largs)llegóadecirqueel futurodela fı́sicaestabaen
medirhastala sextacifra decimal. Y Albert AbrahamMichelson,en1894,afirmaba:Themore important
fundamentallawsandfactsof physicalsciencehaveall beendiscovered....

23La gravedadsubmilimétricaintentaescudrĩnaresenuevo mundoa travésdepresuntasmodificaciones
de la ley de la gravitación deNewton [6]. Medidasrecientes[105] no hallanindiciosde cambiodeestaa
distanciassuperioresa0.2mm. Tambíenunaaparenteviolacióndela conservacióndela enerǵıaenel futuro
colisionadorLHC (Large Hadron Collider) del CERN podŕıa sẽnalar la existenciade dimensionesextra
por las quesemoveŕıanlos gravitones,perono lasotraspart́ıculas. El fascinanteproblemade la posible
generacíony desaparicíondelasdimensionestantoespacialescomoextraconla evolucióndelUniversoest́a
ya siendoobjetodeatencíonpor los fı́sicos[5].

24ComodiceWoodyAllen, “predeciresmuy difı́cil, sobretodoel futuro”.
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teoŕıas tan ricas y dif ı́ciles como la CromodińamicaCuánticaa baja energı́a [218].
No es descartableen absolutoque nuevas e inesperadasconsecuenciasde las leyes
cuánticaspuedansurgir encualquiermomento,resultadosqueabranperspectivasnue-
vas. ¡Quiéniba a pensar, por ejemplo,quemediosiglo despúesdequeseinventarala
MQ todavı́a seguiŕıandescubríendoseaspectoselementalesy profundosde la misma,
comola imposibilidaddeclonacíon deestadoscuánticos!

2 Medio siglode“bitolog ı́a”

Según su 7a acepcíon en el DRAE, informacíon es“comunicacíon o adquisicíon de
conocimientosquepermitenampliaro precisarlos queseposeensobreunamateria
determinada”.En estamagńıfica definicíon aparecendeformamáso menosexplı́cita,
y en esteorden,las tresoperacionesa quesesometetodainformacíon: transmisíon,
procesado,y almacenamiento.Y enlastresintervienela fı́sica:el veh́ıculo transmisor
puedeconsistiren ondassonoras,ondasEMs, impulsoselectŕonicos,etc.;el mensaje
recibido se transformamedianteun cerebro,un ábaco,un ordenador, etc., antesde
incorporarloa un archivo y modificarotrosdatospreexistentes;parausoposteriorla
informacíon resultanteseguardaenunamemoriao archivo, ya seadel cerebro,ya sea
la deun discoduro,etc.,o seescribeenun cuaderno,o enunaficha,o segrabasobre
unatabletacuneiforme,etc.25 Porello puedeafirmarse,conLandauer[131, 132], que
la informacíontienenaturalezafı́sica.Y comoobjetofı́sicoquees,est́a sometida,nos
gusteo no,al dictameninexorabledelasleyesfı́sicas,queporun ladola limitan, y por
otro,la potencian;porejemplo,la informacíonnopuedenuncatransmitirseavelocidad
superiora la de velocidadc de la luz en vaćıo, peroen cambiogozade las ventajas,
comoparalelismomasivo, quelos principioscuánticosle otorgan.

2.1 El bit

La informacíon est́a discretizada;viene dadaen paquetesirreductibles. La unidad
elementalde informacíon clásicaesel bit (conmásprecisíon c-bit, o inclusocbit, por
bit clásico),un sistemaclásicocon tan sólo dos estados0 y 1 (Falso y Verdadero,
No y Śı). El nombrede bit (por binary digit) se debea JohnWilder Tukey,26 y su
usocomounidadfue introducidopor ClaudeElwoodShannonenlo queseconsidera
comola CartaMagnadela eradela informacíon: sutrabajo,endospartes,tituladoA
mathematicaltheoryof communication[188].27

Cadabit puedeserguardadofı́sicamente;en los ordenadoresclásicos,un bit se
registra comoun estadode carga de un condensador(0 = condensadordescargado,

25En 1 TB de almacenamientocabeel contenidode unos106 libros. En los próximosañostendremos
discosdurosde400GB. Hoy sealmacenancontecnoloǵıamagnetorresistiva gigante(GMR) unos100GB
por pulgada2. Conalmacenamientohologŕaficopuedellegarsehasta6000GB por pulgada2, esdecir, 1 TB
por cm2.

26TambíensedebeaTukeyel nombredesoftware.
27Shannonmurió el pasado24defebrerodel2001.Hapasadoala historiacomopionerodela revolución

digital, y sindudacomounadelasmásgrandesfigurasdelsiglo XX. Creadordela codificacíon,nosensẽnó
cómocombatirla corrupcíonmediantela redundancia.Aśı el cortedeunCD conunatijera a lo largo deun
radiono afectaparanadala calidaddesuaudicíon. Demostŕo tambíen,contratodopronóstico,quepor un
canalruidosopuedenviajarmensajesconfidelidadtanaltacomosedeseesinnecesidaddebajarsin lı́miteel
ritmo detransmisíon,bastandoqueestesemantengasiempremenorqueunacaracteŕısticadel canalllamada
su capacidad.Hastacasimediosiglo despúesno sehanconocidocódigosexpĺıcitoscercanosa eseritmo
lı́mite deShannon.La repercusíoncient́ıfica, ecońomica,culturaly socialde la obradeShannoncrececon
el tiempo,y el mundoactualseŕıa inconcebiblesinella [52].
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14 Medio siglode “bitolog ı́a”

o diferenciade potencialnula entresusplacas;1 = condensadorcargado,o tensíon
no nula). Setratade(islotescontinuosde)estadosmacrosćopicamentediferenciados,
y separadospor unabuenabarrerade energı́a paraevitar tránsitosindeseablesentre
ambos;estoes,hande ser lo bastanterobustoso estables.Su lectura(con el debido
cuidado)no lesafecta,y puedenserclonadoso replicadossin problemas.

Cualquiertexto ordinarioescodificableen unacadenade bits: por ejemplo,nos
bastaŕaconasignaracadaśımbolosucódigoASCII,28 pasandoluegoestenúmeroasu
formabinaria,y complet́andoloacontinuacíonmedianteunbit deparidada la derecha.
Ejemplo:el siglo de los quanta sepuedecodificarcomo

11001010 11011000 01000001 11100111 11010010 11001111
11011000 11011110 01000001 11001001 11001010 01000001
11011000 11011110 11100111 01000001 11100010 11101011
11000011 11011101 11101000 11000011

2.2 Los teoremascentralesde Shannon

AunqueyaR.V.L. Hartley en1928intentaraasignarunamedidacuantitativaa la infor-
macíon, la teoŕıa clásicade estasedebea Shannon,quienen los dostrabajosfunda-
mentalesya mencionadosdelaño 1948,trasla segundaguerramundial,sent́o definiti-
vamentesusbases.Consu teoremadecodificacíonenausenciaderuido mostŕo cuán
compresiblepuedeserun mensaje,o equivalentemente,qué redundanciatiene,y con
su teoremade codificacíon enun canal ruidosohalló cuántaredundanciadebeincor-
porarsecomomı́nimoaunmensajeparaqueapesardel ruidodelcanaldetransmisíon
seacomprensiblea sullegadaal otroextremo.

Un sistemade comunicacionesconstageńericamentede estoselementos:1/ una
fuentedeinformacíon (porejemplo,unapersonahablando),queemitemensajesM; 2/
un codificadordefuentequetransformaM enunapalabram

�
M � deun ciertoalfabeto

(por ejemplo,cadenasdebits); 3/ un codificadordecanalqueasociainyectivamentea
cadam � m

�
M � unapalabracódigow � w

�
m
�
M �>� , generalmentebinaria;4/ un canal

decomunicacíon querecibea la entradala palabraw parasutransmisíon,peroquepor
serengeneralruidosointroduceerrores,y daasusalidaunapalabraw? �� w

�
m
�
M �@� ; 5/

un descodificadorde canalqueintentacorregir w? cambíandolapor la palabracódigo
w
�
m
�
M ?A�@� másparecida,y producea susalidaunapalabram?�� m

�
M ?A� ; y 6/ un desco-

dificadordefuentequeenvı́a M ? a la estacíon dedestino.

2.2.1 Primer teoremade Shannon

Vamosa suponerahoraqueel canaldetransmisíonesperfecto,sin ruido,y paraevitar
pasosintermedios,quelos mensajesde la fuentede informacíon van directamenteal
canalde transmisíon, que los lleva a su destinocon todafidelidad. Peroestopuede
ser un procesocostoso,cuyaejecucíon en tiempo conviene optimizar. Lo cierto es
queno todoslosmensajesimaginablesrequierentransmisíon frecuente.Espocousual
quealguienquieramandaraotrounmensajecomoñkfq Ñihn?.#jhubxgdh , y cuando,
por contra,un mensajeserepitea menudo,digamosUniversidad Complutense de
Madrid , podemosacudir al uso de acŕonimoscomo UCMparasimplificarlos. Estas
elementalesconsideracionesnosindicanla prescripcíona seguir paraahorrarenel uso
del canal:representemoso codifiquemos,demutuoacuerdoprevio entreel quemanda
el mensajey sudestinatario,losmensajesmuyfrecuentesporotrosmáscortos,aunque

28AmericanStandard Codefor InformationInterchange.
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Los teoremascentralesde Shannon 15

estoexija alargar la representación de los mensajespocofrecuentes.Estosmensajes
código (generalmentenúmeros)sonlos queseenvı́an por el canal. Recordemos,por
ejemplo,el códigoMorse,enel quea la letraquemásapareceen inglés,la “e”, sele
asignael “.”, mientrasquela “z”, la menosfrecuente,serepresentapor “–..”.29

El primerteoremadeShannonformalizaŕa estasideas.
Seaun alfabetofinito A : �B$ a1 � �C�D� � aEA E & , provisto de unadistribución de probabi-

lidad pA : ai F� pA
�
ai � sobreA, con ∑1G i G EA E pA

�
ai �H� 1. Escribiremosa vecesA : �$ ai � pA

�
ai �;& EA Ei I 1. Consideremoslos mensajes,palabraso cadenasx1x2

�C�D�
xn # An deca-

racteresde A, provenientesde unafuentesin memoriao de memoriacero,esdecir,
formadosdemodoqueencadalugarde la cadenaaparececadaśımboloa conproba-
bilidad pA

�
a� , estad́ısticamenteindependientedelos śımbolosen los otrossitiosdela

cadena.30

2.2.1.1 Compresíon El primerteoremacitadodeShannonaseguraque,si n / 1, la
informacíon31 suministradaporunmensajegeńericoden letrascoincideesencialmente
con la transmitidapor otro mensajebinario, de longitud nH

�
A� , dondeH

�
A� es la

entroṕıadeShannon32 (incertidumbre,ignoranciao faltadeinformacíonsobreA antes
derecibir unadesusletras,o equivalentemente,la informacíon mediaaportadapor un
śımbolodeA trassurecepcíon)

H
�
A�J� � ∑

1 G i G E A E pA
�
ai � log2 pA

�
ai � �

En otraspalabras,cadaletra escomprimiblea H
�
A� bits. Además,esteresultadoes

óptimo.33

Siguede lo dicho quela entroṕıa H
�
A� de Shannonpuedeinterpretarsecomola

informacíon esencial,incompresible,de cadaletradel alfabetoA; o lo queeslo mis-
mo, como nuestraignoranciaa priori por letra antesde recibir ningún mensaje,de
modo que para que al receptorle quedetotalmenteespecificadoun mensajede n
letrashay quemandarlepor un canalsin ruido nH

�
A� bits (n / 1), o equivalente-

mente,nH
�
A�@+ log2 �A � letras. Por esosedefinela redundanciade la fuenteA como

R
�
A� : � 1 � H

�
A�@+ log2 �A � .34

29Estamospensandoen textosnormalesen inglés. Notableexcepcíonesla novelaGADSBY, A STORY

OF OVER 50,000 WORDS WITHOUT USING THE LETTER “ E” , de ErnestVincentWright, en la queno
aparecela “e” enningunadesuspáginas(tı́tulo, nombredel autor, e introduccíonexcluidos).

30Los lenguajesnaturalesno sonaśı; por ejemplo,enespãnol nuncaseda(espero)el digramaQÑ. Pero
son,en buenaaproximacíon, lı́mitesde fuentesmarkovianasergódicasa los quepuedengeneralizarselos
teoremasdeShannon.Seestimaquela entroṕıaHinglés del inglés(con26 letrasy un śımbolodeespacioen
blanco)esdelordende1; másconcretamente,0- 6 K Hinglés K 1- 3, acompararconla entroṕıalog2 27 , 4- 76
quetendŕıasi fueraunafuentesinmemoriay designosequiprobables.

31En la teoŕıa de la informacíon no interesael contenidoseḿanticodeun mensaje,sinosu composicíon
sint́actica,la coleccíondeśımboloso letrasquelo integran.

32La palabraentroṕıahab́ıasidoya introducidaenla termodińamicaporRudolf JuliusEmanuelClausius
en 1864. Feynmancuenta[81] queShannonadopt́o el nombrede entroṕıa aconsejadopor von Neumann,
puesestole daŕıa . . .a greatedgein debatesbecausenobodyreally knowswhatentropyis anyway.

33La ideabásicadela demostracíonessimple:consisteenfijarsepreferentementeenlosmensajestı́picos
o másprobables.Hay 2nH L AM deellosasint́oticamente(n N ∞), enun total de OA O n mensajes.Los mensajes
at́ıpicossonasint́oticamenteignorablesenprobabilidad.Todoslos mensajestı́picostienenprobabilidades
similares 4 2 3 nH L AM (n N ∞). Bastacon transmitirpor el canalde comunicacíon (supuestoperfecto,sin
ruido) el númerobinariode longitud nH P AQ asignado,de común acuerdoentreremitentey destinatario,a
cadamensajetı́pico, paraquea surecepcíonpuedaseridentificadoel mensajeenviado.

Que estacompresíon es óptimase comprendeteniendoen cuentaque todaslas secuenciastı́picasson
igualmenteprobablesenel lı́mite, y por tantoesimposibleenumerarlasconmenosbitsdemodoinyectivo.

34Cuandosetratadeun idioma,ya hemosdichoenotranotaqueesteresultadoesaplicableaproximada-
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16 Medio siglode “bitolog ı́a”

2.2.1.2 Codificación Codificarconsisteen inyectarmedianteunaaplicacíon π un
alfabetofuenteF en palabrasde un alfabetocódigoC. La codificacíon π tieneuna
extensíonπ R al conjuntoF R depalabrasdeF porconcatenación delasimágenesdesus
letras(palabrascódigo): π R : f1 f2

�;�;�
fn F� π

�
f1 � π � f2 � �;�;� π � fn � . Interesanlascodifica-

cionescondescodificacíon única,estoes,aquellasπ talesqueπ R esinyectiva. Sonlas
únicasqueconsideraremos.

Existenmétodosmuy prácticosdecodificacíon clásicaconeficaciacercanaal va-
lor óptimo, comoel sistemaHuffman de codificacíon instant́anea,de múltiples apli-
caciones(facśımil, televisión de alta definicíon, etc.). La esenciade estemétodo
consiste,como era de esperar, en representarcon seriescortasde bits aquellasle-
tras que con más frecuenciaaparecen.El siguienteejemploserviŕa de ilustracíon.
Supongamosun alfabetode cuatrośımbolos,digamosA � B � C � D, sonprobabilidades
0
�
6 � 0 � 2 � 0 � 1 � 0 � 1, respectivamente. La codificacíon binaria ingenuaA F� 00,B F� 01,

C F� 10, D F� 11, enparesde bits tieneunalongitudmediade2, quedifierebastante
dela entroṕıaH � 1

�
57bitsdeestealfabeto.MuchomejoressucodificacíonHuffman

A F� 0,B F� 10,C F� 110,D F� 111,cuyalongitudmediaes1.6. Nóteseadeḿasque
estacodificacíon es libre de prefijoso instant́anea:ningún código esprefijo de otro
y por tanto la descodificacíon puederealizarsesobrela marcha,sin esperara recibir
todala ristrabinaria,ya quesereconoceinmediatamenteel bit último decadapalabra
código.35

2.2.2 Segundoteoremade Shannon

Si el canaldetransmisíon esruidoso(casocomún), la fidelidadinformativa sepierde,
puesunaporcíon de bits puedenalterarseen el camino. Para recuperarla informa-
ción inicial seechamanodela codificacíon, en la quecódigoscorrectoresdeerrorse
encargande quelos erroresinevitablesen la transmisíon puedanlimpiarseal final y
quedeel mensajegeneralmenteimpolutoy fiel. Peroal contrarioqueantes,enquela
codificacíon erautilizadaparacomprimir, ahoralas palabrascódigo van a tenermu-
chosbits redundantes;esel precioa pagarparacombatirel ruido, puesla transmisíon
deinformacíon seralentizaŕa inevitablemente.En el lenguajenormaltambíenusamos
más letrasde las necesarias;peroesteexcesoesprecisamenteel quenospermitela
identificacíon instant́aneadepalabrasconalgunaerrata,o ligeramenteincompletas.El
segundoy magńıfico teoremadeShannonpruebaquepodemosacercarnosa la fideli-
dadtransmisivacompletatantocomoqueramosatravésdecualquiercanal,por ruidoso
quesea,siemprequenosconformemosconun ritmo detransmisíon queno excedala
llamadacapacidaddel canal(supuestano nula).

Supongamosun canalsin memoriay discreto,queaceptapalabrasde un alfabeto
X de la estacíon de origen(de unafuentesin memoria),y a su salidaemitepalabras
del alfabetoY de la estacíon de destino. Sea

�
pY E X � y j � xi �@� la matriz estoćasticadel

canaldadapor lasprobabilidadesde queel śımbolo xi # X a la entradaaparezcaa la
salidacomoy j # Y. La distribucióndeprobabilidaddeY vienedadapor la distribución
marginal pY

�
y j �S� ∑i pY TX � y j � xi � : � ∑i pY EX � y j � xi � pX

�
xi � . Unamedidadela habilidad

mente(teoremadeShannon-McMillan);aśı, parael inglés,si Hinglés U 1- 2, un textoeningléscomprensible
den śımbolosescodificablemediante1- 2n bits,y por tantomedianteP Hinglés1 log2 27Q n , 0- 25n śımbolos.
La redundanciateóricadel ingléses,por tanto, U 31 4. Estono significaquepodamosquitaral azarun75%
delos śımbolosmanteniendola comprensibilidaddel mensaje.Dependemuchode cómosesimplifiqueel
texto.La redundanciaprácticaseestimaenun 25-50%.

35SedemuestraqueparatodafuenteF existealgunacodificacíonHuffmanconla que,al codificargrandes
bloques,sepuedeacercarunopor arriba,tantocomosedesee,a la barreraH P F Q por śımbolo. Estabarrera
esinfranqueableconcódigosdedescodificacíonúnica.
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Los teoremascentralesde Shannon 17

del canalparatransmitir informacíon vienedadapor su capacidadC : � suppX
I
�
X :

Y �V� maxpX I
�
X : Y � , dondeI

�
X : Y � : � H

�
X � � H

�
X �Y �W� H

�
Y � � H

�
Y �X �W� H

�
X ��X

H
�
Y � � H

�
X � Y � es la informacíon mutuade X e Y o informacíon quede X (Y) se

tiene por el hechode conocerseY (X). En estaexpresíon aparecela entroṕıa con-
dicional H

�
X �Y � : � ∑ j pY

�
y j � ∑i p

�
y j � xi � log2 p

�
y j � xi �Y� pY T X � y j � xi �Z� : p

�
xi � p � y j � xi ���

quemidela incertidumbresobreX conocidaY, y la entroṕıaconjuntaH
�
X � Y � deX � Y

H
�
X � Y � : � � ∑ j T i pY TX � y j � xi � log2 pY T X � y j � xi ��� o incertidumbresobreel par X � Y. La

convexidaddela funciónlog hacequeI
�
X : Y �S6 0 (conocerY nopuedenuncarebajar

la informacíonsobreX). EsclaroqueI
�
X : Y �W� I

�
Y : X � .

La capacidadC vienea serel númerodebits desalidacorrectamentetransmitidos
por cadaśımbolodeentrada.Sucálculoespor lo generalmuydif ı́cil.

Muchoscanalessonsimétricosbinarios:cadabit transmitidotienela mismapro-
babilidadp de sufrir inversíon, esdecir, de sererróneoa la llegada. Sonlos canales
queconsideraremosaqúı. Para ellos eselementalel cálculo de la informacíon mu-
tuamáxima,conel resultadoC � 1 � H

�
p�W� : C

�
p� , dondeH

�
p� : � � p log2 p � � 1 �

p� log2
�
1 � p� . ObśervesequeC

� 1
2 �H� 0; tal canal,de capacidadnula, es inservible

como conductode transmisíon, puestransformacualquiersecuenciabinariaen otra
totalmentealeatoria.Supondremossiempreenlo quesiguequeC

�
p� 8 1

2.

Un procedimientogeneralde uso de un canalde transmisíon ruidosopuedeser
este:Unafuenteemitepalabrasm deun ciertoalfabeto,queun codificadorinyectaen
un subconjunto[ n \^] n

2. Los elementosde esteconjuntosellamanpalabrascódigo.
En la transmisíondeunapalabracódigow #_[ n puedeproducirseun errore #`$ 0 � 1 & n
de modo que la palabrarecibidaseaw?
� w X e (sumamod 2). El subconjuntode
palabras[ n \ $ 0 � 1 & n sedice queesun código clásicocorrector de errores (CCCE)
e #ba n \ $ 0 � 1 & n si

�
w Xca n ��d � w?@Xca n �W� /0 paracualesquieraw �� w?:#%[ n. Esdecir,

a pesardela distorsíonqueenunapalabracódigow #c[ n producenlos errores,nohay
solapamientode los diferentesconjuntosw X_a n, y la descodificacíon esposiblesin
ambig̈uedadesmediantesimpleasignacíondela palabracódigoquerepresentala clase
w Xca n enqueseencuentrala palabrarecibida.

Estees por tanto el procedimiento:1/ Previamentese acuerdaentre la persona
emisoray la receptoraqué mensajeespećıfico correspondea cadapalabracódigo, y
cómo,ala recepcíonconerroresdeésta,sevaadecidirquépalabracódigosele asigna;
2/ seenvı́a éstaenlugardel mensaje;3/ ésteserecuperaal otro extremodel canaltras
asignara la palabrarecibida(queposiblementepresentaerrores)unapalabracódigo
de acuerdocon el esquemade decisíon adoptadoen 1/; y 4/ el destinatariorecibeel
mensajecorrespondientea estapalabracódigo, mensajequedebeŕıa coincidir con el
original si el esquemadedecisíon esacertado.

En el usoprácticode un código [ n puedenproducirseequivocacionesen la recu-
peracíon de los mensajes,provocadospor erroresfuerade a n, estoes,del ámbitode
seguridaddel código. Peromientrasla frecuenciade fracasosseamuy bajaseŕa tole-
rableel riesgo.Esclaroqueconvendŕa paraello distanciarmuchoentreśı (ensentido
Hamming,es decir, en el númerode bits en los que difieren) las distintaspalabras
código, puesaśı disminuiŕa la posibilidadde quelos erroresproduzcancolisionesde
dos palabrascódigo distintas. Peroestoconllevaŕa unadisminucíon del númerode
palabrascódigo, a no serqueaumentemosn, con la consiguienteralentizacíon en la
transmisíondeinformacíonesencial.Enseguidavolveremosa esteasunto.

Sellamaritmo del código [ n a R : � log2 �e[ n � + n. Mide el númerodebits informati-
vospor bit transmitido.Esfácil argumentarqueparaqueel códigoseafiablesuritmo
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18 Medio siglode “bitolog ı́a”

no hadesuperarla capacidaddel canal:R f C
�
p� .36

El segundoteoremadeShannoncierralacuestíonenel l ı́miteasint́otico,afirmando,
paracanalessimétricosbinarios,quesi R escualquierritmo detransmisíondel código
queno sobrepasela capacidaddel canal(0 8 R 8 C), dadoun ε 9 0 arbitrariamente
pequẽnoexistencódigos$�[ n \ Zn

2 & ∞
1 con g 2nRh elementos(palabrascódigo)y sistemas

dedescodificacíon asociados,y un enteron
�
ε � , talesquela fidelidadF

� [ n � o probabi-
lidaddequecualquiermensajedescodificadocoincidaconsuoriginal es 6 1 � ε (esto
es,la probabilidadmáximadeerrorenla identificacíondela palabracódigoasurecep-
ción es f ε) paratodon 6 n

�
ε � . Másaún, sepuedeconseguir quelas probabilidades

deerrortiendana 0 exponencialmenteenn (Shannon,1957).
El teoremaes óptimo: no puedesobrepasarsela capacidadC si se quiereuna

transmisíon fiel. Se sabeen efectoque para toda sucesíon de códigos $�[ n & ∞
1 con�e[ n �i�jg 2nRh , cuyo ritmo superala capacidaddel canal(R 9 C) la probabilidadme-

diadeerrortiendeasint́oticamentea 1.
La demostracíon deesteteoremadeShannonessumamenteoriginal, puesseapo-

ya en códigosescogidosal azar, y esquemasde decisíon basadosen el principio de
máximaverosimilitud,o equivalentementeparaestoscanalessimétricosbinarios,mı́nima
distanciaHamming;pordesgracia,noesconstructiva,sinoexistencial,dejandoabierto
el problemaprácticodehallarcódigosqueseacerquenal máximodeeficienciay sean
defácil descodificacíon.

2.3 Corr eccíon clásicadeerrores

Los erroresenel almacenamientoy procesadodela informacíon soninevitables.Una
forma de corregirlos clásicamentees echandomanode la redundancia(códigosde
repeticíon): sesustituyecadabit porunaristraden 6 3 bits igualesa él,

0 F� 00
�D�D�

00k l�m n
n 0o s � 1 F� 11

�D�C�
11k l	m n

n 1o s �
y si por la causaqueseaseproduceun error de modoqueunode los bits en unade
esasristrasseinvierte (por ejemplo00000 F� 01000),bastacon invocarel voto de la
mayoŕıaparacorregir el error.37

Esclaroquesi serepasansisteḿaticay frecuentementelasn-plasdebits,demodo
queseamuy pocoprobablequelos erroresafectena doso másbits, la aplicacíon de
estesencillo métodolas limpiará de suserroresy las restableceŕa a su estadodebi-
do. Ahorabien,el precioa pagarquizásresultedemasiadoelevado,puesconcódigos
de longitud n suficientementegrandecomoparaasegurarun pequẽno erroren la de-
teccíon, el ritmo de transmisíon, queen estecasoesde1+ n bits fuentepor bit canal,
puedeserprohibitivamentepequẽno.

Anteshablamosde códigos [ \ $ 0 � 1 & n correctoresde erroresubicadosen a \$ 0 � 1 & n. Másgeneralmente,podemosconsideraralfabetosq-arios(cuyosśımbolossu-
36En efecto,al transmitirunapalabracódigow prq n, seproduciŕaunamediadenp bits invertidos,y por

ello un errorequemuyprobablementeseŕaalgunadelas2nH L pM secuenciastı́picas.Paraquela descodifica-
ción seafidedigna,lasesferasdeerrorconcentrosen laspalabrascódigono habŕandesolapar, y por tanto
2nH L pM O q n O;K 2n, dedondeR K C P pQ . Esteresultadosugierequela capacidadC escotasuperiora todoslos
ritmosdetransmisíonfiel.

37Seap la probabilidaddequeun bit cualquieraseestropee.En general,puedeninvertirsevariosde los
bits dela n-pla. Si p s 11 2, la probabilidaddeerrorenla decisíon, esdecir, dequela decisíon mayoritaria
falle, puedehacersetan pequẽna como sedeseetomandon suficientementegrande. El casop t 11 2 se
resolveŕıahaciendolo contrariodel voto de la mayoŕıa,y si p , 11 2, no haynadaa hacer, pueslas ristras
pasanaseraleatorias.
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pondremosquesonlos elementosdel cuerpofinito u q deq � p f elementos,con p pri-
mo). Dadasdospalabrasx � y #v$ 0 � 1 � �@�;� � q � 1 & n, seadH

�
x � y� : �w�x$ i � 1 f i f n � xi

�� yi &y�
sudistanciaHamming(númerodelugaresenquex � ydifieren).Sealadistanciamı́nima
d : � dH

� [H� : � infx zI y {�| dH
�
x � y� del código. Entoncesel código [ permitecorregir

erroresqueafectencomomáximohastat : �'} 12 � d � 1�@~ posicioneso śımbolosinclusi-
ve: bastasustituircadapalabrarecibidaporla palabracódigomáscercanaenla métrica
deHamming.38 Convienenpor tantoloscódigoscond alta,peroestoseconsigueaex-
pensasdedisminuir �e[�� . Si M esel númerodepalabrascódigo,hablaremosdelcódigo�
n � M � d � q. Su ritmo sedefinecomoR : � n� 1 logqM. El máximovalor Aq

�
n � d � deM,

esdecir, del númerodepalabrascódigoparavaloresdadosdeq � n � d, no seconoceen
general,39 perosedisponedealgunacotasuperior(deSingleton,y deHammingo de
empaquetamientodeesferas)e inferior (deGilbert-Varshamov) [145, 181,211].40

2.3.1 Códigoslineales

Cuando [ esun subespaciolineal de u n
q, el código dı́ceselineal; sonlos códigosli-

nealespor tantode la forma
�
n � qk � d � q, dondek esla dimensíon del subespaciolineal[ , d coincidecon la longitudmı́nimadeunapalabracódigono nula,y tienenla gran

ventajaprácticade simplificar la búsquedade la palabracódigo más cercanaa cada
palabrarecibida.Acostumbrana representarsepor � n � k � d� q, o simplementepor � n � k� q
cuandod esirrelevante.Suritmo esk+ n.

Dadoun código [ detipo � n � k� q, unamatrizG, k * n, de filas dadaspor lascom-
ponentesdeunabasede [ , sellamamatrizgeneradora de [ . Definiendoen u n

q el pro-

ductoescalarenla formacańonica,podemosintroducirel códigodual [�� del código[ . UnamatrizH,
�
n � k�S* n, generadorade [ � seconocecomomatriz (decompro-

bacíon de)paridadde [ ; nóteseque [c��$ u #bu n
q : Hut � 0 & , lo quejustificapartedel

nombredadoaH, puespermite“comprobar”fácilmentesi unvectoru de u n
q pertenece

o noal subespacio[ viendosi suscomponentessatisfaceno nocadaunadelas
�
n � k�

relacioneslinealesimpuestasporH.
Traspermutacíonadecuadadelos śımbolosencadapalabracódigo(lo quepropor-

cionaun códigoequivalentea [ ), siemprepuedeescogerseG deforma est́andar, con
Gi j � δi j � i � j f k, estoes,G � � Ik �A� , dondeA esunamatriz cuadradadedimensíon
n � k. Esfácil ver quesi G � � Ik �A� est́a enformaest́andar, entoncesH � � � At � In� k �
esunamatriz paridadde [ , tambíenen formaest́andarcomomatriz paridad(aunque
no comomatriz generadoradel código dual [ � ). Sedice entoncesqueel código es
sisteḿatico; susk primerosśımbolosse llamanśımboloso dı́gitos de informacíon o
mensaje,y los restantessellamanśımboloso dı́gitosdecomprobacíon o paridad.

Esclarala cotadeSingleton:k X d f n X 1. Los códigosquela saturansellaman
códigosseparablesen distanciamáximao códigosMDS. Esmuchomáscomplicado
hallarcotasinferioresparad, y sólo sesabehacerparaalgunasclasesdecódigos.

La codificacíon aplicabiyectivay linealmentelaspalabrasde u k
q sobrelaspalabras

de u n
q a travésdeuncódigo

�
n � qk � d � q, y serealizadeestemodo.Sea$ e1 � �;�<� � ek & \ u n

q

unabasede [ . Dadaunapalabrafuente f � � f1 � �;�;� � fk ��#�u k
q, sele asignala palabra

código w
�
f � : � ∑i fiei . En términosde la matriz generadoraG, f F� w

�
f � : � f G.

38Por ejemplo,parael código de repeticíon q�,v� 0 -�-�- 0� 1 -�-�- 1��-�-�-C��P q � 1Q�-�-�-�P q � 1Q�� , con q palabras
códigodelongitudn, setiened , n, y por tantocorrigeexactamente��P n � 1Q�1 2� errores.

39Sesabe,porejemplo,queAq P n� 1Q	, qn, Aq P n� nQ�, q, A2 P 3� 2Q�, 4� A2 P 5� 3Q	, 4� A2 P 5� 5Q	, 2; seignora,
sinembargo,el valorexactoenmuchosotroscasos.

40La determinacíondeAq P n� d Q seconocecomoproblemafundamentaldela teoŕıadecodificacíon.
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Llamemosπ a estabiyeccíon. En la transmisíon,w
�
f � puedecorromperse,pasandoa

seru : � w
�
f ��X e, dondee #�a esun posiblevectorerror. Evidentemente,e # u X�[ .

Paradescodificarseaplicael criteriodemı́nimadistancia(Hamming),reemplazan-
do u por π � 1 � u � u0 � , dondeu0 esun elementodeu X�[ queminimiza la distanciaal
origen(tal u0, no necesariamentéunico,seconocecomol ı́derdel conjuntotrasladado
u X�[ ). La linealidaddel códigopermitealigerarestostrámites.Primeroseconstruye
unacoleccíon completa$ z0 � 0 � z1 � �;�;� � zqn 3 k � 1 & delı́deresencorrespondenciaconlas

distintasclasesde u k
q +�[ , y secalculansusllamadosśındromes$ s0 � 0 � s1 � �;�<� � sqn 3 k � 1 & ,

definidoscomosj : � zjH t. Cuandorecibamosunapalabrau, calcularemossuśındrome
s
�
u� : � uHt, queforzosamentedebecoincidir conuno,y unosólo, de los sj , digamos

s
�
u�W� si0. Bastaentoncesdescodificarcomoπ � 1 � u � zi0 � [145, 181,211].

La descodificacíon anteriorrecuperael mensajefielmentesi y sólo si el errorco-
metidoporel canalesunodelos lı́deresescogidos.

2.3.1.1 Ejemplosdecódigoslineales 1. El códigoderepeticíon [ ��$ 0 �;�;� 0 � 1 �;�@� 1 � �;�;� � � q �
1� �;�;� � q � 1��& esdel tipo � n � 1 � n� q, y aunqueparaél la distanciamı́nimaesóptima,el
ritmo espésimo.

2. LoscódigosdeHammingHq
�
r � sonquizáslosmásfamososdetodos[145, 181,

211].41 Soncódigosdel tipo � n � 1 X q X �D�D� X qr � 1 � k � n � r � d � 3� q, y sonperfectos,
en el sentidode queel conjuntode las esferasde radio } � d � 1�@+ 2~ , centradasen las
palabrascódigo, cubrenu n

q. Paraestoscódigosel ritmo R � 1 � r + n tiendea 1 para
n � ∞, perosólo corrigenun error.

3. Los códigosdeGolay(Golay1949)G24 y G23 sonbinarios,del tipo � 24� 12� 8� 2,
y � 23� 12� 7� 2, respectivamente[145, 181, 211]. Son posiblementelos códigosmás
importantes,por la riquezadesuestructuracombinatoriay algebraica.El códigoG24

esautodual, enel sentidodequesusubespacio[ coincideconsuortogonal: [c�w[ � .
De tipo

�
24� 4096� 8� 2, ritmo R � 1+ 2, y capazdecorregir hasta3 erroresy dedetectar

hasta4 de ellos, fue utilizadopor la NASA parala transmisíon en 1979-82desdelos
Voyagersdelasimágenesencolor deJúpitery Saturno.

La descodificacíon deG24 no escomplicadaaprovechandosuautodualidad.
El código G23 es perfectoy se obtienedel G24 “pinchándolo” en (es decir, eli-

minando)su última coordenada(lo queequivale a decir queG24 se obtienede G23

añadíendoleun bit deparidad,puesla sumadelos elementosdecualquierfila deG es
par).

Los códigosdeGolayG12 y G11 sonternarios,del tipo � 12� 6 � 6� 3, y � 11� 6 � 5� 3, res-
pectivamente. Como antes,G12 esautodual,y G11 es perfectoy obtenibledel G12

suprimiendola última coordenada(G12 seobtienedeG11 añadíendoleun bit de pari-
dad).42

Los códigosG24 y G12 tienenpeculiarespropiedadescombinatorias;susgrupos
de automorfismosson M24 y 2.M12, dondeM24 y M12 son los famososgruposes-
poŕadicosdeMathieu.Esteúltimo grupoesel subgrupodeS12 generadoporlaspermu-
tacionesespecialeso barajadurasde12 naipesnumeradosdel 0 al 11: 0 � 1 � 2 � �A�D� � 11 F�
11� 10� 9 � �C�e� � 0 y 0 � 1 � 2 � �A�D� � 11 F� 0 � 2 � 4 � 6 � 8 � 10� 11� 9 � 7 � 5 � 3 � 1. Tambíen esel grupode
movimientosde la forma τiτ � 1

j de un icosaedro“Rubick”, dondeτi indica el giro de
ángulo2π + 5 alrededordel vérticei-ésimodel icosaedro[62]. Precisamente,el descu-
brimientode los códigosde Golay impulśo el estudiode los gruposespoŕadicosque

41Fuerondescubiertospor MarcelGolayen1949y por RichardHammingen1950.
42Los códigosHamming,y los Golay G23, G11, son,salvo equivalencia,los únicoscódigos(lineales)

perfectosnotriviales.
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desembocarı́a en la clasificacíon completade los grupossimplesfinitos conel hallaz-
go por Griessen1983del grupo“monstruo”o “giganteamistoso”,finito y simple,un
enormesubgrupodeSO

�
47 * 59 * 71� conunos1054 elementos.

4. Los códigosbinariosde Reed-MullerRM
�
r � m� , con 0 f r f m, sondel tipo� n � 2m � k � ∑k G r � mk � � d � 2m� r � 2 [145, 181]. Suritmo, parar fijo, tiendea0 al crecer

m. Figuranentreloscódigosmásantiguosconocidos.El subespacio[ \ u n
2 delcódigo

sedefinecomoel conjuntodevaloresdelos polinomiosbooleanosdegrado f r enm
variables.Sudescodificacíon essencilla.

El código RM
�
1 � 5� , de tipo

�
32� 64� 16� 2, capazde corregir hasta7 errores,y de

ritmo R � 3+ 16,seuśo en1969-72paratransmitirdesdelosMariners6, 7 y 9 lasfotos
enblancoy negrodeMarte.Estasfotosseparcelabanen700 * 832elementos,y acada
unosele asignabaunnivel degrisentre0 y 63(6 bitsdemensaje),quesecompletaban
conotros26 bitsdeparidad.El ritmo deenvı́o fuede16200bit/s.

5. LoscódigosRS(Reed,Solomon)y BCH (Bose,Ray-Chaudhuri,Hocquenghem)
generalizanlos deHamming[145, 181].

Los códigosRS han sido muy utilizadospor la NASA, para transmisíon de in-
formacíon en las misionesGalileo, Magellany Ulyssesal espacioprofundo,y en la
actualizadseusanpor doquiera,desdelos lectoresde CD’s hastalos discosdurosde
los ordenadores.

6. Los códigosgeoḿetricosdeGoppaGq
�
D � G� , interesantegeneralizacíon de los

RS,hanpermitidoobtenerfamiliasdecódigosasint́oticamentebuenas, estoes,familias
que contienensucesionesinfinitas de códigos � ni � ki � di � q, con ni � ∞, talesque las
sucesiones$ ki + ni � di + ni & de ritmosy distanciasmı́nimasrelativasest́an inferiormente
acotadasporsendosnúmerospositivos[145, 181,200,36].

2.3.1.2 Algunas cotas asintóticas para códigos lineales Para codificarbien, in-
teresancódigoslargosparaquepermitanel envı́o demuchosmensajesdistintosy sea
grandesudistanciamı́nimay porendeelnúmerodeerroresquepermitecorregir. Dado[���� n � k � d� q, seaR

� [�� : � k+ n suritmoy δ
� [H� : � d + n sudistanciamı́nimarelativa. Un

teoremadeManinaseguraqueel conjuntodepuntoslı́mitede $ � δ � [H��� R� [��@�S#�� 0 � 1� 2 :[ esun códigosobreu q & esde la forma $ � δ � R��#_� 0 � 1� 2 : δ #_� 0 � 1�@� 0 f R f αq
�
δ �;& ,

dondeαq
�
δ � esunafuncióncontinuadeδ #`� 0 � 1� , decrecienteen � 0 � 1 � q� 1� , y tal que

αq
�
0�J� 1, αq

�
δ �J� 0 si 1 � q� 1 f δ f 1 [200].

SeaHq la función entroṕıaq-ariaHq
�
x #%� 0 � 1 � q� 1��� : � xlogq

�
q � 1� � xlogqx ��

1 � x� logq
�
1 � x� . Seconocencotasparala funciónαq

�
δ � enel intervalodeinteŕesδ #� 0 � 1 � q� 1� [181, 200,36], destacandola cotainferior deGilbert-Varshamov αq

�
δ ��6

1 � Hq
�
δ � , queasegurala existenciadecódigostanlargoscomosedeseecondistancia

mı́nimarelativa δ y ritmo Rasint́oticamentepositivos.

2.4 El ordenador clásico: máquinasdeTuring
Porqueesimpropio delosgrandeshombresperder horascomoesclavoshaciendocálculosque,si se
utilizasenmáquinas,podŕıantranquilamenterelegarsea otros. LEIBNIZ

Recuerdoaún el suplicio quemerepresentabaen mis añosmozosel trabajarcon
la regladecálculo(anaĺogico)parahaceroperacionesalgocomplejasconunamı́nima
precisíon. Mayor estimatengopor mi primeracalculadoradigital; no fue un ábaco,
sinounapreciosaCURTA fabricadaenLiechenstein,queconservo comounareliquia.
Sucuidadamećanicapermiterealizarlascuatrooperacionesaritméticasconsencillez;
paralasráıcescuadradaso cúbicasyahayqueaplicarciertosalgoritmosqueconsumen
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mástiempoy paciencia.43 Hoy cualquierestudiantemanejacalculadorasdigitalesde
bolsillo queenfraccionesdesegundole permitenevaluarconprecisíon suficientefun-
cioneselementalesy realizarcálculosaritméticos.Másaún, abundanlos ordenadores
personales,programables,quepuedenrealizartareasmáscomplejasy enmuchome-
nostiempoquelos grandesordenadoresdehaceunosaños,a los queadeḿassuperan
ampliamenteenmemoria.

A CharlesBabbage(1791-1871)se debeel desarrolloconceptualde la primera
calculadoraautoḿaticadigital deusogeneral,conocidacomoAnalyticalEngine(1834)
[63].44 Present́o suproyectoen1840anteun auditoriodemateḿaticose ingenierosen
Tuŕın. No pudo verlo realizado,y suspropuestascayeronen un largo olvido. Un
siglo y mediodespúes(1991)seprodujoun prototipoen el ReinoUnido, Analytical
Engineno. 2, siguiendoel proyectode Babbage(unavez redescubiertassusnotasen
1937),querealizacálculoscon precisíon de hasta31 dı́gitos significativos. Hacelas
cuatrooperacionesaritméticas,implementala lógicacondicional(if . . . then. . . ), y es
muy verśatil.45 Tiene los tres soportesde los ordenadoresactuales:el “almaćen” o
memoria,el “molino” o CPU,y un dispositivo de lecturade datosa travésdetarjetas
perforadas,comolas ideadasen 1804por Joseph-MarieJacquardparasu usoen los
telares.

Vehementedefensoray propagandistade las ideasde Babbagefue la mateḿatica
inglesaAugustaAdaKing, condesadeLovelace,hija delgranpoetaLord Byron[121].
Es consideradapor muchoscomoel primerprogramadorde la historia(en su honor,
un lenguajede programacíon, ADA, lleva su nombre),con su célebreprogramapara
calcularlos númerosdeBernoulli,queapareceenunasnotasdesuúnicotrabajosobre
la máquinaanaĺıtica deBabbage.46 Peroya Babbagehab́ıa escritoalgunosprogramas
cortos,muchomássimples.

Geńericamente,un ordenadores un dispositivo fı́sico que transformao procesa
informacíon de acuerdocon ciertasreglas. Las máquinasde Alan MathisonTuring
constituyenunabrillantey poderosaformalizacíon deesteconcepto.

Seentiendepor computadorclásicounamáquinade Turing [205],47 a saber, una
ternaT � � Q � A � δ � formadapor [216, 185,95,211, 137, 4, 167]:� Un conjuntofinito Q deestadosinternoso estados“mentales”[205] dela unidad

decontrolde la máquina,convariosestadosespeciales:qin, estadoinicial o de
arranque,y F , coleccíon deestadosfinales.

43Entendemosporalgoritmounasucesíonfinita deinstruccionesconcretasaseguirsinambig̈uedadalgu-
na,y quenecesariamenteterminatrasla ejecucíon deun númerofinito deellas. Pensemosenun programa
deordenadorescritoenel lenguajequemásnosguste.El nombredealgoritmo(y tambíenel deguarismo)
provienedel nombredel mateḿaticopersaAbu Ja’farMuhammadibn Musaal-Khwarizmi (ca. 780-850),
autordel célebrelibro HISAB AL-JABR W’ AL-MUQABALA, titulo del queemanala palabraálgebra. Seǵun
Knuth [127], algorithmsare thelife-bloodof computerscience; y tambíenafirmaqueactuallya persondoes
not really understandsomethinguntil after teachingit to a computer, i.e.,expressingit asanalgorithm.

44Unamáquinasuyaanterior, construidaen1822,y conocidacomoDifferential Engine, eradeusomuy
limitado;sólo serv́ıaparahacertablasmateḿaticas,medianteel métododediferenciasfinitas.

45SeǵunBabbage,it coulddoeverythingbut composecountrydances. Estaexcepcíonya no rige paralos
modernosordenadores.

46We maysaymostaptly that theAnalyticalEngineweavesalgebraicpatterns, just astheJacquard-loom
weavesflowersandleaves.(Ada).

47La genialideadeestasmáquinas,quebulle enlastripasdecualquiercomputadoractual,sele ocurrió a
Turing un calurosod́ıadeveranoen1935. LaspalabrasTuring machineaparecieronpor vezprimeraenun
trabajodepuestaa puntode Alonzo Church[55], otra granfiguradel campode la lógicamateḿatica,que
obtuvo simult́aneaeindependientementedeTuringunapruebadela indecibilidaddelEntscheidungsproblem
deHilbert.
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� Un alfabetofinito A deśımbolos,entrelos queest́a el śımbolo“blanco” � . Pen-
semosenunacinta lineal(potencialmenteinfinita enambossentidos)conceldas,
encadaunadelascualesest́a representadoalgunodelos śımbolosenA � $���& ,
o bienest́a vaćıa (śımbolo � ).� Una función de transicíon o regla δ : Q * A � Q * A * M, conM : �B$������w& .
Una cabeza, cursor(punterode acceso)de lectura/escrituraleeunaceldade la
cinta,hallandoel simboloa # A; sienesemomentolamáquinaest́aenestadoq #
Q, y δ

�
q � a���w$ q?�� a?�� m& , entoncesla cabezacambiaa por a? , luego sedesplaza

a la celdacontiguapor la izquierda(si m ��� ), o por la derecha(si m � � ), y a
continuacíonel estadointernopasaa serq? .

El tiemposesuponediscretizadoen pasos0, 1, 2, ... Al empezar(tiempo0), la
máquinase halla en el estadoespecialqin y la cabezase posaen la celdamás a la
izquierdadondecomienzaun datodeentrada(o datoinicial, o simplementeentrada,o
dato),consistenteenunapalabra(finita) xsinblancos,esdecir, x # � A � $���&��@R . A partir
de esteinstantela máquinasiguesuspropiasinstruccionespasoa paso. Si en algún
momentola máquinaT llega a un estadointernoespecialqfin # F (sedice entonces
queT

�
x� converge), la máquinasedetiene,y comoresultadoo salida T

�
x� setoma

T
�
x�S� 0 si esaceldacfin en queest́a el cursorde lecturaen esemomentode parada

est́a vaćıa, o bienla palabray # � A � $���&��@R máslarga,necesariamenteflanqueadapor
sendosśımbolos � , queseencuentraen la cintay dela queformaparteel śımboloen
cfin. Puedemuy bienocurrir queparaalgún datode entradadeterminadola máquina
no sedetenganunca.EscribiremosentoncesT

�
x� � , y diremosqueT

�
x� diverge;si la

máquinasedetiene,sedicequeT
�
x� converge,lo quedenotamosporT

�
x� � .

Llamemosconfiguracíon o descripcíon instant́aneadeT a la secuenciaaqb, donde
q esel estadodela unidaddecontrol,a # AR la palabraformadapor los śımbolosque
haya la izquierdade la posicíon del cursor, y b # AR la palabraformadapor todoslos
śımbolosen la cinta tantodebajodel cursorcomoa su derecha.Suponemosquea la
izquierdadea y a la derechadeb la cintaest́avaćıa. Porejemplo,seala configuracíon
inicial qin010,correspondientea la entradabinariax � 010. Si trasunascuantasope-
racioneso pasosde tiemposellegaa 1011� 01qfin0010� 11, la máquinasedetendŕa
eneseinstantey comoresultadodelquedaŕa cálculoy � T

�
x�J� 010010.

LasmáquinasdeTuringT � � A � Q � δ � pueden“contarse”o “enumerarse”.Paraello
lo primeroquesehaceessuponer, sin pérdidadegeneralidad,quetodoslos śımbolos
desusalfabetos,desusestadosinternosy delpardemovimientosdelcursorseextraen
deunmismoalfabetonumerable.A cadaunodeesosśımbolossseel asociabiyectiva-
menteunapalabrabinariae

�
s� , delongitudl �¡g log2

� �Q �¢X��A ��X 2� h . La aplicacíon δ :�
q � a� F�£$ q?�� a?D� m& quedafijadadandotodasy cadaunadelas5-plas

�
q � a � q?A� a?�� m� . Si

la totalidaddeestas5-plasparaunamáquinaT es
�
q1 � a1 � q?1 � a?1 � m1 �Y� � q2 � a2 � q?2 � a?2 � m2 ��� �;�;� � � qn � an � q?n � a?n � mn � ,

representaremosla máquinaencuestíon por la palabrabinariaautolimitanteE
�
T � : �

l̄ n̄e
�
q1 � e� a1 � �;�;� e� an � e� mn � .48 Ordenamosluego lexicogŕaficamenteloscódigosE

�
T � ,

asigńandolea T el ı́ndiceo númerodeGödeln
�
T �Z� i, dondei esel númerodeposi-

ción de E
�
T � en dichaordenacíon. La coleccíon de todaslas máquinasde Turing es

aśı $ T1 � T2 � �;�;� � Tn � �<�;� & .
LasmáquinasdeTuring hastaahoraconsideradassondeterministas(MTDs): para

cadaparq � a la accíon subsiguienteδ
�
q � a� esúnica. Cuandono esaśı, y cabenvarias

alternativasdeaccíon o reglasdetransicíonencadapaso,esdecir, cuandoδ : Q * A �
48Recordemosquex̄ : , 1¤ L xM 0x, donde¥<P xQ esla longitudbinariadex, 1n indicala cadena1.. .1 den 1’s,

y xy representala concatenacióndelascadenasx� y.

AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

24 Medio siglode “bitolog ı́a”

2Q ¦ A ¦ M,49 sedice quela máquinade Turing esno determinista(MTND). Su accíon
est́a ramificadaen todoslos caminosqueabreel abanicode opcionesen cadapaso.
EntrelasMTNDs destacanlasmáquinasdeTuring probabilistas(MTPs);sonaquellas
con posibilidadde dobleeleccíon en susreglasde transicíon, eleccíon queserealiza
tirandounamonedano trucadaal aire.

Podŕa quizásparecernostoscao primitiva unamáquinade Turing. Perono nos
engãnemos.Paracualquiercálculofactiblepor los ordenadoresmássofisticadosexis-
te algunamáquinade Turing capazde realizarlo. Es tan poderosoesteconceptode
máquinadeTuring,quesehaconvertidoenel árbitrodela computabilidad.

2.4.1 Los primer osordenadores

Hay queremontarseal siglo XVII paraencontrarlos primerosdispositivosmećanicos
decálculoanaĺogicoy digital. De tipo anaĺogicofue un calculadorlogaŕıtmico,ante-
cesorde las reglasde cálculo,desarrolladopor el mateḿatico inglésEdmundGunter
en 1620. De tipo digital esla máquinade BlaisePascal(1623-1662),el famosoma-
temático, fı́sicoy pensadorfranćes. Construidaen 1642,realizabasumasy restasde
númerosdehasta8 dı́gitos.50 El célebremateḿaticoaleḿanGottfriedWilhelm Leibniz
mejoŕo ostensiblementela máquinadePascal.El calculadordeLeibniz, concluidoen
1673,realizabalascuatrooperacionesaritméticasy adeḿasextráıa ráıcescuadradas.

En 1820aparecieronlas primerascalculadorascomerciales,llamadasaritmóme-
tros, ideadaspor el franćesCharlesXavier ThomasdeColmar.

Con el fin de acelerarel escrutiniodel censode EEUU, el estad́ıstico americano
HermanHollerith invent́o en1880unamáquinalectoradetarjetasperforadas.Fund́o
en1896la TabulatingMachineCompany, queluegoseconvertiŕıaen1924enla Inter-
nationalBusinessMachinesCorporation(IBM). El sistemadelecturay deperforacíon
deHollerith fue incorporadoa lasunidadesdeentrada/salidadelos ordenadoreshasta
sudestierroy sustitucíona finalesdelos 70 por los terminalesdepantalla.

Ya hemoscitadoa la máquinaanaĺıtica deBabbagecomoel primercalculadorde
usogeneral.

Entre 1939y 1942, la primeracalculadoracon válvulaselectŕonicaso tubosde
vaćıo fue disẽnaday construidapor el fı́sico teórico John Vincent Atanasoff en la
UniversidaddeIowa, consuestudianteClif ford E. Berry [63]. ConocidacomoABC
(Atanasoff-Berry Computer),estabapensadapararesolverexclusivamentesistemasde
hasta30 ecuacioneslinealescon 30 incógnitas. Conteńıa 300 tubosde vaćıo como
puertaslógicasparael control y cálculo, realizabaaritméticabinaria,usabaconden-
sadoresparamemoriaalmaćen, y tarjetasperforadasparaentrada/salida.Teńıa una
precisíon ensuscálculosquesuperabaentresórdenesdemagnituda lascalculadoras
desuépoca.

En 1941el ingenieroaleḿan KonradZuse,con total independencia,construýo el
primerordenador, llamadoZ3, controladopor un programa.

A finalesde1943la calculadoraCOLOSSUS,deusoespećıfico, entrabaenfuncio-
namiento,con1500tubosdevaćıo, enel centrode investigacíon británicodeBletch-
ley Park. Su objetivo eradescifrarlos mensajessecretosalemanesgeneradospor la
máquinaENIGMA y el Geheimschreiberdurantela SegundaGuerraMundial. El pro-
pio Turing,y sumaestroMark Newman,participaronenel proyecto.

49Seindicapor 2X el conjuntodetodoslos subconjuntosdeX. Otraformaequivalentedeintroduciruna
MTND escambiandola funciónδ deunaMTD porunarelacíon∆ §�P Q 2 AQ�2�P 2Q ¨ A ¨ M Q .

50El aleḿanWilhelm Schickard,amigodeJohannesKepler, seadelant́o aPascal,construyendoen1623-
1624unacalculadoramećanica.Desgraciadamente,no sehaconservadoinformacíonsobrela misma.
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En 1944entŕo en operacíon en la Universidadde Harvard el AutomaticSequence
Controlled CalculatorMARK I, disẽnadopor el mateḿaticoamericanoHowardHat-
haway Aiken pararealizacíon decálculoscient́ıficos,y construidopor IBM a basede
reléseléctricos.De 15 m delargo y 2.4 dealto, con800km decables,3 millonesde
conexiones,y un pesode35 t, esteordenadorseprogramabaconunacintaperforada
queconteńıa lasinstruccionesy datos.Lo uśo la US Navy paracálculosdeartilleŕıay
baĺıstica.En1947entŕo enoperacíon el MARK II.

En 1946seconcluýo el ENIAC (Electronic NumericalIntegrator andComputer)
en la EscuelaMoore de Ingenieŕıa Eléctricade la Universidadde Pennsylvania. Ha
sido el primer ordenadordigital electŕonico de uso generaly a gran escala,creado
por J. Mauchly y J. PresperEckerJr., entreotros. De 24 m de largo, 2.5 de alto, y
18,000válvulas,eracapazde realizar5000sumas/segundo,velocidadquehoy puede
parecernosridı́culaperoqueeraentoncesmil vecesmásrápidaquetodoslos deḿas.
Hab́ıa muchasdudasdequeel monstruosoENIAC funcionase,cuandolo normalera
esperarquecadavariossegundossefundieseunaválvula.La eleccíon decomponentes
deprimeracalidad,y el usode la máquinaa potenciamedia,hizo quelasprevisiones
bajaranadoso tresfallosporsemana.ArrastradoporelmateḿaticoHermanGolsdtine,
al proyectoENIAC estuvo tambíen vinculadoJánosLájos von Neumann,quien en
1945,y posiblementeinspiradoenideasdeMauchlyy Eckertsobreel sucesorEDVAC
(Electronic DiscreteVariable AutomaticComputer) del ENIAC, escribío el polémico
informeFirst draft onthereporton theEDVAC, enel quepropońıaguardarenbinario
los programasde funcionamientoen la memoriainternadel ordenador, de modoque
susinstruccionesfuesenmodificablessobrela marcha,conel consiguienteaumentode
flexibilidad y potenciade cálculode los ordenadores.Estaconcepcíon organizativa y
dinámicadelos ordenadoresseconocecomoarquitecturavonNeumann.51

Desdeel Institute for AdvancedStudiesen Princeton,von Neumann,en colabo-
racíon con Goldstine,desarrolĺo un tipo de ordenadorescon programaalmacenado,
llamadosjohnniacsensuhonor, enlosqueseinspiró el primerIBM 701.

Mientras,en el ReinoUnido, Turing ideabael ACE (AutomaticComputingEngi-
ne) en1945,unproyectomuchomáscompletoy generalqueel devon Neumannensu
informe sobreel EDVAC. Un prototiposimplificado,el Pilot ACE, sefabricaŕıa más
tardeenel NationalPhysicsLaboratorydelRU, funcionandocontotal éxito. La poste-
rior arquitecturaRISC(reducedinstructionsetcomputing) seinspiraŕıaenla filosof́ıa
deTuringsobreel ACE.

2.4.2 Funcionesrecursivas

CadamáquinadeTuring defineunafunción φ parcial,52 a saber, aquellaquecalcula:
si paraun datodeentradaxin # � A � $���&��@R la máquinasedetiene,el resultadoT

�
xin �

defineel valor xout : � φ
�
xin � dela funciónasociadaa T.

La función parcialφ : xin F� xfin quecalculaT sellama funcíon parcial recursiva
o funcíon parcial computable. Si la máquinallega tras un númerofinito de pasos
a un resultadofinal paratodo dato inicial, la función φ asociadaa T se llama total

51El hondoresentimientode Mauchlyy Eckertcon la parejaGolstiney von Neumannsedebío, por un
lado,a razonesdecréditonoreconocido,y porotro,porqueal intentarlosprimerospatentarel EDVAC para
sucomercializacíon, selesdeneǵo por serdel dominiopúblico la idea,trasel informemencionadodevon
Neumann.Paracolmo,aunqueśı pudieronpatentarel ENIAC comoprimercomputadordigital electŕonico
autoḿatico,un juezinvalidaŕıa la patenteen1973,arguyendoquela ideaoriginal seremontabaaAtanasoff.

52Parcialsignificaquesudominiono cubrenecesariamentetodoslosdatosdeentradaposibles.Cabeque
paraalgunola máquinano sedetengajamás.
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recursivaosimplementerecursiva.53 A laenumeracíon $ Tj & delasmáquinasdeTuring
correspondela desusfuncionesparciales$ φ j & .
2.4.3 Máquina universal de Turing

Letusnowreturnto theanalogyof thetheoreticalcomputingmachines.. . It canbeshownthata single
specialmachineof that typecanbemadeto do thework of all. It could in fact bemadeto work asa
modelof anyothermachine.Thespecialmachinemaybecalledtheuniversalmachine. TURING

Se demuestraque existe algunamáquina de Turing universalU , esencialmente
única,capazdereproducireficientemente,esdecir, conretrasoa lo sumopolinómico,
el funcionamientode cualquierTj , cuandoa dichamáquinaU sele suministracomo
entradala descripcíon E

�
Tj � dela máquinaTj aménde la entradaparaésta.Nuestros

ordenadoresactualessonasimilablesa máquinasuniversalesde Turing, equivalentes
entreśı.54

2.4.4 Problemade la parada

DadaunamáquinaT, surge la cuestíon de si esposiblesaberde antemanosi T va a
detenersetrasun númerofinito de pasosde tiempopor haberllegadoa un resultado,
o si por el contrariova a estarfuncionandosin descansopor no alcanzarnuncaesa
meta.La respuestaa estefamosoproblemadela paradao detencíon esnegativa,esto
es,el problemaesindecidible, comomuestraesteresultadodeTuring [205, 137]: No
existeunafunción recursiva f tal que,paratodox � y, f

�
x � y�J� 1 si φx

�
y� est́a definida,

f
�
x � y�©� 0 encasocontrario.55

2.4.5 Otr osproblemasindecidibles

1. CuandoTuring prob́o su teoremade la paradaen 1936,ya haćıa cinco añosque
Kurt Gödel (1931)hab́ıa demostradosufamosoprimerteoremadeindecibilidad[97]:
encualquierteoŕıa axiomatizabley firme quecontienea la aritméticade los números
naturalesexistenfórmulasno demostrablesdentrodeella. En otraspalabras:ninguna
axiomatizacíon de la aritméticapuedesera la vez consistentey completa.Con esto
contestaba,ensentidonegativo, aunodelos interrogantesplanteadosporHilbert ensu
programadefundamentacíon de la mateḿatica. Perohab́ıa otro problemaformulado
por Hilbert: el Entscheidungsproblemo problemadela decisíon. Dadoun sistemade
axiomas,¿existe algún procedimientoparadecidir si unaproposicíon cualquieradel
mismoesciertao no? Esteesel problemaal queTuring contest́o negativamenteen
1936consuindecibilidaddelproblemadela parada.

53Un ejemploelementalde función parcialno total esφ P x̄Q : , x, dondex̄ esla notacíon autolimitantede
unenterox enrepresentaciónbinaria.La funciónφ noest́adefinidaparax , 1n.

54PuededemostrarsequeesposibleconstruirU conun alfabetode4 śımbolosy con7 estadosinternos.
Sepuedehacertambíenconel alfabetoA, peroconmayornúmerodeestadosinternos.

55Comoimplementacíonde f , piénseseenunamáquinadeTuringT o queanteundatoinicial queengloba
la descripcíon de otra T, dadapor su ı́ndicex, y un dato inicial y paraésta,respondeen tiempofinito si
φx P yQ est́a o no definiday por tantosi T P yQ converge o no. Veamosque ª f . Supongamoslo contrario,y
seala función parcialrecursiva g definidacomog P xQ�, 1 si f P x� xQ�, 0, y no definidaen los deḿascasos.
A tal g le correspondeŕaun númerode Gödelz: g , φz. Luegoφz P zQ est́a definidasi y sólo si f P z� zQ:, 0
(por construccíondeφz), lo queest́aenclaracontradiccíonconlasexigenciasa f dadasenel enunciadodel
teorema.
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2. De hecho,el númerode problemasindecidibleses infinito: piénsesequepor
ejemploel conjuntode aplicacionesde « en ] 2 esno numerable,56 mientrasqueel
conjuntodemáquinasdeTuring, y por tantodefuncionesparcialesrecursivas,esnu-
merable.

3. La siguientefunción, llamadaBB (BusyBeaver), y debidaa T. Rado(1962),
tampocoescomputable.Sedefinedeestemodo: seaCn el conjuntode lasmáquinas
deTuring T den estados(apartedel estadoqin), alfabetoA �w$ 0 � 1 & ,57 y quecumplen
φT
�
0� � , dondeφT esla función parcialrecursiva asociadaa la máquinaT, estoes,se

detienencuandoeldatoinicial enla cintaesel vaćıo ε. SedefineBB
�
n� : � maxT { Cn $ k :

φT
�
0�W� 1k & . Esfácil verque �Cn ��f � 4 � n X 1�>� 2n, por lo queBB

�
n� est́a biendefinida.

Se sabequeBB
�
1�r� 1 � BB

�
2�S� 4 � BB

�
3��� 6 � BB

�
4��� 13� BB

�
5�r6 4098� BB

�
6��6

95524079.La funciónBBnoescomputable,puessedemuestraquecrecemásdeprisa
quecualquierfunción computable.

4. De entrelos 23 problemaspropuestospor David Hilbert en el CongresoInter-
nacionalde Mateḿaticosde 1900en Paŕıs, en el número10 sepreguntabasi exist́ıa
algún algoritmocapazde contestarsobresi unaecuacíon diofánticaarbitrariatieneo
no algunasolucíon: 10. Entscheidungder LösbarkeiteinerdiophantischenGleichung.
En 1970el mateḿatico rusoYu.V. Matijasevich resolv́ıa esteproblemadeHilbert: no
existetal algoritmo,esdecir, la cuestíon planteadapor Hilbert esindecidible.

5. SupongamosunacoleccíonT ��$ t0 � �;�;� � tk & detiposdebaldosascuadradas,y dos
relacionesH � V \ T * T decompatibilidadhorizontal(vertical).Sean un entero,y un
alicatadon * n dadoporunafunciónF : $ 1 � �;�;� � n &¬*�$ 1 � �@�@� � n &­� T tal queF

�
1 � 1�V�

t0,
�
F
�
i � j ��� F � i X 1 � j �@�©# H,

�
F
�
i � j ��� F � i � j X 1�@�©# V. El problemaENLOSdesabersi,

dadosT � H � V arbitrariosexisteun embaldosadof paratodon, esindecidible[167].
6. En1958Markov prob́o queel problemadeaveriguarsi dosvariedades4D sono

no homeomorfasesindecidible.
7. Quedanimportantesproblemasabiertosrespectode la decidibilidad.Porejem-

plo: dadaunamatrixM � n * n, decoeficientesenteros,¿existealgúnm tal que
�
Mm� n1 �

0?

2.5 Clasesde complejidad

Desdeel puntode vista de la computacíon, hay problemasindecidiblescomohemos
visto, y problemasdecidibleso resolubles,quesontodoslos deḿas(y que,en pocas
palabras,puedenentendersecomoaquellosproblemasparalos queexistealgún algo-
ritmo o programadecomputacíon enalgún lenguajequelos resuelve). Estosúltimos,
asuvez,sedividenenproblemasfáciles(computacionalmentetratables,viableso fac-
tibles),y problemasduros(computacionalmenteintratableso inviables).Ejemplos:1.
Elevar un númeroal cuadradoesun problemafácil, en el sentidodequelos recursos
queello exige(concretamente,el tiempodecálculo)crecenalo sumopolinómicamente
conel tamãno(númerodedı́gitos)delnúmeroencuestíon. 2. Descomponerunnúmero
enfactoresprimosesun problemaactualmenteduro,puesconlos mejoresalgoritmos
conocidosel tiempodecálculoparala factorizacíon crecesuperpolińomicamentecon
el tamãno delnúmero.

56Bastaaplicarel argumentodiagonaldeCantor. Supongamosquefueranumerable:� f0 � f1 ��-�-�-D� fn ��-�-�- � .
Seala funcióng : n ®N fn P nQ	¯ 1mod2. Debeŕıaestarenel conjuntoanterior, esdecir, g , fk, paraalgún k.
Peroentoncesg P k Q�, fk P k Q�¯ 1mod2, y g P k Q	, fk P k Q . Contradiccíon.

57Enla definicióndemáquinadeTuringexiǵıamosqueel alfabetocontuvierasiempreel śımbolo“blanco”°
. Sepuededemostrarla equivalenciadelasmáquinasconA ,�� 0� 1� ° � y lasmáquinasconA ,�� 0� 1� pero

conmayornúmerodeestados.
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Sehaninventadolasclasesdecomplejidadparaagruparalosproblemasatendiendo
esencialmenteaestostresaspectos[164]: 1/ sugradodedificultad,medidoporel coste
o recursos(entiempo,enespacio,etc.)queexige suresolucíon,2/ el tipo deproblema
(de decisíon, de optimizacíon, de númerode soluciones,etc.),y 3/ la herramientade
cálculoutilizada(MTD, MTP, MTQ, etc.).58

DadaunaMTD T, sedice que tiene complejidadtemporal t
�
n� si, con un dato

inicial arbitrariodelongitudbinarian, realizaa lo sumot
�
n� pasosantesdedetenerse.

Del mismomodo,si usacomoborradora lo máse
�
n� celdasdela cinta(excluidaslas

necesariasparalaentraday el resultado,quepuedensuponerseenotrascintas),diremos
quetienecomplejidadespaciale

�
n� . DiremosqueT espolinómicamenteacotadaen

tiemposi t
�
n�V� O

�
nk � paraalgún k #b« .

SedicequeunaMTD T decideun lenguajeL (subconjuntode
�
A � ���@R , conjunto

depalabraso cadenasfinitasdeun alfabetoA), si suresultadoes1 cuandoel datoest́a
en L, y 0 en casocontrario. El problemaresueltopor T espor tantoun problemade
decisíon, o de cálculo de unafunción predicado,parael que los resultadosposibles
son1 (“sı́”) y 0 (“no”). Sedice tambíen en estoscasosqueun datode entradaen L
poseela propiedaddefinidapor L. Todo lenguajedecibiblepor algunaMTD sedice
recursivo. SedicequeT aceptaun lenguajeL si susalidaes1 cuandola entradaest́a
en L, y diverge en casocontrario. Un lenguajeL aceptadopor algunaMTD sedice
queesrecursivamenteenumerable.Esfácil verquetodoL recursivo esrecursivamente
enumerable.

La clasedecomplejidadDTIME[t
�
n� ] (DSPACE[s

�
n� ]) constadelos lenguajesde-

cididospor MTDs y convariascintasentiempomáximo ± � t � n�@� (enespaciomáximo± � e� n�>� ).59

LasclasesdecomplejidadNTIME[t
�
n� ] (NSPACE[s

�
n� ] sedefinendemodosimilar,

peroadmitiendomáquinasdeTuringnodeterministas,y tomandounlenguajeL \ � A ��­�>R comodecidiblepor la MTND T si paratododatox, x # L si y sólo si existealgún
caminodecomputacíon dela MTND quetieneentradax y terminaconel resultado1.

Conlasclasesanterioresseformanestasotrasclasesdegranimportancia:

P : � ²
r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³DTIME � nr �@� NP : � ²

r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³NTIME � nr �
PSPACE : � ²

r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³DSPACE � nr �@� NSPACE : � ²
r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³NSPACE � nr �

Mientraslos problemasdecomplejidadP sonaquelloscuyasolucíon seconsigue
entiempopolinómicoconunaMTD, o equivalentemente,aquellosproblemasparalos
queexistealgúnalgoritmo(detiempodeejecucíon)polinómico,losdecomplejidadNP
puedencaracterizarsepor serproblemasdedecisíon en los que,dadoun datoinicial,
es fácilmente(estoes,en tiempopolinómico)verificablequeposeela propiedaden
cuestíon si sedisponede un certificadosucintoo testigopolinómicoapropiado.Por
ejemplo,la propiedadCOMPdeun enterodesercompuestoest́a enNP, puesdadoN
comodatoy comocertificadoo testigoun factor f , en tiempopolinómicopodemos
comprobarque f divide a N y verificar de estemodoel caŕactercompuestode este

58MTQ indicaunamáquinadeTuringcuántica,noción éstaqueintroduciremosluego.
59Unamáquinaconk cintas– delasqueuna,sólo delectura,sereservapararegistrarel datodeentrada–

sedefinedeformasimilar, a travésahoradeunafunciónδ : Q 2 Ak N Q 2 Ak 2 Mk (casodeterminista)o de
unarelacíon δ : Q 2 Ak N 2Q ¨ Ak ¨ Mk

. UnaMTD conk cintasy decomplejidadtemporal(espacial)t P nQ�t n
(eP nQ ) equivalea unamáquinadeTuring convencional, estoes,deunasóla cinta,decomplejidadtemporal
(espacial)t2 P nQ (eP nQ ).
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último. Formalmente,podemosredefinirla claseNP comola deaquelloslenguajesL
paralos quehay unaMTD T polinómicamenteacotadaen tiempoy un polinomio p
talesqueque

x # L
���µ´

y # AR ��� y �Yf p
� � x � ��� T � x � y�©� 1

�
Otro modode definir la claseNP escomoel conjuntode problemasquepueden

resolverseen tiempopolinónicomedianteun algoritmono determinista[153], enten-
diendopor tal un algoritmoqueadmiteinstruccionesdel tipo

gotoboth etiqueta1, etiqueta2

Nótesequetaleshipot́eticosprogramas,si existieran,podŕıanejecutarun númeroex-
ponencialde instruccionesen tiempopolinómico. En el mundode los ordenadores
clásicos,talesalgoritmossonunameraconstruccíon teórica,peroen la computacíon
cuántica,puedenser, enprincipio,unarealidad.60

En los problemasNP � P, la raźon desuintratabilidadest́a enel tamãno exponen-
cial del espaciode búsqueda,y precisamentelos algoritmosno deterministaspueden
explorarteóricamentetodaslasopcionesentiempopolinómico.

Comoencadapasotemporalseusaa lo sumounanueva celda(o k nuevasceldas
si la MT esdek cintas),esclaroquetantoP comoNP est́anenPSPACE. Porotro lado,
no esdif ı́cil probarquePSPACE � NSPACE.

En consecuenciaP ¶ NP ¶ PSPACE � NSPACE
�
Seignorasi las inclusionesson

propias.Un problemacentralabiertoenla teoŕıadela computacíon esprobarprecisa-
mentela conjeturasiguiente:P � NP.

2.5.1 Ejemplos

He aqúı algunosejemplos61 deproblemasenla claseP [216]:

1. ADIC: adicíon deenteros.Sumardosnúmerosden bitscadaunorequiereO
�
n�

operaciones(conbits).

2. MULT: multiplicacíondeenteros.Multiplicar enla formausualdosnúmerosde
n bits cadauno requiereO

�
n2 � operaciones,peroacudiendoa la transformada

rápidadeFourierpuedehacerseel productoconO
�
n log2 n log2 log2n� operacio-

nes.Calcularel productodedosmatricesn * n requiere,porel métodoingenuo,
O
�
n3 � multiplicaciones.Métodossofisticadospermitenrebajara O

�
n2 ³ 376� .

3. EUCL: algoritmo de Euclidespara el m.c.d. El cálculo del m.c.d. de dos
números,el mayorconn bits,puedehacerseenO

�
n3 � operaciones.62

4. DET: cálculodel determinantede unamatriz. Dadaunamatrix n * n, sudeter-
minantepuedecalcularseconO

�
n2 ³ 3976³ ³ ³ � operaciones.

60El paralelismomasivo quehaceposibleel cálculosimult́aneodeun númeroexponencialdecasoscon
los ordenadorescuánticosesun tantoengãnoso,porquelos resultadosest́an superpuestos,y su actualiza-
ción exigemedir. Por tanto,sin unadebidaamplificacíon previa de la amplituddel casoque interese,la
probabilidaddeobtenerel resultadobuscadoseŕıaexponencialmente pequẽna,y lasventajasdelparalelismo
desaparecerı́an.

61Aunquemuchosdelosejemplosenestasubseccíonno sonproblemasdedecisíon, los incluimospor su
importancia;correspondena clasesP, NP vinculadasa tiposmásampliosdeproblemas,y definidasdemodo
ańalogoal seguidoparalascuestionesdedecisíon.

62Ver, sinembargo, [128].
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5. SORT: ordenacíondeunalista. Unalistadesordenadaden itemspuedeordenar-
seenO

�
n log2n� operaciones.

6. MODEXP:exponenciacíonenaritméticamodular. El cálculodeax modN puede
hacerenO

�@�
log2N � 2 log2x� operaciones.

7. kPeĺıpt: multiplicacíondepuntossobrecurvaseĺıpticaspor grandesenteros.Da-
doun puntoP deunacurva eĺıpticasobreuncuerpoFq (q � pr , con p primo),el
cálculodekP requiereO

�>�
log2q� 3 log2k� operaciones.

8. CIRC EUL: averiguarsi un grafoadmiteun circuito euleriano.Dadoun grafo
G : � � V � L � consistenteen un conjuntoV de vérticesvi y otro L de lı́neasl k

i j
queconectanpares

�
vi � v j � de estosvértices,se llama circuito a unasucesíon

alternadav1l1
12v2l2

23v3
�;�<�

ln
n1v1 de vértices(no necesariamentedistintostodos)y

lı́neastodasdistintas,queterminaenel mismovérticedepartida.Y sediceque
uncircuitoeseulerianocuandotodaslaslı́neasenL figuranenél, y sinrepeticíon
[153].

El ejemplomásfamosodeproblemaCIRCEUL esel delos puentesdeKönigs-
berg. Eulerseencargó deprobaren1736quenoeraposibleencontraruncircuito
quecruzaralossietepuentesdeestaciudadsin repetirse,dándosecuentadeque
unacondicíon necesariaparaquetal circuito existieraeraqueel gradodecada
vértice(númerode lı́neasincidentesen él) fuesepar, lo queno sedabaen ese
caso.Estambíenunacondicíonsuficiente,por lo queel problemaCIRCEUL es
tratable,decomplejidadpolinómicaO

� �V � 2 � . (Asociandoal grafounamatrizA
deadyacencia,enquela entradaai j esel númerodelı́neasqueunenlos vértices
vi � v j, bastair sumandolasfilas, y el grafotendŕa un circuito eulerianosi y sólo
si todaslasfilas deA tienensumapar.)

Ejemplosdeproblemascomputacionalmentemáscomplejosson[216, 167]:

1. DLOG: cálculodel log discreto.Dadosa � b � n # « , setratadecalcular(si existe)
x tal queax � bmodn. LacomplejidaddeesteproblemaesO

�
exp
�
c
�
log2n� 1� 3 � log2 log2n� 2� 3 � ,

estoes,subexponencialaunquesuperpolińomicaenelnúmerodebitsdelmódulo.

2. COMP:averiguarsi un enteroescompuesto.Esteproblemaest́a enla claseNP,
puesdadounpresuntodivisornotrivial den comocertificado,puedecomprobar-
seen tiempopolinómicosi efectivamentelo es,y por tanto,si n escompuesto.
La complejidaddecomprobarqued esun divisoro noden esO

�@�
log2n� 2 � .

3. PRIM: averiguarsi un enteroesprimo. Siendoel caŕacterde primo opuestoal
decompuesto,esclaroquePRIM # coNP, dondecoNP esla clasedelenguajes
L cuyoopuestoo complementarioLc : � � A � ���@R � L esdeclaseNP. Por tanto
esfácil probarquen no est́a en PRIM, exhibiendounadescalificacíon sucinta,
a saber, un divisor de n. No es igual de fácil, sin embargo, dar un certificado
sucintodeprimalidad,estoes,depertenenciaaPRIM.El certificado(Pratt1975)
ahoraparap consisteendarun r 8 p y los divisoresprimosq1 � q2 � �;�;� de p � 1
(con suscertificadosde primalidad)y comprobarque efectivamentelo son y
quer p� 1 � 1 mod p, y r · p� 1̧D� qj �� 1 modp. Estoscertificadoscompletostienen
tamãno polinómico respectodel tamãno de p, y su aplicacíon requieretiempo
polinómicotambíen.Luego PRIM # NP d coNP.63

63Si seaceptala hipótesisgeneralizadadeRiemann,sedemuestraquePRIM p P (Miller 1976).
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4. FACT: factorizacíon deenteros.Dadon #�« , setratadehallaralgún divisor no
trivial den. El vulgarmétododeprobarsi esdivisibleporlosenterosf_¹ n tiene
complejidadO

�
n+ log2n� , queesexponencialenel númerodebits. El algoritmo

más eficientehoy conocido(algoritmoGNFSde la criba generalcon cuerpos
de númerosalgebraicos[171, 135]) es subexponencialpero superpolińomico:
O
�
exp
�
c
�
log2n� 1� 3 � log2 log2n� 2� 3 � , conc � � 64+ 9� 1� 3 X o

�
1� .

5. SAT: averiguarsi unaexpresíon booleanaφ en forma conjuntiva normal (φ �º n
1Ci, Ci : � zi1 » zi2 » �<�;� » zir i , con zi j # � xi j ��¼ xi j � variablesbooleanaso sus

negaciones)es satisfactible(estoes,existe algunaasignacíon de verdada sus
variablesquela hacencierta).EsteproblemaesdeclaseNP. Probarexhaustiva-
mentetodaslasasignacionesdeverdadtienecomplejidadO

�
n22n � .

6. VIAJ(D): averiguarsi hayalgúnrecorridoquepasepor variasciudadesunasola
vez y su trayectono supereunalongituddada. Esteesel famosoproblemade
decisíon del viajante. Dadasn ciudades,susdistanciasmutuasdi j 6 0, y una
cota o “presupuestode viaje” C, se trata de ver si existe algunapermutacíon
ćıclicaπ tal que∑n

i I 1di T π · i ¸ f C. Probartodoslos posiblescaminoscerradosque
pasanunavez,y sólo una,por cadaciudad,requiere1

2

�
n � 1� ! ensayos(invertir

el sentidode recorridono cambiala longituddel recorrido),y comoparacada
ensayoel cálculodelcosteesO

�
n� , esteproblemaesdecomplejidadexponencial

O
� 1

2n! � . Perosi nosdanun presuntotrayectosolucíon, sucomprobacíon esde
complejidadpolinómicaenn. Porello VIAJ

�
D �S# NP.

7. ASIGN: dadasn “ciudades”y susdistanciasmutuasdi j 6 0, setratade hallar
unapermutacíon (no necesariamentećıclica) π queminimice ∑n

i I 1di T π · i ¸ . Este
problemaes similar al VIAJ, pero con la posibilidadde repartir las ciudades
ensubconjuntosdisjuntosconun númeroindeterminadodeviajantes,cadauno
realizandosuvueltacerradapor lasciudadesdeunodeesossubconjuntos.

Seconoceestocorrientementecomoel problemadeasignacíon,aśı llamadopor-
quesuaplicacíonmásdirectaesla deminimizarel coste∑n

i I 1di T π · i ¸ deunreparto
o asignacíonden tareasaunconjuntoden obreros,siendoahoradi j 6 0 el coste
de la tarea j cuandola lleva a caboel obreroi. El númerodeensayosa realizar
esn!, y unopensaŕıa quela complejidaddeesteproblemaesexponencial.Sin
embargo, existe un algoritmo,llamadoalgoritmo húngaro, querebajala com-
plejidaddeesteproblemaa O

�
n3 � .

8. GO: jugandoal GO. Sesuponeentablerosn * n, n arbitrario(enel GO normal
n � 19). Imponemosla regla (quenoesdelGOordinario)dequeel juego termi-
natrasn2 jugadasentotal,ganandoquienmásfichastieneenel tablero(encaso
deempate,gananBLANCAS). Supongamosquetrask 8 n2 jugadasentotal, le
tocajugaraNEGRAS,y quehayunaconfiguracíonarbitrariadepiedrasblancas
y negrassobreel tablero.ProblemaGO:¿esestaunconfiguracíonganadorapara
NEGRAS?

9. CICL HAM: averiguarsi un grafoadmiteun ciclo hamiltoniano.Dadoun grafo
G : � � V � L � , sellamaciclo a unasucesíon alternadadevértices(todosdistintos,
salvo el primero y el último) y lı́neasv1l1

12v2l2
23v3

�;�;�
ln
n1v1, que terminaen el

mismovérticedepartida.Y sedice queun ciclo eshamiltonianocuandotodas
losvérticesenV figuranenél [153]. Esteproblemafuesugeridoporel problema
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“icosiano” propuestopor Hamiltonen1859: hallarun recorridocerradopor las
aristasdeun dodecaedroquepasepor todoslos vérticessin repetirninguno.

El problemaCICL HAM esintratable.

2.5.2 Mássobre las clasesP y NP

ObśerveseestaimportantediferenciaentreP y NP. Si unapropiedadL est́a enP, tam-
biénsunegacíon Lc lo est́a, y rećıprocamente.(Bastaredefinirla máquinaT asociada
intercambiandolasrespuestas0, 1.) En śımbolos:P � coP. Perosi unapropiedadest́a
enNP, sunegacíon no tieneenprincipio por qué serNP. Sin embargo, no seconocen
casosconcretosquelo avalen;porejemplo,la negacíondeCOMPesPRIM (propiedad
de serprimo), tambíenen NP (y tal vezen P, comoocurresi la hipótesisgeneraliza-
da de Riemannescierta). SeconjeturaqueNP

�� coNP; de seraśı, sedesprenderı́a
evidentementequeP

�� NP.
Denotemospor Σ un alfabeto. Se dice [185] que el lenguajeL1 ¶ Σ R1 es po-

linómicamentereducibleal lenguajeL2 ¶ Σ R2, y escribiremosL1 f P L2, si existe una
función f : Σ R1 � Σ R2 enP tal quex # L1 si y sólo si f

�
x��# L2. Esfácil convencersede

que f P esunarelacíon transitiva. CuandoL1 f P L2 y L2 f P L1, laspropiedadesL1 � L2

sedicenpolinómicamenteequivalentesy seescribeL1 ½ P L2.
Sepuedeprobarfácilmentequesi L1 f P L2 y L2 est́a enP, tambíenL1 est́a enP.
Un lenguajeL0 dı́ceseNP-duro (claseNPD � si L f P L0, ¾ L # NP. Si adeḿasL0 #

NP, diremosqueL0 esNP-completo(claseNPC � . ObviamenteNPC ¶ NPD. Másaún,
seafirmaqueNPC � NPD [211].

Esclaroquesi hubieraalgúnlenguajeNP-duro, o NP-completo, queestuvieraenla
claseP, forzosamentetodala claseNP colapsaŕıa a P, estoes,P � NP, y el problema
centraldela teoŕıadela computacíon estaŕıa resuelto.

Al igual quela claseP constade los problemasdedecisíon másfácileso simples,
o comotambíensedice,problemascomputacionalmentetratables, el conjuntoNP � P
est́a formadopor los problemasintratables, y entreellos los másdif ı́ciles integranla
claseNPC. Sedemuestraquesi L esNP-completoy Lc est́a enNP, entoncesforzosa-
mentesetendŕıaNP � coNP.

Un famosoteoremadeCookaseguraqueNPC
�� /0. De hecho,seconocenmillares

delenguajesNP-completos[95]. El primerlenguajeconocidoenNPC fueSAT (teore-
madeCook-Levin), formadopor lasexpresionessatisfactiblesenla lógicabooleana.

Otro lenguajeNP-completoesel asociadoal ya citadoproblemaVIAJ(D): el len-
guajeVIAJ(D) constadeaquellasternasformadasporunconjuntodeciudades$ C1 � �;�;� � CN & ,
el conjuntodesusdistanciasmutuas$ d· Ci TCj ¸ 9 0 � d· Cj TCi ¸ � d· Ci TCj ¸ : 1 f i

�� j f N & y
unacotaB 9 0, talesqueexistealgún circuito cerradoquelasrecorretodassin repe-
tición y cuyotrayectototal es f B. Dadoun ejemploconcretodeciudades,distancias
y cota,resolver el problemaVIAJ(D) equivalea averiguarsi esteejemploperteneceal
lenguajeVIAJ(D).

Y otro lenguajeNP-completo,deteoŕıadelosnúmeros,esCONG-CUAD, vincula-
doaesteproblemadedecisíon: dadoslosenterospositivosa � b y unnúmero0 8 c f ∞,
¿existeun enteropositivo x 8 c tal quex2 � a modb?

Esobvio quetodoslos lenguajesNPC sonpolinómicamenteequivalentes.Si acep-
tamosqueP � NP, entoncespuededemostrarsequehay lenguajesdedificultadinter-
mediaentreP y NPC. Constituyenla clase

NPI : � NP � � P ¿ NPC � �� /0 �
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Candidatonaturala estarenestaclaseintermediaes,por ejemplo,COMP. Puessegún
dije antes,COMP # NP d NPc, y si COMPfueseNP-completo,entoncesNP � coNP y
enconsecuenciaP � NP, contralo queseespera.

La nocíondelenguajecompletoseextiendeacualquierclasedecomplejidadX: un
lenguajeL0 dı́ceseX-completo,y escribiremosL0 # XC, si todootro lenguajeL enC
espolinómicamentereduciblea L0, en śımbolosL f P L0. Porejemplo,QSAT y GO
est́anenPSPACEC.

2.5.3 Otras clasesde complejidad

Terminamosintroduciendonuevasclasesdecomplejidad[167, 211]:64

EXP : � ²
r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³DTIME � 2nr �@� NEXP : � ²

r I 0 T 1 T 2 T ³ ³ ³NTIME � 2nr � �
ConstandeaquellosproblemasresolublesentiempoexponencialconMTDs oMTNDs,
respectivamente.No esdif ı́cil convencersedequePSPACE ¶ EXP: si unaMTD tiene
r estadosinternos,s śımbolosensualfabeto,y usaa lo sumop

�
n� celdasparaejecutar

unprogramaconundatodeentradadelongitudbinarian, el númerodelospares
�
p � a�

estado-śımboloconlosqueseencuentraantesdedetenerseconel resultadodelcálculo
esa lo sumorsp· n ¸ , por lo quesi el tiempoempleadoendichocálculo fuesemásque
exponencialen n, forzosamenteserepetiŕıa algunasituacíon

�
p � a� , y la máquinase

meteŕıa en un ciclo sin salida,contrala hipótesis. Del mismo modo,si L denotala
clasedeproblemasdedecisíon cuyasolucíonrequireespaciologaŕıtmicoO

�
log2n� ,65

setieneL ¶ P. Enconsecuencia,podemosescribir:

L ¶ P ¶ NP ¶ PSPACE ¶ EXP ¶ NEXP
�

ComoejemplosdeproblemasenEXP (puesel númerodejugadasa analizarcrece
exponencialmentecon el tamãno del tablero),y quesecreequeno sonde claseNP,
tenemoslos relacionadosconlos juegosGO, DAMAS y AJEDREZencamposn * n:
¿existenestrategiasdelprimerjugadorsiempreganadoras?

El problemallamadoSUC CIRC VAL pertenecea EXPC – P, y otro, conocido
comoSUCCIRCSAT, est́aenNEXPC – P. PortantoP � EXP. Engeneral,estainclu-
sión propiasesiguedel teoremadejerarqúıa temporal,queafirmaqueTIME

�
f
�
n�@���

TIME
�
f
�
n� log2

2 f
�
n�@� . Análogamente,el teoremadejerarqúıaespacial,queafirmaque

SPACE
�
f
�
n�@�Z� SPACE

�
f
�
n� log2 f

�
n�@� , implicaqueL � PSPACE. Peroseignoracuál

delasinclusionesenla cadenalargaanteriorespropia.
No acabaaqúı la clasificacíon. Hay problemastodavı́a más“monstruosos”en su

complejidad. Por ejemplo,vinculadoa la aritméticade Presburger hay un problema
al menosdoblementeexponencial(complejidadtemporal22n

enel tamãno n del dato
inicial).

64La teoŕıacuánticadecamposcontérminostopológicosnoabelianospuedeenprincipiopermitir simular
computadoresanaĺogicosqueresuelvanproblemasNP-duroseincluso#P-durosentiempopolinómico[83].
EstaúltimaclaseseobtienecuandodadounproblemadedecisíondecomplejidadNP, nospreguntamospara
cuántoscertificadosinicialesla respuestaes“sı́”; por ejemplo,contarcuántassatisfaccionesbooleanastiene
unafbfcp (fórmulabienformadadel cálculoproposicional)esunproblema#P-completo.La evaluacíondel
polinomiodeJonesenráıcesprimitivasdela unidaddeorden À 5 es#P-duro.

65Comoel propiodatoinicial yaocupaunespacion, debemossermásprecisos:sesuponequela máquina
deTuring quedefineun problemaenestaclasetienedoscintas,unade lecturaen la quesólo seescribeel
datoinicial, y otra,inicialmentevaćıa,queseusaexclusivamenteparael cálculoenśı, y dela queésteva a
cubrir O P log2 nQ celdas.
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2.5.4 Complejidad con MTPs

En cálculoscon MTPs aparecenasociadasnuevas clasesde complejidad,llamadas
aleatorias.Destacanestas[216]:

1. RP: clasepolinómicaaleatoria.Dadoun 0 8 ε 8 1, RP constade los lenguajes
L queunaMTP T, quetrabajasiempre(paratododatoinicial) entiempopolinómico,
decideconerror f � 1 � ε � . EstoslenguajessellamanpolinómicosMonteCarlo. Ex-
presadodeotromodo,

x # L � � prob
�
T
�
x�Z� 1��6 ε

x +# L � � prob
�
T
�
x�Z� 1�J� 0

�
Quiereestodecirquetodosloscaminoscomputacionalesquela MTP T puedaseguir a
partir deundatox +# L terminanenrechazo(T

�
x�©� 0), mientrasquesi x # L, entonces

almenosunafraccíonε deloscaminosposiblesterminanenaceptacíon(T
�
x��� 1). Por

tantonopuedehaberfalsospositivos(puessi x +# L el rechazoesunánime),y a lo sumo
puedehaberunafraccíon 1 � ε defalsosnegativos(casosenquex # L y sin embargo
el caminoseguidoterminaenrechazo).Repitiendoel cálculo conel mismox # L un
númerodevecesn 6Bg log2 δ + log2

�
1 � ε � h , donde0 8 δ 8 1, podremosconseguir que

la probabilidadde n falsosnegativos consecutivos sea f δ y por tanto tan pequẽna
comoqueramoseligiendoadecuadamenteδ, o lo queeslo mismo,quela probabilidad
de queen esaseriede n ensayosobtengamosalgunaaceptacíon de x sea 6 � 1 � δ � y
por tantotancercanaa 1 comodeseemos.(Poresoel valordeε enla definicíon deRP
esirrelevante,y generalmentesetomadeentradaε � 1

2 .) Encasosdeverdadera“mala
suerte”podŕıa ocurrir queseriesmuy largasno contuvieranningunaaceptacíon; por
esosedicea menudoquetal T decideL entiempo“esperado”polinómico.

2. ZPP: clasepolinómicaaleatoriaconprobabilidadcerodeerror. Sedefinecomo
ZPP : � RP d coRP, y constapor tantode aquelloslenguajesL paralos queexisten
sendasMTPs,TRP � TcoRP, quetrabajansiempreentiempopolinómicoy cumplen

x # L � � prob
�
TRP
�
x�Z� 1��6 1

2 � prob
�
TcoRP

�
x�Z� 0�J� 0 �

x +# L � � prob
�
TRP
�
x�Z� 1�J� 0 � prob

�
TcoRP

�
x�Z� 0�S6 1

2
�

EstoslenguajessedicequesonpolinómicosLasVegas:sonMonteCarlo,y suscom-
plementariostambíen. En otraspalabras,tienendosalgoritmosMonteCarlo,unosin
falsospositivos, y otro sin falsosnegativos, por lo quecon suertecualquierdatode
entradaesdecidiblede forma exacta: bastaqueel algoritmosin falsospositivos diga
“sı́”, o queel queno tienefalsosnegativos diga“no”. Si hay malasuerte,tendremos
querepetirlovariasvecesy decidirpormayoŕıaconerrortanpequẽno comosequiera,
trasun tiempo¡esperado!polinómico. Ejemplo: PRIM est́a enZPP. El algoritmode
Miller-Selfridge-Rabin(test fuertede pseudoprimalidad,1974)esdel tipo coMonte-
Carlo,estoes,PRIM est́a encoRP (dehecho,la probabilidaddefalsospositivos,esto
es,que“un primo probable”no lo sea,es f 1+ 4) . Queest́a en RP es muchomás
complicado,y sedebeaAdlemany Huang(1987)sudemostracíon,basadaenla teoŕıa
devariedadesabelianas(generalizacíon a másdimensionesdelascurvaseĺıpticas).66

3. BPP: clasepolinómicaaleatoriacon probabilidadacotadade error. Dado0 8
ε 8 1

2, BPP constadeaquelloslenguajesL paralos queexisteunaMTP T quetrabaja
66Dado un enteroN, existeun algoritmo deterministade primalidad,debidoa Adleman-Pomerance-

Rumely-Cohen-Lenstra(1980-81),decomplejidadO P�P log2 N Q clog2 log2 log2 N Q , dondec esunaconstante.Un
ordenadortı́pico de los dehoy tardaunos30 s paraN de100d́ıgitosdecimales,unos8 min si N tiene200
d́ıgitos,y un tiempoprudencialenel casode1000d́ıgitos.

AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

Cir cuitos lógicos 35

siempreentiempopolinómicoy cumple

x # L � � prob
�
T
�
x�Z� 1��6 1

2 X ε �
x +# L � � prob

�
T
�
x�Z� 1��f 1

2 � ε �
LoslenguajesBPP sontal vezlosquemejorrepresentanla nocíondecálculosrealistas.
Sonaceptadosy rechazadospor unaMTP conposibilidaddeerror. Peroesteerroresf � 12 � ε � tantoen la aceptacíon comoen el rechazo.Comoantes,el valor concreto
de ε es irrelevante,y acostumbraa tomarseε � 1

4. La repeticíon del algoritmocon
el mismo x permiteamplificar la probabilidadde acierto,y, acudiendoal voto de la
mayoŕıa, decidirconerror tanpequẽno comosequieraenun tiempo(esperado,salvo
casosde malasuerte)polinómico. No sesabesi BPP est́a en NP. Peroesclaro que
RP ¶ BPP, aśı comoBPP � coBPP. En general:

P ¶ ZPP ¶ RP ¶ � BPP � NP ��¶ PSPACE ¶ EXP ¶ NEXP
�

2.6 Cir cuitos lógicos

LasmáquinasdeTuring son(polinómicamente)equivalentesa circuitoslógicos, boo-
leanoso combinatorios, y uniformes, representablespor grafosfinitos, dirigidos y
aćıclicos, con lı́neasde entrada,convérticesinternos,nodoso puertaslógicas,y con
lı́neasdesalida[4, 173, 167, 101, 164].67 Un circuitoC deéstos,conm (n) l ı́neasde
entrada(salida),evalúa unafunción fC : x #`$ 0 � 1 & m F� f

�
x�­#%$ 0 � 1 & n; por cadalı́nea

deentradaseintroduceun bit argumentode la función,y los bits del resultadoapare-
cenenlaslı́neasdesalida.Bastadiscutircircuitosconn � 1, y quepor tantoresuelven
problemasde decisíon, puesel casogeneralequivale al cálculo de unacoleccíon de
n de estasfunciones,y espor tantorealizablemedianteun conjuntoden circuitosde
esos.

Ejemplosdepuertaslógicasbinariassonlos conectoresAND ( Á , conjuncíon,x Á
y � xy) y OR ( » , disyuncíon,x » y � x X y � xy), y depuertaunariael conectorNOT
( ¼ , negacíon, ¼ x � 1 � x). Cualquierotradelas16 puertasbooleanas$ 0 � 1 & 2 F�£$ 0 � 1 &
escombinacíondeestosconectoresbásicos.Engeneral,dadacualquierfunción f : x #$ 0 � 1 & m F� f

�
x�Z#`$ 0 � 1 & , podemosescribir f � f · 1̧ � x� » f · 2̧ � x� » �D�D� , con

f · r ¸ � x� : � Â 1 si x � x· r ¸
0 casosrestantes

donde$ x· 1̧ � x· 2̧ � �D�C� & : � f � 1 � 1� . Porotro lado,

f · r ¸ � x�Z� x?1 Á x?2 Á �D�D� Á x?m � x?k : � Â xk si xk � 1¼ xk si xk � 0

De estemodohemosexpresadof enlo quesellamaformadisyuntivanormala través
deOR,NOT y AND. (Nótesequeimplı́citamentesehautilizadotambíenla operacíon
COPYo FANOUT: x # ] 2 F� xx, puescadaf · r ¸ requieresupropiacopiadex sobrela
queactuar.)

Aśı, por ejemplo:
67La condicíon de uniformidadsecumplecuandola circuiteŕıa quecalculalas funcionescon datosini-

cialesdetamãno n , 1� 2��- - - seadisẽnableentiempopolinómicomedianteunamáquinadeTuring. De esta
maneraseevita esconderla complejidaddel problemaa resolveren laspropias“tripas”del circuito. De no
imponeresauniformidad,habŕıa inclusocircuitosquecalculaŕıanel problemano computabledela parada.
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� La sumabooleanaÃ : $ x � y & F� x Ã y : � x X y mod2 puederepresentarsecomo

x Ã y � �>� ¼ x��Á y� » � x Á � ¼ y�@� �
Estaoperacíon esrealizadapor la puertalógicaconocidacomoXOR (exclusive
OR) o CNOT (controlled NOT), quediscutiremosluego.68� La operacíon NAND

�
: $ x � y & F� x

�
y : � 1 � xypuedeescribirsecomo

x
�

y ��¼ � x Á y�J� � ¼ x� » � ¼ y� �
� AnálogamenteNOR

�
: $ x � y & F� x

�
y : � � 1 � x� � 1 � y� puedeescribirsecomo

x
�

y ��¼ � x » y�J� � ¼ x��Á � ¼ y� �
Los conectoresCOPY y NAND (o COPY y NOR) se bastanpara generarlos

deḿas:nóteseque ¼ x � x
�

x � x
�

1, x Á y � � x � y� ��� x � y� , x » y � � x � x� ��� y � y� .
Másaún, si podemosgenerarancillaeo bits constantesauxiliares(0 o 1), entoncesla
puertaNAND/NOT:

�
x � y� F� �

1 � x � 1 � xy� esuniversal, esdecir, con ella, aplicada
sucesivamentea paresdebits, puedecalcularsecualquierfunción. Obśerveseque,en
efecto,NAND/NOT calculaNAND (olvidándonosdel primerbit del resultado),NOT
(olvidándonosdel segundobit del resultado),y realizaCOPY si setomay � 1 y se
aplicaluego NOT al pardebits resultantes.

La equivalenciaentremáquinasdeTuringy circuitosbooleanosuniformespermite
discutir la complejidadcomputacionalen lenguajede circuitos. Porejemplo,la clase
P constade aquellosproblemasdedecisíon f �w$ fn : n � 1 � 2 � �D�C� & , donden indica la
longitudbinariadeldatoinicial, solublesmediantecircuitos $ Cn & ∞1 cuyotamãno s

�
Cn �

(númerodepuertaslógicas)est́a polinómicamenteacotado:s
�
Cn �Hf p

�
n� , dondep

�
n�

es un polinomio. Se dice en estecasoque el problemaen cuestíon tiene circuitos
pequẽnos. En la claseNP caenaquellosproblemasf �'$ fn : n � 1 � 2 � �D�D� & dedecisíon
talesqueexisten circuitosno deterministas$ C̄n Tm & n Tm pequẽnoscon estapropiedad:
fn
�
x�©� 1 si y sólo si existey, delongitudmpolinómicaenn, demodoqueC̄n Tm � x � y�©�

1.
El ejemploSAT yacitadodeproblemaNPC esformulable,enestelenguajeintuiti-

vo decircuitos,comoel problemadesatisfacerun circuitoC, estoes,dehallarun dato
x tal queC

�
x�J� 1.

2.6.1 Puertaslógicasreversibles

Las puertasbinariasestudiadasAND y OR sonirreversibles,puespasande 2 bits a
1 bit. Luego por el principio de Landauer[130], operandoa temperaturaT , consu-
men una energı́a kBT log2 por cadabit borrado. Si queremosque nos salgagratis
la computacíon tendremosqueutilizar puertasreversibles.Cualquierfunción f : x #$ 0 � 1 & m F� f

�
x�Ä#Å$ 0 � 1 & n puedeextendersea una función invertible. Por ejemplo,

f̄ :
�
x � 0n ��#�$ 0 � 1 & mÆ n F� �

x � f � x�@�Ä#Ç$ 0 � 1 & mÆ n; o tambíen fr :
�
x � y�Ä#Ç$ 0 � 1 & mÆ n F��

x � y Ã f
�
x�@��#`$ 0 � 1 & mÆ n.

Hay4 puertasunarias,dosreversibles(id, NOT) y dosirreversibles(x F� 0, x F� 1).
Delas256puertasbinarias,sólo4! � 24sonreversibles.DestacalapuertaCNOT (con-
trolled NOT) o XOR (exclusive OR), definidacomo

�
x � y� F� �

x � x Ã y� . Deja intacto
68A vecessesobrentiendepor el contextola aritméticamod2, y seescribesimplementē enlugarde È .
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elprimerbit (bit decontrol),einvierteel segundobit (bit blanco)siemprequeeldecon-
trol sea1(deah́ı CNOT). EsclaroqueCNOT

�
x � y�É� � x � OR

�
AND

�
NOTx � y�Y� AND

�
x � NOTy�@�>� ,

relacíonqueindicacómoimplementarCNOT conlaspuertasbásicasAND, ORy NOT,
y FANOUT paradesdoblarel x deentradaen

�
x � x � x� , y el y en

�
y� y� . Otrapuertabina-

ria reversibleesSWAP:
�
x � y� F� �

y� x� .
La accíon de las puertasreversiblesunariasy binariases af́ın. Por esocon este

tipo de puertasesimposiblereproducirel efectode puertasn-ariasno linealescomo
la puertaT deToffoli, o puertaCCNOT (controlled controlled NOT), o la puertaF de
Fredkin69 o intercambiadorcontrolado.70 Sedefinenaśı:

T :
�
x � y� z� F� �

x � y� z Ã � xy�>�Y�
queinvierte el tercerbit (blanco)si y sólo si los dosprimerosbits (de control)son1.
NótesequeT esla extensíon reversibleANDr dela puertairreversibleAND. Y

F :
�
x � y� z� F� Â �

x � y� z� si x � 0,�
x � z� y� si x � 1,

queintercambialos bits (blancos)segundoy tercerosi el primerbit (decontrol)es1.
La puertaternariade Toffoli es universal: toda puertareversiblees construible

mediantepuertasT, siemprequepodamosecharmanodeancillaea la entradaeignorar
bits desalida.De igual modo,la puertaternariadeFredkinesuniversal,y tambíenla
puertaSHEFFER,definidacomo

�
x � y� F�Ê¼ � x » y�©� 1 � x � y X xy [209].

Puededemostrarsequetodocálculoirreversiblepuederealizarsetambíendeforma
reversible,sin cambiodeclasedecomplejidadP, NP o PSPACE.

2.6.1.1 Cálculo y enerǵıa El tiempoy el espacioexigidospor un cálculoal agran-
dar el argumentosonı́ndicesde su complejidad.¿Loseŕa tambíen la energı́a consu-
midaen surealizacíon? Sorprendentementeno lo es: enprincipio esposiblecalcular
sin gastoenergético alguno. Peroestoexige quela computacíon seareversible. De
lo contrario,crecela entroṕıa y estoconlleva unadisipacíon deenergı́a. Porejemplo,
comoya hemosdicho,laspuertasordinariasAND y OR sonirreversibles:seentraen
ellascon dosbits y sesalecon uno sólo, por lo queno hay marchaatŕasen su ac-
ción. Borran,“machacan”por aśı decirlo,un bit, y estosuponeunapérdidadeun bit
informativo, esdecir, un aumentodela entroṕıaenal menoskB log2.

De aqúı el principio deLandauer[130, 19, 173]: cadabit borradosuponeun con-
sumomı́nimo de energı́a de kBT log2, siendoT la temperaturamediadel ambiente.
Los computadoresordinariosconsumenhoy dı́a muchomás,del ordende 500 veces
estemı́nimo,porcadaoperacíon lógica[164]. Essorprendentequeel 5%delconsumo
energéticodelosEEUUselo llevanlosordenadores[213, 214]. Esunacargarealmen-
te pesada,quesin dudaseagravaŕa, por aumentodel númerode usuarios,a pesarde
queel avancetecnoĺogicollevea procesadoresdemenorconsumo.

Si no seborraningún bit (cálculoreversible)el gastoenprincipio puedesernulo.
Los circuitos reversiblesadecuadosa estefin se forman con las puertasreversibles
antesmencionadas(Toffoli, Fredkin).Y dećıamoshaceun momentoquetodocálculo
irreversiblepuedehacerdeformareversibley conigualeficiencia.Entonces,¿porqué
no calculamossin gastodeenergı́a?

69A EdFredkinsedebeel inteŕesdeRichardPhillips Feynmanpor la simulacíon dela fı́sicaconordena-
dores.

70En realidad,debeŕıan llamarsepuertasde Petri-Toffoli y Petri-Fredkin,puesel primeroen descubrir
tantola puertaCNOT, comoestasdospuertasternariasy suuniversalidad,fue Petrien1965[169, 101].
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Porel ruidoesencialmente.Esteintroduceerroresenlosbits,quehayquecorregir,
lo queseconsigueañadiendobits redundantesque luego hay queborrarparahacer
sitio en la memoriadondese ha guardadola informacíon sobrelos bits erróneosy
sucorreccíon, antesdeseguir corrigiendonuevosbits defectuosos,y enestecontinuo
menestersegasta,como ya sabemos,energı́a. Podemospensaren la correccíon de
errorescomounaformademantenerconstantela entroṕıadelordenador, ordeńandolo
tanprontocomoel ruido lo desordena.Escomola accíon deun diablillo deMaxwell.
Peroesteser tieneunamemoriaen la queseregistranlos datosde las medidasque
tiene que realizarsobreel sistemaparadetectarcadaerror, estoes, paraobtenerel
śındromedel errora corregir y procedera su limpieza;esamemoriaseva cargandoy
cuandollegaa sucapacidadlı́mite (quesuponemosfinita comola detodoentefı́sico),
tienequeborrarlatoda,arrojandoentroṕıaal exterior, pararegistrarnuevosśındromes
y continuarcon su misión correctora.En esteproceso,la disminucíon en la entroṕıa
delsistemaquesuponela correccíon deerroressevemásquesuperadaporel desorden
producidosobretodolo quehay(diablillo, medioambientey el propioordenador),de
modoquela entroṕıatotal crece,deacuerdoconla segundaley dela termodińamica.

2.7 Otras “m áquinas” decalcular

Las máquinasde Turing sonpuramentedigitalesy secuenciales.Peroexistenorde-
nadoresconarquitecturaparalela,calculadorasanaĺogicas,etc. ¿Influyeestosobrelas
clasesdecomplejidad?No. Respectodelosprimeros,susresultadossonreproducibles
conordenadoressecuencialesconun factorpolinómicoenel coste.Y enrelacíon con
los cálculosanaĺogicos,queenprincipiopermitiŕıanmanejarun continuodenúmeros,
el ruido y la precisíon finita hacequeenla prácticasecomportencomosi estuvieran
discretizados.

Mencíon apartemereceel uso de moléculasADN como soportecomputacional
[2, 3]. Seha aplicadoal problemaDIR HAM: dadaunacoleccíon de N vértices,y
un conjuntofinito delı́neasdirigidas(paresdevérticesordenados),averiguarsi, dados
dosvértices,existeunasucesíon de esaslı́neasquelos conecteentreśı, sin pasarpor
el mismovérticeintermediodosveces.EsteproblemaesNPC. Susolucíon mediante
ADN es polinómica en tiempo pero exponencialen espacio. La complejidadtotal
(tiempomásespacio)no ha cambiado.Tambíen seha propuestoeste“computador”
ADN paraatacarel problemaSAT [138], y sehaimplementadoenla práctica[184].

3 Una décadade “qubitoman ı́a”

La teoŕıa cuánticade la informacíon, queextiendela teoŕıa clásica,esfruto esencial-
mentedela décadapasada.

Ya hemosdichoquela informacíon tienenaturalezafı́sica.Seimprimeensoporte
fı́sico(yaseala pareddela cuevadeAltamira,yaseaundiscomagneto-́optico),searti-
culaenvibracionessonoras,hertzianas,etc.,nopuedetransmitirseavelocidadsuperior
a la de la luz envaćıo, y est́a sometidaa las leyesnaturales,en particulara las reglas
cuánticas.Precisamentéestas,a travésdesu linealidad(con el pasodel bit al qubit),
enmarãnamientodeestados(subsistemascuyaindividualidadquedadifuminadaenel
todo),no localidad(naturalezahoĺısticadelos estados)y principiodeindeterminacíon
(existenciade magnitudesfı́sicasincompatibles)hacenposiblesnuevasy poderosas
herramientasdetransmisíon y tratamientode la informacíon, aśı comounaeficiencia
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decálculorealmenteprodigiosa.71

El avanceha sido notableen el ámbitode la criptograf́ıa (el artede esconderla
informacíon), dondeha proporcionadosistemasabsolutamentesegurosparala distri-
bución cuánticade claves. La naturalezamismasalegarantede la inexpugnabilidad
del secreto:a mayoraleatoriedad,mejorseguridad.No sólo hayun alto inteŕesmilitar
y estrat́egicoenesto.Nuestrasociedadgira cadavezmásentornoa la informacíondi-
gital; ingentescantidadesdedinerosemuevenvirtualmenteentransaccionesbancarias
cuyaseguridadseapoyaensistemasdeencriptadosobrelosqueel asedioesconstante,
e informesconfidencialesy númerospersonalesdetarjetasdecompraviajanpor la red
expuestosala pirateŕıaorganizada,conel consiguienteriesgodequenuestraintimidad
seavioladay nuestraeconoḿıa sangradapor manosajenas. De ah́ı el inteŕesen el
desarrollodeun sistemaabsolutamentesegurodeproteccíon dedatos.

Irónicamente,losquantanosólohacenposibleestaproteccíontotal,sinoqueponen
demanifiestolavulnerabilidaddeloscriptosistemasbasadosenlaexistenciadeproble-
mascomputacionalmentedurosparalos ordenadoresclásicos,peroquedejandeserlo
paralos ordenadorescuánticos. Estossecaracterizanpor funcionarde acuerdoa las
reglascuánticasy porunparalelismomasivo quepermiteenprincipioabordarcálculos
que,aunno siendoteóricamentevedadosparalos ordenadoresactuales,exigir ı́ande
éstosno sólo un tiempomedidoeneones,sinotambíenunamemoriaquesobrepasarı́a
la capacidaddetodoel Universo.El desarrollode la computacíon cuánticaconstituye
enestemomentounodelos camposmásactivosy punterosde investigacíon. No son
pocoslos problemastécnicosa resolver, relacionadoscon la extraordinariafragilidad
de la coherenciade los estadoscuánticos.Peroal igual quela sociedadusuariade los
mastod́onticosordenadoresdefinalesdelos40,conmilesdetubosdevaćıo y decenas
de toneladasde peso,no seimaginaba72 quemediosiglo despúescualquiercolegial
dispondŕıademáquinasdecalcularmuchomásligerasy potentes,somospornaturale-
zaoptimistas(manmussOptimistsein, dećıaPlanck)y queremospensarqueel ingenio
de los cient́ıficoslograŕa vencerfinalmentelasdificultadesparaconstruirordenadores
cuánticosde potenciaadecuada.Con ellosel hombrehabŕa dadoun pasode gigante
en el entendimientode la naturaleza.Si el pasadosiglo XX puedellamarsesiglo de
la informacíon, al siglo de ahoraprobablementese le conoceŕa comoel siglo de la
tecnoloǵıacuántica.73

Compartoconmuchosotrosla creenciaenel beneficiomutuodela simbiosisquan-
ta e informacíon. El propioconocimientodelos fundamentosdela fı́sicapuedebene-
ficiarsede la teoŕıa de la informacíon [131, 132], y en la fı́sicaexperimentalde alta
precisíonel tratamientocuánticodela informacíonpuederesultarsumamentéutil para
alejarun tantolasbarrerascuánticasenlasmediciones,comosin dudahaŕa faltaenel
ańalisis de los datosqueregistreel detectorLIGO III de ondasgravitacionalesen su
tercerafase,74 por allá al 2008[176]. Al igual quela fisicalizacíon de la informacíon
ha producidosin dudaelevadosdividendos,es tambíen muy probablequeunapers-
pectiva informáticanosayudea entendermejoraspectososcurosde la fı́sica. Preskill
[174, 176] ha recogidoalgunostemasfı́sicossobrelos que la informacíon cuántica
podŕıa incidir demodoimportante,entrelos quedestacanel enredoy posiblesestados
colectivosasociadosen materiacondensada,y la gravedadcuántica,con suprincipio
hologŕaficoque,al codificartodala informacíon en la fronteradel sistema,pareceun

71Enestapartey enla subseccíonsobrecriptograf́ıacuánticaseusabastantematerialdela referencia[86].
72Dećıa en 1943 ThomasWatson,presidentede IBM: I think there is a world market for maybefive

computers.
73Manmuss“Quantumist” sein.
74LIGO, acŕonimodeLaserInterferometerGravitationalWaveObservatory.
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desaf́ıo a la localidaddelasleyesfı́sicas.

3.1 Bits versusqubits

Si el bit, o c-bit, esla unidaddeinformacíonclásica,la unidaddeinformacíoncuántica
esel qubit (mejor fueraescribirq-bit, por bit cuántico),75 la informacíon almacenable
enun sistemacuánticocuyoespaciodeestadoses2-dimensional(qubit). Porejemplo,
un spin 1/2, la polarizacíon de un fotón, átomoscon 2 estadosrelevantes,etc., son
qubits.

Todainformacíon clásicaescodificableenbinario. Porejemplo,con8 bits (28 �
256posibilidades)tenemosdesobrasparaasignarun númeroenbinarioa cadasigno
del tecladoy aśı digitalizar cualquiertexto, por ejemplo,el Quijote, represent́andolo
por unacadenadebits o por unacadenadecondensadorescargados/descargados.Mi-
diendola cargadeéstospodemosreconstruirla obradeCervantes.

Con qubits haŕıamoslo mismo, pero con un cuidadoextremo a la hora de leer.
Porquesi porejemplolosestadosbase� 0Ë��Y� 1Ë delosqubitsconquesalvamosel Quijote
son � XÌË z y � � Ë z, peroluegoalahoradeleernosequivocamosy medimospolarizaciones� XÌË x y � � Ë x, los resultadosobtenidosseŕan aleatorios,el Quijote seŕa irreconocible,
y lo queespeor, no habŕa manerade deshacerel entuerto,siendoprecisocodificar
de nuevo la genialnovela. Por tanto, los bits sonrobustos,y los qubitssumamente
frágilesantecualquierintentode inspeccíon. La obtencíon de informacíon sobreun
sistemacuánticogeneralmentelo perturba.

Otradistincíonimportanteentrelos elementosdeinformacíonclásicosy cuánticos
est́aenel procesodecopiado.Cualquierestadoclásicodeunsistemaescopiable;esta-
moshartosdeverlo(copiasdeunmodeloprototipo,deunaefigie,deunafotograf́ıa,de
unescrito,deun ficherodigital, etc.).Supongamos,sin embargo,quequeremoscopiar
un estadocuántico. Puedeocurrir queconozcamosdichoestado(por ejemplo,quees
unelectŕonmoviéndosecontal momentoy polarizadoental direccíon)y entoncesesta
informacíonbastaparaprepararotrosistemaenesemismoestado.Si porcontradesco-
nocemosel estadoa copiar, estamosperdidos,puesconel únicoejemplarquenosdan
ningún conjuntodemedidascompatibles(salvo lasquedejaranel estadoincólume,y
queevidentementeignoramoscuálesson)puederevelarnostodala informacíon nece-
sariaparadeterminarel estadoy aśı poderloreproducir. Enel casoclásico,por contra,
podemosmedirsobreel sistemacuantonecesitemosparasu copiamacrosćopica,sin
deterioroapreciabledelestadoareproducir.

La imposibilidadde clonacíon cuántica,que discutiremosa continuacíon, tiene
virtudesesencialesparaproteger la informacíon (criptograf́ıa),o paraevitar la falsifi-
cacíon demoneda(billetescuánticos).

Hay otrasdiferenciasmásprofundasy con mayorimpactopotencialtecnoĺogico.
El númerode estadoscodificablescon N bits es2N, y cadaunoquedafijado a través
de sólo un númerobinario. Peroel númerode estadoscodificablescon N qubitses
infinito, a saber, cualquiercombinacíon lineal de los 2N estadosbase,y por tanto,
su especificacíon requiereconocer2N amplitudes.ParaN � 300,estenúmeroesdel
ordendel númerode gradosde libertaddel Universovisible. Mientrasla capacidad
de memoriade un procesadorclásicoeslinealmenteproporcionala su tamãno, la de
un procesadorcuántico (registro de qubits)creceexponencialmentecon N. Estoes
un ı́ndicede la complejidadde los qubits. Luego esdeesperarqueun ordenadorque

75Denominacíonpropuestapor BenjaminSchumacheren1995.
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operesobrequbitspodŕa enprincipio realizarhazãnasimpensablesparaun ordenador
clásico.

La sutilezadelenredo,la posibilidaddeesconderla informacíondifuminándolade
modoqueningunamedicíonlocalpuedarevelarla,ofrecetambíenposibilidadesnuevas
a la informacíon. Mientrasqueun libro clásicopuedeleersepáginatraspágina,l ı́nea
tras lı́nea,palabratras palabra,si el libro fueracuántico, lo másprobablees quela
informacíonconseguidaconesetipo delecturafueraescasa,al residirencorrelaciones
entretodassuspáginas.El enredoproducecorrelacionesnolocalessinańalogoclásico,
queno puedencrearsemedianteoperacioneslocalesy comunicacionesclásicasentre
laspartes.Estapeculiaridadsirveparaprotegerla informacíonalmacenadaensistemas
enredadosanteataqueslocalizados.Podŕıamosarrancarunapáginadel libro cuántico
sinafectarasucomprensíon. No esdeextrañarqueel enredoseael mayorresponsable
delasventajascasimágicasdela comunicacíony computacíoncuánticas.Enel enredo
se fundamentanalgunosprotocoloscuánticos,unosde aplicacíon en criptograf́ıa y
correccíon de erroresparala computacíon cuántica,y otrossin ańalogoclásico,aśı
comola codificacíon cuánticadensa,y la teleportacíoncuántica.

Si bien la polarizacíon deun hazde luz proporcionaunarealizacíon clásicadeun
qubit, esclaroqueun sistemade doso másqubitscarecede realizacíon óptica,pues
susestadosenredadosno puedensimularseclásicamente.

Finalmente,hay otros aspectosimportantesy aplicacionesen las que,por razo-
nesde espacioy tiempo, no voy a entrar: cuantificacíon y purificacíon del enredo
[39], computacíon cuánticatopoĺogica[165], computadorescuánticostolerantesa fa-
llos [173], sincronizacíon cuánticaderelojes[54, 116], y juegoscuánticos[154].

3.1.1 Imposibilidad de clonacíon cuántica

No esposibleclonardeformaexactaestadoscuánticosno ortogonales[215, 67]. Seŕe
máspreciso:

1/ La linealidadde la MQ exige queno existan dispositivos que puedanclonar
estadoscuánticosdesconocidosy arbitrarios.

2/ La unitariedadde la evolución enMQ implica queno esposibleclonarestados
cuánticosdistintosy no ortogonales.

Aunqueno sabemoscómoclonarun estadodesconocidoa � 0ËÉX b � 1Ë , śı esposible
conseguir estadosdela formaa � 00

�;�@�
0Ë:X b � 11

�;�@�
1Ë . Si Φ esunamáquinalinealcapaz

de clonarestados� 0Ë y � 1Ë (fácil, puesde estosestadosconocemossu preparacíon),
bastaaplicardichaΦ al estadoa � 0ËÉX b � 1Ë .
3.1.2 Registrosde qubits y puertas lógicascuánticas

El espaciode Hilbert de un qubit es Í 2. El qubit, adeḿasde poderestaren doses-
tadosbase � 0ËY��� 1Ë , puedepresentarsetambíenenunainfinidaddeotrosestadosdados
por superposicíon lineal coherenteα � 0ËyX β � 1Ë . El espaciode Hilbert de n qubitsesÍ 2 Î �C�D� Î Í 2 ��Í 2n

, y susvectoresbasenaturalesson � 0Ë Î �D�C� Î � 0ËV��� 0 �C�D� 0Ë , � 0Ë Î �D�C� Î� 1ËV��� 0 �D�C� 1Ë ,..., � 1Ë Î �D�D� Î � 1Ë:�B� 1 �D�C� 1Ë . Supondremosparaestabase,tambíenconocida
comobasecomputacional,la ordenacíon lexicogŕafica. Cuandoconvenga,escribire-
mosabreviadamente� xË paraindicar � xn � 1

�;�;�
x0 Ë , conx � 2n� 1xn� 1 X �;�;� X 2x1 X x0.

Una puerta lógica cuántica sobreuna coleccíon o registro cuántico de k qubits
escualquieroperadorunitario en el espaciode Hilbert Í 2k

asociado[65, 4, 88]. Por
ejemplo,apartedela identidad,tenemossobre1 qubit laspuertas1-ariasX (o UNOT),
Y, Z, dadas,en la basenatural $y� 0Ë��Y� 1Ë;& , por lasmatricesσ j de Pauli: UNOT : � X : �
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42 Una décadade“qubitoman ı́a”

σ1 � Y : � � iσ2 � Z : � σ3
�

Las puertasmonariasson fácilesde implementar(por
ejemplo,sobrefotonespolarizados,conláminas1

2λ � 14λ).
En los ordenadoresclásicos,las puertaslógicasqueprocesanla informacíon son

elementosno linealesbasadosenla tecnoloǵıadelos semiconductores,comolos tran-
sistores,verdaderas“neuronas”delcomputador;enlos ordenadorescuánticoso “qom-
putadores”, las puertaslógicasse consiguencon interaccionesno linealesentre las
magnitudescuánticas.

El elementobásicode un qomputadoresla puertasobre2 qubitsconocidacomo
CNOT o XOR:

�
x � y� F� �

x � x Ã y� .76 Cuandoel datoinicial x essuperposicíon lineal
de los vectoresbase0, 1, entoncesel resultado

�
x � x Ã y� est́a enredado.Estapuerta

esrepresentablepor la matrizUCNOT �B� 0Ë;Ï 0 � Î 1 X�� 1Ë;Ï 1 � Î UNOT
�
La implementacíon

enlaboratoriodepuertas2-ariasesdif ı́cil, puesrequiereponeren interaccíon fuertey
controladadosqubitsespacialmenteseparados.Una brillantemanerade conseguirlo
conionesfrı́osenunatrampalineal sedebeaCiracy Zoller [56].

La puertaT de Toffoli, o puertaCCNOT o C2NOT (controlledcontrolledNOT)
act́uasobreregistrosde3 qubits,y vienerepresentadaporel operadorunitarioUT dado
por UT �Ð� 0Ë;Ï 0 � Î 1 Î 1 X�� 1Ë;Ï 1 � Î UCNOT

�
El intercambiadorcontroladoo puertaF

de Fredkinact́ua comoel siguienteoperadorunitarioUF sobreregistrosde 3 qubits:
UF �'� 0Ë;Ï 0 � Î 1 Î 1 XÅ� 1Ë;Ï 1 � Î USWAP � dondeUSWAP intercambialos bits (USWAP � aË Î� bË : �'� bË Î � aË ).

No hacefalta decir queestaspuertaslinealesunitariasno sólo act́uansobrelos
estadosbases,sinotambíensobrecualquiercombinacíon linealdeestos.

Todaslas puertasclásicastienensu contrapartidacuántica. Por esotodacompu-
tacíon clásicapuedeserhechatambíen en un ordenadorcuántico. Perohay puertas
cuánticasexóticas,sin ańalogoclásico.

Unapuertamonarianoclásicaes ¹ NOT, que,comosunombreindica,aplicadados
vecesequivale a NOT. Es la puertapuramentecuánticaquedescribeel efectosobre
los estadosbasede sistemaatómico de 2 nivelesde un pulso lásercuyaduracíon es
la mitad de la necesariaparaexcitar o desexcitar, y quepor tantodejaal átomoen
un estadoindefinido,superposicíon de los dosestadosbasecon amplitudesde igual
módulo.VienedadaporUÑ NOT � 2� 1 � 2e� iπ � 4 � 1 X iσ1 � .

Otra puertasin ańalogoclásicoesla puertaHadamardH sobre1 qubit, dadapor
UH � 2� 1� 2 � σ1 X σ3 �H� iR

�
n � π � , donden : � 2� 1� 2 � e1 X e3 � . Su extensíon tensorial

a n qubits, aplicadaal estado � 0 �D�C� 0Ë , producela combinacíon lineal 2� n� 2 ∑2n � 1
xI 0 � xË

de todoslos estadosbasecon igual amplitud, y se conocecomo puertade Walsh-
Hadamard.Su efectosobreel estadobase � xË esla combinacíon lineal ∑y

� � 1� x Ò y � yË ,
dondex Ó y : � ∑ j x j y j mod2.

3.2 MáquinasdeTuring cuánticasy circuitoscuánticos

Sedebea Deutsch[64] el conceptogeneralde máquinacuánticade Turing (MTQ).
Conanterioridad,Benioff [14, 15,16] hab́ıa consideradolos procesoscuánticoscomo
métodoparaconstruirMTs reversibles,y luego Feynman[79, 80] hab́ıa propuestoun
“simuladorcuánticouniversal”quecarećıa dela versatilidadesperadadeun qomputa-
dor.

Una versíon moderna[32, 33] de lo queesunaMTQ esla siguiente.Una MTQ
M es una ternaT � � Q � A � δ � formadapor: 1/ Un conjuntofinito Q de estadosde

76En general,si U esunapuertan-aria,sedefinela puertaCU (controlledU) comoCU : O xÔ¢O yÔyp­Õ 2 ÖÕ 2n ®N�O xÔ¢P δ0 × x O yÔ�¯ δ1 × xU O yÔ�Q .
AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.
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la unidadde control de la máquina,con dosestadosespeciales:qin, estadoinicial o
de arranque,y qfin

�� qin, un estadofinal. 2/ Un alfabetofinito A de śımbolos,entre
los que est́a el śımbolo “blanco” � . Pensemosen unacinta lineal (potencialmente
infinita en ambossentidos)con celdas,en cadauna de las cualesest́a representado
algunodelos śımbolosenA � $���& , o bienest́a vaćıa (śımbolo � ). 3/ Unafunción de
transicíon cuánticaδ : Q * A * Q * A * M � ˜ÍHØ 0 T 1Ù , conM : ��$�������& , y donde˜ÍHØ 0 T 1Ù
esel subconjuntode Í formadopor los númeroscomplejosz demódulo f 1 paralos
queexiste un algoritmodeterministaquecalculaRe z, Im z, con precisíon f 2� n en
tiempopolinómicoenn.77

La MTQ M tieneunacintadoblementeinfinita, etiquetadapor ] , y unacabezao
cursordelectura/escrituraquesemueve sobreesacinta. Unaconfiguracíon o descrip-
ción instant́aneac de M consisteen darel contenidototal de la cinta, la posicíon del
cursor, y el estadode la unidadde control. El conjuntoCM de configuracionessub-
tiendeun espaciode Hilbert Ú M asociadoa M, del queesCM unabaseortonormal.
Nóteseque trascadapasotemporalunaconfiguracíon c da lugar, en general,a una
superposicíon lineal ∑i αici de configuraciones,dondeci esunade las configuracio-
nesalcanzablesdesdec en unaactuacíon de M, y αi esla correspondienteamplitud
deprobabilidadδ

�
q � σ � qi � σi � mi � . Sólo un númerofinito deconfiguracionesinterviene

enesassuperposicioneslineales.Seexige deM quesuaccíon sobreÚ M seaunitaria,
comocorrespondea la evolución temporaldetodosistemacuánticocerrado.

Tambíenenel casocuánticoexistenMTQsuniversales,quesimulaneficientemente
el efectodecualquierMTQ sobreun datoinicial arbitrario[64, 217, 32, 33].

Del mismomodoqueunaMTD equivalea unafamilia decircuitosbooleanosuni-
formes,un teoremafundamentalde Yao [217] nospermitereemplazarunaMTQ por
unafamilia equivalentedecircuitoscuánticosuniformes,lo queindudablementefaci-
lita la descripcíon y ańalisisdela computacíon cuántica.

Los circuitos cuánticos[65] son circuitos lógicos(grafosaćıclicos y dirigidos),
en el quelos nodossonpuertascuánticas(operadoresunitariosen subespaciosde k
qubits), el dato de entradaes un vector baseinicial de un espaciode n qubits, y el
resultadoes la cadenade bits clásicosque resultaal medir sobreel estadofinal del
sistemaden qubits[4].

Es fácil probarquedadaunafunción clásica f de m bits a n bits, calculableme-
dianteun circuito clásicoCc booleano,existe un circuito cuánticoCq quecalculala
operacíon unitariasobrem X n qubits � i � j Ë F�Û� i � f � i ��Ã j Ë , conun número#Cq depuer-
tas que dependelinealmentede #Cc. En consecuencia,todo cálculo clásicopuede
hacersetambíen cuánticamente,y con igual o mejor eficacia[4]; esdecir, P ¶ QP,
dondeQP esla clasedeproblemassolublesentiempopolinómicomedianteun circui-
to cuántico[65]. Fuetodaunarevelacíon el descubrimientodequeel problemaFACT
de la factorizacíon esde claseQP [191]. Si FACT resultaserde complejidadesen-
cialmenteexponencial,tendŕıamosun ejemplodemejoraexponencialen la eficiencia
de la computacíon cuánticasobrela clásica.Y no cabeesperarmás: fijadaunapreci-
sión,cualquiercircuito cuánticoCq essimulablepor otro clásicoCc conun númerode
puertas#Cc quecrecea lo sumoexponencialmentecon#Cq [57].

3.2.1 Puertascuánticasuniversales

Un conjuntode puertascuánticasdı́ceseuniversalsi el grupounitarioqueengendran
(o subgrupounitariominimal quelo contiene)enel espaciodeHilbert den qubitses

77La raźonderestringirsea ˜Õ esparaevitar quesecuelealgunaamplitudincomputable.
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densoenU(2n) bajola topoloǵıauniforme,paratodon. Cuandocualquierelementode
U(2n) puedesimularsepor la accíon deun númerofinito depuertasdelconjuntodado,
sedicedeéstequeesexactamenteuniversal.

Es fácil probarquetodamatriz unitariak * k esproductode 1
2k
�
k � 1� matrices

unitariascadade las cualesact́ua sobreun subespacio2-dimensionalsubtendidopor
2 vectoresde la base[178]. Poresobastaconsiderarla universalidadsobreparesde
qubits.

Laspuertas1-arias,juntoconla binariaCNOT, formanunconjunto(infinito) exac-
tamenteuniversal[70, 196, 139, 10]. Cualquierpuertabinariaentreun par de qubits
enun sistemaden qubitssepuedeexpresarmedianteO

�
n2 � puertasunariasy CNOTs.

Combinadocon lo anterior, sedesprendequecualquierpuertaunitariasobreN qubits
sepuedeescribircomoproductodeO

�
4nn2 � puertasunariasy CNOTs. Dehecho,basta

conO
�
4nn� puertasdeesaspuertas[125].

El primerconjuntodiscretouniversalconocidosedebeaDeutsch,ensutrabajose-
minalsobrecomputadorescuánticos[64, 75]. Constadeunconjuntodecuatromatrices
deU(2) y susinversas,dependientesdeun ángulomúltiplo irracionaldeπ. Luego se
hanconocidootrosconjuntosmássimples.Porejemplo,el conjunto $ H,CV & formado
por la puerta1-ariade Hadamardy la puerta2-ariaCV, dondeV : �Ð� 0Ë�Ï 0 �ÜX i � 1Ë�Ï 1 �
(puertafase),y el conjunto $ H,W,CNOT & , conUW : � eiπ � 8 � e� iπ � 8 � 0Ë;Ï 0 �@X eiπ � 8 � 1Ë�Ï 1 � �
la llamadapuertaπ + 8, sonuniversales[123, 57, 44].

Una puertacuánticasobre3 qubits,universalpor śı sola,esla D de Deutch[65],
del tipo rotacíon (controlada)2: UD : �Ð� 0Ë�Ï 0 � Î 1 Î 1 X�� 1Ë;Ï 1 � Î � 0Ë;Ï 0 � Î 1 X�� 1Ë�Ï 1 � Î� 1Ë;Ï 1 � Î S

�
τ �Y� dondeS

�
τ � : � i cos1

2πτ
� � 0Ë�Ï 0 �ÝXÅ� 1Ë;Ï 1 � �ÉX sen12πτ

� � 0Ë;Ï 1 �@XÅ� 1Ë;Ï 0 � � , conτ
un irracionalfijo y arbitrario.El conjunto $ H,W2,CNOT, T & estambíenuniversal.

La aproximacíon enε depuertasgeńericassobren qubitsa travésdeun conjunto
universaldiscretoesmuy pocoeficiente,requiriendoun númerodepuertasN de este
conjuntoquecreceexponencialmenteconn, comosedesprendedeestoshechos[164,
88]: 1/ El teoremade Solovay-Kitaev (la aproximacíon en δ de unamatriz arbitraria
en U(2) a travésdel conjunto $ H,W & puedehacersecon O

�
logc

2 δ � 1 � factores,siendo
c Þ 2). 2/ Cualquiermatriz en U(n) puedeexpresarsecomoproductode O

�
n4n � de

puertasmonariasy CNOTs. Y 3/ Si Ū j sonoperadoresunitariosqueaproximanaU j ,
el error �C�U1

�;�;�
Ur � Ū1

�<�;�
Ūr �C��f ∑i �D�Ui � Ūi �C� . Portanto,N � O

�
n4n logc

2
�
n4n + ε �>� .

3.3 Codificación cuántica y teoremadeSchumacher

Seaahoraun“alfabeto”A : ��$y� φi Ë�� pi & E A Ei I 1 consistenteenunconjuntodeestadoscuánticos
purosdistintos(no necesariamenteortogonales)y susprobabilidades(∑i pi � 1). Le
asignamosel operadordensidadρ

�
A� : � ∑i pi � φi Ë;Ï φi � . Un mensajeemitido por una

fuentede sẽnalescuánticases unasecuenciaφi1 ³ ³ ³ in : �
� φi1 Ë�� φi2 Ë �C�D� � φin Ë de “letras” o
“sı́mbolos”,cadaunoproducidoconprobabilidadpi j independientementedelosotros.
La coleccíondemensajesden śımbolosesrepresentableporel operadordensidadρ ß n,
quevive enun espaciodeHilbert dedimensíon máxima �A � n � 2nlog2

E A E . Surgenatu-
ralmentedenuevo la cuestíon desi esposiblecomprimir la informacíon contenidaen
ρ ß n. Y la respuesta,halladapor Schumacher[187], essimilar a la del primerteorema
deShannon:asint́oticamente(n / 1) el estadoρ ß n escomprimible,confidelidad78 F
(probabilidaddequeel estadodescodificadocoincidaconel estadoanteriora la codi-

78La fidelidad (o probabilidadde transicíon de Uhlmann[206]) entredosestadosρ � ρ o se definecomo
F P ρ � ρ o Q : ,�P Tr à á ρρ o á ρ Q 2, y mideel gradodeparecidoentreambos.SedemuestraqueF esel máximo
de O â φ O φ o Ô¢O 2 sobretodaslaspurificacionesφ � φ o deρ � ρ o [113]. Essimétrica:F P ρ � ρ o Q�, F P ρ o � ρ Q .
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ficacíon) arbitrariamentecercanaa 1, a un estadoenun espaciodeHilbert de dimen-
sión 2nS· ρ ¸ , dondeS

�
ρ � : � � Tr

�
ρ log2 ρ � esla entroṕıadevon Neumanndeun estado

cuánticonormalρ.79 En otraspalabras,escomprimiblea nS
�
ρ � qubits. Luego S

�
ρ �

puedeinterpretarsecomoel númeromediodequbitsdeinformacíon cuánticaesencial
por letradelalfabeto.Esteresultadodecompresíon cuánticaestambíenóptimo.

La demostracíon siguela pautadela del teoremaclásico[187, 117, 173].

3.3.1 Inf ormación de Holevo

Si el alfabetoA : �B$ ρi � pi & E A Ei I 1 consisteen estadosmezcla,el problemadela compre-
sibilidad de los mensajesse complica. Para medir éstaadecuadamente,la entroṕıa
von NeumannS

�
ρ : � ∑i piρi � debedejarpasoa otro conceptomásgeneral,la llama-

da informacíon de Holevo del alfabetoo colectivo A : �¡$ ρi � pi & E A Ei I 1 [136, 104, 173]:
χ
�
A� : � S

�
ρ � � ∑i piS

�
ρi � � La informacíondeHolevo seasemejaa la informacíonmu-

tua clásica;del mismo modo que I
�
X : Y � indica cómo se reducela entroṕıa de X

cuandoseconoceY, χ
�
A� representala reduccíon de la informacíon sobreρ dadapor

la entroṕıaS
�
ρ � cuandoseconoceel métododepreparacíon delestadoρ � ∑i piρi.80

No esdif ı́cil ver que,suponiendomutuamenteortogonaleslos estadosρi del al-
fabeto,estoes, Tr

�
ρiρ j �r� 0 para i

�� j , el estadoρ ß n es asint́oticamente
�
n / 1�

comprimiblea un estadode nχ
�
A� qubits,confidelidadtendiendoa 1. Además,este

resultadoesóptimo.
Cuandolosestadosnosonortogonales,losresultadossonparciales:sesabequeno

existe asint́oticamenteunacompresíon fiel por debajode χ
�
A� por letra del alfabeto,

perosigueabiertoel problemade si unacompresíon de χ
�
A� qubits/letraeso no es

accesibleenel l ı́miten � ∞.

3.4 Capacidadesdeun canal cuántico

DeuncanalcuánticodetransmisíonpodemosconsiderarsucapacidadC paratransmitir
datosclásicos,su capacidadQ paratransmitircon exactitudestadoscuánticos,y sus
capacidadesQ1 T 2 mixtasparatransmitirestadoscuánticos,tambíen intactos,perocon
la asistenciadeun canalclásicoparaleloentreemisory receptor.

Dadoun canalcuántico ã , en generalruidoso,el segundoteoremade Shannon
sugieredefinicionesasint́oticasprecisasde las capacidadesclásicaC

� ã(� y cuántica
Q
� ãÇ� [29]. Según que los procesosde (des)codificacíon seanclásicoso cuánticos,

se puedendistinguir hastacuatro tipos especialesde capacidadesclásicas:Ccc
� ãÇ� ,

Ccq
� ãÇ� , Cqc

� ãÇ� , Cqq
� ãÇ�W� C

� ã%� . EsclaroqueCcc fÅ$ Ccq, Cqc &Äf Cqq.
LascapacidadescuánticasasistidasQ1 T 2 � ã^� sedefinendemodoańalogoa Q

� ãÇ� ,
pero con un protocolointeractivo de codificacíon-descodificación quepuedeincluir
operacioneslocalesarbitrariasa la entraday a la salida,y recurrir a un canalclásico

79La entroṕıadevonNeumannesla compãneracuánticadela deShannon.Tienela entroṕıadevonNeu-
mannconocidaspropiedadesdeconcavidad,subaditividadfuertey triangularidad[203, 90, 91]. Lasdospri-
merassedantambíenenla teoŕıaclásicadela informacíon. Perola terceraespeculiar;mientrasenla teoŕıa
de Shannonla entroṕıade un sistemacompuestono esnuncamenorquela decualquierade suspartes(el
todocontienemásinformacíonqueunaparte),cuánticamentenoesaśı: losestadosEPR(Einstein-Podolsky-
Rosenà la Bohm)2 3 1ä 2 P�O aao ÔY¯åO bbo Ô�Q , dondea� b y ao � bo sonsendosparesortornormales,proporcionanun
contraejemplomanifiesto[73, 37].

80La informacíon de Holevo tiene estaspropiedades:1/ χ P AQ
À 0. 2/ χ P AQÉ, SP AQ cuandotodos los
estadosρi sonpuros. 3/ χ P AQ escotasuperiora la informacíon clásicaAcc P AQ extraibledel conjuntoA:
Acc P AQ�K χ P AQ (cota de Holevo). Estacotasuperiores accesiblesi los estadosρi quecomponenρ son
ortogonalesentreśı.
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46 Una décadade“qubitoman ı́a”

de comunicacíon en direccíon de entradaa salida(sub́ındice1), o en ambossentidos
(sub́ındice2).

SepuededemostrarqueQ � Q1 [28, 29]; esdecir, el envı́o de mensajesclásicos
desdeorigena destinono aumentala capacidaddel canal. Porotro lado,esevidente
queQ f Q2, y el usodeestadosortogonalesparatransmitircbits lleva a Q f C. Pero
seignorasi puedeo no ocurrir queC 8 Q2, o queCcc 8 Q. Seconocencanalespara
los queQ 8 Q2, y otrosparalos queQ2 8 C.

Porsu definicíon asint́otica,no sorprendequeel cálculo de estascapacidadessea
dif ı́cil engeneral.Seconocenenalgunoscasos,comoenel canaldeborradocuántico,
enel quehayunaprobabilidadp dequeel canalsustituyael qubit por un śımbolode
borradoortogonala los estados$y� 0Ë��Y� 1Ë;& , y la probabilidadcomplementaria1 � p de
que el qubit paseintacto. Para estecanalC � Q2 � 1 � p, las cuatrocapacidades
clásicascoinciden,y Q � max$ 0 � 1 � 2p & [27, 29].81 Otro canalsencillointeresante
esel canaldespolarizador, quemantieneintactoel qubit conprobabilidad1 � p y lo
cambiapor otroqubit aleatorioenel restodelos casos;sesabequelascapacidadesde
estecanalsatisfacen[27, 29]: i/ C � Q � Q2 9 0 paraq 8 0

�
25408,ii/ Q � 0 � C � Q2 9 0 si

1
3 8 q 8 2

3 , iii/ Q � Q2 � 0 � C 9 0 si 2
3 f q 8 1, iv/ C � Q � Q2 � 0 si q � 1.

A diferenciadelcasoclásico,enel quela capacidadpuedecalcularsemaximizando
la informacíon mutuaentresaliday entradaenun solousodel canal,lascapacidades,
clásicao cuánticas,de los canalescuánticos,quecontemplanla posibilidadde codi-
ficar enmarãnandovariosestadosdeentradasucesivos,y descodificarconmediciones
conjuntassobrevariosestadosdesalida,no permiten,por lo general,un cálculosimi-
lar. Sin embargo, en el casodeCcq, sesabequeCcq

� ã(��� supρ χ
� ã � ρ �@� [29]. Esta

informacíon ha permitidover quehay canalescuánticoscuya capacidadclásicaCcq

con codificacíon clásicay descodificacíon cuánticasobrepasaa su capacidadCcc co-
rrespondientea la informacíon mutuamáximaquepuedeenviarseconun solousodel
canal.

Finalmente,medianteenredoprevio entreemisory receptorsemejorala capacidad
detransmisíon.SeanCE � QE lascapacidadesclásicay cuánticadeuncanalcuánticocon
asistenciadeenredo.Consecuenciadirectade la codificacíon densay la teleportacíon
cuánticaqueluego describiremossonla relacíon CE � 2C paracanalescuánticossin
ruido, y la relacíon Q f QE � 1

2CE paratodo canalcuántico [30]. La presenciade
ruido haceque la mejorapor entrelazamientoqueexperimentala capacidadclásica
puedainclusosermuysuperior.

3.5 Corr eccíon cuántica deerrores

No procedeimitar sin másen el casocuánticolos métodosclásicosde correccíon de
errores,puesel merohechodetratardever qué qubitssehanvisto afectadosdeerror
dãnairremediablementela informacíon. Ni podemostampocohacerristrasdeestados
cuánticosiguales,puesla linealidadproh́ıbe la clonacíon de estadosdesconocidosy
arbitrarios. De ah́ı el pesimismoinicial sobreel funcionamientode un computador
cuántico[207, 133]. ¿Qúe hacer?En 1995Shor[192] ofrecío afortunadamenteuna
primerasolucíon,mostrandoun sistemadecodificacíon (de9:1bits) capazdedetectar
y corregir un bit erróneoarbitrario. Prontose hallaronotros códigosmás simples,
comoel 7:1de[197, 198,51], y el 5:1de[28].82 No podemoshacerni mı́nimajusticia
a todaslas contribucionesnotablesquesehanpublicadoen esteúltimo lustro sobre

81Enparticular, Q , 0 si p À 11 2; deno seraśı, sepuedeargüir quela clonacíoncuánticaseŕıaposible.
82Seha implementadoya el 5:1 con tecnoloǵıa RMN sobremoléculasde ácidotranscrot́onicomarcado

con13C, sistemaenel quelos5 qubitssonlos4 núcleos13C, y el spindel grupometilo [126].
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esteasunto.Esun campoenplenodesarrollo,que,tal comoocurrieraconlos códigos
clásicos,tambíenhaencontradoconexión inesperadaconlasmateḿaticaspuras[193].

La ideasubyacenteesesconderla informacíon en subespaciosde Í 2n
con el fin

de protegerla contra la descoherenciay los erroresque afectansólo a unos pocos
qubits. Para ello, si nuestrosistemaesde k qubits (llamados“l ógicos”), un código
cuánticocorrectordeerrores(CQCE)codificasusestadosmedianteunainyeccíon li-
nealisométricaπ : Í 2k æ �çÍ 2n

, donden 9 k. El subespacioimagendeπ lo denotaremos
por è , y suselementossellamanestados(o palabras)código.Los n � k qubitsadicio-
nalesauxilianenla tareadeprotegerla informacíon. La aplicacíon π debeenmascarar
la informacíon deslocaliźandola,con el fin de que los errores(que generalmentese
producende formalocalizadasobreunoo varios,aunquepocos,qubits)la alterenen
nadao lo menosposible[173, 199, 4].

Un sistemaden qubits,enun estadoinicial puroψ, no est́aabsolutamenteaislado,
y tras interaccionarcon el medio ambienteen estadoain, sufre una transformacíon
del tipo ψ Î ain F� ∑r

�
Er ψ � Î ar , dondelos operadoresEr � 0 f r f 22n � 1 � son los

operadoresde Pauli (elementosdel conjunto éê· ņ : �'$ 1 � X � Y � Z &�ß n), y los estadosar

del ambienteno sonnecesariamenteortogonalesni normalizados.Llamandopesode
un elementode éê· n ¸ al númerodefactorestensorialesnotrivialesquetiene,si ψ esun
estadocódigocadatérmino

�
Er ψ � Î ar representageneralmenteuncomponenteconun

númerodeerroresigualal pesodeEr .

Dadaunacoleccíon deerroresa \ éê· n ¸ formadapor todoslosoperadoresdePauli
depesof t , deun CQCEcapazdecorregir todoslos erroresen a dı́cesequeenmien-
da hastat errores.Paraello esnecesarioy suficienteque,dadaunabaseortonormal
cualquiera$y� ī Ë;& del subespaciocódigo è secumpla Ï j̄ �E†

s Er � ī Ë�� msrδ j i, con m una
matriz autoadjuntaarbitraria,y Er T s #ëa . Estacondicíon expresaalgonatural: 1/ que
dadasdospalabrascódigoortogonales� ī ËY�Y� j̄ Ë , los conjuntoscorruptosEr � ī ËY� Es � j̄ Ë de-
benser tambíen ortogonales(de lo contrariose perdeŕıa la distinguibilidad perfecta
de dichaspalabras),y 2/ que Ï ī �E†

sEr � ī Ë no puededependerde � ī Ë (de lo contrariola
deteccíon de un error daŕıa informacíon sobreel estadocódigo, con su consiguiente
perturbacíon). Si m � id, el códigosellamano degenerado, y lossubespaciosdeerror
Er èv� 1 �� Er #ëa sonortogonalesal subespaciocódigo è y perpendicularesentreśı;
bastaenestecasohacerunamedida(posiblepor la citadaperpendicularidad)quede-
termineen qué subespacioseencuentrael (sistemade n qubits)Î ambiente,digamos
conel resultado

�
Er ψ � Î ar , y luego aplicaral estadoresultantedelsistemael operador

unitarioE†
r , pararecobraral estadoψ liberadodesuerror. En el casodegenerado,un

śındromede error no singularizaa éste,y la estrategia de recuperacíon esalgo más
complicada.

La distanciad deun CQCEsedefinecomoel menorpesodeun operadordePauli
tal que Ï j̄ �E � ī Ë �� cEδ j i. Ennotacionańalogaa la delosCCCEs,escribiremos�D� n � k � d�e� 2
paradenotarunCQCEbinario(esdecir, conqubits),depaŕametrosn � k � d. Esclaroque
un código �D� n � k � d�D� 2 permitecorregir t : �ì} � d � 1�@+ 2~ errores.

Existentambíencotasparalos CQCEs�D� n � k � d �C� 2 similaresa lasmencionadaspara
los CCCEs[76, 173]. En particular, la cotaasint́oticacuánticadeGilbert-Varshamov:
R 6 1 � H2

�
2t + n� � � 2t + n� log23 � n / 1

�
Estacotapermiteprobarla existenciade

CQCEsasint́oticamentebuenos. Cuestíon diferente(y abierta)es su construccíon
explı́cita.
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3.5.1 Ejemplo de CQCE: códigosCSS

Sean[ 1 un CCCElinealy binariodel tipo � n � k1 � d1� 2, y [ 2 un subćodigo � n � k2 � d2� 2 de[ 1, conk2 8 k1. Sea [ : �w[ 1 +y[ 2 el espaciocociente,dedimensíon2k1 � k2.
Definamosun CQCE è \ Í 2n

, dedimensíon 2k, conk � k1 � k2, subtendidopor
los vectores � w̄Ë : � 2� k2 � 2 ∑

v{�| 2 �w X vË�� w #%[
Nótesequeestadefinicíon no dependedel representantew elegido, y quelos vectores� w̄Ë aśı construidosformanun sistemaortonormal.

Sedemuestraqueestecódigocuánticoreconocey corrigetb : �B} � d1 � 1�@+ 2~ errores
de inversíon de bit, y tf : �Ð} � d �2 � 1�@+ 2~ erroresde inversíon de fase,donded �2 esla
distanciadel código [ �2 dualde [ 2. Asimismo,la distanciad deestecódigocuántico
satisfaced 6 min

�
d1 � d �2 � .

Los CQCEs �D� n � k � d�e� 2 aśı construidossellamancódigosCSS(Calderbank-Shor-
Steane)[197, 198, 51, 173].

El ejemplomássimpleeilustrativo decódigoCSSesel código �D� 7 � 1 � 3�D� 2 deSteane,
o código cuánticode 7 qubits. Seobtienetomandocomo [ 1 el código de Hamming
H2
�
1� del tipo � 7 � 4 � 3� 2, y como [ 2 sudual,queesdel tipo � 7 � 3 � 4� 2, y coincideconel

subćodigopar (esdecir, formadopor laspalabrascódigodepesopar)de [ 1. Corrige
un errorX de inversíon debit, y un errorZ de inversíon de fase,y por tantotambíen
un errormixto Y, perono un errordoblede inversíon de bit (o de fase).Unabasede
estadoscódigoes

� 0̄Ë : � 8� 1 � 2 � � 1010101Ë
XÅ� 0110011ËyXÅ� 0001111Ë�X�� 0000000Ë>X� 1100110Ë
XÅ� 1011010ËyXÅ� 0111100Ë�X�� 1101001Ë>�Y�� 1̄Ë : � 8� 1 � 2 � � 0100101Ë
XÅ� 1000011ËyXÅ� 1111111Ë�X�� 1110000Ë>X� 0010110Ë
XÅ� 0101010ËyXÅ� 1001100Ë�X�� 0011001Ë>� �
3.6 Teleportación cuántica

La reproduccíon deestadosclásicos(seaunafı́bula etrusca,un cuadrodeGoya,o un
billete de banco)nuncaha presentadodificultadesinsalvablesa los expertos. Basta
conobservarminuciosamenteduranteel tiempoquehagafaltael original,procurando
no estropearlo,paraextraercuantainformacíon requierasucopiado.Estaobservacíon
cuidadosano alterade forma perceptibleel estado. Perosi el original a reproducir
esun sistemacuánticoen un estadoφ desconocido,cualquiermedida(incompatible
conPφ) quesehagasobreel sistemaparaaveriguaralgosobreφ perturbaŕa el estado
de modoincontrolable,destruyendoel original. Además, inclusodisponiendode un
númeroilimitado decopiasdel estado,sudeterminacíon exigir ı́a infinitasmedidas.

Porejemplo,supongamosqueAlice tieneun qubit (digamosun spin 1
2), queBob

necesita,peroAlice no disponede ningún canalcuánticoparaenviárselo.83 Si Alice
conoceel estadoprecisodesuqubit (por ejemplo,si sabequesuspin 1

2 est́a orientado
en la direccíon n), bastaque le de a Bob por carta(canalclásico)esainformacíon
(componentesde n) paraqueésteseprepareun qubit exactamenteigual al quetiene
Alice. Perosi estadesconoceel estado,puedeoptarporconfeśarseloaśı aBob,aquien

83Escostumbreusarlos nombresdeAlice y Bob parareferirsea dospersonajesquesecomunicanpara
intercambiarinformacíon;Eveesuntercerpersonaje,“malévolo”, queintentacaptaresainformacíonacuyo
accesoest́avetado,paraconocerlay/o modificarla.
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nole quedaŕamásrecursoqueprepararsesuqubitdeformaaleatoria,consiguiendouna
fidelidaddel 50 %. PerotambíenAlice puedeintentarsermáscooperativa, haciendo
por ejemplosobresu qubit unamedidade n Ó σ, con n elegido de forma cualquiera,
y transmitiendoa Bob tantolas componentesdel vectorn comoel resultadoε ��! 1
obtenido. Armadode estainformacíon, Bob sepreparasu qubit en el estado1

2

�
1 X

εn Ó σ � . La fidelidadmediaaśı conseguidaesmayorqueantes:2
3. Sin embargo, no es

suficiente.
Si Alice y Bob compartenun parEPR,existeun protocolo,ideadopor Bennettet

al. [25], y conocidocomoteleportacíon cuántica, querecurriendoal entrelazamiento
deestadosy a la no localidadpermiteaBobreproducirun estadocuánticoenposesíon
deAlice y desconocido,contansólo 2 cbitsdeinformacíon enviadospor Alice a Bob
a travésde un canalclásico. Esteprocedimientodestruyenecesariamenteel estado
que tiene Alice (de lo contrariose violaŕıa la imposibilidadde clonacíon cuántica,
consecuenciade la linealidady/o unitariedadde la mećanicacuántica). Veamoscon
algún detalleel protocoloencuestíon.

Sea �ψ Ë©� α � 0Ë�X β � 1Ë el qubit enposesíondeAlice, conα � cos1
2θ, β � eiφsen1

2θ
. Y sea �Φ Ë : � 2� 1� 2 � � 00Ë:X�� 11Ë@� el estadoEPRcompartidopor Alice y Bob,demodo
queAlice tieneel primerode susqubits,y Bob el segundo. El estadoinicial espor
tanto �ψ Ë Î �Φ Ë , delquelocalmenteAlice puedemanipularsusdosprimerosbitsy Bob
el tercero.
Paso1. Alice aplicaal estadoinicial el operadorunitarioU : � �>� UH

Î 1� UCNOT � Î 1� ,
actuandoconla puertaCNOT sobrelos dosprimerosqubitsy conla puertaHadamard
H sobreel primero.Resultaaśı el estado

1
2

� � 00Ë Î �ψ Ë:X�� 01Ë Î X �ψ Ë�XÅ� 10Ë Î Z �ψ Ë:XÅ�11Ë Î Y �ψ Ë@���
dondeX, Y : � XZ, Z sonlaspuertasmonariasσ1, � iσ2, σ3.
Paso 2. Alice mide a continuacíon los dos primerosqubits, obteniendo� 00Ë , � 01Ë ,� 10Ë , � 11Ë con probabilidadesdel 25 % cadacaso.84 Comunicaa Bob el resultado
obtenido,mand́andoleparaello doscbits: el pardedı́gitosbinarios00,01,10,11 que
lo caracterizan.Comoconsecuenciade la medicíon hechapor Alice, el primerbit ha
dejadode estaren el estadooriginal �ψ Ë , mientrasqueel tercerqubit seproyectaen�ψ ËY� X �ψ Ë�� Z �ψ ËY� Y �ψ Ë , respectivamente.
Y paso3. Tan pronto comoBob recibela informacíon clásicaque le mandaAlice,
no tienemásqueactuarsobresuqubit (el tercerqubit del sistematotal) con la puerta
correspondiente1, X � Z � Y, paraconducirloal estado�ψ Ë pretendido.

Obśervesequeenesteteleporteseenvı́a un estadocuánticodesconocidodesdeun
lugar(del quedesaparece)aotro (dondesurge)sinqueatravieseenrealidadel espacio
intermedio.No seviola conello la causalidad.Hayunapartedela informacíonquese
transmiteinstant́aneamente.Es la informacíon puramentecuántica. La parterestante
que falta parala conclusíon del teleporte,viaja clásicamente,al estilo ordinario no
superluḿınico. Nótesetambíen queen esteproceso“incorpóreo” es la informacíon
sobreel estadocuánticodel qubit, y no el sistemafı́sico, lo quehapasadodeAlice a
Bob. No hahabidotransportedemateria,energı́ao informacíonavelocidadsuperiora
la dela luz.

No dejade sersorprendenteen la teleportacíon cuánticaquetodala informacíon
parareproducirel estado�ψ Ë
� � cos1

2θ ��� 0Ë�X eiφ � sen1
2θ ��� 1Ë (informacíonqueesinfini-

ta,puesrequierefijar unpunto
�
θ � φ � enla esferadeBloch,conprecisíon infinita, y por

84Los pasos1+2 equivalenahacerunamedicíon Bell sobreel estadoinicial, queponeencorrelacíon los
estadosBell del primerpardequbitsendisposicíondeAlice consendosestadosdel qubitquetieneBob.
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tantoconinfinitos bits) seconsigacontansólo 2 cbitssi secomparteun estadoEPR,
quepor suladosólo generaun númeroinfinito debitsaleatoriosy correlacionados.

Losargumentosanterioresmuestranque,suponiendoqueAlice y Bobdisponenca-
daunodela mitaddeunparEPR,paraqueBobpuedalograrunestadocomoel estado
desconocidoquetieneAlice, deberecibir 2 cbitsdeinformacíon. Sin embargo,si Ali-
ceconoceel estadodesuqubit, digamos�ψ ËZ� α � 0Ë�X β � 1Ë , peroBob no,un solocbit
bastaparaqueBob puedareproducirψ conun 50 % deprobabilidad[168]: seaahora
el estadoEPRcompartido �Ψ Ë : � 2� 1� 2 � � 01Ë � � 10Ë@��� 2� 1� 2 � �ψψ?CË � �ψ ? ψ Ë@� , donde�ψ ?AË esortogonala �ψ Ë . Alice haceunamedicíonvonNeumansobreel subsistema1 de�Ψ Ë enla base�ψ Ë��;�ψ ?AË . Si obtiene �ψ ?AË (probabilidad1

2), sumedicíon proyectaŕa �Ψ Ë
sobre�ψ ? ψ Ë ; enviandoacontinuacíonaBobconuncbit la informacíondesuresultado,
Bob ya sabequesu mitad del EPRest́a en el estado �ψ Ë . Perosi Alice obtiene �ψ Ë
(probabilidad1

2), proyectaŕa �Ψ Ë sobre �ψψ?DË , y trascomunicara Bob con un cbit el
resultado,estesólo sabŕa quesu mitadest́a enel estadoortogonalal queteńıa Alice.
Aśı puesesteprocedimientofuncionaenel 50 % delos casos.

La distanciainformativaentreel teleportecuánticoy clásiconoesnotableparasis-
temasdebajadimensionalidad,aunquecreceexponencialmenteconesta.Sedemues-
tra,porejemplo,quesi Alice y Bobdisponendeunalistacomúndeternasortogonales
aleatoriasy de númerosaleatorios,entonceshay un protocoloclásicode teleportede
modoquebastala transmisíonde2.19cbitsdeAlice aBobparateleportarclásicamente
desdeaquellaa esteun estadocuánticodespinconocidopor Alice y desconocidopor
Bob [53].

Llamandoebit al recursoinformáticoformadopor un par EPRcompartido,y de-
notandopor a í b queel recursoa esimplementablegastandoel recursob, sonclaras
estasrelaciones:1 cbit í 1 qubit (paratransmitir1 cbit bastaenviar 1 qubit enunode
dosestadosortogonales),1 ebit í 1 qubit (paradisponerde1 ebitbastaproducirun par
EPRy enviar la mitad al otro socio). En estaformulacíon, el teleportecuánticonos
permiteescribir:1 qubit í 1 ebit X 2 cbits[20].

El teleportecuánticofue realizadoporprimeravezexperimentalmenteconfotones
endoslaboratoriosen1997[40, 38]. Estoesal menoslo quesusautoresproclaman,
aunquesealzanvocescŕıticasdiscordantes[50, 208, 49] (ver, sin embargo, [41, 42]).
En el experimentodel grupodeRoma[38] el estadoinicial a teleportardesdeAlice a
Bob esunapolarizacíon deun fotón,perono esunacualquiera,sinoquecoincidecon
la del miembrodelparEPRdefotonescompartidoenposesíondeAlice. En los expe-
rimentosdelgrupodeInnsbruck,sin embargo,el estadoteleportadośı esarbitrario;se
consiguesu teleporteconunafidelidadalta de0

�
80 ! 0

�
05,85 perocon unaeficiencia

reducida(un 25 % delos casos).
No parecefácil implementarel protocoloteórico demodoquesea100% efectivo.

El operadordeBell (quedistingueentrelos cuatroestadosBell de2 qubits)no sepue-
de medirsi no medianinteraccionescuánticasimportantesentreambosqubits(como
ocurreconla puertaCNOT utilizadaenel protocoloexpuesto),lo queesprácticamente
imposibleconfotones.PeroconátomosencavidadesEM lasesperanzassonbuenas.

Tambíenseharealizadoel teleportedeestadosqueformanpartedesistemasenre-
dados[166].

Mencíon apartemereceel teleportecuánticodeestadosdesistemasdedimensíon
infinita [84] (concretamente,el teleportedeestadośopticoscoherentesapoýandoseen
paresEPRde estadosestrujados).En esteexperimento,cuyafidelidadesdel 0

�
58 !

85Estafidelidadsuperael valor 2/3 correspondienteal casoenqueAlice midierasuqubit y comunicaraa
Bob clásicamenteel resultado.
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0
�
02 (superioral máximo de 1

2 esperablesin usodel enredo),un nuevo personaje,el
verificador Victor, suministraa Alice un estadoque él conoce,pero ella no. Tras
procederasuteleportedesdeAlice aBob,Victor verificaa la salidadelprotocolosi el
estadoen posesíon de Bob essimilar al queél proporciońo a Alice. En estesentido,
el experimentosedistinguedetodoslos anteriores,y lleva a susautoresa reclamarla
prioridadenla realizacíon del teleporte.

El teleportecuántico,quesin dudaseextendeŕa a estadosenredadosde sistemas
distintos(fotonesy átomos,ionesy fonones,etc.),podŕıa tenercrucialesaplicaciones
en los futuroscomputadorescuánticosy enlacesentrelos mismos(por ejemplo,com-
binadocon la destilacíon previa de buenosparesEPR),aśı como,por ejemplo,en la
produccíon de memoriascuánticasmedianteteleportede la informacíon sobresiste-
mascomofotonesa otrossistemascomoionesatrapadosy bienaisladosencavidades
[20, 40].

3.7 Codificación densa

Por un canalcuánticopodemosenviar tambíen informacíon clásica: paramandarla
palabra10011,bastaqueAlice prepare5 qubitsen los estados� 1Ë , � 0Ë , � 0Ë , � 1Ë , � 1Ë ,
los envı́e por el canalcuánticoa Bob,y estemidacadaunoenla base$É� 0ËY��� 1Ë�& . Cada
qubit transportaun cbit, y ensoledadeslo másquepuedehacer. Perosi Alice y Bob
compartendeantemanounestadoenredado,medianteunsólo qubitdesdeAlice aBob
sepuedenenviar 2 cbitsdeinformacíon.

El entrelazamientoes efectivamenteun recursoinformático quepermite formas
máseficientesde cifrar informacíon [31]. Una de ellasseconocecomocodificacíon
cuánticadensa(o codificacíon superdensa).Veamosunejemplo.Suṕongaseunestado
EPRde dos fotones. Uno de los fotonesva a Alice, el otro a Bob. Aquella realiza
sobrela polarizacíon del fotón quele llegaalgunadeestascuatrooperaciones:identi-
dad,inversíon (esdecir, H = V, o D = I), cambiodefaseenπ, y productodeestasdos
últimas.Hechoeso,reenvı́ael fotónhaciaBob. Estemideel estadodelpar. Haycuatro
resultadosposibles(los cuatroestadosdeBell). Luego aśı sehaconseguidomandar2
bitsdeinformacíonsobreunasolapart́ıculade2 estados,estoes,mediante1 qubit. Es
el dobledelo quesepuedeconseguir clásicamente.De aqúı el nombredecodificacíon
densa.Ademássi Eve interceptael qubit,nopuedeobtenerdeél ningunainformacíon,
puessuestadoes 1

2 I . Todala informacíon est́a enel estadoentrelazado,y la mitadde
ésteest́a en posesíon de Bob. En realidad,Alice ha enviado a Bob 2 qubits,peroel
primerode ellos hacetiempo,comopartedel estadoentrelazadoinicial. Esto les ha
permitidocomunicarseluego de modomáseficiente,recurriendoal estadoenredado
quecompart́ıan.

La codificacíon densavienea serun procesoinversoal teleporte.En estela comu-
nicacíon dedoscbitspermitereproducirun qubit, en aquella,la comunicacíon de un
qubit transportadoscbitsdeinformacíon. En fórmula:2 cbits í 1 ebit X 1 qubit.

Un protocoloqueimplementadetalladamentelo dicho puedesereste[179]: una
fuenteEPRsuministraa Alice y Bob estadosEPRdel tipo �Φ Ë : � 2� 1� 2 � � 00ËÉXÅ� 11Ë@� ,
unodecuyosmiembrosvaaAlice y el otroaBob,quelos guardan.A Alice le propor-
cionan2 cbits,querepresentanlosnúmeros0, 1, 2, 3 como00,01,10,11.
Paso1. Codificacíon.Según cualseaestenúmero,Alice realizasobresumitadEPRla
operacíon unitariaI � Z � σ3 � X � σ1 � Y � � iσ2, quelleva el estadoEPRencuestíon a
00+11,00-11,10+01,-10+01.Hechoésto,envı́a sumitada Bob.
Paso2. Descodificacíon. Bob, trasrecibirla,someteel parEPRprimeroa unaopera-
ción CNOT, de modoqueel estadopasaa ser00+10,00-10,11+01,-11+01. Mide a
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continuacíon el segundoqubit; si encuentra0, ya sabequeel mensajehasido0 o 1, y
si halla 1, el mensajeha sido 2 o 3. Esdecir, ha obtenidoel primer bit del mensaje.
Paraconocerel segundo,Bob aplicaseguidamenteHadamardsobreel primer qubit,
conlo queel estadopasaa ser00,10,01,11,y midiendoel primerqubit,si encuentra
0, sabŕa queel mensajehasido 0 o 2, y si halla1, el mensajeha sido1 o 3, esdecir,
habŕa obtenidoel segundobit delmensaje.

Un experimentode estanaturalezase ha hechoen Innsbruck[149], usandoco-
mo fuentedefotonesentrelazadosla conversíon paraḿetricaa la bajaqueproduceun
cristal no lineal de betaboratode bario: fotonesUV sedesintegran(aunquecon pro-
babilidadpequẽna)enun pardefotonesmássuaves,conpolarizacionesqueencierta
configuracíon geoḿetricaest́an entrelazadas.En dichoexperimentoseconsiguío en-
viar 1 qutrit/qubit, esdecir, log23 � 1

�
58cbitspor qubit.

En un experimentoposterior, enquelos qubitssonlos spinesdel 1H y 13C enuna
moléculade cloroformo13CHCl3 marcadacon 13C, y seusantécnicasde RMN para
inicializar, manipulary leer los spines,los autoresafirmanhaberconseguidoalcanzar
los 2 cbitsporqubit [77].

Engeneral,si unsubstratofı́sicoparala informacíonpuedeprepararseenN estados
distintosy por tantopermitecodificarN mensajesdiferentes,usandounapreparacíon
inicial consistenteendisponercadaunodeunamitaddeun estadoenredadocompar-
tido, sepuedenenviar hastaN2 mensajesdistintos.Además,la preparacíon inicial ha
podidotenerel sentidoinversoal envı́o posterior;por ejemplo,Bob envı́a a Alice la
mitaddel estadoenredado,qued́andoséel con la otramitad,y luego Alice lo usapara
enviarle a Bob la informacíon deseada.Estopuedetenerinteŕessi la transmisíon en
unadireccíon esmuchomáscostosaqueenla otra.Al serprevio a la comunicacíon el
repartodel estadoenredado,sepuedeaprovechartiemposde transmisíon baratapara
aqúel.

Por otro lado, la interceptacíon del mensajequeva de Alice a Bob no proporcio-
na ningunainformacíon al queescucha,puesest́a enredadocon la partedel sistema
EPRquetieneBob. Luego esautoḿaticamenteunaemisíon encriptada(salvo si Eve
interceptael paroriginaly el mensajey los reemplaza).

3.8 Criptograf ı́a clásicay cuántica

La criptoloǵıahundesusráıcesenel pasado[118]. Ya enel siglo V a.C.los militares
deEspartatrasmit́ıany descifrabanmensajessecretos;precisamenteunodeestos,roto
por Gorgo, esposadeLeónidas,llevaŕıa a ésteal pasode lasTermópilasparadetener,
al frentedelos espartanos,y conel sacrificiodesuvida,el crucedelastropaspersas.

MaŕıaEstuardo,reinadeEscocia,perdío sucabezaporqueSir FrancisWalsingham
(fundadordelServicioSecretobritánico)descifŕo unmensajeenclavedondesehabla-
badeplanearla muertedeIsabeldeInglaterra,y EEUU entŕo enla I GuerraMundial
porquelosserviciosdeinteligenciainglesesdescifraronuntelegramadeZimmermann
enqueofrećıaventajasterritorialesa Méjicosi sealiabaconAlemania.

Peroesa mediadosde estesiglo, en la décadade los 40, cuandoseconvierte la
criptograf́ıaenpartedela teoŕıadela informacíonatravésdelos trabajosseminalesde
Shannon.

La criptograf́ıatratadetransformarinformacíonhacíendolaininteligible paraquie-
nesno est́en autorizadospara lo contrario. Las estrategias desarrolladaspor estos
últimos paradesvelar la informacíon oculta constituyenel criptoańalisis, y las acti-
vidadesdeambosmundosopuestosy encontinuapugnaintegranla criptoloǵıa.
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3.8.1 Criptolog ı́a elemental

El cifradoceśareo(atribuido a Julio César)esun cifradodetransposicíon: cadasigno
sedesplazaunamismacantidada lo largo del alfabeto(módulo la longitud de éste).
Aśı

QRNRLNRB CFIF JF

no esmásque

TU QUOQUEFILI MI

conunatransposicíonde-3 aplicadaa éste.
El criptosistemaCESARessumamentevulnerablepor cualquieraficionado,pues

bastaaplicar todaslas transposicionesposibleshastaconseguir algo quetengasenti-
do.86

Los aficionadosa las novelaspolićıacasrecuerdanseguramentecómo Sherlock
Holmes,enel relatoTHE ADVENTURE OF THE DANCING MEN, descifracincomen-
sajesapartir delas62figurasquelos integran(estudiandosufrecuencia,puessesabe,
por ejemplo,queen inglésla E esla letra másfrecuente,inclusoen textos cortos)y
con ello cifra otro (COME HERE AT ONCE) medianteel cual atraea un peligroso
gángsterdeChicagoadondele esperala polićıa.

Esteprocedimientoseconocecomocifradoconsustitucíonmonoalfab́etica. No es
tampoconadaseguro,apesardequeel númerodeensayosciegosesmuchomayorque
parael cifradodetrasposicíon. Sele atacademodoalgomássutil, estudiando,como
enel casoanterior, lasfrecuenciasdelos distintosśımbolos.En inglés,del ańalisisde
unas100,000letrasdetexto dediversasfuentes,sehavistoquelasfrecuencias(en%)
delasdistintasletrasdelalfabetosonlasrepresentadasenla Tabla1.

E T A O I N S H R D L C U
12.7 9.1 8.2 7.5 7.0 6.7 6.3 6.1 6.0 4.3 4.0 2.8 2.8

M W F G Y P B V K J X Q Z
2.4 2.4 2.2 2.0 2.0 1.9 1.5 1.0 0.8 0.2 0.15 0.1 0.1

Tabla1: Frecuencias(en%) delasletraseninglés,ordenadasdemayoramenor.

Loscriptanalistasprofesionalesseapoyantambíenenladistribuciónfrecuencialde
poligramas(conjuntosdevariasletrascontiguasenel texto), generalmentedigramasy
trigramas,paradestriparla clave de sustitucíon. Sesabe,por ejemplo,queen inglés
los digramasmásfrecuentesson,demása menos,TH, HE, IN, ER,AN, RE,ED, ON,
ES,ST, EN, AT, TO, NT, HA, ..., y encuantoa los trigramas,THE, ING, AND, HER,
ERE,ENT, THA, NTH, ä.

3.8.2 Criptograf ı́a clásica

Como dijimos antes,la criptograf́ıa forma parteimportantede la teoŕıa de la infor-
macíon desde1949, a partir de los trabajospionerosde Shannonen los Bell Labs.
Prob́o éstequeexistencifradosinexpugnables,o sistemasde secretoperfecto[189].
De hecho,algunodeéstosseconoćıa desde1918(masno quefuerainquebrantable):

86Sin embargo,aCésarpudoservirleparacomunicarseconsuamigoCiceŕon y otros.
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el sistemaone-timepad (ONETIMEPAD), o de cuadernode un sólo uso. Seconoce
tambíencomocifradoVERNAM [210], puesfueideadoporel joveningenieroVernam
(dela ATT) endiciembrede1917y propuestoa la compãnı́aen1918[118]; conel sis-
temadeVernamseautomatizabapor vezprimeratantoel cifradocomoel descifrado
delosmensajes.

3.8.2.1 Cuaderno de “usar y tirar” El cifrado basadoen un cuadernoconhojas
deun sólo usoconsisteenqueel texto ordinario a cifrar seconvierteenunasucesíon
de númerosp1 � p2 � �D�C� � pN y luego seusaunaclavek1 � k2 � �D�D� � kM, M 6 N, de números
aleatoriosconlosquesecombinanaquellosenaritméticamodularp j X k j � c j modB,
dondeB esel númeromáximo de śımbolosdistintos(2 en binario, 10 paradı́gitos,
28 paraletras,etc.),paraproducirun texto cifradoo criptogramac1 � c2 � �D�D� � cN. Tanto
el queescribe(Alice) comoel destinatario(Bob) tienenquetenerla mismaclave de
númerosaleatorios,de modoqueal recibir Bob el criptograma,deshaceel algoritmo
conesaclavey aśı recuperael texto original.

Posiblesfrecuenciasenel texto fuente(enlasqueseapoyanlos quebrantaćodigos
paradescifrar)quedanborradaspor la clavealeatoria.

La longitud de la secuenciade aleatoriosdebesermayoro igual quela del texto
fuente,y no debeusarsemásde unavez.87 Shannondemostŕo quesi la clave esde
menorlongitudqueel texto esposibleextraerinformacíon del mensajecifrado[189].
Estosrequerimientoshacenmuy gravosoel procedimientocuandoesmuchala infor-
macíon a encriptar. Ademásno esfácil disponerdesecuenciasdenúmerosverdadera-
mentealeatorios.88

Estesistemadecifradofueusadopordiplomáticosalemanesy rusosenla segunda
guerramundial,y por el espionajesoviéticodurantela guerrafrı́a. Sunombrepopular
deone-timepadsedebeaquelasclavesestabanescritasenuncuadernoo bloc,y cada
vez queseutilizabauna,searrancabala correspondientehoja del cuadernillodonde
figurabay sedestrúıa. Secuentaqueel usocontinuadode la mismaclave permitío
desenmascararlasredesdeespionajedeRosenberg y deFuchs[106]. Tambíenlo uśo
el CheGuevaraparacomunicarseen clave desdeBolivia conFidel Castro[24]. Y es
rutina paralas comunicacionesa travésdel “teléfonorojo”entre la CasaBlancay el
Kremlin.

Aunqueinvulnerable,el criptosistemaVERNAM tieneel inconvenientede exigir
clavestanlargasal menoscomoel texto acifrar. Poresoseuśo únicamenteparacifrar
informacíonsumamentevaliosa,reemplaźandoseparamenesteresmenosdelicadospor
encriptacíon conclavesmáscortasaunquequebrantables.Precisamenteel acicatepor
rompermensajessecretospropiciaŕıael desarrollodelos ordenadores.

3.8.2.2 SistemaPKC Deaqúı el inteŕesdelPKCS(PublicKey CryptographicSys-
tem), ideadoa mediadosde la décadade los 70 por Diffie y Hellman en Stanford

87Interceptadosdosmensajescifradosconla mismaclave,susumamódulo2 eliminaestay haceposible
desencriptarconciertafacilidadlosmensajes[61].

88Los númerosrandomgeneradospor los ordenadoresson,enrealidad,pseudoaleatorios.Pasanmuchos
de los testsde aleatoriedad,comoequidistribución de d́ıgitos, falta de correlacionesostensibles,etc.,pero
sonde hechosecuenciasdeterministas,puesest́an obtenidasmedianteel cálculo de unafunción concreta.
Ya lo advert́ıa von Neumann:Anyonewho considersarithmeticalmethodsof producingrandomdigits is,
of course,in a stateof sin. Entrelos máscorrientesest́anlos generadorescongruencialeslineales.A veces
sonmuy pocoaleatoriasestassecuencias,y serecurreaotrosgeneradoresmássegurosllamadosderegistro
desplazado.Detodosmodos,nohayquefiarsedeunsologeneradorcuandosehacencálculosdondeseusen
númerosaleatorios,siendoaconsejablerepetirloscongeneradoresdistintos.
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[68, 69, 103], implementadoen el MIT por Rivest,Shamiry Adleman[180],89 y de
usomuy frecuente,porejemploeninternet.

Sebasaenel usodedosclaves: la personaX da unaclave pública,a disposicíon
de cualquiera,y otra privadaqueno da a conocer, y queesla inversade la anterior.
La primerala utiliza cualquierpersonaRparamandarleaX mensajescifrados;cuando
X los recibe,los descifraconsu clave privada. Esclaro queéstosólo tieneinteŕessi
exclusivamenteX sabedeshacerel cifrado.

¿Ćomoseconsiguéesto?De unaformasutil e inteligente:el sistemaPKCutiliza,
paraencriptarmensajes,funcionesdedireccíon única(o unidireccionales)con“tram-
pilla”, esdecir, funcionesinyectivasde complejidadP, esdecir, tratables(computa-
cionalmente),cuyasinversasson prácticamenteintratables,90 estoes,muy costosas
deevaluarsalvo si sedisponedeinformacíonadicionalcomoalgúncertificadosucinto
(presuntoproblemaNP � P). Entreestasfuncionesinversasdestacanla factorizacíonde
enteros,y el cálculodelogaritmosdiscretosencuerposfinitosy sobrecurvaseĺıpticas
[129, 211]. El sistemaPKCsepermiteel lujo dedejara la vistapúblicatantoel algo-
ritmo deencriptacíoncomomediaclavesinqueseresientaenla prácticasuseguridad;
contrastaostensiblementeconel sistemaDES,dondea pesarde hacersepúblico sólo
el algoritmo,suvulnerabilidadhaquedadodemostrada[72].

3.8.2.3 SistemaRSA Uno de los modosmás interesantesde implementacíon del
PKCSesel métodoRSA(Rivest,Shamir, Adleman),basadoenla dificultaddefactori-
zarnúmerosgrandes[180]. Seusa,enparticular, paraprotegerlascuentaselectŕonicas
bancarias(porejemplo,frenteatransferenciasbancariasordenadasporviaelectŕonica).

La clave públicadeX consisteenun pardenúmerosenteros
�
N
�
X �Y� c � X �>� , el pri-

meromuygrande,digamosde200-300dı́gitos,y el otroenel intervalo
�
1 � φ � N � X �>�@� y

coprimoconφ
�
N
�
X �>� , siendoφ esel indicadoro función indicatrizdeEuler (φ

�
n� es

el númerodecoprimosconn enel intervalo � 1 � n� ).
Trastransformarel remitenteR sumensajeM ensecuenciadenúmeros(binarios,

decimales,o en la basequeseconvenga),lo rompeenbloquesB 8 N
�
X � delongitud

máxima,cifra cadabloqueB según

B F� C : � Bc· X ¸ modN
�
X �

y mandala secuenciadecriptogramasC
�
B� aX. Denotemosestaoperacíon decifrado

comoM F� PX
�
M � , indicandopor el śımboloPX quesehahechoconla clave pública

deX.
El destinatarioX descifracadaC

�
B� como

C
�
B� F� B : � C

�
B� d · X ¸ modN

�
X �

dondeel exponented
�
X � parael descifradoesla claveprivada,y queno esotroquela

solucíona
c
�
X � d � X �S� 1 modφ

�
N
�
X �>�

Esasolucíones
d
�
X �W� c

�
X � φ · φ · N · X ¸D¸C¸ � 1 modφ

�
N
�
X �>� �

89Pareceserqueel ServicioSecretoBritánicoconoćıa estesistema,perocomomaterialclasificado(se-
cretomilitar), antesdequelo Diffie y Hellmanlo descubrieran.Hab́ıasidoya inventadoen1975por James
Ellis, Clifford Cocksy Malcolm Williamson en los GovernmentCommunicationsHeadquarters(GCHQ).
Aśı lo hareconocidooficialmenteel GobiernoBritánicoendiciembre1997.

90No seconocenfuncionesindiscutiblementeunidireccionales;lashay, sin embargo, queprobablemente
lo sean,y quelo sonenla prácticaconlosalgoritmosconocidoshastael momento.
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56 Una décadade“qubitoman ı́a”

El descifradolo indicaremospor PX
�
M � F� SX

�
PX
�
M �>�­� M, dondeel śımbolo SX

aludea la clave privadao secretadeX.
En principio,cualquierapuedecalculard

�
X � , puesseconocenc

�
X � y N

�
X � , y aśı

romperel secreto.Y aqúı esdondeentraahorala astuciade X. Parapońerselopero
quemuy dif ı́cil a Eve, mejoresqueseatengaa ciertasnormas,entrelasquedestacan
lassiguientes:� DebeX escogerel móduloN

�
X � comoproductodedosprimosenormesy alea-

torios(deal menosun centenardedı́gitoscadauno) p1 � p2, y no muy próximos
entreśı (bastaquelaslongitudesdesusexpresionesdifieranenunospocosbits),
puesdelo contrarioaEve,queconoceN

�
X � , no le costaŕıamuchoencontrardi-

chosfactores.Hay queevitar tomarprimosqueest́enentablaso seandeformas
muyespeciales.Algoritmosdeprimalidadcomoel probabilistadeMiller-Rabin
[155, 177], o el deterministaAPRCL, descubiertopor Adleman,Pomerancey
Rumely, y simplificadoy mejoradopor Lenstray Cohen[1, 59, 60], facilitan la
eleccíon de p1 � p2.� ComoX conocep1 � p2, sabeya quecalcularφ

�
N
�
X �>� como

�
p1 � 1� � p2 � 1� .

Ahora tienequeescogerX un enterod
�
X � (su clave privada)al azaren el in-

tervalo
�
1 � φ � N � X �@�>� , coprimo con φ

�
N
�
X �@� , y calcular la clave pública c

�
X �

mediantec
�
X �H� d

�
X � φ · φ · N · X ¸D¸D¸ � 1 modφ

�
N
�
X �@� , o mejoraún,usandoel clásico

algoritmodeEuclides.� El númerod
�
X � no debeserpequẽno, paraevitar quesepuedaencontrarpor

pruebay error. Poresoconvienecomenzarfijandolaclaveprivada.Perotambíen
hayqueprocurarquec

�
X � noresultedemasiadopequẽno,puesdelo contrariola

interceptacíondeunmismomensajeenviadoavariosdestinatariosconla misma
clavepúblicaaunquedistintosmódulospodŕıaconducirsinmuchoesfuerzoasu
descifrado[186].

Cualquierpersonaquesólo conozcaN
�
X � perono susfactores,aparentemente91

tendŕa primeroquefactorizarN
�
X � paracalcularφ

�
N
�
X �@� , y con ello poderhallarel

exponenteparadescifrar;pero factorizarun númerode 250 dı́gitos le llevaŕıa a una
estacíon detrabajode200MIPSunos10millonesdeañosconel mejoralgoritmohoy
conocido[107].

El sistemaPKCpermitetambíen“autentificar”digitalmentelosmensajes,y añadir-
lesuna“firma electŕonica” o “digital” [144, 129,201,211].

3.8.2.3.1 Los númerosRSA En 1977Martin Gardnerpublicó un mensajeci-
fradoensusMATHEMATICAL GAMES deScientificAmericanusandoel métodoRSA,
con la promesaderecompensarcon100$(pagaderospor el grupodeRivestet al. en
MIT) a quienlo descifrara[94]:

9686961375462206147714092225435588290575999112457431
9874695120930816298225145708356931476622883989628013
391990551829945157815154

Estecriptomensajehab́ıa sidoobtenidoa partir deunafraseen inglésy el diccio-
nario

91“Aparentemente”,porqueseignorasi existeno no procedimientosalternativosparadescifrarC P BQ que
no pasenpor la obtencíon del exponenteinverso,o si el cálculo de ésteexige forzosamenteconocerlos
factoresprimosdeN.
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EspacioF� 00,a F� 01, ä , z F� 26,

porel métodoRSA,y clavepública(RSA-129,9007),dondeRSA-129erael siguiente
númerode129dı́gitos

RSA-129=
1143816257578888676692357799761466120102182967212423
6256256184293570693524573389783059712356395870505898
9075147599290026879543541

El descifradorequeŕıa factorizarRSA-129en susdosfactoresprimosde 64 y 65
dı́gitoscadauno. Seestimabaentoncesqueel tiempoparaconseguirlo seŕıa al menos
de unos4 * 1016 años. En 1994nuevosalgoritmosdefactorizacíon92 y el trabajoen
red de un millar de estacionesde trabajopermitío lograrlo en unos8 meses,trasun
tiempode cálculo de 5000MIPS-ãnos,medianteel algoritmode la criba cuadŕatica
(QS).Esosfactoresson

3490529510847650949147849619903898133417764638493387843990820577*
32769132993266709549961988190834461413177642967992942539798288533

conociendolos cualesesinmediatohallarel mensajeoriginal [9]: the magic words
are squeamish ossifrage .

Dos años despúesserompío el RSA-130medianteel algoritmode factorizacíon
más potentehastala fecha: la criba generalde cuerposde números(GNFS),y en
un tiempodecomputacíon casiun ordendemagnitudmenorqueel empleadoparael
RSA-129.Finalmente,enagostode1999sehaultimadola factorizacíondelRSA-155,
tambíenmedianteGNFSy trasunos8000MIPS-ãnos.93 Tiene512bits y esproducto
de dosprimosde 78 dı́gitos. Paradarnosunaideade la magnitudde esteproblema,
ensusolucíonsehanempleado35.7añosdeCPUparahacerla criba,repartidosentre
unastrescientasestacionesdetrabajoy PCs,y 224horasdeCPUde un CRAY C916
y 2 Gbytesde memoriacentralparahallar las relacionesentrelas filas de unamons-
truosamatrizde6.7millonesdefilasy otrostantosdecolumnas,y unamediade62.27
elementosno nulospor fila.

Haceunospocosañossedabacomomuy seguro el usode módulosde 512 bits.
Hoy, traseldesarrollodelalgoritmoGNFSdefactorizacíon,serecomiendausarmódulos
de(768,1024,2048)bitsparauso(personal,corporativo, y deextremaseguridad).

Si bien el problemade factorizacíon siguesiendoen la actualidadun problema
computacionalmenteduro,nadieest́a segurodequeno puedasurgir el dı́a demãnana
algún mateḿatico conun algoritmoradicalmentemásrápidoconel quelos computa-
doresclásicosexistentespuedanfactorizarentiempopolinómico.Dehecho,la compu-
tacíon cuánticahadespertadoenormesexpectativasenestesentido,al abrir laspuertas
aunmétododefactorizacíondetiempopolinómico,conocidocomoalgoritmodeShor
[191, 75], y quependecomoespadadeDamoclessobrelos sistemasdeencriptacíon.
¡Poresola CIA siguedecercalos avancesenteoŕıa de los númerosy de la computa-
ción! En un encuentrocient́ıfico celebradono hacemuchotiempoenTuŕın, Shor, tras
presentarsualgoritmo,apostabapúblicamentequela factorizacíondenúmerosde500

92Existenmétodoseficientes,como los basadosen la criba cuadŕatica(QS) [170, 96, 171], en curvas
eĺıpticas(EC)[134], y enla cribageneraldecuerposdenúmeros(GNFS)[135, 171]. Suscomplejidadesson
subexponenciales,perosuperpolińomicas.A partir de120-130d́ıgitos,pareceserquela cribadecuerposde
númerosaventajaa lasotras.

93Agradezcoa losProfs.A.K. Lenstray H.te.Rielepor suinformacíonacercadelos últimosRSAsfacto-
rizados.

AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

58 Una décadade“qubitoman ı́a”

dı́gitosselograŕıa antesconun computadorcuánticoquecon otro clásico.94 Aunque
lasdificultadestecnoĺogicasa vencerparaconstruirun computadorcuánticomediana-
mentecomplejosonenormes,95 esalto el inteŕesenhallarsistemasdedistribuciónde
clavescuyaseguridadno sefundamenteen la dificultadprácticade factorizarenteros
grandes.

3.8.3 Criptograf ı́a cuántica

La fı́sica cuánticaofreceun métodoseguro paracifrar, garantizadopor las propias
leyes fı́sicas. Ha nacidocon ello la criptograf́ıa cuánticao “qriptograf́ıa”. Sebasa
en los principios de complementariedade incertidumbre,y en la indivisibilidad de
los quanta. El pioneroha sido StephenWiesner, quien ya en 196996 sugirío, entre
otrascosas,cómofabricarbilletesdebancoinfalsificables,billetesdebancocuánticos
[212]. A mediadosdelos80Bennetty Brassard[23] idearonuncriptosistemacuántico
basadoenel principiodeHeisenberg, queprontoseimplementaŕıaexperimentalmente
mandandoconfotonespolarizadosinformacíonsecretaa30cmdedistancia[22]. Este
sistema(conocidocomoprotocoloBB84) usaestadoscuánticosno ortogonalespara
evitar su clonacíon por un posibleescucha;por emplear4 estadosdistintos,sellama
tambíenesquemadecuatro estados. El empleode correlacionescuánticasno locales
con paresde fotonesenredadospor conversíon paraḿetrica a la baja fue propuesto
luego por Ekert[74]; enestesistemaE91seŕıanlasdesigualdadesdeBell [11, 12,13]
lasencargadasdeproteger la seguridad.De ah́ı sucalificativo deesquemaEPR. Aquı́
noslimitaremosa comentarun protocolodedosestadosllamadoB92 (Bennett1992)
y a mencionarbrevementelasrealizacionesexperimentalesdeestasideas.

3.8.3.1 Billetesconseguro cuántico Un billetedebancoapruebadefalsificadores
podŕıa ser un billete con un número,y una pequẽna coleccíon (digamosveinte) de
fotones,aprisionadosindefinidamenteenceldasindividualesdeparedesperfectamente
reflectoras,y conpolarizacionessecretase individualmentealeatorias= , î , ï , ð , que
el bancoemisorguardaŕıaensecretacorrespondenciaconel númerodeidentificacíon.

El bancoportantopodŕıaencualquiermomentocomprobarla legitimidaddelbille-
te,sin estropearlo,puessabŕıa cómocolocarlos polarizadoresparaver la polarizacíon
decadafotón sin destruirla.Cualquierfalsificadorqueintentasecopiarun billete, sin
embargo, desconocedorde enqué direccionessepolarizaronlos fotones,rompeŕıa la
polarizacíon inicial proyect́andolaenalgunadelasdoscorrespondientesal polarizador
queeligieraparamedir[212, 18].

3.8.3.2 QKD: distrib ución cuántica de claves Si bienlo de los billetescuánticos
puedeparecerunafantaśıa,no lo sonlossistemasdedistribucióncuánticadeclavesde
algunodelos tiposexistentes,comolos citadosprotocolosBB84,B92y EPR.Propor-
cionanunaformadecompartirdospersonasclavesabsolutamentesecretas,y por tanto
esel complementoidealal cifradoVernam.

94Nadieacept́o la apuesta.
95Comobien recuerdaPreskill [172], esarriesgadoaventurarnadaen estecampo;hacecincuentaaños

sepronosticabaque“Where a calculatoron theENIAC is equippedwith 18,000vacuumtubesandweighs
30 tons,computersin the future mayhaveonly 1,000tubesandperhapsonly weigh1 1/2 tons” (Popular
Mechanics,Marzo1949),y el futuro hasobrepasadoconcrecesestasexpectativas. Cualquierreloj digital
tieneunapotenciadecálculocomparablea la del histórico ENIAC.

96Sutrabajofuepublicadofinalmenteen1983,trashabersidorechazadopor la revistaala quesesometío
por vezprimera.Unaversíonno publicadadel mismoaparecío en1970.
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Alice y Bob quierenintercambiarinformacíon secreta,sin necesidadde interme-
diarios parallevar cuadernillosde claves de uno al otro, y sin temor a que rompan
sucódigo. Paraello debencompartirunaclave, sólo conocidapor los dos. Proceden
según unprotocolodecomunicaciones,o conjuntodepasosaseguir parao biendetec-
tarcualquierescuchanoautorizada,o encasocontrario,paraestablecerla clavesecreta
quesólo elloscompartiŕanparacifrar y descifrar.

3.8.3.3 ProtocoloB92,o esquemadedosestados Esteprotocolo[17] usasistemas
endosestadosno ortogonales.Constadecuatropasos.

Paso1: Alice y Bobgeneransendassecuenciasaleatoriasdebits0,1. Porejemplo,

Alice 101111100011110101100101001110111001010110...
Bob 000101000111000010110011111010010010100000...

Paso2: Alice preparaestadosdespin 1
2 asociadosacadaunodesusbits,deacuerdo

conestatabla:

0 F� A := � � Ë (spinhaciaarriba)
1 F� D := ����Ë (spinhaciala derecha)

Porejemplo:

Alice 101111100011110101100101001110111001010110...
DADDDDDAAADDDDADADDAADADAADDDADDDAADADADDA...

Paso3: Alicia mandaa Bob cadaestadode spin queha preparadopor un canal
cuántico(canalsininfluenciadelmediosobrelosestadoscuánticos),y Bobmidesobre
ellosya el proyectorPIzquierda, ya PaBajo, según supropiasecuenciadebits:

0 F� PI

1 F� PB

Porejemplo:

Bob 000101000111000010110011111010010010100000...
IIIBIBIIIBBBIIIIBIBBIIBBBBBIBIIBIIBIBIIIII...
NSNSNNNSSNSSNNSNNNNNSNNNNNSNSNNSNSNNNNSNNN...

y se apuntalos resultados(S si el estadode spin “pasala cuestíon”, N si el estado
falla, esdecir, no pasala pregunta). Cuandoel bit deBob esdistintodel deAlice, el
resultadoessiempreN. En los deḿascasos,un 50%esSy el otro50%esN.

Alice 101111100011110101100101001110111001010110...
Bob 000101000111000010110011111010010010100000...

NSNSNNNSSNSSNNSNNNNNSNNNNNSNSNNSNSNNNNSNNN...
-0-1---00-11--0-----0-----1-1--1-0----0---...

Paso4: Bob mandaunacopiapúblicade la secuenciade susresultados(S, N) a
Alice, perono delos proyectoresquehamedido.Cualquierapuedeteneraccesoa esta
secuenciaderesultados.Y tantoAlice comoBob mantienensólo aquellosbits desus
secuenciasparalos queel resultadodeBobhasidoS:

Alice 101111100011110101100101001110111001010110...
Bob 000101000111000010110011111010010010100000...

-S-S---SS-SS--S-----S-----S-S--S-S----S---...
-0-1---00-11--0-----0-----1-1--1-0----0---...
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Luego la clave destiladaes

0100110011100
�e�D�

Estosbits mantenidosconstituyenla clave binaria a compartirparacifrar (Alice) y
descifrar(Bob) comotablilla deun solouso.En media,la longituddeestaclave esla
cuartapartedecadasecuenciainicial.

3.8.3.3.1 Efectosdeuna escucha ¿Qúe ocurresi hayunaescuchano autoriza-
daporpartedeEve?SupongamosqueEveconocelostiposdepreparacionesy medidas
queAlice y Bob vana hacer, perono sussecuenciasaleatoriasiniciales.Supongamos
asimismoqueEve puedeentraren el canalcuántico,y medir y/o modificar los esta-
dosquequierade los quepor allı́ pasan.Del canalpúblico admitiremosquepuede
escuchar, perono interferir (de lo contrario,podŕıamosecharmanode un protocolo
deautentificacíon quepermitieraa Alice saberquenadiehacambiadola clave quele
mandaBob, por ejemploutilizandoun trozoremanentede clave secretano empleada
conanterioridad).

En primer lugar, no cabepensaren “pinchar”; si Eve pudieraclonarestados,le
bastaŕıa conhacersecopiasdelo quepasapor el canalcuántico,sin alterarel original,
paraconocerlos estadospreparadospor Alice y deah́ı, trasescucharel envı́o final de
Bob, reconstruirla clave secreta.Perola unitariedadde la mećanicacuánticaproh́ıbe
la clonacíon deestadosno ortogonalescomolos usadospor Alice.

El ańalisis completode los efectosde la escuchaeslargo y complejo. En el caso
elementaldequeEve seapocosofisticaday selimite a interceptarcadaestado,actuar
sobreél paraintentarextraerinformacíon del mismo,y luego enviar otro ensu lugar,
la escuchasemanifiestaen la variacíon queproduceen el ritmo de generacíon de la
clave, enel ritmo deerroresenunaporcíon de los S, y en la proporcíon de0 vs. 1 en
unaporcíondelasS.

Supongamos,por ejemplo,queEve decidemedir PA en cadauno de los estados
que“escucha”deAlice, enviandoa Bob el estadoresultante.Todoslos estadosA de
Alice pasaŕan comoA, perotambíen lo haŕan un 50% delos D deAlice (mientrasel
otro 50% pasaŕan comoB). Luego Eve sólo escapazde identificarcon total certeza
aquellosestadosdeAlice quepasanla medidadeEve comoB (y por tantosonestados
D deAlice), esdecir, el 25%detodoslos estadosdeAlice. Peroestoa costadedãnar
el materialclavedeAlice y Bob: porejemplo,Bob hallaŕaunadescompensación entre
S y N; mientrasen ausenciade escuchala proporcíon S:N = 1:3, con la escuchaque
hemossupuestopor partedeEve la proporcíonpasaa serS:N = 3:5.

En la práctica,tantola fuenteemisoracomoel equiporeceptory el canaldetrans-
misión presentanruido, lo quenecesariamenteestropeael perfectoencajede las se-
cuenciasdebits destiladaspor Alice y Bob,aunquenohayaningunaEve fisgoneando.
Espreciso,pues,convivir conel error, siemprequeestesemantengaen unoslı́mites
tolerables.En estascircunstanciasEve intentaŕaactuarcondiscrecíon procurandoque
los efectosdesuescuchano disparenla alarma.

Los protocolosBB84, B92 y EPRsonsegurosbajo ataqueselementales,qubit a
qubit, de Eve. Perolos criptoanalistascomo Eve suelenser bastantemás finos en
su perversidadque lo queel simpleańalisis anteriorpodŕıa sugerir. Conscientesde
las sutilezascuánticas,no seconformancon pincharel canalcuánticoqubit a qubit,
de forma incoherente;sabenqueel ataquecoherentea ristrasde qubits, con sondas
analizadastrasel intercambiopúblico de informacíon entreAlice y Bob, puedeserle
muchomásprovechoso.Demostrarla seguridadde un protocolobajo cualquiertipo
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de ataqueimaginablepor partede la maĺevola y brillante Eve no esempresabalad́ı,
ni mancade inteŕes,sobretodo si setieneen cuentaqueotrosprotocolosamparados
en la fı́sicacuánticay tenidospor incondicionalmenteseguroshancáıdo por tierra,
comopor ejemploel protocolocuánticodel compromisoa un bit: Alice envı́a algo
a Bob con su firme compromisode haberelegido un bit b queBob desconocepor
completo,peroqueluego Alice puedemostrarlecuandoél lo reclame. El recursoa
estadosenredadosEPRhaceposiblequecualquiermiembrodelaparejaseadeshonesto
(queunatramposaAlice cambieal final sucompromisosin queBob seentere,o que
un truhánBob obtengaalgunainformacíon sobreb sin tenerquepreguntarlea Alice)
[150, 151, 46].

Sedisponedeunademostracíon dela seguridadincondicionaldela QKD a través
de canalesruidososy hastacualquierdistancia,medianteun protocolobasadoen la
comparticíon y purificacíon de paresEPR,y en la hipótesisde quelas partes(Alice
y Bob) disponende computadorescuánticostolerantesa faltas [143]. Asimismo,se
afirmala seguridadincondicionaldelprotocoloBB84 [152].

3.8.3.4 Realizacíon prácticade QKD El protocoloBB84sehaimplementadopor
vezprimeraenel IBM T.J.WatsonResearchCenter(1989-1992)confotonespolariza-
dosguiadosporun tuboconairede32 cm[45, 22].

En1995serealiźo experimentalmenteel protocoloB92,tambíenconfotonespola-
rizados,transmitidosestaveza lo largo deunafibra ópticade23 km uniendobajolas
aguasdel lagoLemán lasciudadesdeGinebray Nyon[157, 158].

El usodeestadosdepolarizacíondefotonesparalargasdistanciastieneuninconve-
niente,y essupérdidaenla transmisíon por la fibradebidoa quela birrefringenciaen
laspartesno rectasdela fibra transformalos estadosdepolarizacíon lineal enestados
depolarizacíon eĺıptica,y adeḿasproducedispersíon demodosdepolarizacíon orto-
gonales.De ah́ı el inteŕesen otrosmodosdecodificarlos estados,comopor ejemplo
mediantefasesen lugardepolarizaciones.Un grupode la British Telecomen UK lo
haconseguido(1994)confibra ópticaa lo largo de30 km, usandointerferometŕıacon
fotonesde fasedeterminada[148]. No haydificultadesmayoresen llegarhastaunos
50 km. En 1999un grupodeLos Álamoshallegadopor esteprocedimientoa 48 km
[109, 108, 110]. Poresopuedeserusadoparaconectarconseguridaddiversasagencias
delGobiernoenWashington.Cubrirdistanciassuperioresa100km requeriŕael usode
repetidoressegurosenlos quesepuedagenerarmaterialclave parala retransmisíon.

De nuevo con el protocoloB92, se ha conseguido en 1998 transmitir cuántica-
menteclave secreta,a un ritmo de 5 kHz y a lo largo de 0.5 km en aire a plenaluz
del dı́a, mediantefotonespolarizados[108, 111]. En un futuro inmediatopuedeser
utilizado esteprocedimientoparagenerarclaves secretascompartidastierra-sat́elite
quepermitanproteger la confidencialidaddelastransmisiones.

Finalmente,a finalesde1999sehalogradodistribuir clave a lo largo de1 km me-
dianteun esquemavariantedel EPRy BB84, con paresde fotonesenredados,a un
ritmo de 0.4-0.8kHz y error en los bits de un 3%. La famosaVenus“Von Willen-
dorf”,97, debidamentedigitalizada,sirvió demensaje[112].

3.9 “Qomputaci ón”

Desdeel modestoPC hastael más potentesuperordenador, todos los ordenadores
actualesse basanen los principios de la máquinade Turing, ideadapor esteinglés

97Estatuaprehist́orica(24-22ka a.C.)halladaenWillendorf (Austria)en1908.
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en 1935. Perodesdehaceunospocosaños se cuestionala unicidaddel modelo,y
sehanpropuestonuevos conceptoscomputacionalesquevan másallá de la tesisde
Church-Turing según la cual todo lo “naturalmente”computablepuedehacersecon
unamáquinadeTuringy unprogramaadecuado.En último término,la fı́sicaesla que
determinaqué escomputabley quéno lo es.ComodiceDeutsch:Computersare phy-
sicalobjects,andcomputationsare physicalprocesses.Whatcomputerscanor cannot
computeis determinedby thelawsof physicsalone,andnotby pure mathematics.

Recordemosla tesisoriginal deChurch-Turing (C-T): La clasedefuncionescom-
putablesmediantealgunamáquinadeTuring, y la clasedefuncionescalculablesme-
diantealgúnalgoritmo,coinciden.98 Mientrasquela primeraclaseest́a perfectamente
definida,la segundaquedaun tantoborrosa,comolo esla definicíon intuitiva dealgo-
ritmo o procedimiento:i/ conjuntofinito deinstruccionesprecisaso inambiguas,ii/ su
ejecucíon procededeformaquea cadainstruccíon sigueotrabiendeterminada,y iii/
sellegasiemprea unainstruccíonfinal trasla realizacíon deun númerofinito deellas.

No se conoceexcepcíon algunaa estatesisde Church-Turing, pero tampocose
tratadeun teorema.El futuro podŕıarevelarprocesosfı́sicosquecalculenalgoquelas
máquinasdeTuringno puedanhacer.

La exclusíondelasmáquinasdeTuringcuánticasnoafectaala tesisC-T, puestodo
lo queéstascalculanestambíencalculablecon los ordenadoresclásicos(aunquecon
menoreficienciaendeterminadoscasos).

Cuandoimportanlos recursos,y el costepolinómicoesla sẽnal de eficiencia,se
refuerzala tesisC-T a lo quese llama la tesisfuerte de Church-Turing: Cualquier
modelodecomputacíon essimulableenunaMTP demodoeficiente. El algoritmode
Shorarroja,sin embargo, intensassombrassobreestatesisfuerte.

Finalmente,Deutschmodificó en1985la tesisdeC-T, elevándolaaprincipiofı́sico
[64]: Everyfinitelyrealizablephysicalsystemcanbeperfectlysimulatedbya universal
modelcomputingmachineoperating by finitemeans.

3.9.1 Complejidad de los problemas

Sabemosquehay tres tipos de problemas:fáciles,durose incomputables.De todos
hemosvisto ejemplos. Surge la cuestíon de si puedenexistir ordenadoresque“cal-
culenlo incalculable”.Y comola respuestaresideen la fı́sica,la cuestíon equivalea
preguntarsesi existenprocesosfı́sicosno computables.De seraśı, bastaŕıa montarun
ordenador“sobrela chepa”detal procesoparatenerun computadorcapazdecalcular
algoincalculable.

De poco nos sirve sabersi un problemaes solublesi el hallar su solucíon exi-
ge eonesde tiempoo memoriasdel tamãno de la Tierra. Estoes lo queocurrecon
los problemasduroso intratables.La simulacíon de sistemascuánticosen ordenado-
resclásicosesuno de ellos: el espaciode los estadostieneunadimensíon quecrece
exponencialmentecon el tamãno del sistemaa simular. Manin [146, 147], Benioff
[14], y Feynman[79], se percataronde queesasimulacíon en ordenadoresclásicos
o máquinasde Turing eraun problemade complejidadexponencial.99 Feynmansu-
po ver que estadificultad pod́ıa ponerseal servicio del cálculo: un ordenadorque

98Every function which would naturally be regardedas computablecan be computedby the universal
Turing machine. (Turing).

99Manin cita estepárrafode Poplavskii (1975): Thequantum-mechanical computationof onemolecule
of methanerequires1042 grid points. Assumingthat at eachpoint wehaveto performonly 10 elementary
operations,and that the computationis performedat the extremelylow temperature T , 3 2 103 3 K, we
wouldstill haveto useall theenergyproducedon Earth during thelast century.
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trabajecomoun sistemacuánticopodŕa sercapazde realizarcálculosmás comple-
jos que los ordenadoresclásicos. Las basesteóricasde los qomputadoresse deben
a Deutsch[64]. Constande registroscuánticos(coleccionesde qubitscoherentes),y
puertaslógicascuánticas(operacionesunitariassobrelos estadosdelos registros),con
unaredcuánticadeconexionesquepermitentomarlassalidasdeunaspuertasy llevar-
lascomoentradaaotras,y al final unoo variosprocesosdemedicíonsobrelosestados
delos registros.El “paralelismomasivo” hayqueentenderlobien. La formadeactuar
unafunción f : ] n

2 � ] m
2 en los ordenadorescuánticosesaśı: sele asociaunapuer-

ta lógicaU f : � xË Î � yË F�ñ� xË Î � y Ã f
�
x�>ËY� enparticularU f : � xË Î � 0Ë F�ò� xË Î � f � x�@Ë �

Obśervesepor tantoquedel resultadono se deducentodosy cadauno de los f
�
x� .

Est́antodosah́ı, perosuperpuestosconenredo.Unamedidabit abit delprimerregistro
proporcionaŕa un valor dex y dejaŕa el segundoregistroen el estadocorrespondiente
a f
�
x� . Peroesun tipo de informacíon la queda queno seencuentracon ordenado-

resclásicos:esunainformacíon global,repartidaentretodoslos sumandosdel estado
enredado,y querequiereun tratamientoespecialparaserextráıda,unamedidano dia-
gonalen la basecomputacional� xË�� yË . Lo veremosluego al presentarlos algoritmos
cuánticosmásconocidos.

No sesabeaún qué tipo generalde problemaspuedenresolversemejor con los
cuánticosqueconlos clásicos.Seconocencasosparticulares,comoel dela factoriza-
ción,o el cálculodelogaritmosdiscretos.Seŕıaun granest́ımuloprobarquehayalgún
problemaNPC solubleentiempopolinómicoconun ordenadorcuántico.Muchosdu-
dandequela eficaciadela computacíon cuánticallegueatanto.

3.9.2 L ı́mite cuántico a la miniaturizaci ón

Según la ley emṕıricadeGordonMoore(cofundadordeIntel), querecogela evolución
de los computadoresen los últimos 30 años, cada18 mesesseduplica la velocidad
de cálculo de los ordenadoresy se reducea la mitad el tamãno de los dispositivos
lógicosconquelos computadoresalmacenany procesaninformacíon(o si seprefiere,
el númerodetransistoresenunchipclásicosemultiplicapor2 cada18meses,mientras
queel númerodeátomosparaalmacenarunbit sereduceala mitad).A estepaso,el fin
dela miniaturizacíonest́a muy próximo;parael año 2017esosdispositivoslógicosal-
canzaŕan,según la mencionadaley, tamãno atómicoo molecular, y sucomportamiento
ostensiblementecuánticoseŕa inevitable.100 Seestimaqueenun par dedécadas,por
allá al 2020,los ordenadoresoperaŕana unos40 GHz, tendŕanunamemoriaRAM de
160Gb,y un consumocomoel actual(unos40 W) [213, 214].

Estabarrerafı́sicaa la evolución de los computadoresclásicossetornaen virtud
insospechadagraciasa las caracteŕısticascuánticas.En primer lugar, los bits o siste-
maslógicosdedosestados(condensadoresclásicos)danpasoa los qubitso sistemas
cuánticosbidimensionales,dondeapartede los estados0 (fundamental)y 1 (excita-
do) poseenotrosestadosintermedios,queni son0 ni 1, sinoambosa la vez,flotando
en unanieblaindefinidaentreestosdosvalores. Estopermitequelos computadores
cuánticosseanmuchomáseficientesenprincipioquelos clásicos.

100La tecnoloǵıaactualpermiteconstruirdetallesenlos microchipsinferioresa 0.25µm. Los PentiumIII
tienenreglasdedisẽno de0.18µm, y seest́andesarrollandola tecnoloǵıade las0.13µm paralos Pentium
IV.) Conun ordendemagnitudmáspequẽno,el efectotúnelpodŕahacerquelos electronessaltendeunos
hilosaotros(verS.Benjaminy A. Ekert,enhttp://www.qubit.org/intros/nano/nano.html).Estopuedeocurrir
ya enel 2012(Nature,supplement,Dec1999).
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3.9.3 Ventajasde los ordenadorescuánticos

Aunquelos dispositivossemiconductoresde los ordenadoresclásicosdebensuspro-
piedadesa la fı́sicacuántica,estossonclásicosenel sentidodequela informacíonque
procesanseregistraensistemasmacrosćopicosde2 niveles.La diferenciaentrecom-
putadoresclásicosy cuánticosestribaencómoseregistray semanipulala informacíon,
ensi la baselógicaesla lógicadeBooleo la lógicacuántica.

El paralelismomasivo enlos computadorescuánticospermiteenprincipio unapo-
tenciadecálculoquesobrepasaconcreceslasposibilidadesclásicas.Con300qubits
la dimensíondelespaciodeestadoses2300 � 2 * 1090, y portantoel númerodeopera-
cionesenparalelorealizadassuperaal númerodeátomosdelUniversovisible. Conun
centenardequbitsun ordenadorcuánticoidealpodŕıayacompetirfavorablementecon
los mayoresordenadoreshoyexistentes;y unosmilesdequbitsbastaŕıanparasimular
conprecisíon suficientela cromodińamicay gravitación cuánticas[140].

Los ordenadorescuánticos,teóricamente,factorizana másvelocidad,buscanen
basesdedatosconmayorrapidez,y simulandemodomáseficientequelosordenadores
clásicosa lossistemascuánticos.

3.9.4 Inf ortunios de los ordenadorescuánticos

El problemade la descoherenciaesmuy serio. Si T esel tiempode relajacíon de 1
qubit (desexcitacíon), y t el tiempodeoperacíon deunapuertalógica,R � T + t (figu-
ra de mérito) debesergrandeparaqueel computadorfuncione: ha de seral menos
del ordendel (númerode qubits)* (númerode actuacionesde puertas).Parafactori-
zar un númerode 4 bits haŕıan falta unas20,000operacionesde puertassobreunos
20 qubits;aśı queR debeŕıa superar400,000,cifra muy optimistaparalos modernos
sistemaśopticos.Y no digamosparaun númerode400bits: R escalaal menoscomo
el (tamãno)3, y tendŕıa queserR del ordende 4 * 1011, impensablepor el momento,
puescon t del ordende 10� 4 s (comoen la trampade ionesdel NIST101), el tiempo
de relajacíon debeŕıa superarel año [102]. Podŕıa pensarse,paralos computadores
basadosentrampasde iones,enaumentarla intensidadde los pulsosláserinductores
de las transiciones,con el fin de disminuir t ; peroestoconlleva unadisminucíon de
T, por la posibilidaddeprovocartransicionesno deseadasal estadoexcitadoquepor
cáıdaespont́aneaarruinaŕıanla coherenciadelqubit. Deno remediarseel problemade
la descoherencia,másallá de la factorizacíon deun númerodeunospocosbits no se
podŕa llegar.

Peroaunquenuncaselograrafabricarcomputadorescuánticoscomplejos,suestu-
dio y simulacíon con unoscuantosbits proporcionaŕa sin dudaunavisión y entendi-
mientomásprofundodela teoŕıamásantiintuitiva jamásdescubiertapor el hombre.

3.9.4.1 ¿Esel cerebro un qomputador? Algunosautores,entrelosquedestacael
mateḿatico y relativista RogerPenrose,seempẽnanen sostenerqueel cerebrofun-
cionacomoun ordenadorcuántico.Porejemplo,Penrosesitúaen los microtúbulosla
accíon cuánticay la consciencia.Sin embargo, los investigadoresconvencionalesen
procesoscognoscitivosquetrabajansobremodelosderedesneuronalespuedenseguir
tranquilosconsusinvestigacionessobrebasesclásicas.Sedemuestraquelos tiempos
decoherenciadelasneuronas(10� 20 s)y delos microtúbulos(10� 13 s)sonmásde10
órdenesdemagnitudmenoresquelos tiemposdinámicosde los procesoscognosciti-
vos(10� 2-100 s). Tambíenel disparodelasneuronasesclásico(tiemposdel ordende

101NationalInstituteof StandardsandTechnology.
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10� 4-10� 3 s), aśı comoel de lasexcitacionesdepolarizacíon enmicrotúbulos(10� 7-
10� 6 s). Luego no parecerazonableesperarcoherencia,esdecir, un comportamiento
cuánticoenel cerebro[202].

3.9.5 Ordenadorescuánticosen miniatura

El procesadodeinformacíon cuánticasevienehaciendoa nivel elementaldesdehace
mediosiglo; por ejemplo,unatransicíonestimuladaentre2 nivelesesun casodeope-
racíon NOT, y unatransicíon forzadaenunsistemade4 nivelessimulala puertaXOR
o CNOT.

En 1995Ciracy Zoller [56] propusieronun métodoelegantee ingeniosopararea-
lizar un computadorcuánticocon unoscuantosqubits(de 10 a 40): ionesmuy frı́os
(temperaturasinferioresal mK) con un parde estadosrelevantesy de largavida (por
ejemploestadoshiperfinoscon vidasde millaresde años),atrapadosy dispuestosen
lı́neaen unatrampade Paul conalto vaćıo (10� 8 Pa), y un lásercon variossubhaces
obtenidosmediantedivisoresy moduladoresaćustico-́opticos(dossubhacesincidentes
sobrecadaión) con los quepuedensimularsecualesquierapuertasmonarias.Parala
puertasbinariasserecurrea la interaccíon culombianaentrelos iones,queprovocalos
modosde vibracíon traslacionalesde la ristra iónicaen el potencialde la trampatan
prontocomounodeellossemueve,por ejemplobajola accíon deun hazláser.

Desgraciadamente,no pareceviableestatécnicaparair másallá deunasdecenas
de iones,por lo quesuaplicacíon a la factorizacíon no podŕa competircon la eficacia
delos ordenadoresclásicos.102

Hayotraspropuestasalternativas,comola basadaenresonanciamagńeticanuclear
(RMN), en la quelos qubitssonestadosde spin de núcleosen moléculas,manipula-
dosmediantecamposmagńeticososcilantes.En estemétodosemanejandel ordende
O
�
1020 � spines,y semidenpolarizacionesmediasdel l ı́quidoquelosalberga.Conesta

técnicaRMN en lı́quidossehansimuladopuertasbinariasy ternarias,sehanimple-
mentadola transformacíon de Fourier cuánticay la teleportacíon, y sehanrealizado
experimentosen que intervienenhasta7 qubits. Perono parecefactible ir con ella
muchomásalláde10 qubits[88].

Finalmente,hay un proyectointeresante,debidoa Kane,paraconstruirun orde-
nadorcuánticocontecnoloǵıa convencionalde estadosólido [119, 120, 88]. De mo-
mento,no hahabidoimplementacíon experimentalalgunadeestetipo deqomputador
basadoenel silicio.

3.9.6 Algunosalgoritmos cuánticos

Un algoritmo cuántico es un procesofı́sico que realizaalgunatareacomputacional
apoýandoseen un sistemacuántico. Usaqubitsen lugar de bits, y puertasunitarias
en lugardepuertasclásicasbooleanas.La evolución cuánticaesintrı́nsecamentemás
compleja(en el sentidode la teoŕıa de la complejidadcomputacional)que la evolu-
ción clásica. Mientrascualquierestadode los 2N de un conjuntode N bits queda
especificadopor N bits,el estadodeN qubitsrequiereespecificarlos 2N númerosque
representanlasamplitudesde la superposicíon. Poresoun sistemacuánticotieneuna
capacidadexponencialmentemayorqueunoclásicoparaalmacenarinformacíon. Pero

102Seestima(J. Preskill,conferenciatituladaQuantumInformationandQuantumComputation, 18 mayo
de1996,enhttp://www.theory.caltech.edu/people/preskill/index.html) queparafactorizarunnúmeroden ,
130d́ıgitoshaŕıa falta unatrampacon2160iones,y habŕıaqueaplicara esteregistrounos30 2 109 pulsos
láser. El númerodeionescrecelinealmenteconn, y el númerodepulsoslo hacecomon3.
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estainformacíon est́a escondida,y sólo esextráıble unapartemuypequẽnadeella. El
restoesinaccesible.A pesardeello, la pocaquesepuedeextraeresenocasionesde
unacalidadexcepcional,puessuobtencíonclásicarequeriŕıaunesfuerzoexponencial-
mentemayor. Precisamentelos algoritmoscuánticosbuscanrevelar esainformacíon
difuminadapor el todo.

La MQ hacetambíenqueel procesadodela informacíonseaexponencialmentemás
efectivaquela clásica.Porejemplo,la accíon deunapuertamonariaU sobreunestado
enredadodeN qubitsrequeriŕıaclásicamenteel cálculode2N � 1 matricesunitarias,una
paracadaestadobasecomputacionaldelos N � 1 qubitsrestantes.Cuánticamente,sin
embargo, la puertaU suponeunasolaactuacíon.

Paraexplotar laspotencialidadesdelos ordenadorescuánticossehanideadoalgo-
ritmosespećıficos,entrelosquedestacanlos siguientes:� Algoritmo XOR deDeutsch[64], o “cómomatardospájarosdeun tiro”.103� Algoritmo deGrover [99, 100],o “cómohallarunaagujaenunpajar”.� Algoritmo deSimon[195], o “cómoaveriguar, entiempopolinómico,el peŕıodo

deunaciertafunción”.� Algoritmo deShor[191], o “cómofactorizarentiempopolinómico”.

El algoritmode Grover suponeunamejoracuadŕaticasobreel métodoclásicode
búsqueda,y los otrostresmejoranexponencialmentelos algoritmosclásicosconoci-
dos.Todasestasmejorassonesencialmentedebidasal enredo.104

Sonescasoslos algoritmoscuánticosconocidos.¿Faltade imaginacíon? ¿Ofalta
deproblemascuyasolucíonpuedaacelerardeformaesencialla computacíoncuántica?
Shordejaenel airela respuesta[194].

3.9.6.1 Algoritmo deGrover LosalgoritmosdeGrovery deShor(estelo veremos
luego) son las joyasde los algoritmoscuánticosconocidos. A pesarde su limitado
poderdeaceleracíon, el algoritmodeGrover essumamenteimportante.El problemaa
resolvereseldeencontrarel elemento(queporsencillezsuponemośunico)deunalista
quecumpleunaciertacondicíon.Ejemplo:nosdanunagúıadeteléfonosy unnúmero,
y nospidenbuscaraquiéncorresponde.Si la lista tieneN entradas,necesitaremosuna
mediade 1

2N búsquedashastadarconel titular deesenúmerotelefónico.El algoritmo
deGrover rebajael númerodeconsultasa O

� ¹ N � , comovamosa ver. Sedemuestra
queesteresultadodel algoritmodeGrover esóptimoparalistasgeńericas,totalmente
desestructuradas[21, 220].

Puedeformularseel problemaquenosconcierneaśı: Nosdanun oráculoquecal-
cula unafunción f

�
x�Y� x � 1 � �D�D� � N, de la quesabemosqueesun predicado,esdecir,

susrespuestassonsiempre0 o 1, y quesólo tomael valor 1 paraun único valor x0

delargumento.Setratadeconocerx0. Sólo puedemejorarsela aceleracíon cuadŕatica
del algoritmode Grover dandomásinformacíon sobreel colectivo en el quehayque
buscar, y utilizándolainteligentemente,comoen el casode funcionesperíodicascon

103Estealgoritmo se conocetambíen como algoritmo de Deutsch-Jozsa[66]. Su presentacíon ha sido
mejoradaen[58].

104Lloyd [141] hademostradoqueel algoritmodebúsquedano requiereel enredo,y puederealizarsecon
igual eficienciaO P á N Q que el de Grovertanto con ondasclásicascomo cuánticas,graciastan sólo a la
interferencia.Lo únicoesquesuimplementacíontieneuncosteexponencialmentemayorenrecursosqueel
deGrover, asaber, O P N Q versusO P log2 N Q .

AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

“Qomputaci ón” 67

el algoritmode Shor. Sugierenestosresultadosque la computacíon cuánticapuede
encontrarseconun gradodedificultadcomparableconel dela computacíonclásicaen
lo queserefiereal problemacentraldever si lasclasesP y NP soniguales.

Formemosun registro de n �ç} log2N ~WX 1 qubits. Seanlos operadoresunitarios
de Grover Ux0 : � 1 � 2 � x0 Ë�Ï x0 �e� Uk0 : � 1 � 2 � k0 Ë�Ï k0 �e� donde � x0 Ë esel elementode
la basecomputacionalasociadoal númeroen binario que representaal enterox0, y� k0 Ë : �'� k � 0Ë esel elemento2n� 2 ∑2n � 1

0 � i Ë dela basedualFourier.
Formemosel núcleodeGrover G : � � Uk0Ux0

�
Entonces[87, 88]:

�xÏ x0 �Gm � k0 Ë�� 2 9 1 � O
�
2� n ��� si m Þ � π + 4� 2n� 1 �

La iteracíon del núcleode Grover sobreel estadode poblacíon uniforme � k0 Ë va
amplificandola presenciadel estadobuscado � x0 Ë , de modo que la probabilidadde
encontrar� x0 Ë crecehastaaproximarsea 1, paraluego apartarsevariandosinusoidal-
mente.Luego la iteracíon deG sobre � k0 Ë un númeroconvenientedevecesnosllevaa
unestadosobreel quela lecturaenla basecomputacional(medidadetodoslosqubits)
conducecasiconseguridadal estadobuscado� x0 Ë .

Puededar la impresíon dequeel algoritmodeGrover presuponeconocerla solu-
ción x0 buscada,ya queusael operadorUx0. No esaśı, puesla accíon deesteoperador
seimplementamedianteun circuito (la puertaquecalculael predicado)quecomprue-
ba,paracadaenterok, si coincideo no con x0, esdecir, si f

�
k�H� 1 o 0, y en conso-

nanciadejainvariante � kË o lo multiplica por -1, según el caso. Una cosaesconocer
la solucíon, y otra,muy distinta,reconocerla. El oráculodel algoritmode Grover se
limita a reconocerlacuandosela encuentra.

Estealgoritmotieneextensíonelementalal casoenque � f � 1 � 1�	� esunenterok 6 1
conocido[43]. Tambíensepuedegeneralizaral cálculodela mediay la medianadeun
conjuntodenúmeros,y desumáximoy mı́nimo [71]. Y combinadoconel algoritmo
deShorparahallarpeŕıodospermitecalcularel númerok desolucionesa la búsqueda
enlugardesuslugaresconcretos[48].

3.9.6.2 Algoritmo de Shor Escrib́ıael genialGauss(art. 329deDISQUISITIONES

ARITMETICÆ, 1801): El problemadedistinguir entre los númerosprimosy los com-
puestos,y de descomponerestosúltimosen susfactores primos, es uno de los más
importantesy útiles de toda la aritmética ... La dignidadde la cienciamismaexige
queseexploren todaslas v́ıas para encontrar solucíon a problematan distinguidoy
celebrado.

Yavimosquelacuestíondelaprimalidadest́aenZPP, por lo queaefectosprácticos
esun problematratable. No ocurrelo mismocon el problemade la factorizacíon, a
pesardequelosúltimostreintaañoshansidotestigosdeunprogresomuyconsiderable
enestacuestíon.

Todosconocemosalgoritmoselementales(dividir sucesivamentepor los enteros
2 � �<�;� ��} ¹ N ~ ) que permitendilucidar si un enteroN es primo o compuesto,y en el
último supuesto,hallar susfactoresprimos. Perola eficienciade esosalgoritmoses
muy pobre(requiereun tiempoexponencialen la longitud de N), de modoquecon
ellos,cuandoel enterotieneunasdecenasdedı́gitosenbase10, inclusoun ordenador
actualpodŕıatardareonesenllegara unarespuesta.

Ya citamosanteriormentelos mejoresalgoritmosconocidos;son todossubexpo-
nenciales,perosuperpolińomicos.

A principiosdelos 70 el l ı́mite prácticoestabaennúmerosa factorizardeunos20
dı́gitos decimales.El métodode Fermat-Kraitchik(fraccionescontinuas)esde com-
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plejidadT 0 O
�
exp � c � logN loglogN � 1� 2 ��� , con c � ¹ 2 � 1

�
414
�D�D�

. Su primer éxito
(1975)fue la factorizacíondelnúmerodeFermatF7:105

F7 : � 227 X 1 � 59649589127497217 * 5704689200685129054721

Estealgoritmodefactorizacíon basadoenfraccionescontinuaselevó en1980el l ı́mite
a unos50dı́gitos.

Estalongitud pasaŕıa a unos120 dı́gitos con el algoritmode la criba cuadŕatica
[170, 96, 171] en 1990. La complejidadde estenuevo algoritmo es tambíen T 0
O
�
exp � c � logN loglogN � 1� 2��� , peroconc � 3+ 2¹ 2 � 1

�
06066

�D�D�
. Entresuséxitosfi-

gurala ya citadafactorizacíon,en1994,delnúmeroRSA-129de426bits.
En la actualidadel mejoralgoritmodisponibleesel GNFSo cribageneraldecuer-

posdenúmeros[135, 171]; comodije anteriormente,conestepotentemétodosecon-
siguío factorizaren1999,tras8000MIPS-ãnos,el númeroRSA-155(512bits).

SabemosquesucomplejidadesO
�
exp
�
c
�
logN � 1� 3 � loglogN � 2 � 3 � , conc � � 64+ 9� 1 � 3 X

o
�
1��� 1

�
922999

�D�A� X o
�
1� . Tomandocomoreferenciael tiempode 8000MIPS-ãnos

empleadoenfactorizarel númeroRSA-155,y suponiendoaplicablela ley emṕırica de
Moore106 (duplicacíon dela potenciadecálculocada18 meses)duranteunaveintena
deañosmás,puedeobtenersela Tabla2 paralos tiemposdefactorizacíoncon1000es-
tacionesdetrabajocrecientesenpotenciasegún la ley deMoore(apartir de800MIPS
enel 2000).

l
�
N � 512 1024 2048 4096

tfact(2000)/ãno 0.01 105 1014 1026

tfact(2010)/ãno 10� 4 103 1012 1024

tfact(2020)/ãno 10� 6 10 1010 1022

Tabla2: Tiemposdefactorizacíon(enaños)conel algoritmoGNFS,deenterosN del P N Q bits,conpotencias
decálculodel año2000y lasprevisiblesparael 2010y 2020.

Es fácil ver que con el algoritmo GNFS la factorizacíon de un enterode 2000
dı́gitos decimalescon un ordenadordel tamãno del SistemaSolar llevaŕıa más del
tiempode vida del Sol en la secuenciaprincipal. A la vista de estascifras, esclaro
quelos criptógrafoscuyaseguridaddescansaen la dificultad de factorizarenterosde
unoscentenaresdedı́gitos puedendormir tranquilosunoscuantosaños,hastaqueen
algúnmomentosurjaalguienqueinventeunalgoritmomuchomáseficazqueel GNFS.
EsealguiensellamaPeterShor,107 y el momentohistórico fue1994.

En1994Shorintent́o hallaralgúnproblemaquenofueraacad́emicoy a cuyasolu-
ción el formalismocuánticoproporcionaseunaventajaesencial.Sedio cuentadeque
la factorizacíon(tanimportanteencriptograf́ıa)erareductiblea un problemadehallar
unpeŕıodo,y seinspiró enlosresultadosdeSimonqueanteshemosmencionadoy que

105SesabequeF0 × 1 × 2 × 3 × 4 sonprimos. Euler factoriźo F5: F5 , 641 2 6700417. Seconjeturaquetodoslos
Fn � n À 5, soncompuestos.ParaF5 3 11 seconocesufactorizacíon completa,e incompletaparaF123 32 (con
excepcíonde los casosn , 14� 20� 22� 24, paralos quesólo sesabequeFn escompuesto).Sedesconocesi
F333 35 sono no primos.Hastael momentosesabede190númerosdeFermatquesoncompuestos,siendo
F382447el mayordeellos(esdivisible por el primo3 2 2382449̄ 1).

106Dentrode un par de décadassealcanzaŕa el lı́mite atómico/molecularen el procesode miniaturiza-
ción de los componenteselectŕonicos,por lo quesupondremosqueesaley es válida sólo hastael 2020,
aproximadamente.

107PremioNevalinnaenel CongresoInternacionaldeMateḿaticas,Berlin 1998.
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mostrabancómo la computacíon cuánticaayudabaal cálculoeficientedel peŕıodode
unafunciónperíodica.108

SeaN 6 3 el enteroimpar a factorizar. Seaa un enteroarbitrarioen
�
1 � N � . Lo

podemossuponercoprimocon N (de lo contrarioel mcd
�
N � a� seŕıa un divisor f no

trivial deN, y reanudaŕıamosla discusíonpartiendodeN + f ). Sear : � ordNa el orden
deamodN, estoes,el menorenterotal quear � 1 modN. Puedenocurrirtrescasos:1/
r esimpar;2/ r espary ar � 2 � � 1 modN; y 3/ r espary ar � 2 �� � 1 modN. Esteúltimo
casoesel queinteresa,pues,de darse,mcd

�
N � ar � 2 ! 1� proporcionanevidentemente

factoresno trivialesdeN: enefecto,ar � 2 � 1 no esmúltiplo deN por serr el ordende
a modN, y ar � 2 X 1 tampocolo espor hipótesis.Comosuproductośı esmúltiplo de
N, forzosamentecadaunodeellosdebecompartirconN algún factorprimo.

Sedemuestraque,fijadoN 6 3 enteroimpararbitrario,la probabilidaddeque,es-
cogidoa al azarentrelos enterosen

�
1 � N � coprimoscon N, cumplael supuesto3/,

esdecir, seade ordenr modN par y ar � 2 �� � 1 modN, es 6 1 � 2� k Æ 1, dondek es
el númerodeprimosdistintosenla factorizacíon deN. Porotro lado, la probabilidad
de quea # � 1 � N � seacoprimocon N es p

�
N ��6 e� γ + loglogN paraN / 1, siendo

γ � 0
�
5772156649

�>�@�
la constantedeEuler [75]. Luego, salvo si N espotenciadeun

soloprimo (casoqueno consideraremos,por serdefactorizacíon trivial [60]), la pro-
babilidadde queun a aleatorioen

�
1 � N � cumplamcd

�
a � N � 9 1 o bien seacoprimo

conN y conduzcaal caso3/ es 6 1 � p
�
N ��X 1

2 p
�
N �W� 1 � 1

2 p
�
N � . Eligiendoaleato-

riamentealgunosvaloresparaa # � 1 � N � podremosconseguir aśı conaltaprobabilidad
un divisor no trivial deN, a travésdel mcd

�
a � N � (si mcd

�
a � N � 9 1), biena travésdel

mcd
�
N � ar � 2 ! 1� (si mcd

�
a � N �V� 1).

Ejemplo: seaN � 16163174827,y a � 15436641538,tomadoal azaren
�
1 � N � .

Se cumple mcd
�
N � a��� 1. El orden de a mod N es r � 4040725654. Evidente-

menter es par, y ar � 2 � 1221625641modN. Luego estamosen el caso3/; como
mcd

�
N � ar � 2 � 1�Ä� 87509y mcd

�
N � ar � 2 X 1��� 184703,concluimosque 87509 y

184703sondivisoresdeN.
¿Dóndeseescondeel elevadocostedela factorizacíon enesteprocedimiento?En

el cálculodel ordenr, parael quelos algoritmosclásicosconocidostieneneficiencias
nopolinómicas.Y aqúı esdondeintervienelabrillanteideadeShor, queseapoyaenlas
interferenciascuánticasparadesentrãnar el valor de ordNa, convirtiendo el problema
enunodecomplejidadBQP (queluego definiremos).

El algoritmodeShor, comoel deSimon,consigueexplotar la periodicidadatravés
del paralelismomasivo de la computacíon cuánticaparaencontrarlo quesebuscade
un modo eficiente. (Es como en la difraccíon por una red períodica. Midiendo la
posicíon de unosólo de susátomosno nosda informacíon algunasobreel espaciado
de la red. Perodifractandocon ella un sólo fotón y midiendosu direccíon de salida,
quesabemosquepreferentementeva aserunadireccíondemáximo(Bragg),sepuede
extraerinformacíon sobreel peŕıodode la red.) Calculaentiempopol

�
n� el peŕıodo r

decualquierfunción f : $ 0 � 1 & n �µ$ 0 � 1 & m cuyaevaluacíonseatambíendecomplejidad
polinómica.Esel casodelordenr deun númeroenteroa modN: ahoram � n, y n es
el númerodebits deN.

Losalgoritmosclásicosdelcálculodelordenr modN deunenteroa coprimoconN
son,comoacabamosdedecir, muylentos.Parahallarel ordendeacuandoN tieneunos
200dı́gitosdecimalespuedenhacerfaltadelordende10150 multiplicaciones.Aunque

108El algoritmodeShorparael cálculodel ordenr de un enteroa móduloN esun casoparticulardeun
problemamásgeneralqueadmiteunaresolucíon similar, y quecontienecomootroscasosparticularesel
cálculode logaritmosdiscretos,depeŕıodos,deestabilizadoresabelianos,el problemadeSimon,etc. Esel
problemadebúsquedadesubgruposocultos.
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un ordenadorrealizase1012 multiplicacionespor segundo,setardaŕıa unos1080 años.
Sesabequer esun divisor deφ

�
N � (el ordendel grupo

� ] + N ] �@R�� [216]. Perono se
conocemétodorápidode conocerφ

�
N � a no serquese conozcala factorizacíon de

N. Tambíensesabequeel mayorvalor der esλ
�
N � , la función deCarmichael(mcm�

λ
�
pn1

1 �Y� λ � pn2
2 ��� �C�D� � λ � pnk

k �@� , dondepn1
1 pn2

2
�D�C�

pnk
k esla descomposición enprimosdeN;�

λ
�
p��� p � 1, λ

�
pn �­� φ

�
pn � si el primo p es 9 2, λ

�
2n �­� φ

�
2n � si n � 0 � 1 � 2, y

λ
�
2n �H� � 1+ 2� φ � 2n � si n 9 2). Y sesabequetodo ordenesdivisor de λ

�
N � , quees

generalmentemuchomenorqueφ
�
N � . Perotampocoseconoceun métodoeficiente

paracalcularλ
�
N � , a no serqueseconozcala factorizacíon deN.

Parael algoritmodeShornecesitamos,comoya esusual,dosregistroscuánticos;
ahorauno con K1 : � log2Q qubits, dondeQ � 2K1 # � N2 � 2N2 � , y otro con K2 : �g log2N h qubits. En cadauno de esosregistros los estadoscuánticospuedenrepre-
sentarseen la llamadabasecomputacionalasociada� xË : �
� xK � 1 Ë Î �;�;� Î x0, con x �
0 � �;�;� � 2K � 1 y x : � xK � 12K � 1 X �;�;� X x0 la expresíon dex enbase2. Aśı, paraK � 4,� 6ËW�ó� 0Ë Î � 1Ë Î � 1Ë Î � 0Ë . Los pasosa seguir sonéstos:

1/ Iniciamoslos registrosenel estadoglobalψ1 : �'� 0Ë Î � 0Ë .
2/ A continuacíon se aplica al primer registro la transformacíon de Fourier dis-

cretacuántica (QFT) FQ en ] Q : � ] + Q] . El estadoinicial ψ1 pasaa ser ψ2 : �
Q� 1 � 2 ∑Q � 1

qI 0 � qË Î � 0Ë �
3/ A continuacíon,actuamossobreesteúltimo estadoconla puertaU f : � qË Î � 0Ë F�� qË Î � f � q�@Ë�� dondef

�
q� : � aq modN.

De unasolatacada,estaoperacíon calcula f
�
q� ¡paratodoslos q a la vez! (parale-

lismo cuánticomasivo), produciendoel estadoψ3 : � Q� 1� 2 ∑Q� 1
qI 0 � qË Î � f � q�>Ë �

4/ La periodicidadde f
�
q� (periodor) hacequela medicíon(ideal)ahoradelestado

del segundoregistro, conel resultado� bË , proyecteal sistematotal en unasuperposi-
ción ψ4 : � B� 1� 2 ∑q { f 3 1 · b ¸ � qË Î � bËJ� B� 1� 2 ∑B� 1

k I 0 � db X kr Ë Î � bËY� dondedb 8 N esel
mı́nimoenterononegativo tal que f

�
db �W� b, y B : � 1 XÅ} � Q � 1 � db �@+ r ~ ( 0 Q+ r para

N / 1) la longituddela serie.
El primer registro sehalla ahoraen un estadoqueessuperposicíon períodicade

estadosbase.Si decidíeramosmedirsobreél, no obtendŕıamosinformacíonacercadel
peŕıodor, puesesamedicíonselimitarı́aaproyectarsobreunodelosestados� db X kr Ë .
Unanueva aplicacíon dela QFT vaa realizarel milagrodepermitirnos“destapar”r.

5/ AplicandoFQ al primerregistro,y midiendoesteacontinuacíon,la probabilidad
deencontrarloconestado� qË resulta

prob
�
q�J� 1

QB

�����
B � 1

∑
k I 0 ô e2πiqr � Q õ k �����

2 �
Veamoscómo del estudiode estaprobabilidadpodemosextraerel periodor. El

ańalisis de la seriegeoḿetricaen prob
�
q� revela queestaprobabilidadest́a concen-

tradaalrededorde aquellosq paralos quetodoslos complejosdel sumatoriocaenen
un mismosemiplanode Í , y por tantoserefuerzanconstructivamente.Talesq seca-
racterizanpor satisfacer� � qr modQ�	�if 1

2r, y paraellos,quesonen númerode r, se
pruebaqueprob

�
q�S6 � 2+ π � 2r � 1, por lo quela probabilidaddedarconalgunodeellos

es 6 � 2+ π � 2 � 0
�
405
�D�C�

. Los picoso “máximosdedifraccíon” deprob
�
q� est́anen las

vecindadesde } sQ+ r ~ , s # ] .
La condicíondeinterferenciaconstructivaparaq equivalea la existenciadeun0 f

q? 8 r tal que � � q+ Q� � � q? + r �	��f 1
2Q� 1. Comohemoselegido Q 9 N2, y r 8 N, existe

a lo sumouna fraccíon q? + r, quesatisfaceesadesigualdady tiene un denominador
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r 8 N.109 En esecaso,estenúmeroracionalq?A+ r puedehallarsefácilmenteatravésde
los aproximanteso convergentesdel desarrollode q+ Q en fraccíon continua. Si este
aproximanteesla fraccíonirreductibleq1 + r1, puedeocurrirquear1 ½ 1modN, encuyo
casor � r1, y habremosconcluido.De lo contrario,sólo sabemosquer1 esdivisor de
r, y tendremosquecontinuar, eligiendootroq deinterferenciaconstructiva,aversi esta
vezhaymássuerte.Sedemuestraquela probabilidaddedarconun q adecuadoesdel
orden ± � 1+ loglogr � , y portantoconunnúmero ± � loglogr � deensayosessumamente
probablequeobtengamosr.

Ejemploficticio: SeaN � 16163174827,y a � 15436641538.Debemosentonces
tomarQ � 268. Supongamosquetrasimplementarexperimentalmenteel algoritmode
Shory medirel estadodelprimerregistro,obtenemosq � 34590527603422562.110 El
desarrolloenfraccíoncontinuadeq+ Qes � 0 � 8532� 1 � 1 � 1 � 1 � 1 � 5 � 25 � 4 � 7 � 6 � 1 � 186� 1 � 2 � 3 � 2 � 1 � 2 � 1 � 18� 5 � 3 � 8 � 1 � 3 � 10� 1 � 1 � 13� ,
y tieneunconvergenteq1 + r1 quesatisface� � q+ Q� � � q1 + r1 �	��f 1

2Q� 1, asaber, q1 + r1 �
236781+ 2020362827. Luego el peŕıodo r buscadoesmúltiplo de r1. Probando,seve
inmediatamentequear1 modN

�� 1 � a2r1 modN � 1, por lo quer � 4040725654.
Deestemodosecalculaunpresuntor. RepitiendoelprocesounnúmeroO

�
loglogN �

devecesobtendremosunvalor r ? tal quear o � 1 modN, y por tantor � r ? .
Todo estoest́a muy bien. Pero,¿cúanto“cuesta”? En primer lugar, tenemosuna

Hadamard(primeraQFT), concostelineal enlog2N, puesact́uabit a bit. Luego tene-
mosel cálculodela funciónax modN paratodox. Sedemuestra[216] quesucosteen
tiempoesO

�
log2

2N log2 log2N log2 log2 log2N � . Y finalmenteunasegundaQFT. De-
bido a queFQ transformala basecomputacionalen otrabasesin enredo,estoes,con
vectoresfactorizables,esposibleunaimplementacíon sumamenteeficientedela QFT,
conO

�
log2

2N � puertas[88].111 De aquiel costetotal O
�
log2 Æ ε

2 N � parahallarel orden
r de a modN, con unaprobabilidadO

�
1� de éxito. Si ahoratenemosen cuentaque

hayquecalcularm.c.d.
�
ar � 2 ! 1 � N � paralograrfinalmentealgún factordeN, y queel

m.c.d. dedosnúmerosdel ordende N cuestaO
�
log3

2N � (con el algoritmoclásicode
Euclides),́esteseŕa el costetotaldela factorizacíon(fijadaunaprobabilidaddefracaso
tanpequẽna,perononula,comosedesee).112

La Tabla3 contieneestimacionesdeltiempodefactorizacíonmedianteel algoritmo
deShor, aśı comodelos númerosdequbitsy puertasnecesarios[107].

l
�
N � 512 1024 2048 4096

# qubits(5l
�
N ��X 4) 2564 5124 10244 20484

# puertas( 0 25l 3 � N � ) 109 1010 1011 1012

tfact 34 s 4.5min 36 min 4.8horas

Tabla3: Tiemposdefactorizacíon,conel algoritmodeShor, deenterosN de l P N Q bits,medianteuncompu-
tadorcuánticode100MHz defrecuencianominaldereloj.

109Peropuedequeno exista.Porejemplo,si N , 16163174827, Q , 268, y q , 34590527603422561, no
existeningunafracciónqo 1 r , con r s N, quesatisfagaO P q1 QQ��êP qo 1 r Q¢O@K 1

2 Q3 1. Puesdeexistir, debeŕıaser
unconvergentea q1 Qcondenominadors N, y expĺıcitamentesecompruebaenestecasoquetal convergente
no existe.

110La probabilidaddequeestoocurraesO P 11 r Q , concretamente1- 5 2 103 10; esmuybaja,peroel resultado
final nocambiaparalos r valoresdeq quepuedenobtenerseconprobabilidadessimilares.

111Exits un algoritmodebidoa Kitaev [122] paraevaluaren tiempopolinómicoel ordenr deun enteroa
móduloun enteroN conel queescoprimo,y queno utiliza la transformacíoncuánticadeFourier.

112En realidad, el coste del cálculo del mcd puede rebajarse a O P log2
2 N Q , incluso a

O P log2 N P log2 log2 N Q 2 log2 log2 log2 N Q , por lo que O P log2
2 N log2 log2 N log2 log2 log2 N Q representa,

por tanto,el costetotaldela factorizacíon. (Ver [128], p 339,problema32,y solucíonenp 598).
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Convieneobservar queaunqueel algoritmode Shorpermitefactorizaren tiempo
polinómicono esrazonableesperarpor ello quecualquierproblemaNP admitasolu-
ción en tiempopolinómico con un ordenadorcuántico,pues,comoya sedijo, muy
probablementeCOMP �# NPC.

No quantumcomputercanever bebuilt that canoutperforma classicalcomputer
if the latter would haveits componentsandprocessingspeedscaledto Planck units,
diceGerardus‘t Hooft [204]. Sostieneestegalardonadofı́sicoqueningún ordenador
cuántico podŕa factorizarenterosde másde unospocosmiles de dı́gitos decimales.

Arguye que siendodel ordende 10¹ N log10N la memoriarequeriday el númerode
operacionesaejecutarparafactorizarun enteroN, y dadoqueun ordenadorrazonable
podŕıa tal vezocuparunos10120 volúmenesPlanck,sólo tendŕıacapacidadparapoder
factorizarclásicamenteun enterodel ordende 104000. Luego ’t Hooft pronosticaque
ningúnordenadorcuánticopodŕasuperaresterécord.El tiempolo dirá.

3.9.7 Cálculo contrafactual

Ll ámaseefectocontrafactuala un efectofı́sicocuyoresultadodependedeunacierta
eventualidadquepudieraocurrir peroquede hechono ha sucedido,esdecir, de una
ciertaalternativapotencialqueno haocurrido[115, 214].

Supongamosun interfeŕometroMach-Zehnder, con un par de divisoresde haz
DH1 T 2, dos espejosE1 T 2, y dos detectoresD1 T 2 tras el último DH. Imaginemosuna
disposicíonesqueḿaticaenqueDH1 y E1 sonvérticesizquierdoy derechode la base
deun rect́angulo,y E2, DH2 los extremos(izquierdoy derecho)del ladoopuesto.El
detectorD1 est́a en la lı́neaE2, DH2, a la derechadel divisor, y el detectorD2 est́a en
la lı́neaE1, DH2, por encimadel divisor. En lasreflexionesespecularesla fasede los
fotonescambiaenπ; enun divisor dehaz,el hazreflejadodesplazasufaseen 1

2π. Por
eso,si los doscaminosópticos,(DH1, E1, DH2) y (DH1, E2, DH2), sonexactamente
iguales,la luz queincide por la izquierdasobreDH1 no llega al detectorD2 y sólo
disparael D1.

Si al interfeŕometrodeMach-Zehnderle intercalamosunosdesfasadores� π + 2, los
divisoresdehazsecomportaŕancomopuertasdeHadamard.

Supongamosun ordenadorinterpuestoen el brazo(E1, DH2) del interfeŕometro,
quedecidesi un númeroesprimo o no,poniendoun registroR enlos valoresr � 1 � 0,
respectivamente.Suponemosqueeseregistro est́a inicializadoa 0, antesde realizar
el cálculo. El estado� qcË indicael ordenadoren estadoinicial, conun datoinicial X
cuyaprimalidadhadeaveriguar. Al terminarun cálculo,vuelve a esteestadoinicial.
Con �N Ë ( �SË ) indicamosunestadodefotónenel interiordel interfeŕometroqueno(śı)
disparael qomputador. Mandamosun fotón �H1 Ë al divisor DH1 desdela izquierda,y
aśı formamosel estadoconjunto �H1 � qc� 0Ë .

TrasatravesarDH1 y sudesfasador, el estadoinicial �H1 � qc� 0Ë cambiaaśı:

�H1 Ë�� qcË	� 0Ë F� 2� 1 � 2 � �N Ë�XÅ�SË>�	� qcË	� 0Ë �
Dejamospasarel tiempoprecisoparaqueel ordenadorrealiceel cálculoenel caso

dequele llegueel fotónS,y el estadoanteriorcambiacomosigue:

2� 1� 2 � �N Ë�XÅ�SË>�	� qcË	� 0Ë F� � 2� 1� 2 � �N Ë	� qcË	� 0Ë�XÅ�SË�� qcË	� r Ë@� �
AGT Del bit al qubit octubre2001



A
.G

.T
.

“Qomputaci ón” 73

Finalmente,el fotónatraviesaDH2 y susdesfasadores,conlo que� 2� 1� 2 � �N Ë	� qcË�� 0ËÉXÅ�SË�� qcË�� r Ë>� F�� 2� 1� 2 � 2� 1� 2 � �H2 Ë�XÅ�V2 Ë@�	� qcË�� 0Ë�X � 2� 1 � 2 � �H2 Ë � �V2 Ë>�	� qcË	� r Ë>�W�� 2� 1� 2 � �H2 Ë	� qcË 2� 1� 2 � � 0Ë�XÅ� r Ë@��XÅ�V2 Ë	� qcË 2� 1 � 2 � � 0Ë � � r Ë>�@�Y�
donde �H2 Ë ( �V2 Ë ) esun estadodeun fotónquevadeDH2 a D1 (D2).

SupongamosqueX noseaprimo. Tantosi el qomputadorrealizael cálculocomosi
no, r � 0 y el fotónfinal seŕa detipo H2, disparandopor tantoel detectorD1 comoera
deesperar(puesal noserprimoel número,nohayformadesaberporel resultador por
quécaminohaido el fotón,y suautointerferenciasemantendŕacomosi el qomputador
no estuviera).

Si X esprimo,r pasaŕaa1 si el qomputadorseponeenmarcha,y semantendŕaen0
encasocontrario.Tenemos4 posibilidadesdeigual probabilidad:(H2, qc,0), (H2, qc,
1), (V2, qc, 1), y (V2, qc, 0). La posibilidad(H2, qc,0) indicaqueel ordenadorno se
hapuestoen marcha,puesde lo contrarioel registromarcaŕıa 1 (estamossuponiendo
queX esprimo).

Lasposibilidades(H2, qc,1) y (V2, qc, 1) sẽnalanqueX esprimo. Puedeparecer
extraña la primera,puesindicaprimalidadaunqueaparentementeno hafuncionadoel
computador. Peroel queel fotón al final seaH2 no quieredecir que fueraN en el
interior del interfeŕometro.De hecho,esefotón tuvo quedispararel qomputador, por
lo quefue un S en el interior, y comodispaŕo el qomputador, nosreveló a travésde
r � 1 qué caminosiguío, desapareciendoaśı la autointerferencia,y pudiendosalir con
igual probabilidadhaciacualquieradelosdosdetectoresfinales.

Finalmente,la posibilidad(V2, qc, 0) essorprendente:pareceindicarquehafun-
cionadoel qomputador, peroconun resultadoerróneo,porqueX esprimo, y sin em-
bargo da r � 0. Aśı queel qomputadorno hapodidofuncionar. Perovimosantesque
si X no fueraprimo, el estadofinal seŕıa siempre(H2, qc, 0). Comovemosun (V2,
qc,0), X debeserprimo. Inferencia“gratuita” obtenidacontraf́acticamente,aunqueel
qomputadorno sehayaactivado.Del merohechodequesi hubieraactuadonosdaŕıa
la respuestacorrectainferimosestarespuestasinnecesidaddequeact́ue. ¡Aśı queenel
25%deloscasos,podemossaberel resultadodela computacíonsinqueel qomputador
sehayapuestoenmarcha!

3.9.8 Clasesde “qomplejidad”

Cuandoseadmitenmáquinasde Turing cuánticas(MQTs) aparecennuevasclasesde
complejidad:

1. QP : ��¿ k ö 0QTIME � nk � , connotacíon obvia. Estaclaseconstade los problemas
(dedecisíon)solublesentiempopolinómicoconunaMQT.

2. BQP. Contienelos problemassolublescon error f 1+ 4 en tiempopolinómico
conunaMQT.

3. ZQP. Clasede problemassolublescon error nulo en tiempo(esperado)po-
linómicoconunaMQT.

Guardanlassiguientesrelacionesconlascomplejidadesclásicas:

P � QP (Berthiaume-Brassard1992[34])

BPP ¶ BQP ¶ PSPACE (Bernstein-Vazirani1993[32])´
un oráculoA tal queZPPA � QPA (Berthiaume-Brassard1994[35])´
un oráculoA tal queZPEXPA � QPA (Brassard-Hyer1997[47])

�
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La inclusíonpropiadeP enQP esnotable.Indicaquelos computadorescuánticos
puedenresolverconeficaciamásproblemasquelosordenadoresclásicos.Eslaprimera
victoriaclaraenla separacíon estrictadeclasesdecomplejidadclásicay cuántica.

Vemostambíen queexistenproblemasde decisíon en tiempopolinómicocon un
ordenadorcuánticoayudadodeun oráculo,queno est́anenZPP ni enZPEXP.

Sigueabiertala cuestíon crucial de si BPP � BQP o no. Es decir, ¿́ problemas
“tratables”cuánticamentequeno lo seanclásicamente?El algoritmodeSimon(1994)
esun indicio positivo, puesmuestraqueaśı esenpresenciadealgún oráculo:BPPA �
BQPA. Otro apoyovienedel algoritmode Shor(1994),queinspiradoen el resultado
de Simon, pruebaqueFACT y DLOG est́an en BQP, y el estadoactualdel artede
la computacíon no nos permiteafirmar que est́en en BPP. La inclusíon de BQP en
PSPACE implica queesposiblesimularclásicamente,y con tan buenaaproximacíon
comosedesee,problemascuánticosconrecursosdememoriaqueno se“desmadren”,
aunqueesośı, la simulacíon seŕa muy, muy lenta,detipo exponencialentiempo. Por
esono hay problemassolublesmedianteunaMTQ que escapenal dominio de una
MTD. Dicho deotromodo,la computacíon cuánticano contradicela tesisdeChurch-
Turing. Sólo al invocar la eficienciapuedenquedarsedescolgadaslas MT clásicasy
ponerenentredichola versíon fuertededichatesis.

Si biennosabemossi BPP essubconjuntopropiodeBQP, śı conocemoscasospar-
ticularesdealgoritmos(ya queno clasesdecomplejidadcompletas)quepuedenace-
lerarsecuánticamenteconrespectoa sufuncionamientoclásico.El deSimonmuestra
unagananciaexponencial(O

�
2n ��� O

�
n� ). El de Grover (1996)suponeunamejora

cuadŕatica,óptima(O
�
N �Z� O

�
N1� 2 � ). Perono siempreseconsigueacelerarel algo-

ritmo demodosubstancial.Existenproblemasdeconsultaa oráculosqueno admiten
aceleracíon cuánticaesencial.Lo másqueseconsigueespasardeN consultasclásicas
a N + 2 consultascuánticas. Un ejemplolo da el problemaPARIDAD (averiguar la
paridaddelnúmerodebitsno nulosenunaristrade $ 0 � 1 & n) [78].

3.9.9 El enredoen la qomputación

Algunosalgoritmoscuánticos(Simon,Shor)presentanunamejoraexponencialrespec-
to delos algoritmoscuánticos.¿A quésedebeésta?

Entodoslosalgoritmoscuánticosconocidosintervieneel paralelismomasivo,con-
secuenciadel principio desuperposicíon lineal. Peroesteno esexclusivo de la fı́sica
cuántica;tambíensedaenla fı́sicadeondasclásicas.

Porcontra,el enredoestı́picamentecuántico,e intervieneenoperacionestancen-
tralesenlos algoritmoscomola implementacíondefuncionesf F� U f :

U f :
�
U ß n

H
Î 1��� 0n Ë�� 0ËV� 2� n� 2∑

x
� xË	� 0Ë F� 2� n � 2∑

x
� xË	� f � x�>Ë �

Ningúnprocesoclásicoescapazdeproduciresteefecto,enel queun estadoseparable
pasaa estarenredado.Los estadosclásicosmultipartitossiempresonseparables,el
espaciode estadosde dossistemasclásicosesel productocartesianode los espacios
individuales,y la informacíon necesariaparadescribirun sistemade n subsistemas
igualesesn vecesla queseprecisaparaunodeéstosy por tantocrecelinealmentecon
n. Porcontra,parasistemascuánticoshayquetomarel productotensorial,y ahorala
informacíon necesariaparadescribirun sistemade n subsistemasigualescreceexpo-
nencialmentecon n, puesaśı lo haceel númerode amplitudesde unasuperposicíon
arbitrariade los vectoresde la basetensorial.Podemosdecirqueen un sistemade n
qubitspodemosalmacenarunainformacíon queesexponencialenn. Otracosaessu
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extraccíon: del teoremadeHolevo sedesprendequea lo sumopuedenextraersen bits
informativosdeun estadocualquieraden qubits.La evolucióncuánticalograprocesar
esaingenteinformacíon cuánticaescondidaen el sistemade modosupereficiente,y
aunqueno todasedeje leer, los algoritmoscuánticosconsiguen,comohemosvisto,
destaparretazosde esainformacíon queclásicamenteseŕıan inaccesiblesen tiempos
decálculoequivalentes[114, 115].

Un ejemplopertinentelo dala transformacíondeFouriercuántica(QFT).El cálculo
ordinariodela transformadadeFourierdiscretaen ] N exigeO

�
N2 � operaciones.Cuan-

do N � 2n, la complejidaden tiempo de la transformadarápidade Fourier baja a
O
�
N log2N � . El hechode quela QFT sobren qubitspuedahacersecon sólo O

�
n2 �

operaciones(mejoraesencialparalos algoritmoscuánticosquela usan,comolos de
Simon,Shor, Grover, y Deutsch)esfruto delenredo.

Algunosafirmanqueel enredono estanimportantecomosedice,y atribuyenpor
contraal paralelismomasivo y a la interferenciadeamplitudesla raźon del éxitodela
computacíon cuánticafrentea la clásica[124, 82].

3.9.10 L ı́mites fı́sicosa la computacíon

Terminaremoscomentandocómo la fı́sicano sólo potencianuevos y mejoresproce-
sadoresde informacíon. Tambíenponelı́mitesa la capacidaddealmacenamientoy al
ritmo deprocesadodela informacíon[142].

Sesabe,por aplicacíon del principio de indeterminacíon energı́a-tiempo,quesi la
energı́a mediade un sistemapor encimade suenergı́a fundamentalesE, el tiempot
quetardaunestadoenhacerseortogonaly portantodistinguibledeldepartidasatisface
t 90 π 7 + 2E. Luego ν 80 m (unidadesgeoḿetricas),siendom la masadel ordenador, y
ν : � 1+ t el númerodeoperacionespor unidaddetiempo.

Porotraparte,la memoriaI (númerodebits dememoria)deun sistemaseŕa a lo
sumodel ordendel númerodegradosde libertadquetiene,y por ende,de la entroṕıa
quetendŕıa si estuvieraen equilibrio termodińamicocon energı́a mediaE. Es decir
I 80 S.

Por tanto:
1/ La energı́a E limita el ritmo deoperacíon: ν 80 E.
2/ La entroṕıaS limita la capacidaddememoria:I 80 S.
3/ La temperaturaequivalenteT 0 E + S indicael númerodeoperacionespor bit y

porunidaddetiempocuandotantoel ritmo deoperacíon comola capacidaddememo-
ria sonmáximos.

Finalmente,el tamãno limita el nivel deparalelismoconel quepuedefuncionarel
ordenador. Cuantomásgrandeesel tamãno,mayorparalelismomanifiesta,puesmayor
esel tiempoquetardaunasẽnal en ir deun bit dememoriaa otro alejado.Cuandoel
ordenadorest́a comprimidoa su radiode Schwarzschild,el tiempoen recorrerla luz
éstey el tiempoI + E eninvertirseun bit sondel mismoorden,y el funcionamientodel
ordenadorensumamentesecuencial.

Un port́atil actualtieneunamemoriarápidaI 0 1010 bits(pensaren1 GBdeRAM),
y realizaunas1010 operacionespor segundo(tomarunafrecuenciadereloj de1 GHz,
y pensarqueen cadaciclo puedenllegar a realizarse3-5 operacionesenteras).Estos
valoressonmuy inferioresa los máximosde un port́atil de 1 kg de pesoy volumen
1 litro. (La entroṕıa máximade esteseobtienecuandotodasuenergı́a est́a enforma
depart́ıculasrelativistas,digamosfotones,y por tantoa la temperaturade1 GK. Hay
que teneren cuenta,sin embargo, que la entroṕıa de la máquinacomputacionales
nula, puesen cadamomentoes precisoconocersu estadosi queremosque calcule
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algoŕıtmicamentey no a lo loco. Esosmáximos,paradicho port́atil de m � 1 kg,
V � 1 litro, T � 1 GK, son I 0 1031 bits, y ν � 1051 IPS.) La raźon esqueen los
port́atilesconvencionaleslas mayoŕıa de gradosde libertadest́an inmovilizadosen la
masainerte. Por otro lado, los convencionalesusanmiles de millonesde gradosde
libertadpararepresentarunsolobit. Estaredundanciaesaconsejableparasurobustez,
perono esabsolutamentenecesaria.De hecho,los microordenadorescuánticosusan
unsologradodelibertadpararepresentarunbit, einviertenesteenuntiempodelorden
deπ + 2E.

Un ordenadorde1 kg (y por tantoconν 80 1031 IPS)y memoriamáximatieneestas
caracteŕısticas:

1/ A temperaturade3 K, ocupaŕıa un volumende
�
0
�
1 UA � 3 (paraquela energı́a

totaldeunbãno defotonesconesevolumeny aestatemperaturaequivalieraa la masa
de1 kg), y unamemoriamáximadeunos1040 bits. Seŕıaaltamenteparalelo.

2/ Si suvolumenfuerade1 litro, su temperaturahabŕıa deserde1 GK, por igual
raźon queantes,y tendŕıaunamemoriamáximade1031 bits. Seŕıabastanteparalelo.

3/ Conindependenciadesuconstitucíon,si sutamãno fueraRS, entoncesla tempe-
raturaseŕıa la deHawking, asaber1023 K, y tendŕıaunamemoriamáximade1016 bits
(correspondientea la entroṕıadeBekenstein-Hawking). Seŕıa altamentesecuencial.

¿Podŕa algúndı́aalcanzarla potenciadelosordenadoresestascotasfı́sicas?No se
sabe.Si la ley deMoore fueseaplicablesin lı́mite (sabemosquemuy probablemente
no lo es),setardaŕıanunos250añosen alcanzarselos ritmos máximosde procesado
de informacíon, pasandode las1010 IPS actualesal topede1051 paraport́atilesde1
kg.

LasconsideracionesanterioresdeLloyd, aunqueenun principio cuestionadaspor
Ng [160], hansidoluego corroboradaspor éste[161]. SostieneNg, apoýandoseenlos
argumentosdeWignersobrerelojescuánticos,y enpropiedadesdelos ANs, quesi un
reloj demasamtieneprecisíonτ estableduranteuntiempoT , necesariamentemc2 + 7 90�
1+ τ � � T + τ � , τ 90 GNm+ c3, y por tanto,T + τ 80 � τ + tP � 2. La memoriaI deun ordenador

esestimablecomoel númeromáximoT + τ depasosenel procesadodeinformacíon,y
ν̄ : � 1+ τ vienea serel númerodeoperacionespor bit y por unidadde tiempo;luego
I ν̄ 80 mc2 + 7 , ν̄ 80 7 + � mc2t2

P � , e I ν̄2 80 t � 2
P . Comoel númerodeoperacionespor unidad

detiempoesν : � I ν̄, quedaI � 1ν2 80 t � 2
P 0 1086 s� 2. Finalmente,paraun port́atil de1

kg,setieneque,enunidadesgeoḿetricas,̄ν 80 1+ m 0 1035 s� 1bit � 1, y, encoincidencia
conLloyd, ν 80 m 0 1051 IPS.
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[93] Garćıa Alcaine, G., Álvarez Galindo, G., “Adversuscollapsum”, Revista Es-
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