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0 Intr oduccion

Fue unaagradablesorpresda invitacion a impartir estaleccion inaugural. En tres
decadadargasde desemp@o de mi labor como catedatico en estaUniversidad,es
la segundavez quela Facultadde Fisicasaccedea esteestradgparacumplir contan
honrosamision. Poreso,y dadoqueestoyya cercanaa la jubilacionforzosa,acepé a
la primera,aunsabiendal compromisajueconlleva el no defraudailos compdieros
de Facultadalos querepresentgor el privilegio de mi antigiedad.

He elegido comoleccion un temade fisica. Estan rarala oportunidadde contar
conun auditoriocomoéste,queno podia permitir dejarpasarunaocason quetardaa
enrepetirse.

Voy a centrarmeen un campode granactualidaden el queconfluyenlos extrafios
cuantosde Plancky la informacbn. Los quanta,cuyo centenariccelebramol pa-
sadol4 de diciembre,no sblo hantrastocadda vision del mundofisico, sino quesu
desarrollaecnobgicohaafectadgrofundamenta la sociedadmicroelectbnica,co-
municacionesmedicina,farmacia,transportescomputaddn, gestbn administratva,
etc.). La informacibn, quedominaincuestionable crecientementauestravida coti-
diana(libros, prensaescrita radio, television, internet)® esun cuerpocientfico desde
lostrabajosseminalesle Shannome 1948,y espor sunaturalezain objetodela fisica.

De la confluenciade los cuantosy dela informacin, alentadaantopor los avan-
cestecnobgicosen la manipulacbn de sistemadfisicosde unos pocosatomos,fo-
tones, etc., como por la profundizacon en el desarrolloconceptualde la teoria de
la informacin clasica,ha sugido en la pasadadecadaun vigorosocampo,llamado
teoria cuanticade la informacibn, llamadoa alterarsubstancialment®s sistemage
almacenamientdransmisdbny procesadale la informacibn. El objetivo nUmerouno
esla fabricacbn de un ordenadorcuantico a escalarazonable. Es posible que exi-
ja masafiosde lo quenosgustara. En estaempresavan a corverger con seguridad
fisicos,matenaticos,ingenierosguimicos,expertosencomputaaddn, etc.,atradospor
las enormesxpectatvas quedespierta.Y de esteempdio sevana beneficiary mu-
cho, 1/ la propiafisicafundamentalpor la mejorcomprensin del mundocuanticoque
facilita la teofia cuanticade la informacibn, y quenosacerca masa su misteriosoy
extraho comportamientoy 2/ la tecnologa mismade vanguardiagcomola metrologa
deprecisbny la nanotecnolom [26].

1 Un siglode “cuantidad”

You havenothingto do but mentionthe quantumtheory and peoplewill takeyour voicefor thevoice
of scienceand believeanything. GEORGE BERNARD SHAW

Max (Karl ErnstLudwig) Plancksevi6 abocad@discretizalos cambiosieenegia
entreatomosy radiacbn paraconsguir explicar los datosexperimentalesobreel es-

lparafraseanda JohnMaynardKeynes,podemosdecir, sin muchaexageradn, que en la actualidad
todos, desdeel ciudadanogue usaun teléfono movil o escribecon un ordenadarhastael cientfico que
calculaunaexplosbnsupernow, somospracticamentesclaos dealgin l6gicodifunto [159).
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pectrodel cuerponeggro. Fue,diria mastarde,“como un actode desesperagn’(als
einenAkt der \erzweifluny.? El 14 de Diciembredel afio 1900 presenb antela So-
ciedadAlemanade Fisicasufamosotrabajc® dondeintrodudaenla fisicala constante
universalh.

Pocosafiosdesps, en suannusmirabilis de 1905, Albert Einsteinexplicaria el
efectofotoelectricopostulandé quela enegiadela luz monocronaticadefrecuenciay
estconcentradenformadegranulosindivisiblesdevalor hv. Estosquantao paquetes
deenegiarecibifianveinteaiosdesp@sel nombredefotones®

Roto el viejo tabl de que Natura non facit saltusy liberadoel duendede la dis-
cretizacon, nuestravision de la realidadya nuncaseiia como antdio. Los cuantos
asomarormpor doquier(fotones fononesfluxones excitones rotonesmagnonesplas-
mones spinonesholonesprbitones? etc.),y todaslas parficulasdel universopasaron
aserexcitacioneslementalegleunospocoscamposunopor especielo queexplicaba
sutotalindistinguiblidad dentrode cadaunade éstas.

Nueve geniossentaronen el primer cuarto del siglo XX las basesde la nueva
fisica? Planck(1900),Einstein(1905)y Niels (Henrik David) Bohr (1913),seguidos
de Louis (Victor PierreRaymond,72 Duque)de Broglie (1923),WernerKarl Heisen-
belg (1924), Wolfgang Pauli (1925), Erwin Schibdinger(1926), Max Born (1926),y
Paul (Adrien Maurice)Dirac (1928).

1.1 Exitos dela fisicacuantica

El impactode estanaturalezaliscontinughasido tremendo Ciertasmagnitude<lasi-
camentecontinuas(enegia, momentoangulay ...) presentarvaloresdiscretizados.
Sistemasimplescomolos atomosmoléculasy nucleosexhibenespectrosle enegias
(coleccionesleenegiasposibles)onpartesdiscretasSoncomosus‘notas” o “vibra-
ciones”caracteisticas,y sellamanniveleseneggéticos. Estosespectrosle un sistema
fisicolo identificangeneralmentey graciasaesohemospodidoconoceypor ejemplo,
la composicbn quimicadelasestrellasy la expanson del Universo.La pequdiezdel
quantumdeaccibn h dePlanckrelativa alos valorestipicosdela accbn clasicaimpide
discernirla cuantizaddbn dela enegiay deotrasmagnitude€nla vida ordinaria.

La microfisicaactual,desdela escalasubnucleahastala moleculay seiia incon-
cebiblesin el auxilio de los principios cuanticos. La fisicade la materiacondensa-
da,enla queseapoyabasicamentgranpartede la tecnoloda quenosrodea,cambb
dramaticamenteonla mednicacuantica(MQ). Losfenbmenosnasespectacularege

2Noventaafiosmastardeel universoproclamaratambién, a los cuatrovientos la validezde la formula
espectratle Planck,al mostrarnosin espectrgperfectamentglanckianomejor quelos obtenidosen labo-
ratorio, parael fondo cosmicode microondasgsaradiacbn fosil liberadapor el universoprimitivo cuando
éste trasneutralizarsesehizotransparentala luz.

3Titulo deltrabajo: Zur Theorieder Gesetzeder Enegieverteilungm NormalspektrunfSobrela teoria
de la ley de distribucion de enegia del espectronormal), Verhandlungerder DeutschenPhysikalischen
Gesellschafg, 237-245(1900).

4Titulo del trabajo: Uber einendie Erzeugungund VerwandlungdesLichtesbetrefenderheuristischen
GesichtspunkiSobreun puntode vista heuiisticoconcerniente la produccbny transformaddndela luz),
AnnalenderPhysik17, 132-148(1905).

5El quimico G.N. Lewis publicd en 1926 un arficulo, The conservatiorof photons en el que propone
unmecanismale enlacequimicobasadcenunasparfculasquellamé “fotones”. El nombrecuap, aunque,
evidentementeno el significadopor él propuesto.

6La existenciade orbitoneshasido puestaenevidenciarecientement§l 83.

“Los nueve sefian galardonadoson el premio Nobel de Fisica: Planck(1918), Einstein(1921), Bohr
(1922),De Broglie (1929),Heisenbey (1932),Pauli(1945),Schibdinger(1933),Max Born (1954),y Dirac
(1933).
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la materia,comola superconductidady superfluidezsonconsecuencide cuasicon-
densacionesuanticasBose-Einstein.La miniaturizacon creciente(nanotecnolot,
sistemasnesosoépicos)hahechoposibleexperimentael efectodela dimensionalidad,
revelandonotablediferenciasentrelos comportamientoge los sistema$D (motaso
puntoscuanticos),1D (hilos o alambrescuanticos),2D (gaseshidimensionalesy 3D
(sistema®rdinarios)® Hastaenla evolucion del Universoesnecesarionvocarla MQ
paradescribirlos procesoslementalegjue ocurrieronhastala liberacbn de la luz y
muchomastardeenla producconde enegiaenlasestrellasy paraadentrarnognla
épocade Planck,los primeros10-43 s trasla GranExplosin.

Bastahojearel numerode marzo1999de Reviews of ModernPhysicscelebrando
el centenarialela AmericanPhysicalSociety y queempiezaconun arficulo de Hans
AlbrechtBethesobreQuantumMecdhanics paraver la MQ entodoslos rinconesdela
fisica,incluidapor supuestda FisicaBiol dgica.

1.1.1 Precisbndela MQ

El acuerdoentreteoiia basadeen MQ y experimentoha alcanzaddas mas altasco-
tasconocidasen la fisica. Un par de ejemplosbastan:1/ En el problematipico de 3
cuerposdadopor el atomobielectbnico de He, el calculo tebrico, unavez incluidas
las correccionegertinenteganto de masa,como relativistasy radiativaso de elec-
trodinamicacuantica(EDQ), las enegias de ionizacbn de algunosestadosxcitados
(comoel 1s25'Sy) concuerdaronlos valoresexperimentalesonprecisbnde 1 parte
en10°. 2/ Lo mismoocurreconel momentomagreticoarbmalodel electbn, expresa-
do atravésde suanomaia ae := %(ge — 2), cuyaprediccbn tedricamediantda EDQ
ajustael valor obsenadoen precisbn similar ala anterior[85, 219.

1.2 La sorprendentefisicade los quanta

Si cierto esquela relatividad de Einsteindemold creenciagan arraigadasomola
existenciadeltiempoconcacterabsolutop la simultaneidaddesdes! puntodevista
episemicohasidosegguramentanasperturbadorda teofiadelos quantade Planckque
hadadoorigena la actualfisicacuantica.Con ella sehaderrumbadcal determinismo
laplaciano)asleyesdelazarsehanenséoreadalela prediccbncientfica,lo continuo
y lo discretohan dejadode serantagnicosparacorvivir en armoniosadualidad,y
mediarealidadseocultaparadejarver ala otramitad.

Las caracteisticasbasicaglela fisicacuanticason[190]:

1. Laindefinicionobjetiva.

2. El azary probabilidadobjetivos.

3. El enredo.

Desdeun puntode vistamasfisico,hay queafadir[89)]:
4. La dualidadonda-paricula.

8Yaen1959Feynmarinvitabaa los fisicosa explorartecnobgicamentel mundodelo pequéio,enuna
conferenciaconel provocadortitulo There's plentyof roomat thebottom Desdeda posibilidaddeescribirla
EnciclopediaBritanicaenla cabezaleun alfiler, o metertodala informacion escritaexistentegueestimaba
enunos10'® bits (equivalentea variasdecenasle millonesdelibros), enun cubode materiadel tamaio de
unamotade polvo de 100 um, hastala fabricacbn de maquinascapacesle circular por el riego sangineo
parareparayporejemplo,valvulasenel corazn. Dedaconsugraciacaracteistica: A friend of mine. .. says
that, althoughit is a verywild idea, it would beinterestingin sumgeryif you could swallowthe surgeon.You
putthe mechanicakurgeoninsidethe bloodvessebndit goesinto theheartand“looks” around....lt finds
out which valveis the faulty one and takesa little knife and slicesit out. Other small machineamightbe
permanentlyincorporatedin the bodyto assistsomeinadequately-functioningrgan.
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5. El principio deindeterminadn.

1.2.1 La indefinicion

Significaqueenun estadccuanticoa, aunquessé maximamenteonocido hay siem-
preeventualidade& (proposicionesi/no) indefinidas,queno sonni ciertasni falsas.
Cuandosesometea consultaal sistemaenestadax paraver si unaeventualidade (por
ejemplo, estaren unaregion dada)es verdaderao no, el resultadoes objetvamente
azarosogonunasprobabilidadesjuedependersolo del estadan y dela eventualidad
E, y nodelanimoo conocimientoslel experimentadarDecimosquela eventualidade
espotencialena (notieneun valor definido)y quela accbn deunade estasconsultas
(medidade E) actualizasu potencialidad.

Un estadaocuanticoes,por ad decirlo, unared de potencialidadesgonstano sblo
deaquellaseventualidadeguetienebiendefinidaghablamogntoncesle propiedades
del estado) sinotambindelas probabilidadesie hallar ciertoo falsoal actualizalas
otraseventualidadedasindefinidas.

1.2.2 El azar cuantico

En el mundocuanticomandala ventura,y paradescribirsusfenomenosrecurrimosa

las probabilidadesPerono esun mundoazarosalocado,sino sometidoa unareglas

muy precisas. La probabilidadP(B,a) de queen un estadoa del sistemahallemos
comociertasunaseventualidadegjue, de estarbien definidas,haian que el sistema
estuvieseen un estadaB, vienedadapor |(B, a)|?, dondela amplitudde probabilidad
(B, a) esunnumerocomplejo.

El lenguajede la nueva fisica es el lenguajede las amplitudesde probabilidad,
con las que,comoacabamosle decir, sepredicela probabilidadde que algo ocurra
en el mundofisico; las certezasse hanevaporadoy por muchoque afinemosen el
conocimientalel estadanicial de un sistemaisicosubsisterelementosleignorancia
irreductibles.

Peroestagprobabilidadesuanticasobedecemunasreglasdejuego muy peculiares
e inequvocas:cuandoalgo puedeocurrir de variasmanerasndistinguibks, la proba-
bilidad dequeocurrano esla sumadelasprobabilidadesndividuales(comoocurreal
tirar undado),sinoel cuadradalela sumadesus‘raicescuadradas”desusamplitudes
de probabilidad.Y comolasraicescuadradapuederserpositvasy negativas(mejor
dicho,tienenfase),puedemuy bienocurrir quesecancelery quela probabilidadotal
seanula(interferencialestructva). ¢ Alguienesperdaqueal arrojarala vezdosdados
no trucadoshuncapudieransumar3, cuanddo contin sefia queesasumasedierauna
vezcadal8, enpromedio?Puesesopodiia ocurrir condadoscuanticos.

Cuandolas potencialidadesio seactualizan,estoes, cuandolas alternatvas son
indistinguildes, lasamplitudessesumarantesde calculara probabilidad:porejemplo,

(B,o) = 5y(B.Y)(v,), P(B,0)=|5,(B,y)(y,a)|>.

dondey esun estadacualquieracon propiedadeslefinidasparaun conjuntocompleto
de eventualidadegsompatibleges decir, simultaneamentenedibles)no actualizadas.
Perosi estasseobsenan, la probabilidadpasaa valer

P(B,a) = 3,I(B,Y)Pl(y,a) > = 5 ,P(B,Y)P(y, ).

Decimosentoncegueal medirserompela coherenciale lasdiferentesalternatvas.
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Estasreglasexplican unade las peculiaridadesle los quanta,su disposicon ain-
terferir. No eslo mismoel cuadradalela sumaguela sumade cuadrados:

1(B,a)2= [5y(BY) (V. 0) ° # 5yl (B,v) (v. @)%

En la primeraigualdadse producerinterferenciasuanticas pueslas alternatvasy no
sematerializan.La segundaigualdadcorrespondel casode que se actualicenestas
eventualidades.

1.2.3 El enredo

El enredogntrelazamiento enmaréiamientoesquiza la maspergrinay enignatica
distincion delos quanta[92]. Introducidoel enredo(Merscirankung por Schiddinger
enl1935paradenotarsuperposidn lineal deestadosactorizablegle variasparfculas,
serefeliaa él diciendoque“no eraun sinoel rasgocaracteisticodela MQ”. Einstein
no soportabausconsecuenciade aparentaccbn instanfineaa distancia.De “accion
fantasmabh distancia’hablabaEinsteinenunacartaa Born. De “vud{” cuanticolo ha
calificadoCharlesH. Bennett.

El enredoseda,porejemplo,enunsistemebipartito1+2 quetieneun estadaglobal
mejor definido que cualquierade suspartesl y 2. Los estadosnredadopresentan
correlacionesutilessin equivalenteclasico.

El enredaono existe clasicamenteperoenla MQ, enquelos estadosonunaredde
potencialidadesomohedicho, esposibletenerun estadcenqueunaseventualidades
E;, E; delaspartesl y 2 esénindividualmentandefinidas perocorrelacionadasntre
si deformatal queal actualizarsensendasnedidassiempresearlasdosfalsas,o las
doscorrectas.

Un estadeenredadgor antonomasiasel estadasingletede dospariculasde spin
%: 21 2(1}.—11). Lasdosparficulastienensuspolarizacionesnticorrelacionadasi
el spinde unaapuntaen unadireccbn, el dela otralo haceen la opuesta.Ninguna
de ellastieneun estadadefinido;la informacibn del estadaresideen correlacionesio
localesesparcidaportodo,sin queningunamedidalocal sobreunadelaspartegpueda
revelarlaporsi sola.Sila parfculal vuelahaciaZaragoza la 2 haciaSevilla, lugares
enquenuestroxolegasfisicosmidensusestadosiepolarizacon endireccibn vertical,
los resultadosaunquealeatoriosparacadauno, esén en perfectacorrelacon mutua
t<=],l<=1.Y estosecumple por muy separadogueesenentresi losfisicosque
comparterel par®

El enredoest doquiera:desddos estadosatbmicos(estadosiperfinosdel H, por
ejemplo),hastda materiacondensadéparesde Cooper por ejemplo).Perono esfacil
producirestadognredadognun sistemade modoquelos subsistemagquelo compo-
nenesénlo bastantseparadosspacialmenteomoparapoderactuarindividualmente
sobreellos.

El papeldel enredocomorecursoinformaticoenla actualteoiia cuanticade la in-
formacbny ensusdesarrollosexperimentalees,comoveremosgcentral,comparable
al dela enegia o al de la entroja. Se hallegadoa decir que escomoiron to the
classicalworld’s bronzeage[164]. Estamaneramodernade mirar al enredocomoun
recursounaespeciele monedalecambiocomopuedaserla enegia, independientee

9Estascorrelacionesnaximasse han obsenado en paresenredadosie fotonesseparados distancias
de 10.9km (entrelas localidadessuizasde Bellevue y Bernex). Los fotonesse produjeronen Ginebray
llegaronpor fibra 6ptica de la Swiss Telecoma esospueblosproximosa Ginebra(a 4.5y a 7.3 km de
Ginebrarespectiamente) Esteexperimentanuestrague,conextremocuidadoen el manejoexperimental,
lascorrelacionesio disminuyenconla distancia.
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susoporteculminaia el diaenquedispongamosleunlenguajecientfico dealto nivel
en el que el enredoseaingredientebasicoen el razonamiento.Todavia no sabemos
biencomo cuantificarel enredoni conocemodasleyesquerigensutransferenciasu
creacdn o sudesaparid@n [163]. Comomuestradel potencialimpactodel enredoen
otrasareasdiremosque el problemacentralde la teofia de la computaddn, a sabey
la inclusion propiaP & NP, quedata resueltoen sentidoafirmativo si el contenidode
enredode algunosestadosuanticossuperasen ciertoumbral[162].1°

1.2.3.1 ¢Transmision superluminica? ¢ Cabeutilizar el enredocompartidopara
enviar informacibn de Zaragozaa Sevilla a velocidadsuperluninica? Si, si los fisicos
de Zaragozasupierancodificar un mensajesignificativo con los bits de polarizacon

gueobtienen.Perono esad, pueslasleyescuanticasgarantizargue cadamuestrade

bits obtenidaen Zaragozaesabsolutamentealeatoria.Si seseleccionain subconjunto
dela mismaparacodificarinformacibn, por ejemplounasecuenciaetresl’s seguidos
si queremodransmitirel nUmeroprimo 3, en Sevilla meditfanen esodugarestres0’s.

Perohabi quedecirles(telefono,correoelectonico, etc.) a qué lugaresdebenfijarse

si queremogjueidentifiquenla informacibn del 3. Y quesepamosnadiesabehacer
superluninico estelltimo pasodela comunicaddn.

Si la clonacbn generalde estadossuanticosfueraposible!! el enredopodiia ser
usadoparala transmisdn superluninica de informacibn: puesen Zaragozapodiian
medirla polarizacon desusmiembrosdelos sistemagnredadosiguiendaunmensaje
binario (0 +— 4,1 +— %), lo queinstanineamentdara quelos comiembrosen
Sevilla se polarizaseren las direccionesopuestassu clonacbn hafa posiblea los
colegassevillanos determinarcon fidelidad estaspolarizacionesy por tanto, leer el
mensaje.

1.2.3.2 Consecuenciaglel enredo El enmar@amientoesresponsablée algunas
de las prediccionesnas sorprendentede la MQ. El siguienteejemplo(adaptadale
unosimilar de JohnPreskill[172]) ilustralo extrafio queesel mundocuantico.
SupongamogrescajasA, B,C, unaen ZaragozagptraenMadrid, y otraen Sevilla.
Cadacajatienetrespuertas] (frontal), 2 (lateral)y 3 (superior),y suinterior aparece
de color rojo o verdeal abrirlapor cualquierade ellas. Seglin qué puertase abra,el
color puedecambiar de acuerdacon estasreglas: si vemosun interior rojo (verde)al
abrirunadelaspuertasal cerrarlay volverlaa abrir de nuevo seguimosviendoel rojo
(verde);perosi, trasconocerel color interior al abrir por unapuerta,cerramosestay
optamosseguidamentepor destapaiotra puertadistinta, un 50% de las vecesvemos
gueel interioresrojo, y enel otro 50% restanteyerde.
Supongamoguesehapreparad@l conjuntodeinterioresenestas'curiosas’cajas
enunestadcespecialenel queal abrir lastrespor la puertasuperior(puerta3) apare-
censusinterioreso todosrojos, o todosverdes conigual amplitudde probabilidad.
Experimentalmentse compruebasobreeseestadoque si en unacajase abrela
puertal y enlas otrasdoscajasla puerta2, siempreseve un numeropar (0 o 2) de
interioresrojoseimpar (1 o 3) deverdes.
Luego podemosnferir con certezael color ¢ € {r,v} := {rojo,verde quesevera
al destapaunapuertaarbitrariak € {1,2, 3} dela cajaX € {A,B,C} conocienddos

10De pasoel quepruebeestosellevara 1 M$, ofrecidopor el Clay Mathematicdnstitutea quienresueha
algunodelos sietegrandegproblemasnatenaticosde estenuevo siglo.

11Comocomentae luego, la linealidad/unitariedadie la MQ proHibela clonacbn cuantica: jno existen
fotocopiadorasuanticas!
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coloresqueseven al abrir las otrasdoscajasY, Z ¢ {A B,C} por puertasadecuadas:
1/ Si k = 3, bastaabrir Y, Z por la puerta3, y su color (comin necesariamenteys
tambienel de X. 2/ Sik= 1, abramosY, Z por la puerta2; si suscoloressoniguales,
entonces = v, y si sondistintos,c = r. 3/ Si k = 2, abriendoY por la puerta2, y
Z por la puertal, rige la mismaconclusbn queen el caso2/. El color del interior
al destapamunapuertaarbitrariak de unacaja X seiia, por tanto, determinablecon
certezaobserandosolamentesobreel restoY, Z del sistemapun restoquebienpodiia
estarseparad@ausalmentee X; segglin dictael realismolocal, dichocolordebeseren
consecuencian elementade realidadsegln el criterio de Einstein,Boris Podolsly y
NathanRosen,unapropiedadqueposeda cajaen cueston conindependencide que
semireno nolosinterioresdelasotrasdoscajasa travesde puertascualesquiera.

Ahoranosentrala curiosidaddesabem priori queveremossi abrimodastrescajas
por la puertal. Y vamosa razonardel modosiguiente,que presuponda existencia
de esoselementogie realidadque acabamosie mencionar Al abrir dosde las cajas
(digamoda Ay laB) porla puertal puederocurrirtrescasosiosinterioresrespectios
sonambosverdes,ambosrojos,0 unorojo y el otro verde.a/ Supongamogueambos
sonverdes.Envirtud del hechoexperimentalantescitado,los interiorespor la puerta
2 delascajasBy C (Ay C) debenserambosdel mismocolor, y por tantotambénlos
delascajasAy B, lo queasuvezexige queel interior dela cajaC porla puertal sea
verde. b/ Si losinterioresdelas cajasA y B por la puertal sonrojos,los delascajas
By C (AyC) porla puerta2 debenserdedistinto color, y por tantoigualeslos delas
cajasAy B, conlo queconcluimosde nueso queel interior dela cajaC por la puerta
1 deberserverde.c/ Finalmentesi los interioresde las cajasA y B por la puertal son
distintos,digamosrojo enla Ay verdeenla B, los delascajasBy C (Ay C) porla
puerta? debenserdedistinto(igual) color, y portantodistintoslos delascajasAy B,
dedondeinferimosqueel interior dela cajaC por la puertal deberserrojo.

Encualquiercaso pues podemosfirmarpor nuestraagumentad@ntedricaqueal
abrirlastrescajaspor la puertal veremosun nUmeroparde interioresrojos.

Comprolemosloahoraexperimentalmente. . Vaya! jPerosi saletodolo contra-
rio! jSiempreseve atravesdelastrespuertasl un nimeroimpardeinterioresrojos!

¢ Dondefalla el agumento? Solo hay algo que hemossupuestaacitamenteal
aceptarlos elementogle realidad: quela obseracion delos interioresde dos de las
cajasno alterael interior de la otra. Y paramas respaldointerno a estahipotesis,
podemospensaren llevar cadaunade las tres cajasa una galaxiadiferente(la 1 a
Andromedala 2 ala GranNubede Magallanesy la 3 la dejamosnnuestraGalaxia),
y destapaias tres a la vez, de modo que no hayatiempo a que la informacibn de
lo visto en algunade las cajasllegue a las otras. ¢Gmo va a “influir” el abrir la
caja2 enla Gran Nube de Magallanessobreel color interior (por cualquierade sus
puertas)de las cajal en Andromeday 3 aqu? Es absurdopensarlo,;no? Puessi,
seil todolo absurdoque nosparezcaperode hechoesaspookyaction at a distance
esainesperadaoordinacbn no local, forma partede las leyes de la naturalezay se
daenel insblito mundodelos quanta.Esteexperimentode lascajasesevidentemente
ideal,perootrosdesimilarconcepabny enprincipiofactiblesenel laboratoriopodiian
mostramitidamentequela MQ esincompatibleconel realismolocal 12

Queamosloo no,la MQ esextraiay antiintuitiva. DedaBohr: “Quiennosesienta
estupefactantela MQ esquenola haentendiddoien”.

12E| debatehistorico Bohr-Einsteinen torno a estacuestbn acabade cerrarse a favor del primero: un
experimentaecientecon paresde iones®Be’ enredadosnuestranequivocamentejueel realismolocal es
insosteniblg182).
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1.2.4 Dualidad onda-particula

IsaacNewton mantuw la naturalezecorpusculade la luz, pero ChristiaanHuygens
defendd su naturalezaondulatoria,que ThomasYoung demostraa brillantemente
muchosafiosdesp@s. Al comenzarel siglo XX nadiedudabade quela luz erauna
ondaelectromagética (EM). Perociertosfenbmenos(como el efectofotoeléctrico,
y el efectoCompton)requetan la vueltaatras haciaunaimagende la luz comoun
chorrode partculas,los fotones. ¢ @mo reconciliarestosaspectogorpusculareson
los aspecto®ndulatoriosevidenciadospor todaslas experienciasde interferenciay
difraccion?

No hasidofacil aprendea corvivir con unarealidadextraia quese comportade
dos modosopuestossegin el entorno[89]. Nuestrolenguajeha debidoacomodarse;
no es‘“cientificamentecorrecto”decirquela luz esunaonda,ni tampocoque esuna
coleccbndeparfculas.No esningunadeesasosassinoambasalavez. Dependiendo
delascircunstanciagxternasserealzaunafacetay sedeprimela complementaria.

Corrientementel aspectaliscretizadalela luz noesdiscernibledebidoal elevado
numerodefotonesquehayenunaondaEM ordinaria.Pensemogue,porejemplo,una
humildevelade 0.1 mW envisible arrojapor segundola friolera de 3 x 10 fotones
deesapartedel espectroa 100m dedistancieel nUmerodetalesfotonesquepenetran
en cadauno de nuestrosojos es 10°. De unaestrellade primeramagnitudrecibimos
unaenegia visual de unos2 x 10~8 W/m?, quecorresponda 10° fotonespor pupila
y segundo.

Silasondaspor antonomasidasondasEM, secomportaravecescomoparfculas
(de masanula), ¢ nopodran acasgpresentarsen ocasionesas parficulas(de masano
nula) comosi fueranondas?Estaesla preguntague se plante el joven De Broglie
(1923-1925) parala que,por purasconsideracionedeanaloday simetia, seatrevio
aproponemnarespuestafirmatva, contratodaevidenciasecular Suideaimpresiord
aEinstein.

De Broglie postub quetodapartcula materiallleva asociadainaonda“de mate-
ria"que la dirige o guia (onda“piloto”) ensumavimiento; masadelantgBorn 1926)
se concluiiia que se tratabaen realidadde una ondaamplitud de probabilidad,cu-
yo mbdulo cuadradaenun puntoeraproporcionala la (densidadde) probabilidadde
hallaralli la parficula. Sila parcula,demasam, tieneenegiatotal E = y(v)mc y mo-
mentolineal p = y(v)my, la ondaasociaddienefrecuenciay longitud de ondadadas
por lasmismasexpresionegjuerigen paralos fotones:

)\:h/p, V:E/h

Seconocencomorelacionegie Einstein-DeBroglie. La primeraproporcionael valor
delalongituddeondade De Broglie.

Los experimentosde Davisson-Germey de Thomsor?® confirmaronplenamente
la existenciade lasondasde materia.

Enlavidaordinariano percibimosestadualidad:la longituddeondadelos cuerpos
macrosopicosestanpequéaqueno hay “ranuras”ni“orificios”que puedarutilizarse
parades\elarsuaspectandulatoriol* Sinembago, ati esé.

13Curiosafamilia estadelos Thomsongnla queel padre JosephlohnThomsonyecibio el premioNobel
en1906por descubrida “particulaelectbn” en 1897,y el hijo, Geoge PagefThomsonJo recibi6 en1937,
compartidaconClinton JoseplDavisson,pormostrada “ondaelectibn”. Sobreestadoble“personalidadtie
los sistemagsuanticosbromeabaVilliam HenryBragg,quecompartd el Nobelen1915consuhijo William
LawrenceBragg,diciendo: Physicistsusethe wavetheoryon Mondays Wednesdaysand Fridays,andthe
particle theoryon TuesdaysThursdaysand Satudays.

14Echemoda cuenta. Paraunabola de billar de masam = 0.5 kg, por ejemplo,que se mueva sobreel
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1.2.4.1 Ondasdemateria Enunbonitoexperimentosehandetectaddasondasde
materiaasociadas fullerenosCep [7]. Setratade los proyectilesde mayormasa(en
un ordende magnitud,puessu masaesde unas720 u) y complejidad(60 nicleosy
360electronesy portantoconmuchosgradosde libertadinternosexcitables)conque
sehanpodidoverinterferenciagnun experimentodel tipo doblerendija(enestecaso
unared de difraccion); hastala fecha,sehalian obsenadocon electronesneutrones,
atomos,dimeros,y cimulospequéios de varios atomosde gasesnoblesligadospor
fuerzasdevanderWaals.Los fullerenosfueronproducidossnun hornode unos900-
1000K, quetraspasarpor dosranurasde colimacibn de 10 um separadasn 1.04m,
incidian sobreunared de difraccion de rendijasde 50 nm y pefiodode separad@n de
100 nm. La imagende interferenciase obserd a 1.25m de la red, detectanddos
fullerenostrassuionizacbn mediantaun rayolaser

Este experimentorevela la interferenciade cadafullereno consigomismo. Esta
interferenciaes visible porqueno setieneinformacibn de qué caminoha seguido el
fullereno. Si ésteemitieseluz quenosindicasepor qué rendijaha pasado)a imagen
de interferenciadesaparect&. Paraello esprecisoque la longitud de ondaA dela
radiacbn emitidasatisfaga\ <« d, siendod la distanciaentrerendijasconsecutias.
Peroa 900K, cadafullerenotieneunaenegia vibracionaldeunos? eV, almacenados
enl74modosvibracionalesguatrode estoamodosemitenradiacbninfrarrojade7-19
pm, y durantelos 3 msdetransitoentrela redy la detecobn emitende 2 a 3 de esos
fotonesinfrarrojos. Mas su longitud de ondacumpleA > d, y por tantono permitan
identificarla rendijaatravesada Otro tantopasacon la radiacbn de cuerponegro que
cadafullerenocalienteemite,y queesdel ordende0.1 eV durantesutiempodevuelo
por el trayecto,por lo que cadafoton asociadaiene como minimo unalongitud de
ondade 10pm > d. La velocidadmediade estosfullerenosdel experimentofue de
220 m/s,y por tantosu longitud de ondade De Broglie era2.5 pm, unas400 veces
menorque su diametrode ~ 1 nm. Es posibleque estetipo de experimentogpueda
extendersa sistemasnasgrandescomomacromoéculase inclusoavirus 1®

1.2.5 El principio deindeterminacion

Enla fisicaclasica,conocienddas posicionesy momentosnicialesde cadaunadelas
parfculasde un sistemapodamosen principio predecircon exactitud cualesiban a
seresagnagnitudesinratomastarde.Yano; paraempezarun principio deindetermi-
nacibn, debidoa Heisenbeg, impide quepodamosnedirconprecisbn arbitrariay ala
vezunavariablede posiciony la correspondienteariabledel momento.O unau otra;
debemogonformarnoson conocersdlo unamitad de las variablesque clasicamente
estabara nuestrcalcancg89].

Un ciudadanaormalalbegapocasdudassobrela posibilidaddemedirala vezla
posicibn de unamotoy suvelocidad;por esoencuentranaturalqueenla notificiacion
de unamulta de trafico por excesode rapidezle seéialenambosdatos. En un mundo
hipoteticoenquela constantale Plancktuvieseun valor parejoal dela accbn deuna

tapetea 0.4 m/s,la longitudde ondak de De Broglievaleh/mv= 3 x 10-33 m. No seconocerforificios ni
“ranuras”deestasdimensioneparapoderobsenar la difraccion e interferenciadetalesondas.Inclusopara
cuerpoganlivianoscomounamotade polvo (m ~ 1 ug), y velocidadesan pequéascomolasprovocadas
por agitacbn térmicadebidaal fondo cosmicode microondagT ~ 3 K, v~ 10~7 m/s),resultaA ~ 10718
m.

15__a difraccion de helio por unared similar ha permitidomedir recientement¢98] la longitud de enlace
delasmoléculasdiatbomicasmasgrandesy menosligadas,a sabeymoléculas®He,. Suenegiadeligadura
esdeunos10~’ eV, y lalongitud deenlacede unos5 nm.
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avionetaenvuelodurantel s, por ejemplo,h ~ 10° J s 16 el agentede policiatendiia
gue renunciaro al lugar o a la celeridad,pues,como consecuenciael principio de
indeterminadndeHeisenbey quevamosadiscutir, medirla velocidaddela motocon
precisbnde 10km/horaexigiriadesconocesulocalizacbnenaproximadament2 km.
Y esoporqueen tan extraiio escenarida merailuminacion transwersaldel motorista
conun solofotonde ondasderadiode A ~ 1 m paraverle al pasarcon precisbn de 1
m podfatransferirlemomentomasquesuficienteparadesviarlepeligrosamentee su
trayectoria.

Vivimos, sin embago, en un Universoen el queel cuantode accbn espequéo
aescalaordinaria,y los efectosdel principio de indeterminadn sedejannotarsobre
“motoristas"muchamaslivianos: electronesprotones niicleosatbmicos,moléculas,
etc.

Trasun cuidados@nalisisdelos procedimientosle medidade magnitudedasicas
como posicibn, momentoy enegia, Heisenbeg enunciabaen 1927 sufamosoprin-
cipio de indeterminadn. Esteprincipio de incertidumbrelimita las precisioneson
quese puedermedirsimultaneamentsobreunaparticulapares(A, B) de magnitudes
conjugadasalescomo(X, px): AAAB > 3h.

Larazdndelasrelacionesleindeterminadn resideenla dualidadonda-paficula.
Por ejemplo,paraver dondeest unacosacon preci$n Ax, lo normalesiluminarla
conluz delongituddeondai < Ax, perolos fotonesintercambiarenegiay momento
conella (efectoCompton) o queconllevaunaimprecisbn Apy ~ h/A 2 h/Ax.

Quizasla consecuencieasdistinguidadel principio deindeterminadn seala es-
tabilidadde la materia:clasicamentdos electronestbmicossoncomopequéasante-
nasradiantegjuedebefan caersobreel nlicleoentiemposde unospocosps,haciendo
inestablesos atomos.El principio deindeterminadn viene a surescateposibilitan-
do de estemodola existenciade la tablaperiodicay todala riquezaestructuraide la
fisicaatomicay molecular: al caerlos electronesse confinafan mas; estoobligafia
cuanticamente aumentasuenegia cinética,contrarrestandad la cadal’

1.3 ¢Entenderla MQ? Una cierta insatisfaccibn colectiva

Turning to quantummechanicsye knowimmediatelythat here we getonly the ability, appaently, to
predictprobabilities. Might | sayimmediatelyso that you knowwhete | really intendto go, that we
alwayshavehad (secet, secet, closethe doors!) we alwayshavehad a great deal of difficulty in
understandinghe world view that quantummechanicgepresents.At least! do, becausd’'m an old
enoughmanthat | havent got to the point that this stuf is obviousto me. Okay | still getnervous
with it. Andtherefore, someof the youngerstudents..youknowhowit alwaysis, everynewidea, it
takesa generationor two until it become®bviousthatthere’s no real problem.It hasnotyetbecome
obviousto methat there’s no real problem.| cannotdefinethereal problem,therefore | suspecthat
there’s no real problem,but I'm not sure there’s no real problem. Sothat's why | like to investigate
things. FEYNMAN

Quantummechanicsthat mysteriousgconfusingdiscipline,which noneof us really understandshut
whichweknowhowto use. GELL-MANN

Nadie presumede entenderda MQ. Todo lo contrario. Los mas grandesfisicos
de estesiglo (Bohry Einstein)y otrostambien preclarogJohnStewvart Bell, Richard
Phillips Feynman,Murray Gell-Manny StevenWeinbeg) sehanmostradgerplejosy

18Estaaccibn macrosépicaestambiénparecidaala desarrollad@or un ciclistaen unaetapacontra-reloj
alo largo deunpardekm.

17Esteargumento,aunquefisicamentecorrecto,no es consecuencisigurosade las relacionesde inde-
terminacon de Heisenbeg. Puedesustanciarsenedianteunadesigualdadie Sobole algo mas refinada
[90, 91].
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nerviososantelas sutilesfintas dialecticasquepropicianlos quantat® Ningunoniega
su enormeéxito paraexplicar cuantitatvamentelos fenbmenosconocidostantoenla
fisicadelo pequéio comoen la fisicade la materiacondensadaY la mayofia delos
fisicossabercomoaplicarlacorrectamentenesassituacionesPerocuandacseintenta
describirel comportamientale un quantumindividual, la extrafiezay el desconcierto
senosapoderan.

Trescuartosde siglo no hansido suficientegaradisipartodoslas dudasqueplan-
teanlos principioscuanticosa grannimerode profesionales Destacacomo particu-
larmenteacerrimo o rebeldeel problemade la medicibn: mientrasla evolucion deun
sistemacuanticocerradoesunitaria,y porendelineal, reversibley deterministaal ac-
tualizarpotencialidadessomoenunamedicbn sobreel sistemagl estadaleéstesufre
generalmentel infame“colapso”[91, 93], 0 “reduccbn”,'® no unitario, irreversibley
probabilista.¢, Sonreconciliablesambogiposde cambio?

La linealidadde la evolucion de un sistemaen entornosno reactvos (estoes, in-
sensiblesa los cambiosdel sistema)trasladala indefinicion objetiva de los sistemas
cuanticosalos aparatoslemedidacontratodaevidenciapractica.El gatode Schiodin-
gereslailustracion pintorescale esteconflicto?? Sehanofrecidomuchassoluciones
a esteproblema:desdeconsideraevolucionesno lineales,quese percibifian sblo en
sistemagie muchosgradosde libertad, conla virtud de llevar entiemposmuy cortos
cualquiercombinacbn lineal de estadodasedel aparatanacrosépico demedida(los
correspondientesposicionesiefinidasde susagujasia unodeellos, hastareemplazar
la ecuaodn de Schibdingerpor otraesto@sticadeorigental vezenla propiaestructura
del espacio-tiempguesesupondrasiemprebiendefinida(comoajenaa laspeculiari-
dadescuanticas) Ningunade estagpropuestadafructificado,y algunossxperimentos
hanimpuestdimitesmuy rigurososa unaposibleno linealidadenla MQ.

Una alternatva radicalesla “interpretacon del estadorelativo” de Hugh Everett
[l (1957),0 “interpretacon de muchosmundos”(modernizadan el formalismode
historiasconsistentes).En ella el problemaque nos preocupadesapareceomo por
encantoniegasimplementejueseactualicerpotencialidadesHay un sistemacerrado
global,el Universo,conun estadajueevolucionalineal y unitariamenteDadoun sub-
sistemal, y el subsistemaesto? (del quelos obsenadoreformamosparte),al medir
enel 1 unamagnitudA quepuededistintosvalores{ay, az, ...}, el Universo(y conél
nosotroskebifurcaenunacoleccbnde“ramas”o alternatvasenlasquetodoslosque
alli estamowemosgueesamagnitudA tieneunosolode esosvalores digamosa. No
hacefalta “reducir” el estado;nuestroestadorelativo (neuronalo de conscienciagn
esaramaesfi yadispuesta ver sblo esevalor ax. Peroexistenotrosobsenables para
lasquela ramificacbn seéa distintay tambénreal. En estasnuesasramas.el valor de
A no estaa bien definido,y los obsenadoresen esasramastendiamosla incomoda
sensadin de ver lasagujasdel aparataquemide A en posicionesndefinidas en esta-
dos“grotescos’comolos del gatoni vivo ni muerto.Volvemos pues,alo desiempre.
No hemosesueltonada;si, noshemosarropadaconunamiriadade mundosgratuitos
(enviolacion groseradel principio de Occam)dondeescondekl problemaperoéste,
imperturbableregresasiempre.

18purantdasjornadagCajal onconsciousnes¢Zaragoza29/11/99-01/12/9), mededaGell-Mannque
yaporfin comprendala MQ. Ante mi insistenciamatizafaquela entenda“practicamentetoda.

19 a reduccbn matenaticadel estadaaparece&ecomoun modusponensntranscendentenla formulacibn
dela MQ conhistorias.Perola unicidadde la actualizacbn es,evidentementegtro cantar

2OMesogato® gatosmesodpicosde Schidingerya sehanproducidoen laboratorio: estadosatbmicos
superposidnlineal deestadodocalizadosy separadoa distanciagle 80 nm, muy superiores sustamaios
individualesdeunos7 nm, y alasdimensionesitomicasdelordende 0.1 nm.
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Siendopragnatico,sepuededespachael asuntd deestaguisa.El sistemauantico
interactiaconel aparatade medir, queasuvezlo haceconel ambiente Los tres,sis-
tema,aparatoy entorno,estnenredadosComolos gradosde libertadde estedltimo,
esdecirsumicroestadono secontrolanni obseranporlo generalhayquepromediar
tomanddrazassobreellos. En la practica,el ambienteinducedescoherenciantrelos
“estadosde la aguja” del aparatode medida,estohaceperderirremediablementsus
fasesrelativas,y arrastracon ello al colapso. Sin embago, sigueabiertala cueston
centralde como sepasadel “y” al “0”, esdecir, por qué el resultadode cadaactode
medicibn esunoy novarios. ¢ Caea tal vezfueradela fisica?

1.4 ¢;Quéseradela MQ enelsiglo XXI?

No hay atisbosde necesidadie cambio(perotambien a finalesdel XIX secreda ter
minadoel edificio de la fisica)?? La MQ funcionaperfectamentegiriamosque de-
masiadadbien paralos impacientegjue secansartde paradigmagya secularesSolo la
gravitacion seresistea la domacuantica. La teoiia de cuerdasofreceunasolucion,
lejanadelos fenomenosa las escalasle laboratorioy costosandimensiones? Pero
alo mejor esel precioa pagarparaunafuturarevolucion dela fisicaenquela propia
estructuradel ET sehagano conmutatvay supersingtrica,y la MQ, consuconstante
h dePlanck,seael marcoobligadoparaexpresatasnuevasdualidadegjuegeneralizan
Ogm < 1/CXEM.

Alguien tanimportantecomo Gerardust Hooft defiendequela MQ suige delas
fluctuacionesstadsticasen unateoiia clasicadeterministaaplicableen la escalade
Planck. Contraestaopinion de 't Hooft, hay otrano menosautorizada.Dice Steven
Weinbeg: Thistheoeticalfailureto find a plausiblealternativeto quantunmedanics
suggestso methat quantummedanicsis thewayit is becauseany small changesn
guantummedanicswouldleadto absudities.

¢Quintienela razdn? A lo mejor ninguno. La comparadn de la historiade la
fisicadel siglo recién acabadaon lo que se predeta paraella hace100 afios reco-
miendael callars€* y esperamlgunaqueotrasorpresajuealguiencontaé aqu enel
2101.

Lo quesi essguro esque, mientrastanto, los fisicosexperimentadoreseguiran
realizanddbrillantesexhibicionesde esagjue, por ilustrar de modosimple cuestiones
fundamentalesie la MQ, automaticamentepasana los libros de texto, y los fisicos
tedricoscontinuaan por un lado descubriendeesultadosorprendentementgmples
(teleportacbn, p.e.) y por otro aplicandolas tecnicasde calculo de la MQ a proble-
mascadavez mascomplejosjnventandgrocedimientogomputacionalesue/oscon
la esperanzale que algln dia se separhacercalculosprecisosy no perturbatvos en

2Iror all practical purposegFPAP), comodeda Bell enunode sustltimostrabajosen el queproporia
prohibir el usodel termino“medicion” entodadiscusbn seriasobreMQ, y reemplazarlgor el de “experi-
mento”.

22 ord Kelvin (William ThomsonBaronKelvin of Largs)llegb adecirqueel futurodelafisicaestabaen
medir hastala sextacifra decimal. Y Albert AbrahamMichelson,en 1894, afirmaba: The more important
fundamentalawsand factsof physicalsciencenaveall beendiscoveed....

23 a gravedadsubmilimétricaintentaescudriar esenue/o mundoa través de presuntasnodificaciones
dela ley dela gravitacion de Newton [6]. Medidasreciented105) no hallanindicios de cambiode estaa
distanciasuperiores 0.2mm. Tambénunaaparenteiolaciobndela conseraciondela enegiaenel futuro
colisionadorLHC (Large Hadron Collider) del CERN podfia sehalar la existenciade dimensionesxtra
por las que se moveiianlos gravitones,perono las otrasparficulas. El fascinantgproblemade la posible
generaddny desaparidndelasdimensionesantoespacialesomoextraconla evoluciondel Universoesé
yasiendoobjetode atencbn por los fisicos[5].

24Comodice WoodyAllen, “predeciresmuy dificil, sobretodoel futuro”.
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teofastan ricasy dificiles comola CromodiramicaCuanticaa baja enegia [218].

No esdescartablesn absolutoque nuevas e inesperadasonsecuenciade las leyes
cuanticagpuedarsumgir encualquiermomentoyesultadogjueabranperspectiasnue-
vas. jQuiéniba a pensarpor ejemplo,quemediosiglo desp@sde queseinventarala
MQ todavia sgguiriandescub@ndoseaspecto®lementaley profundosde la misma,
comola imposibilidadde clonacbn de estadosuanticos!

2 Medio siglode “bitologia”

Segln su 72 acepodn en el DRAE, informacion es “comunicacon o adquisicon de

conocimientogjue permitenampliaro precisarlos que se poseensobreunamateria
determinada” En estamagrifica definicion aparecenle formamaso menosexplicita,

y en esteorden,las tresoperaciones que se sometetodainformacibn: transmison,

procesadoy almacenamientoY enlastresintervienela fisica: el veHculo transmisor
puedeconsistiren ondassonoraspndasEMs, impulsoselectonicos,etc.; el mensaje
recibido se transformamedianteun cerebro,un abaco,un ordenadaretc., antesde

incorporarloa un archivo y modificarotros datospreeistentes;parauso posteriorla

informacion resultanteseguardaenunamemoriao archivo, ya seadel cerebroya sea
la de un discoduro, etc.,0 seescribeen un cuadernop enunaficha,o segrabasobre
unatabletacuneiforme etc?® Porello puedeafirmarseconLandauef131, 137, que

la informacibntienenaturalezdisica.Y comoobjetofisicoquees,esh sometidanos

gusteo no, al dictameninexorabledelasleyesfisicas,queporunladola limitan, y por

otro,la potencianporejemplo la informacibnno puedenuncatransmitirseavelocidad
superiorala de velocidadc de la luz envado, peroen cambiogozade las ventajas,
comoparalelismamasvio, quelos principioscuanticosle otorgan.

2.1 Elbit

La informacibn est discretizada,viene dadaen paquetesrreductibles. La unidad
elementalde informacion clasicaesel bit (con masprecisbn c-bit, o inclusochit, por
bit clasico), un sistemaclasicocon tan solo dos estado y 1 (Falsoy Verdadero,
No y Si). El nombrede bit (por binary digit) se debea JohnWilder Tukey,?® y su
usocomounidadfue introducidopor ClaudeElwood Shannorenlo queseconsidera
comola CartaMagnadela eradela informacibn: sutrabajo,en dospartestitulado A
mathematicatheoryof communicatiorj188§].%’

Cadabit puedeser guardaddfisicamentegen los ordenadoreglasicos,un bit se
registra como un estadode caiga de un condensado(0 = condensadodescagado,

25En 1 TB de almacenamientgabeel contenidode unos10P libros. En los proximos afiostendremos
discosdurosde 400 GB. Hoy sealmacenartontecnologa magnetorresista gigante(GMR) unos100 GB
por pulgad&. Conalmacenamientholografico pueddlegarsehastaB000GB por pulgadd, esdecir, 1 TB
por cré.

26Tambénsedebea Tukeyel nombredesoftwae.

27Shannormuri6 el pasad®4 de febrerodel 2001. Ha pasadala historiacomopionerodela revolucion
digital, y sindudacomounadelasmasgrandedigurasdel siglo XX. Creadordela codificacbn,nosensdo
como combatirla corrupcbnmediantda redundanciaAsi el cortedeun CD conunatijeraalo largo deun
radio no afectaparanadala calidadde suaudicibn. Demostd tambien, contratodo pronbstico,quepor un
canalruidosopuederviajarmensajesonfidelidadtanaltacomosedeseesin necesidadiebajarsinlimite el
ritmo detransmisbn, bastand@ueestesemantengaiempremenorqueunacaractersticadel canallamada
su capacidad.Hastacasimedio siglo desp@sno se hanconocidocddigosexplicitos cercanos eseritmo
limite de Shannon La repercusbn cienfifica, ecorbmica,culturaly socialde la obrade Shannorcrececon
el tiempo,y el mundoactualsefiainconcebiblesin ella[52].
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o diferenciade potencialnula entresusplacas;1 = condensadocaigado, o tensbn
no nula). Setratade (islotescontinuosde) estadosnacros6picamentaiferenciados,
y separadopor unabuenabarrerade enegia paraevitar transitosindeseable&ntre
ambos;estoes,hande serlo bastanteobustoso estables.Sulectura(con el debido
cuidado)nolesafectay puederserclonados replicadossin problemas.

Cualquiertexto ordinario es codificableen unacadenade bits: por ejemplo,nos
bastaf conasignara cadasimbolosucodigoASCII,?® pasandduego estenimeroasu
formabinaria,y compleindoloa continuacon medianteun bit deparidadala derecha.
Ejemplo:el siglo de los quanta sepuedecodificarcomo

11001010 11011000 01000001 11100111 11010010 11001111
11011000 11011110 01000001 11001001 11001010 01000001
11011000 11011110 11100111 01000001 11100010 11101011
11000011 11011101 11101000 11000011

2.2 Losteoremascentralesde Shannon

AungueyaR.V.L. Hartley en1928intentaraasignamunamedidacuantitata ala infor-
macbn, la teofia clasicade estase debea Shannonguienenlos dostrabajosfunda-
mentales/a mencionadoslel afio 1948, trasla segundaguerramundial,senb definiti-
vamentesusbases Consuteoremade codificacbn en ausenciade ruido mostib cuan
compesiblepuedeserun mensajep equivalentementequé redundancidiene,y con
suteoremade codificacbn en un canal ruidosohalld cuantaredundanciaebeincor
porarsecomominimo aun mensajgaraquea pesardel ruido delcanalde transmison
seacompensiblea sullegadaal otro extremo.

Un sistemade comunicacionegonstagerericamentale estoselementos:1/ una
fuentedeinformacibn (por ejemplo,unapersonénhablando)gueemitemensaje; 2/
un codificadorde fuentequetransformaM enunapalabram(M) deun cierto alfabeto
(por ejemplo,cadenasle bits); 3/ un codificadorde canalqueasociainyectivamentea
cadam= m(M) unapalabracbdigow = w(m(M)), generalmentdinaria; 4/ un canal
decomunicaddn querecibea la entradda palabraw parasutransmison, peroquepor
serengenerafuidosointroduceerroresy daasusalidaunapalabrar’ # w(m(M)); 5/
un descodificadode canalqueintentacorragir w cambandolapor la palabracodigo
w(m(M’)) maspareciday producea susalidaunapalabram = m(M’); y 6/ undesco-
dificadordefuentequeenviaM’ ala estacbn dedestino.

2.2.1 Primer teoremade Shannon

Vamosa suponemhoragueel canalde transmisbn esperfecto,sinruido,y paraevitar

pasosintermediosquelos mensajesle la fuentede informacibn van directamentel

canalde transmisbn, que los lleva a su destinocon todafidelidad. Peroestopuede
Ser un procesocostoso,cuyaejecucon en tiempo corviene optimizar Lo cierto es
gueno todoslos mensajesmaginablesequierertransmison frecuente Es pocousual
quealguienquieramandaraotro un mensajecomonkfq Nihn?.#hubxgdh , y cuando,
por contra,un mensajeserepitea menudo digamosUniversidad ~ Complutense  de

Madrid , podemosacudir al uso de ac®nimos como UCMparasimplificarlos. Estas
elementalesonsideracionesosindicanla prescripcbn a seguir paraahorrarenel uso
del canal:representemos codifiquemosgde mutuoacuerdgrevio entreel quemanda
el mensajg/ sudestinatariolos mensajesnuy frecuentepor otrosmascortos,aunque

28AmericanStandad Codefor Informationinterchange
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estoexija alagar la representaéin de los mensajepocofrecuentes.Estosmensajes
codigo (generalment@lmeros)sonlos queseernvian por el canal. Recordemospor
ejemplo,el codigo Morse,enel queala letraquemasapareceeninglés,la “e”, sele
asignael “.”, mientrasquela “z”, la menosrecuenteserepresentgor “—..”.2°

El primerteoremade Shannorformalizaé estasdeas.

Seaun alfabetofinito A := {ay, ..., a}, provisto de unadistribucion de probabi-
lidad pa : & — pa(a) sobreA, conyici<ia Pa(@) = 1. Escribiremosa vecesA :=

{a, pA(ai)}!ill. Consideremotos mensajespalabras cadenasax,...x, € A" deca-
racteresde A, provenientesde unafuentesin memoriao de memoriacero, es decir,
formadosde modoqueen cadalugarde la cadenaapareceeadasimboloa con proba-
bilidad pa(a), estadsticamenténdependientelelos simbolosenlos otrossitiosdela
cadena?

2.2.1.1 Compresbn El primerteoremaitadode Shannorasguraque,sin>>1,la
informacibn®! suministradgorun mensajgeréricoden letrascoincideesencialmente
con la transmitidapor otro mensajebinario, de longitud nH(A), dondeH (A) esla
entrofgade Shannof? (incertidumbrejgnorancieo falta deinformacibn sobreA antes
derecibir unadesusletras,o equivalentementda informacibn mediaaportadgor un
simbolode A trassurecepabn)

H(A)=— 5 pa(a)log, pa(a).
1<IIA|

En otraspalabrascadaletraescomprimiblea H(A) bits. Ademas, esteresultadoes
optimo33

Siguede lo dicho quela entrofa H (A) de Shannorpuedeinterpretarsecomola
informacion esencialjncompresiblede cadaletradel alfabetoA; o lo queeslo mis-
mo, como nuestraignoranciaa priori por letra antesde recibir ningn mensajede
modo que paraque al receptorle quedetotalmenteespecificadaun mensajede n
letras hay que mandarlepor un canalsin ruido nH(A) bits (n > 1), o equialente-
mente,nH(A)/log, |A| letras. Por esosedefinela redundanciale la fuenteA como
R(A) := 1-H(A)/log, |A| .34

29Estamospensandan textosnormaleseninglés. Notableexcepcbnesla novelaGADSBY, A STORY
OF OVER 50,000 WORDS WITHOUT USING THE LETTER “E”, de ErnestVincentWright, enla queno
aparecda “e” enningunadesuspaginag(titulo, nombredel autor e introduccbnexcluidos).

30Los lenguajesaturaleso sonas; por ejemplo,enespdol nuncaseda (esperolel digramaQn. Pero
son, en buenaaproximacon, limites de fuentesmarkovianasrgoddicasa los que puedengeneralizarséos
teoremasle Shannon Seestimaguela entrofia Hingles del inglés(con 26 letrasy un simbolode espacicen
blanco)esdelordende 1; masconcretamentd).6 < Hinges < 1.3, acomparaiconla entropalog, 27 = 4.76
quetendiiasi fueraunafuentesin memoriay designosequiprobables.

31En la teoria dela informacibn no interesael contenidosenanticode un mensajesino sucomposicén
sintactica,la coleccbnde simboloso letrasquelo integran.

32| a palabraentrofjiahabia sidoya introducidaen la termodiramicapor Rudolf JuliusEmanuelClausius
en 1864. Feynmancuenta81] que Shannoradopb el nombrede entrofia aconsejadg@or von Neumann,
puesestole dafia. .. a greatedgein debatesecauseobodyreally knowswhatentropyis anyway

33Laideabasicadela demostradin essimple: consisteenfijarsepreferentementenlos mensajesipicos
o masprobablesHay 2"H(* de ellosasinbticamentgn —+ ), enun total de |A|” mensajesLos mensajes
afipicos sonasinbticamentagnorablesen probabilidad. Todoslos mensajedipicostienenprobabilidades
similares~ 2-"H(®) (n - «). Bastacon transmitirpor el canalde comunicachn (supuestgerfecto,sin
ruido) el nmerobinariode longitud nH(A) asignadode comin acuerdoentreremitentey destinatarioa
cadamensajdipico, paraguea surecepcon puedaseridentificadoel mensajesrviado.

Que estacompresbn es dptima se comprendeeniendoen cuentaque todaslas secuenciasipicasson
igualmenteprobablesenel limite, y por tantoesimposibleenumerarlasonmenoshits de modoinyectivo.

34Cuandosetratade un idioma, ya hemosdicho enotranotaqueesteresultadcesaplicableaproximada-
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2.2.1.2 Caodificacion Caodificarconsisteen inyectarmedianteunaaplicacbn tun
alfabetofuenteF en palabrasde un alfabetocodigoC. La codificacbn Tt tieneuna
extensbn 1t al conjuntoF* depalabrasieF porconcatenaéin delasimagenesiesus
letras(palabrascodigo): 1 : f1fa. .. fn — T(f1)T1(f2) .. .7(fn). Interesarias codifica-
cionescondescodificadin Unica,estoes,aquellasttalesque T esinyectiva. Sonlas
Unicasqueconsideraremos.

Existenmétodosmuy practicosde codificacbn clasicacon eficaciacercanaal va-
lor 6ptimo, comoel sistemaHuffman de codificacbn instanfinea,de miltiples apli-
caciones(facdmil, television de alta definicion, etc.). La esenciade este método
consiste,como era de esperar en representacon seriescortasde bits aquellasle-
tras que con mas frecuenciaaparecen. El siguienteejemploservifa de ilustracion.
Supongamosin alfabetode cuatrosimbolos,digamosA, B,C, D, son probabilidades
0.6,0.2,0.1,0.1, respectiamente. La codificacbn binariaingenuaA — 00B — 01,
C~ 10,D — 11, enparesde bits tieneunalongitud mediade 2, quedifiere bastante
delaentrofaH = 1.57 bits de estealfabeto.Muchomejoressucodificacbn Huffman
A— 0B~ 10,C+ 110,D ~ 111, cuyalongitud mediaes1.6. Noteseadenas que
estacodificacbn eslibre de prefijos o instanfinea: ninglin codigo es prefijo de otro
y por tantola descodificadn puederealizarsesobrela marcha,sin esperam recibir
todala giéstra binaria,ya quesereconoceénmediatamentel bit (ltimo de cadapalabra
codigo:

2.2.2 Segundoteoremade Shannon

Si el canalde transmisbn esruidoso(casocomin), la fidelidadinformativa sepierde,
puesunaporcion de bits puedenalterarseen el camino. Pararecuperata informa-
cioninicial seechamanode la codificacbn, enla quecodigoscorrectoresie errorse
encagande quelos erroresinevitablesen la transmison puedanlimpiarseal final y
guedeel mensajegeneralmentémpolutoy fiel. Peroal contrarioqueantesenquela
codificacbn erautilizadaparacomprimir, ahoralas palabrascodigo van a tenermu-
chosbits redundantesesel precioa pagarparacombatirel ruido, puesla transmison
deinformacbn seralentizaa inevitablemente En el lenguajenormaltambienusamos
mas letrasde las necesariasperoesteexcesoes precisamentel que nos permitela
identificacbninstanfineade palabrasonalgunaerrata,o ligeramentencompletasEl
segundoy magrifico teoremade Shannorpruebaque podemosacercarnos la fideli-
dadtransmisvacompletaantocomoqueramos travésdecualquiercanal por ruidoso
guesea,siempregquenosconformemoson un ritmo de transmisbn queno excedala
llamadacapacidadiel canal(supuestao nula).
Supongamosin canalsin memoriay discreto,queaceptgpalabragde un alfabeto

X dela estacbn de origen (de unafuentesin memoria),y a su salidaemite palabras
del alfabetoY de la estacbn de destino. Sea(pyx(yj|%)) la matriz esto@sticadel
canaldadapor las probabilidadesie queel simbolox, € X ala entradaaparezca la
salidacomoy; €Y. LadistribuciondeprobabilidaddeY vienedadaporla distribucion
maginal py(Yj) = ¥i Pvx(Yj, %) = 3i Pyjx (Yj %) px (x). Unamedidadela habilidad
mente(teoremade Shannon-McMillan)ad, parael inglés,si Hingies & 1.2, un textoeningléscomprensible
den simbolosescodificablemediantel.2n bits,y portantomediantgHingies/ 10g, 27)n = 0.25n simbolos.
La redundancigedricadelingléses,portanto,~ 3/4. Estono significaquepodamoguitaral azarun 75%
delos simbolosmanteniendda comprensibilidadiel mensaje.Dependemuchode como se simplifiqueel
texto.La redundancigracticaseestimaenun 25-50%.

35SedemuestrajueparatodafuenteF existealgunacodificacbn Huffmanconla que,al codificargrandes

bloques sepuedeacercarmuno por arriba,tantocomosedeseeala barreraH (F) por simbolo. Estabarrera
esinfranqueableon codigosdedescodificadin Unica.
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del canalparatransmitirinformacin viene dadapor su capacidadC := sup,, (X :

Y) = maxy, | (X:Y), dondel (X :Y) :=H(X) —H(X|Y) =H(Y) —H(Y[X) = H(X)+

H(Y) —H(X,Y) esla informacibn mutuade X eY o informacibn quede X (Y) se
tiene por el hechode conocerser (X). En estaexpresbn aparecda entrofia con-
dicional H(X[Y) := 5 j pv () 5i P(Yj[%) 10G2 P(yj[x),  Pv.x(¥j, %) =: P(X)P(Yj[%),

quemidelaincertidumbresobreX conocidaY, y la entrogaconjuntaH (X,Y) deX,Y

H(X,Y) = =3 ipvx(yj,%)l0g, py,x(Yj, %), o incertidumbresobreel par X,Y. La
cornvexidad dela funcionlog hacequel (X : Y) > 0 (conocerY no puedenuncarebajar
lainformacbnsobreX). Esclaroquel (X :Y) = I(Y : X).

La capacidadC vienea serel nUmerode bits de salidacorrectament&ransmitidos
por cadasimbolo deentrada.Sucalculoesporlo generaimuy dificil.

Muchoscanalesonsimétricosbinarios: cadabit transmitidotienela mismapro-
babilidad p de sufrir inversibn, esdecir, de sererroneoa la llegada. Sonlos canales
que consideraremoaqu. Paraellos eselementalel calculo de la informacibn mu-
tuamaxima,conel resultadaC = 1— H(p) =: C(p), dondeH (p) := —plog, p— (1 —
p) l0g,(1— p). ObsresequeC(3) = 0; tal canal,de capacidachula, esinservible
como conductode transmisbn, puestransformacualquiersecuencigbinariaen otra

totalmentealeatoria.Supondremosiempreenlo quesiguequeC(p) < 3.

Un procedimientogeneralde uso de un canalde transmisbn ruidoso puedeser
este:Unafuenteemite palabrasn de un cierto alfabeto,queun codificadorinyectaen
un subconjuntaC, C Z5. Los elementosie esteconjuntosellaman palabrascodigo.
Enla transmisbn de unapalabracodigow € ¢, puedeproducirseun errore € {0, 1}"
de modo que la palabrarecibidaseaw’ = w+ e (sumamod 2). El subconjuntode
palabrasG, C {0,1}" sedice que esun codigo clasicocorrector de errores (CCCE)
e€ £, C {0,1}"si (W+ En) N (W + En) = 0 paracualesquierav # W € G,. Esdecir,
apesarmdela distorsbnqueenunapalabracodigow € ¢, producerlos erroresno hay
solapamientale los diferentesconjuntosw+ ‘£, y la descodificad@n es posiblesin
ambigiedadesnediantesimpleasignaddbn dela palabracodigoquerepresentéa clase
w+ En enqueseencuentrda palabrarecibida.

Este es por tanto el procedimiento:1/ Previamentese acuerdaentrela persona
emisoray la receptoragqué mensajeespeffico corresponde cadapalabracodigo, y
como,alarecepabnconerroresdeéstasevaadecidirqué palabracodigosele asigna;
2/ seenvia éstaenlugardel mensaje3/ ésteserecuperaal otro extremodel canaltras
asignara la palabrarecibida(que posiblementgresentaerrores)una palabracodigo
de acuerdocon el esquemale decisbn adoptadaen 1/; y 4/ el destinatariaecibeel
mensajecorrespondienta estapalabracodigo, mensajeque debeta coincidir con el
original si el esquemaledecisbn esacertado.

En el usopracticode un codigo ¢, puederproducirseequivocacionesn la recu-
peracon de los mensajespravocadospor erroresfuerade £y, estoes, del ambitode
sgguridaddel codigo. Peromientrasla frecuenciale fracasoseamuy bajase# tole-
rableel riesgo.Esclaroquecorvendé paraello distanciammuchoentresi (ensentido
Hamming, es decir, en el nimerode bits en los que difieren) las distintaspalabras
codigo, puesasd disminuirala posibilidadde quelos erroresproduzcarcolisionesde
dos palabrascodigo distintas. Peroestoconllevara una disminucbn del numerode
palabrascodigo, a no serqueaumentemos, con la consiguientaalentizacbn enla
transmison de informacion esencial Ensguidavolveremosa esteasunto.

Sellamaritmo del codigo Gy aR:= 100, | Gh|/n. Mide el nUmerode bitsinformati-
vos por bit transmitido.Esfacil agumentamque paraqueel codigo seafiable suritmo
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no hade superata capacidadiel canal:R < C(p).®

El sggundoteoremale Shannortierrala cuestonenel limite asinbtico,afirmando,
paracanalesimétricosbinarios,quesi R escualquierritmo detransmisbndel codigo
gueno sobrepaséa capacidadiel canal(0 < R < C), dadoun € > 0 arbitrariamente
pequdio existencodigos{ G, C Z8}5 con[2"R] elementogpalabrasodigo)y sistemas
dedescodificadn asociadosy un enteron(e), talesquela fidelidadF (G,) o probabi-
lidad de quecualquiemmensajedescodificad@oincidaconsuoriginales> 1 — € (esto
es,la probabilidadmaximadeerrorenlaidentificacbndela palabracodigoasurecep-
cion es< ¢g) paratodon > n(g). Masaiin, sepuedeconsguir quelas probabilidades
deerrortiendana O exponencialmentenn (Shannon1957).

El teoremaes 6ptimo: no puedesobrepasarst& capacidadC si se quiere una
transmisbn fiel. Se sabeen efectoque paratoda sucesbn de codigos {(h}$ con
|Gh| = [2"R], cuyo ritmo superala capacidadiel canal(R > C) la probabilidadme-
dia deerrortiendeasinbticamentea 1.

La demostradin de esteteoremade Shannoressumamenteriginal, puesseapo-
ya en codigosescogidosal azar y esquemasle decisbn basadosn el principio de
maximaverosimilitud,o equivalentementparaestoscanalesimétricosbinarios,minima
distanciaHamming;por desgraciano esconstructva, sinoexistencial,dejandaabierto
el problemapracticode hallarcodigosqueseacerqueral maximode eficienciay sean
defacil descodificad@n.

2.3 Correccbn clasicadeerrores

Los erroresen el almacenamienty procesadale la informacion soninevitables.Una
forma de corragirlos clasicamentees echandomanode la redundancia(codigosde
repeticbn): sesustituyecadabit porunaristraden > 3 bitsigualesaél,

0 00.00 1-s11.11
S—— S——

n0's nls

y si por la causaque sease produceun error de modo que uno de los bits enunade
esagristrasseinvierte (por ejemplo00000— 01000),bastaconinvocarel voto de la
mayoiia paracorregir el error3’

Esclaroquesi serepasarsistenaticay frecuentementtasn-plasde bits, de modo
gueseamuy poco probablequelos erroresafectena doso masbits, la aplicacbn de
estesencillo métodolas limpiara de suserroresy las restablecéxr a su estadodebi-
do. Ahorabien, el precioa pagarquizasresultedemasiad@&levado,puescon codigos
delongitud n suficientementgrandecomo paraaseurarun pequdio erroren la de-
teccbn, el ritmo de transmisbn, que en estecasoesde 1/n bits fuentepor bit canal,
puedeserprohibitivamentepequéio.

Antes hablamosde codigos € C {0,1}" correctoregle erroresubicadosen £ C
{0, 1}". Masgeneralmentggodemosonsideraalfabetosy-arios(cuyossimbolossu-

38En efecto,al transmitirunapalabracodigow € ¢,, seproducifa unamediade np bits invertidos,y por
ello un errore quemuy probablementseaalgunade las 2"(P) secuenciagipicas.Paraguela descodifica-
cion seafidedigna,las esferagde error concentrosen las palabracodigo no hab&nde solapayy por tanto
2"H(P| | < 2, dedondeR < C(p). Esteresultadosugierequela capacidadC escotasuperioratodoslos
ritmosdetransmisbn fiel.

37Seap la probabilidadde queun bit cualquieraseestropee En general puederinvertirsevariosde los
bits dela n-pla. Si p < 1/2, la probabilidadde errorenla decisbn, esdecir, dequela decisbn mayoritaria
falle, puedehacersetan pequéia como se deseetomandon suficientementgrande. El casop > 1/2 se
resolvefahacienddo contrariodel voto dela mayofia,y si p= 1/2, no hay nadaa hacer pueslasristras
pasaraseraleatorias.
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pondremosjuesonlos elementoslel cuerpafinito Fq deq = p' elementosgon p pri-

mo). Dadasdospalabras,y € {0,1,...,q—1}", seadn(x,y) := {i|l1 <i < n, X # Vi }|

sudistanciaHamming(numerodelugaressnquex, y difieren).Seaa distancianinima
d = dn(C) = infyzyecdn(x,y) del codigo. Entoncesel codigo C permite corregir
errorequeafectencomomaximohastat := | 3(d— 1) | posicione simbolosinclusi-
ve: bastasustituircadapalabrarecibidaporla palabracodigomascercananla métrica
deHamming3® Corvienenportantolos codigoscond alta, peroestoseconsiguea ex-

pensagledisminuir|C|. SiM esel numerode palabrasodigo,hablaremoslel codigo
(n,M,d)q. Suritmo sedefinecomoR:= n‘llong. El maximovalor Ag(n,d) de M,

esdecir, del nimerode palabrasodigo paravaloresdadosde g, n, d, no seconoceen
general® perosedisponede algunacotasuperior(de Singleton,y de Hammingo de
empaguetamientde esferask inferior (de Gilbert-Varshame) [145, 181,211]4°

2.3.1 Codigoslineales

Cuando( esun subespacidineal de TFg, el codigo diceselineal; sonlos codigosli-
nealegpor tantode la forma (n, g, d)q, dondek esla dimensbn del subespacidineal
C, d coincidecon la longitud minima de unapalabracodigo no nula, y tienenla gran
ventajapracticade simplificar la bUsquedade la palabractdigo mas cercanaa cada
palabrarecibida. Acostumbrara representarspor [n, k, d]q, 0 simplementgpor [n, K]q
cuandad esirrelevante.Suritmo esk/n.

Dadoun codigo C detipo [n,K|q, unamatrizG, k x n, defilas dadaspor las com-
ponentesleunabasede C, sellamamatrizgeneadora de C. Definiendoen'Fy el pro-
ductoescalarenla formacarbnica, podemosntroducir el codigodual ¢+ del codigo
C. UnamatrizH, (n—Kk) x n, generadorae C* seconocecomomatriz (de compo-
bacion de)paridadde C; noteseque C = {u € IF : Hut = 0}, lo quejustificapartedel
nombredadoaH, puespermite“comprobar”faciimentesi unvectoru delfg pertenece
o noal subespaci@ viendosi suscomponentesatisfacer no cadaunadelas (n—Kk)
relacionedinealesimpuestagporH.

Traspermutaddn adecuadaelos simbolosencadapalabracodigo (lo quepropor
cionaun codigo equivalentea ), siemprepuedeescogersé& de formaestindar con
Gij = §ij,i, ] <k, estoes,G = (lI¢|A), dondeA esunamatriz cuadradale dimensbn
n— k. Esfacil ver quesi G = (I¢|A) est enformaesandar entonce = (—A!|In_)
esunamatriz paridadde C, también en formaestindarcomomatriz paridad(aunque
no como matriz generadoralel codigo dual Ct). Sedice entoncesjue el codigo es
sistenatico; susk primerossimbolosse llaman simboloso digitos de informacibn o
mensajey los restantesellamansimboloso digitos decomprobadn o paridad.

Esclarala cotade Singleton:k+d < n+ 1. Los codigosquela saturarsellaman
codigossepanblesen distanciamaximao codigosMDS. Es muchomas complicado
hallar cotasinferioresparad, y sblo sesabehacermparaalgunasclasesde codigos.

La codificacbn aplicabiyectivay linealmentdas palabra&leF'g sobrelaspalabras
de}Fg atravésdeuncodigo(n, o d)q, y serealizadeestemodo.Sea{ey, ..., &} C ]Fg
unabasede C. Dadaunapalabrafuentef = (f1,..., fy) € F'é‘, sele asignala palabra
codigow(f) := 5, fig. En términosde la matriz generadoras, f — w(f) := fG.

38por ejemplo, parael codigo de repeticbn ¢ = {0...0,1...1,...,(q—1)...(qg— 1)}, conq palabras
codigodelongitudn, setiened = n, y portantocorrigeexactamenté(n—1)/2| errores.

39sesabeporejemplo,queAq(n, 1) = g, Aq(n,n) = g, Az(3,2) = 4, Ax(5,3) = 4, Ax(5,5) = 2; seignora,
sinembago, el valorexactoenmuchosotroscasos.

40 a determinadn de Aq(n, d) seconocecomoproblemafundamentatie la teoria de codificacbn.
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Llamemostt a estabiyeccbn. En la transmison, w( f) puedecorrompersepasanda
seru:=w(f)+e dondee € E esun posiblevectorerror. Evidentementeg € u+ C.

Paradescodificaseaplicael criterio deminimadistancialHamming) reemplazan-
do u por T 1(u— up), dondeug esun elementade u+ ¢ queminimizala distanciaal
origen(tal up, no necesariamentinico,seconocecomolider del conjuntotrasladado
u+ (). Lalinealidaddel codigo permitealigerarestostramites.Primeroseconstruye
unacoleccbn completa{zp =0, z, .. ., zt1n7k_l} delideresencorrespondencieonlas
distintasclasesielﬁ"é/c, y secalculansusllamadossindromes{sy =0, s, . . ., sqn,k_l},
definidoscomos; := zjH'. Cuandaecibamosinapalabrau, calcularemosusindrome
s(u) := uH?!, queforzosamentelebecoincidir conuno,y unosblo, delos s;, digamos
s(u) = s, Bastaentonceslescodificacomortt(u—z,) [145, 181,211].

La descodificadin anteriorrecuperael mensajdielmentesi y sblo si el error co-
metidopor el canalesunodelos lideresescogidos.

2.3.1.1 Ejemplosdecodigoslineales 1. ElcodigoderepeticonC={0...0,1...1,...

1)...(g—1)} esdeltipo [n,1,n]q y aunqueparaél la distanciaminimaes optima,el
ritmo espésimo.

2. Los codigosde HammingHg(r) sonquizaslos masfamososietodos[145, 181,
211.%! Soncodigosdeltipo [n=1+q+...+ gL k=n-r,d = 3], y sonperfectos
en el sentidode que el conjuntode las esferagderadio | (d — 1) /2], centrada®n las
palabrascodigo, cubrenly. Paraestoscodigosel ritmo R=1—r/ntiendea 1 para
n — oo, perosodlo corrigenun error.

3. Los codigosde Golay (Golay1949)Gy4 y Gz3 sonbinarios,del tipo [24, 12, 8]z,
y [23,12 7],, respectiamente[145, 181 211]. Son posiblementdos codigos mas
importantespor la riquezade su estructuracombinatoriay algebraica.El codigo Gz4
esautodual enel sentidode quesusubespacia@ coincideconsuortogonal:C = C*.
Detipo (24,4096 8),, ritmo R= 1/2,y capazde corrgir hasta3 erroresy dedetectar
hasta4 de ellos, fue utilizado por la NASA parala transmisbpn en 1979-82desddos
Voyagerglelasimagenegncolor de Jupitery Saturno.

La descodificadin de Gz4 no escomplicadaaprorechandcsu autodualidad.

El codigo Gy3 es perfectoy se obtienedel G,4 “pinchandolo” en (es decir, eli-
minando)su Ultima coordenaddlo que equivale a decir que G4 se obtienede Gy3
ahadiéndoleun bit de paridad puesla sumade los elementosle cualquierfila de G es
par).

Los codigosde Golay Gi2 y G11 sonternariosdeltipo [12, 6, 6]3, y [11, 6,5]3, res-
pectvamente. Como antes,Gi2 esautodual,y Gi; es perfectoy obtenibledel G2
suprimiendda Gltima coordenad#Gs» seobtienede G;1 afladiéndoleun bit de pari-
dad)*?

Los codigosGy4 y G12 tienenpeculiarespropiedadesombinatoriassusgrupos
de automorfismoson M4 y 2.M12, dondeM24 y M12 sonlos famososgruposes-
poradicosdeMathieu. Estetltimo grupoesel subgrupale S;, generad@or laspermu-
tacionesespeciale® barajadurasle 12 naipesnumeradoslel0al 11: 0,1,2,..., 11+
11,10,9,...,0y 0,1,2,...,11~ 0,2,4,6,8,10,11 9,7,5,3,1. Tambén esel grupode
movimientosde la formarirj‘l de unicosaedrd'Rubick”, dondet; indica el giro de
angulo2rt/5 alrededorel vérticei-esimodel icosaedrd62]. Precisamentesl descu-
brimientode los codigosde Golay impulsb el estudiode los gruposespoadicosque

4IFuerondescubiertopor Marcel Golay en1949y por RichardHammingen 1950.
42 os codigosHamming,y los Golay G,3, G11, son,salw equivalencia,los Unicoscodigos (lineales)
perfectomotriviales.
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desembocé#a enla clasificacon completade los grupossimplesfinitos con el hallaz-
go por Griessen1983del grupo“monstruo” o “giganteamistoso” finito y simple,un
enormesubgrupade SO(47 x 59 x 71) conunos10>* elementos.

4. Los codigosbinariosde Reed-MullerRM(r,m), con0 < r < m, sondel tipo
[N=2" k= Yy (W), d=2""]2 [145, 181]. Suritmo, parar fijo, tiendea0 al crecer
m. Figuranentrelos codigosmasantiguosconocidos El subespaci@ C I delcodigo
sedefinecomoel conjuntode valoresde los polinomiosbooleanogie grado< r enm
variables.Sudescodificadin essencilla.

El codigo RM(1,5), detipo (32,64, 16),, capazde corregir hasta7 errores,y de
ritmo R= 3/16,seusb en1969-72paratransmitirdesddos Mariners6, 7 y 9 lasfotos
enblancoy negrode Marte. Estadotosseparcelabamrn700x 832elementosy acada
unosele asignabain nivel degrisentre0y 63 (6 bits de mensaje)gquesecompletaban
conotros26 bits de paridad.El ritmo de envio fue de 16200bit/s.

5. LoscodigosRS(Reed Solomon)y BCH (Bose Ray-ChaudhuriHocquenghem)
generalizarlos deHamming[145, 181].

Los codigos RS han sido muy utilizadospor la NASA, paratransmison de in-
formacbn en las misionesGalileo, Magellany Ulyssesal espacioprofundo,y enla
actualizadse usanpor doquiera,desdeos lectoresde CD'’s hastalos discosdurosde
los ordenadores.

6. Los codigosgeonetricosde GoppaGq(D, G), interesantgeneralizadn de los
RS, hanpermitidoobtenefamiliasdecddigosasintticamentéduenasestoes,familias
que contienensucesionesnfinitas de codigos [n;, ki, di]q, con nj — o, talesque las
sucesionegk;/n;,di/n;} deritmosy distanciasminimasrelativasestninferiormente
acotadapor sendosiimerospositivos[145, 181,200, 36].

2.3.1.2 Algunas cotas asintoticas para codigoslineales Paracodificarbien, in-

teresarcodigoslargosparaquepermitanel envio de muchosmensajeslistintosy sea
grandesudistanciaminimay porendeel nUmerodeerroresquepermitecorregir. Dado
C=[n,k,d]q seaR(C) :=k/nsuritmoy §(C) := d/n sudistanciaminimarelatva. Un

teoremade Manin asguraqueel conjuntode puntosimitede {(8(C), R(C)) € [0,1)2:

C esuncodigosobreF,} esdela forma{(3,R) € [0,1]2: 8 € [0,1],0< R< aq(d)},

dondeaq(3) esunafuncion continuade € [0, 1], decrecienten[0,1— g1, y tal que
0g(0) = 1,04(8) =0sil—g~t <3< 1[200.

SeaHq la funcion entrogag-ariaHq(x € [0, 1—q71]) := xlog,(q— 1) —xlogyx—
(1—x)log,(1—X). Seconocercotasparala funcionaq(d) enelintenalodeinteresd e
[0,1—q~1] [181, 200,36], destacandta cotainferior de Gilbert-Varshame og(8) >
1-Hq(8), queas@urala existenciade codigostanlargoscomosedeseeondistancia
minimarelativad y ritmo R asinbticamentepositivos.

2.4 El ordenador clasico: maquinasde Turing

Porqueesimpropio delos grandeshombesperder horascomoesclavoshaciendocalculosque,si se
utilizasenmaquinas podriantranquilamenteelegarsea otros. LEIBNIZ

Recuerdaaiin el suplicio que me representaban mis aflos mozosel trabajarcon
la reglade calculo (anabgico) parahaceroperacioneslgo complejassonunaminima
precisbn. Mayor estimatengopor mi primeracalculadoradigital; no fue un abaco,
sinounapreciosaCURTA fabricadaenLiechensteingueconsere comounareliquia.
Sucuidadamednicapermiterealizarlas cuatrooperacionesaritméticasconsencillez;
paralasraicescuadradas cUbicasya hayqueaplicarciertosalgoritmosqueconsumen
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mastiempoy paciencid® Hoy cualquierestudiantenanejacalculadorasligitalesde
bolsillo queenfraccionesde segundole permitenevaluarcon precisbn suficientefun-
cioneselementaley realizarcalculosaritméticos. Masaiin, abundanlos ordenadores
personalesprogramablesque puederrealizartareasmascomplejasy en muchome-
nostiempoquelos grandesordenadoresle haceunosanos,alos queadenassuperan
ampliamenteenmemoria.

A CharlesBabbage(1791-1871)se debeel desarrolloconceptualde la primera
calculadorautonaticadigital deusogeneralconocidacomoAnalyticalEngine(1834)
[63].44 Presertt suproyectoen1840anteun auditoriode matenaticose ingenieroen
Turin. No pudo verlo realizado,y suspropuestagayeronen un largo olvido. Un
sigloy mediodesp@s (1991) se produjoun prototipoen el ReinoUnido, Analytical
Engineno. 2, siguiendoel proyectode Babbaggunavez redescubiertasusnotasen
1937),querealizacalculoscon precisbn de hasta31 digitos significativos. Hacelas
cuatrooperacionesritméeticas,implementda logicacondicional(if ...then...), y es
muy versatil.*> Tienelos tres soportesde los ordenadoresictuales:el “almagén” o
memoria,el “molino” o CPU,y un dispositvo de lecturade datosa travésdetarjetas
perforadascomolas ideadasen 1804 por Joseph-Mariglacquardparasu usoenlos
telares.

Vehementalefensoray propagandistale las ideasde Babbageue la matenatica
inglesaAugustaAdaKing, condesaleLovelace hija delgranpoetalord Byron[121].
Es consideradgor muchoscomoel primer programadoude la historia(en su honog
un lenguajede programadin, ADA, lleva sunombre),con su célebreprogramapara
calcularlos numerosde Bernoulli, queapareceenunasnotasde sutinicotrabajosobre
la maquinaanaitica de Babbageé'® Peroya Babbagehalia escritoalgunosprogramas
cortos,muchomassimples.

Gerericamenteun ordenadores un dispositvo fisico que transformao procesa
informacion de acuerdocon ciertasreglas. Las maquinasde Alan MathisonTuring
constituyerunabrillantey poderosdormalizacbn de esteconcepto.

Seentiendepor computadorclasicounamaquinade Turing [205],47 a sabeyuna
ternaT = (Q, A, d) formadapor[216, 185,95,211, 137, 4, 167:

¢ Un conjuntofinito Q deestadosnternoso estadosmentales’[205] dela unidad
de controlde la maquina,convariosestadosspecialesqi,, estadadnicial o de
arranquey F, coleccbn deestadodinales.

43Entendemogor algoritmo unasucesbnfinita deinstruccionesoncretas seguirsin ambigiedadalgu-
na,y quenecesariamenterminatrasla ejecucon deun nimerofinito deellas. Pensemognun programa
deordenadoescritoenel lenguajequemasnosguste.El nombrede algoritmo(y tambénel de guarismo)
provienedel nombredel matenético persaAbu Ja'far Muhammadbn Musaal-Khwarizmi(ca. 780-850),
autordel célebrelibro HISAB AL-JABR W’ AL-MUQABALA, titulo del queemanda palabraalgebra Sedin
Knuth[127], algorithmsare thelife-blood of computersciencey tambénafirmaqueactuallya persondoes
notreally understandsomethinguntil after teachingit to a computeri.e., expressingt asan algorithm

44Unamagquinasuyaanterior construidaen 1822,y conocidacomoDifferential Enging erade usomuy
limitado; sblo seniaparahacertablasmatenaticas medianteel métododediferenciadinitas.

45Sedin Babbageit could do everythingout composeountrydances Estaexcepcbnya no rige paralos
modernordenadores.

46\\e maysaymostaptly that the Analytical Engineweavesalgebraicpatternsjust asthe Jacquad-loom
weavedlowersandleaves.(Ada).

47La genialideade estagnaquinasguebulle enlastripasde cualquiercomputadoactual,sele ocurrié a
Turing un calurosodia de veranoen 1935. Las palabrasiuring machineaparecierompor vez primeraenun
trabajode puestaa puntode Alonzo Church[55], otragranfiguradel campode la |6gicamatendtica,que
obtuw simultanea independientementie Turingunapruebadelaindecibilidaddel Entscheidungspblem
deHilbert.
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¢ Un alfabetofinito A de simbolos,entrelos queest el simbolo“blanco” LI. Pen-
semosnunacintalineal (potencialmentéfinitaenambossentidosonceldas,
encadaunadelas cualesest representadalgunodelos simbolosen A— {U},
o bienestvada (simboloL!).

e Unafuncibndetransicbnoreglad: Qx A— Qx Ax M, conM = {«,—}.
Unacabeza cursor(punterode acceso)e lectura/escriturdee unaceldade la
cinta,hallandcel simboloa € A; sienesemomentda maquinaestienestada €
Q,y d(g,a) = {q,a, m}, entonceda cabezacambiaa por &, luego sedesplaza
ala celdacontiguapor la izquierda(si m=+«-), o porla derechgsim=—),y a
continuacbn el estaddnternopasaaserq’.

El tiempo se suponediscretizadeen pasoso, 1, 2, ... Al empezattiempo0), la
maquinase halla en el estadoespecialqgi, y la cabezase posaenla celdamasa la
izquierdadondecomienzaun datode entradg(o datoinicial, o simplementesntradap
dato),consistentenunapalabra{finita) x sinblancosgesdecir x € (A— {UI})*. A partir
de esteinstantela maquinasigue suspropiasinstruccionegpasoa paso. Si en algin
momentola maquinaT llega a un estadointernoespecialgin, € F (sedice entonces
que T (x) converge), la maquinase detiene,y comoresultadoo salida T (x) setoma
T(x) = 0 si esaceldacin enqueest el cursorde lecturaen esemomentode parada
estivada, o bienla palabray € (A— {U})* méaslarga,necesariamentéanqueadaor
sendossimbolosL, queseencuentranla cintay dela queformaparteel simboloen
Cin. Puedemuy bien ocurrir que paraalgiin datode entradadeterminadda maquina
no sedetenganunca.Escribiremosentonced (x) 1, y diremosqueT (x) diverge;sila
maquinasedetienesedicequeT (x) converge,lo quedenotamopor T (X) J.

Llamemosconfiguracbn o descripcbn instanfineade T ala secuenciaghb, donde
g esel estadadela unidadde control,a € A* la palabraformadapor los simbolosque
hayalaizquierdade la posicibndel cursory b € A* la palabraformadapor todoslos
simbolosenla cintatantodebajodel cursorcomoa su derecha.Suponemosgjuea la
izquierdadeay ala derechaleb la cintaestivada. Porejemplo,seala configuracon
inicial gin010, correspondienta la entradabinariax = 010. Si trasunascuantasope-
racioneso pasogle tiemposellegaa 10111101g5,00100! 11, la maquinasedetenda
eneseinstantey comoresultadadel quedaa calculoy = T (x) = 010010.

LasmaquinadeTuring T = (A, Q, d) puederfcontarse”o “enumerarse”Paraello
lo primeroquesehaceessuponersin pérdidade generalidadguetodoslos simbolos
desusalfabetosdesusestadosnternosy del parde movimientosdel cursorseextraen
deunmismoalfabetonumerableA cadaunodeesossimboloss seel asociabiyectiva-
menteunapalabrabinariae(s), delongitudl = [log,(|Q| + |A| +2)]. La aplicacbn d:
(g,a) — {d,a, m} quedafijadadandaotodasy cadaunadelas5-plas(q, a,d,a’,m). Si
la totalidaddeestass-plasparaunamaquinal es(qy,as, g, 8, M), (02, @2, 0, &, M), .
representaremda maquinaen cuestbn por la palabrabinariaautolimitanteE(T) :=
Ine(an)e(ay) - . .€(an)e(my).4*8 Ordenamoduego lexicograficamentéos codigosE(T),
asigrandolea T el indiceo nUmerode Godeln(T) = i, dondei esel numerode posi-
cion deE(T) endichaordenaddn. La coleccbn de todaslas maquinasde Turing es
ad {Tl,Tz, o Ty }

Las maquinasde Turing hastaahoraconsideradasondeterministagMTDs): para
cadaparq, a la accbn subsiguient&(q, a) eslnica. Cuandonoesad, y cabervarias
alternatvasdeaccbn o reglasdetransicbn encadapasoesdecir, cuandod: Q x A —

“48Recordemosjuex := 1/¥0x, donde/(x) esla longitudbinariadex, 1" indicala cadenal...1den 1's,
y Xy representéa concatenaéndelascadenas, y.

LS| (Qn,amq:pa:p rrh),

AGT Del bit al qubit octubre2001



24

Medio siglo de “bitolog 1a”

2QxAxM 49 ge dice quela maquinade Turing esno determinista MTND). Suaccbn

esh ramificadaen todoslos caminosque abre el abanicode opcionesen cadapaso.
EntrelasMTNDs destacaitas maquinagle Turing probabilista{MTPs); sonaquellas
con posibilidadde dobleeleccbn en susreglasde transicbn, eleccon que serealiza
tirandounamonedano trucadaal aire.

Podia quizas parecernogoscao primitiva unamaquinade Turing. Perono nos
engdiemos.Paracualquiercalculofactible por los ordenadoresassofisticadosxis-
te algunaméaquinade Turing capazde realizarlo. Es tan poderoscesteconceptode
maguinade Turing, quesehacorvertidoenel arbitrodela computabilidad.

2.4.1 Los primerosordenadores

Hay queremontarsel siglo XVIl paraencontrailos primerosdispositvos me@nicos
de calculoanabgicoy digital. De tipo anabgico fue un calculadorogaiitmico, ante-
cesorde lasreglasde calculo, desarrolladgor el matenatico inglesEdmundGunter
en 1620. De tipo digital esla maquinade Blaise Pascal(1623-1662) el famosoma-
tematico, fisicoy pensadofrancés. Construidaen 1642, realizabasumasy restasde
numerosdehasteB digitos > El célebrematen@ticoaleman GottfriedWilhelm Leibniz
mejoid ostensiblementa maquinade Pascal.El calculadorde Leibniz, concluidoen
1673, realizabdascuatrooperacionesritméticasy adenasextraiaraicescuadradas.

En 1820 aparecieroras primerascalculadorasomerciales)lamadasaritmome-
tros ideadagor el francesCharlesXavier Thomasde Colmar

Conel fin de acelerarel escrutiniodel censode EEUU, el estadistico americano
HermanHollerith invent en 1880unamaquinalectorade tarjetasperforadasFunc
en1896la TakulatingMachineCompalry, queluego secorvertiiaen1924enla Inter
nationalBusinessMachinesCorporation(IBM). El sistemadelecturay de perforacon
deHollerith fue incorporadca lasunidadesie entrada/salidde los ordenadorefasta
sudestierroy sustitucbnafinalesdelos 70 por los terminalesde pantalla.

Ya hemoscitadoa la maquinaanaltica de Babbagecomoel primer calculadorde
usogeneral.

Entre 1939y 1942, la primeracalculadoracon valvulaselectibnicaso tubosde
vado fue disdéiaday construidapor el fisico tedrico John Vincent Atanasof en la
Universidadde lowa, con su estudianteClifford E. Berry [63]. ConocidacomoABC
(Atanasof-Berry Computer) estabgensadgararesoher exclusvamentesistemagle
hasta30 ecuacionesinealescon 30 incognitas. Contena 300 tubosde vado como
puertaslogicasparael controly calculo, realizabaaritméticabinaria, usabaconden-
sadoregpparamemoriaalma&n, y tarjetasperforadagparaentrada/salida.Teria una
precisbn en suscalculosquesuperabantresordenesle magnituda las calculadoras
desuépoca.

En 1941el ingenieroaleman KonradZuse,contotal independenciagonstruy el
primerordenadarllamadoZ3, controladopor un programa.

A finalesde 1943la calculadoraCOLOSSUSdeusoespefico, entrabanfuncio-
namiento,con 1500tubosde vado, enel centrode investigacon britanicode Bletch-
ley Park. Suobjetivo eradescifrarlos mensajesecretosalemanegeneradogpor la
maquinaENIGMA y el Geheimshreiber durantela SegundaGuerraMundial. El pro-
pio Turing,y sumaestravlark Newman,participaronen el proyecto.

49seindicapor 2X el conjuntode todoslos subconjuntosle X. Otraformaequivalentedeintroduciruna
MTND escambiandda funcion & deunaMTD porunarelacbnA C (Q x A) x (29*A*M),

50El alemain Wilhelm Schickard amigode Johanne&epler seadelanb a Pascalconstruyenden 1623-
1624unacalculadoranecnica.Desgraciadamentap sehaconseradoinformacibn sobrela misma.
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En 1944 ent® en operacbn enla Universidadde Harvard el AutomaticSequence
Contwlled Calculator MARK 1, diséhadopor el matenatico americandHoward Hat-
hawvay Aiken pararealizacon de calculoscientficos,y construidopor IBM abasede
releseléctricos.De 15 m delargo y 2.4 de alto, con800 km de cables,3 millonesde
coniones,y un pesode 35t, esteordenadoiseprogramabaon unacinta perforada
qguecontenalasinstruccioney datos.Lo usb la US Navy paracalculosdeartilleriay
balistica.En 1947 entio enoperacdon el MARK 1.

En 1946 seconcluyo el ENIAC (Electionic Numericallntegrator and Compute)
en la EscuelaMoore de Ingenieia Eléctricade la Universidadde Pennsylania. Ha
sido el primer ordenadorigital electbnico de uso generaly a gran escala,creado
por J. Mauchlyy J. PresperEckerJr, entreotros. De 24 m de largo, 2.5 de alto, y
18,000valvulas,eracapazde realizar5000sumas/sgundo,velocidadquehoy puede
parecernosidiculaperoqueeraentoncedmil vecesmasrapidaguetodoslos demnas.
Halkia muchasdudasde que el monstruosdENIAC funcionasecuandolo normalera
esperaguecadavariossegundossefundieseunavalvula. La eleccbn decomponentes
de primeracalidad,y el usodela maquinaa potenciamedia,hizo quelas previsiones
bajararadoso tresfallosporsemanaArrastradgorel matenaticoHermanGolsdtine,
al proyectoENIAC estuw tambin vinculado JanosL ajos von Neumann,quien en
1945,y posiblementénspiradoenideasde Mauchlyy Eckertsobreel sucesoEDVAC
(Electronic Discrete Variable AutomaticCompute) del ENIAC, escribb el polemico
informe First draft onthe reporton the EDVAC, enel queproporiaguardarnbinario
los programadgle funcionamientcen la memoriainternadel ordenadgrde modoque
susinstruccioneguesemmodificablessobrela marchagconel consiguienteumentale
flexibilidad y potenciade calculo delos ordenadoresEstaconcepddn organizatva y
dinamicadelos ordenadoreseconocecomoarquitecturaszon Neumanret

Desdeel Institute for AdvancedStudiesen Princeton,von Neumannen colabo-
racion con Goldstine,desarrolb un tipo de ordenadoregon programaalmacenado,
llamadosiohnniacsensuhonor enlos queseinspird el primer|IBM 701.

Mientras,en el ReinoUnido, Turing ideabael ACE (AutomaticComputingEngi-
ne) en1945,un proyectomuchomascompletoy generalqueel devon Neumanrensu
informe sobreel EDVAC. Un prototiposimplificado,el Pilot ACE, sefabricaiia mas
tardeenel NationalPhysicd aboratorydel RU, funcionandacontotal éxito. La poste-
rior arquitecturaRISC (reducednstructionsetcomputing seinspiraiaenla filosofia
de Turing sobreel ACE.

2.4.2 Funcionesrecursivas

Cadamaquinade Turing defineunafuncion @ parcial®® a sabey aquellaquecalcula:
si paraun datode entradaxi, € (A— {LI})* la maquinasedetiene el resultadoT (Xin)
defineel valor xout := @(Xin) dela funcibnasociadaT.

La funcion parcial @ : xin — Xsin quecalculaT sellamafuncion parcial recursiva
o funcion parcial computable Si la maquinallega tras un niumerofinito de pasos
a un resultadofinal paratodo datoinicial, la funcion ¢ asociadea T se llama total

51E| hondoresentimientale Mauchlyy Eckertcon la parejaGolstiney von Neumannse debi, por un
lado,arazonesle créditonoreconocidoy por otro, porqueal intentarlos primerospatentael EDVAC para
sucomercializaddn, seles dene@® por serdel dominio publico la idea, trasel informe mencionadale von
Neumann.Paracolmo,aunquesi pudieronpatentarel ENIAC comoprimer computadodigital electibnico
autorritico,un juezinvalidadala patenteen 1973,arguyendoquela ideaoriginal seremontaba Atanasof.

52parcialsignificaquesudominiono cubrenecesariament®doslos datosde entradgposibles Cabeque
paraalgunola maquinano sedetenggamas.
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recursivao simplementeecursiva>® A laenumeradin {Tj} delasmaquinasle Turing
correspondéa desusfuncionesparciales{; }.

2.4.3 Maquina universal de Turing

Letusnowreturnto theanalogyof thetheoleticalcomputingmachines. . It canbeshownthata single
specialmachineof that typecan be madeto do the work of all. It couldin fact bemadeto work asa
modelof any othermachine. Thespecialmachinemaybecalled the universalmachine. TURING

Se demuestrague existe algunamaquinade Turing universalU, esencialmente
Unica,capazdereproducireficientementegsdecir, conretrascalo sumopolinomico,
el funcionamientade cualquierT;, cuandoa dichamaquinal sele suministracomo
entradda descripcdbn E(T;) dela maquinaT; aménde la entradaparaésta.Nuestros
ordenadoresictualessonasimilablesa maquinasuniversalesde Turing, equivalentes
entresi.>*

2.4.4 Problemadela parada

DadaunamaquinaT, suge la cueston de si esposiblesaberde antemanai T va a

detenersédrasun nimerofinito de pasosde tiempo por haberllegadoa un resultado,
o0 si por el contrariova a estarfuncionandosin descansgor no alcanzamuncaesa
meta.La respuesta estefamosoproblemadela paradao detencbn esnegativa, esto
es, el problemaesindecidible comomuestraesteresultadode Turing [205, 137]: No

existe unafuncion recursva f tal que,paratodox,y, f(x,y) = 1 si ¢(y) estidefinida,
f(x,y) = 0 encasocontrario®

2.4.5 Otrosproblemasindecidibles

1. CuandoTuring proko suteoremade la paradaen 1936, ya hada cinco afios que
Kurt Godel (1931)hatia demostradsu famosoprimerteoremade indecibilidad[97]:
encualquierteoiia axiomatizabley firme quecontienea la aritméticade los nUmeros
naturalesxistenférmulasno demostrablegentrode ella. En otraspalabrasninguna
axiomatizaddn de la aritméticapuedesera la vez consistentgy completa. Con esto
contestabagnsentidonegativo, aunodelosinterroganteplanteadogpor Hilbertensu
programade fundamentadin de la matenatica. Perohalia otro problemaformulado
por Hilbert: el Entsdeidungspoblemo problemade la decisbn. Dadoun sistemade
axiomas,¢ &iste algn procedimientgoaradecidir si una proposicon cualquieradel
mismo esciertao no? Esteesel problemaal que Turing contesd negatvamenteen
1936consuindecibilidaddel problemade la parada.

53Un ejemploelementalde funcion parcialno total es@(X) := x, dondex esla notacbn autolimitantede
unenterox enrepresentadinbinaria.La funcion @ no est definidaparax = 1".

S4puededemostrarsgue esposibleconstruirl conun alfabetode 4 simbolosy con 7 estadosnternos.
Sepuedehacertambinconel alfabetoA, peroconmayornimerode estadosnternos.

55Comoimplementaddnde f, piensesenunamagquinade Turing T' queanteun datoinicial queengloba
la descripcon de otra T, dadapor suindicex, y un datoinicial y paraésta,respondeen tiempofinito si
@(y) est o no definiday por tantosi T(y) corverge o no. Veamosque#f. Supongamoso contrario,y
seala funcion parcialrecursva g definidacomog(x) = 1 si f(x,x) = 0, y no definidaenlos denfscasos.
A tal g le correspondéxun nimerode Godelz g = ¢,. Luegoq,(z) est definidasiy sblosi f(zz) =0
(por construcobnde @), lo queestenclaracontradicconconlasexigencias f dadasenel enunciadalel
teorema.
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2. De hecho,el numerode problemasndecidiblesesinfinito: pienseseajue por
ejemploel conjuntode aplicacionesle N en Z, esno numerabl€® mientrasqueel
conjuntode maquinasde Turing, y por tantode funcionesparcialesecursvas, esnu-
merable.

3. La siguientefuncion, llamadaBB (BusyBeave}, y debidaa T. Rado(1962),
tampocoescomputable.Sedefinede estemodo: seaC,, el conjuntode las maquinas
deTuring T den estadogapartedel estadayy,), alfabetoA = {0,1},%"y quecumplen
¢r (0) |, dondegr esla funcion parcialrecursva asociadaa la maquinaT, estoes,se
detienercuandoel datoinicial enla cintaesel vado €. SedefineBB(n) := maxrc, {k:
@r (0) = 1¥}. Esféacil ver que|Cq| < (4(n+ 1)), porlo queBB(n) esé biendefinida.
Sesabeque BB(1) = 1,BB(2) = 4,BB(3) = 6,BB(4) = 13 BB(5) > 4098 BB(6) >
95524079.La funcion BB no escomputablepuessedemuestrguecrecemasdeprisa
quecualquierfuncion computable.

4. De entrelos 23 problemagpropuestogor David Hilbert enel Congresdnter-
nacionalde Matermaticosde 1900 en Paris, en el nUmero10 se preguntabasi existia
alglin algoritmo capazde contestassobresi unaecuacbn diofanticaarbitrariatiene o
no algunasolucbn: 10. Entstheidungder LosbarkeiteinerdiophantisbtenGleichung
En 1970el maten@ticorusoYu.V. Matijasevich resolMa esteproblemade Hilbert: no
existetal algoritmo,esdecir, la cueston planteadaor Hilbert esindecidible.

5. SupongamosnacolecconT = {to, . . ., tx} detiposdebaldosasuadradasy dos
relacionedH,V C T x T decompatibilidadhorizontal(vertical). Sean unentero,y un
alicatadon x ndadoporunafuncionF : {1,...,n} x {1,...,n} = T talqueF(1,1) =
to, (F(i,)),F(i+1,)))eH, (F(i,j),F(i, j+1)) € V. El problemsENLOSdesabersi,
dadosT,H,V arbitrariosexisteun embaldosadd paratodon, esindecidible[167].

6. En1958Markov probd queel problemade averiguarsi dosvariedadegD sono
no homeomorfagsindecidible.

7. Quedanmportanteproblemasabiertosrespectae la decidibilidad. Porejem-
plo: dadaunamatrixM, n x n, decoeficientegnteros¢ eistealginmtal que(M™)", =
0?

2.5 Clasesde complejidad

Desdeel puntode vista de la computaddn, hay problemasndecidiblescomohemos
visto, y problemasdecidibleso resolublesguesontodoslos denas(y que,enpocas
palabraspuederentenderseomoaquellosproblemasparalos queexiste algin algo-
ritmo o programade computaddn enalgin lenguajequelos resuele). Estosiltimos,
asuvez,sedividenenproblemadaciles(computacionalmenteatablesyiableso fac-
tibles),y problemagiuros(computacionalmentatratableso inviables). Ejemplos:1.
Elevar un numeroal cuadradcesun problemafacil, en el sentidode quelos recursos
queello exige (concretamentel tiempodecalculo)creceralo sumopolinomicamente
coneltamdio (nUmerodedigitos)delnimeroencueston. 2. Descomponenn nimero
enfactoresprimosesun problemaactualmenteluro, puesconlos mejoresalgoritmos
conocidosel tiempode calculo parala factorizacon crecesuperpolibmicamente&on
el tamdio delnimero.

56Bastaaplicarel agumentodiagonalde Cantor Supongamosjuefueranumerable{ fo, f1,..., fn,...}.
Sealafunciong: n— fy(n) + 1mod2. Debefaestarenel conjuntoanterior esdecir, g = fi, paraalgink.
Peroentonceg(k) = fx(k) + 1mod2,y g(k) = fx(k). Contradiccon.

57Enla definicibnde maquinade Turing exigiamosgueel alfabetocontuvierasiempreel simbolo“blanco”
U. Sepuededemostrata equivalenciadelasmaquinaxonA = {0, 1,u} y lasmaquinaxonA = {0, 1} pero
conmayornimerode estados.
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Sehaninventaddasclasesiecomplejidadharaagrupamlos problemastendiendo
esencialmentaestogresaspecto$164]: 1/sugradodedificultad,medidoporel coste
o recursogentiempo,enespaciogtc.) queexige suresolucon, 2/ el tipo deproblema
(de decisbn, de optimizacbn, de nuimerode solucionesgtc.),y 3/ la herramientade
calculoutilizada(MTD, MTP, MTQ, etc.)%8

DadaunaMTD T, sedice quetiene complejidadtempoal t(n) si, con un dato
inicial arbitrariode longitudbinarian, realizaalo sumot (n) pasosantesde detenerse.
Del mismomodo,si usacomoborradoralo mase(n) celdasdela cinta (excluidaslas
necesariaparala entraday elresultadoguepuedersuponersenotrascintas),diremos
quetienecomplejidadespaciale(n). DiremosqueT espolinomicamentecotadaen
tiemposit(n) = O(n*) paraalgink € N.

SedicequeunaMTD T decideunlenguajeL (subconjuntale (A—Ll)*, conjunto
de palabra® cadenadinitasde un alfabetoA), si suresultadoes1 cuandcel datoest
enL, y 0 encasocontrario. El problemaresueltopor T espor tantoun problemade
decisbn, o de calculo de unafuncion predicado,parael que los resultadogposibles
sonl (“si”) y 0 (“no”). Sedicetambinen estoscasosgue un datode entradaen L
poseda propiedaddefinidapor L. Todolenguajedecibiblepor algunaMTD sedice
recursvo. SedicequeT aceptaunlenguajel si susalidaes1 cuandola entradaest
enL, y divege en casocontrario. Un lenguajelL aceptad@or algunaMTD sedice
gueesrecursvamenteenumerableEsfacil ver quetodoL recursvo esrecursiamente
enumerable.

La clasede complejidadDTIME[t(n)] (DSPACE[s(n)]) constadelos lenguajesie-
cididospor MTDs y convariascintasentiempomaximo O(t(n)) (enespaciomaximo
0(e(n))).>

LasclaseslecomplejidadNTIME[t(n)] (NSPACE[s(n)] sedefinendemodosimilar,
peroadmitiendanaquinagle Turing no deterministasy tomandaunlenguajel C (A—
LI)* comodecidibleporla MTND T si paratododatox, X € L siy sblo si existealgln
caminodecomputaddn dela MTND quetieneentradax y terminaconel resultadal.

Conlasclasesanterioreseformanestastrasclasesdegranimportancia:

P:= |[J DTME[N], NP:= |[J NTIME[n]
r=0,12,... r=0,12,...
PSPACE:= | ] DSPACE[n], NSPACE:= | NSPACE[N]
r=0,12,... r=0,12,...

Mientraslos problemasie complejidadP sonaquelloscuyasolucion seconsigue
entiempopolinomicoconunaMTD, o equivalentementeaquellosproblemasgaralos
gueexistealgln algoritmo(detiempodeejecucon) polinomico,losdecomplejidad\NP
puedercaracterizars@or serproblemasde decisbn enlos que,dadoun datoinicial,
esfacilmente(estoes, en tiempo polinomico) verificable que poseela propiedaden
cuestbn si sedisponede un certificadosucintoo testigopolinomico apropiado.Por
ejemplo,la propiedadCOMP de un enterode sercompuest@st en NP, puesdadoN
comodatoy como certificadoo testigoun factor f, en tiempo polinobmico podemos
comprobarque f divide a N y verificar de estemodo el ca&ctercompuestale este

58MTQ indicaunamaquinade Turing cuantica,nocion éstaqueintroduciremoduego.

59Unamaquinaconk cintas— de lasqueuna,sbdlo delectura,seresera pararegistrarel datode entrada-
sedefinede formasimilar, atravesahoradeunafunciond: Q x AK — Q x AX x MK (casodeterministap de
unarelachn3: Q x AK — 2QxAMK  ynaMTD conk cintasy de complejidadtemporal(espacialf(n) > n
(e(n)) equivale aunamaquinade Turing corvendonal, estoes, de unasbla cinta, de complejidadtemporal
(espacialy?(n) (e(n)).
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Gltimo. Formalmentepodemogedefinirla claseNP comola de aquelloslenguajed.
paralos quehayunaMTD T polinbmicamenteacotadaen tiempoy un polinomio p
talesqueque

XEL <=3y A" ly| < p(x]),T(xy) =1

Otro modo de definir la claseNP escomoel conjuntode problemasjue pueden
resolerseen tiempopolindnicomedianteun algoritmono deterministd153], enten-
diendoportal un algoritmoqueadmiteinstruccioneslel tipo

gotoboth etiquetal, etiqueta2

Notesequetaleshipoteticosprogramassi existieran,podifian ejecutarun nimeroex-
ponencialde instruccionesen tiempo polindmico. En el mundode los ordenadores
clasicos,talesalgoritmossonunameraconstrucadn tebrica, peroenla computaddn
cuantica,puederser enprincipio, unarealidad®®

En los problemas\P — P, la razdn de suintratabilidadest en el tamdio exponen-
cial del espaciode bsqueday precisamentéos algoritmosno deterministapueden
explorartedricamenteodaslas opcionesntiempopolinomico.

Comoen cadapasotemporalseusaalo sumounanueva celda(o k nuevasceldas
silaMT esdek cintas),esclaroquetantoP comoNP esnenPSPACE. Porotrolado,
no esdificil probarquePSPACE = NSPACE.

En consecuenci® C NP C PSPACE = NSPACE. Seignorasi lasinclusionesson
propias.Un problemacentralabiertoenla teofiadela computaddn esprobarprecisa-
mentela conjeturasiguiente:P & NP.

2.5.1 Ejemplos
He aqui algunosejemplo$! de problemasenla claseP [216]:

1. ADIC: adicion de enteros Sumardosnimerosden bits cadaunorequiereO(n)
operacionegconbits).

2. MULT: multiplicaciondeenteros Multiplicar enla formausualdosnumerosde
n bits cadauno requiereO(n?) operacionespero acudiendca la transformada
rapidade Fourierpuedehacersel productocon O(nlog, nlog, log, n) operacio-
nes.Calcularel productode dosmatricesn x n requiere por el métodoingenuo,
O(n®) multiplicacionesMétodossofisticadopermitenrebajara O(n?379).

3. EUCL: algoritmo de Euclidesparael m.c.d. El céalculo del m.c.d. de dos
numeros el mayorconn bits, puedehacerseen O(n®) operacione§?

4. DET: calculodel determinante&le unamatriz. Dadaunamatrix n x n, sudeter
minantepuedecalcularseconO(n?3976-) operaciones.

60E| paralelismomasi/o quehaceposibleel calculo simultaneode un nimeroexponenciatie casoscon
los ordenadoresuanticoses un tantoengdioso,porquelos resultadosesén superpuestos; suactualiza-
cion exigemedir Por tanto, sin unadebidaamplificacbn previa de la amplitud del casoque intereseJa
probabilidadde obtenerel resultadduscadcseiiaexponencialmee pequéia,y lasventajaglel paralelismo
desaparecé@an.

61Aunquemuchosde los ejemplosen estasubsecdnno sonproblemagiedecisbn, los incluimospor su
importanciacorrespondea clasesP, NP vinculadasatiposmasampliosde problemasy definidasdemodo
analogoal seguidagparalascuestionesle decisbn.

62\/er, sinembago, [128).
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5. SORT: ordenadbndeunalista. Unalistadesordenadde n itemspuedeordenar
seenO(nlog, n) operaciones.

6. MODEXP: exponenciadnenaritméticamodular El calculodea* modN puede
hacerenO((log, N)?log, x) operaciones.

7. KPejipt: multiplicacion de puntossobrecurvaselipticaspor grandesenteros Da-
doun puntoP de unacurva elipticasobreun cuerpoF, (= p', conp primo), el
calculode kP requiereO((log, q)3log, k) operaciones.

8. CIRC EUL: averiguarsi un grafo admiteun circuito euleriano.Dadoun grafo
G := (V,L) consistentesn un conjuntoV de vérticesy; y otro L de I’measli"j
que conectanpares(v;,v;j) de estosvértices,se llama circuito a unasucesbn
alternadanl},vol3,vs. . .10 v; de vértices(no necesariamentgistintostodos)y
lineagtodasdistintas,queterminaenel mismoveérticede partida.Y sediceque
uncircuitoeseulerianccuandaodadaslineasenL figuranenél, y sinrepeticbn
[153].

El ejemplomasfamosode problemaCIRC EUL esel delos puentesie Konigs-
beg. Eulerseencagb deprobaren1736queno eraposibleencontrauncircuito

quecruzaraos sietepuentegle estaciudadsin repetirsedandosecuentade que
unacondicibn necesarigparaquetal circuito existieraeraqueel gradode cada
vértice (nUmerode lineasincidentesen €l) fuesepar, Io queno sedabaenese
caso.Estambénunacondicbnsuficiente porlo queel problemaCIRC EUL es
tratable,de complejidadpolinomicaO(|V |?). (Asociandoal grafounamatriz A

deadyacencisgnquela entradas; j esel nimerodelineasjueunenlos vértices
Vi, vj, bastair sumanddasfilas, y el grafotend& un circuito eulerianosiy sblo

sitodaslasfilas de A tienensumapar)

Ejemplosde problemasomputacionalmentmascomplejosson[216, 167:

1. DLOG: calculodellog discreto.Dadosa, b, n € I, setratade calcular(si existe)
xtal quea* = bmodn. LacomplejidactieesteproblemaesO(exp(c(log, n)*3(log, log, n)?/3),
estoes,subaxponenciabunquesuperpolifbmicaenel nUmerodebitsdelmodulo.

2. COMP:averiguarsi un enteroescompuestoEsteproblemaest enla claseNP,
puesdadoun presuntalivisor notrivial den comocertificado puedecomprobar
seentiempopolinomicosi efectvamenteo es,y por tanto,si n escompuesto.
La complejidadde comprobarqued esun divisoro noden esO((log, n)?).

3. PRIM: averiguarsi un enteroesprimo. Siendoel caicterde primo opuestaal
decompuestoesclaroquePRIM € coNP, dondecoNP esla clasedelenguajes
L cuyoopuestam complementarid.® := (A—L)* — L esdeclaseNP. Portanto
esfacil probarquen no est en PRIM, exhibiendounadescalificaddn sucinta
a sabey un divisor de n. No esigual de facil, sin embago, dar un certificado
sucintode primalidad,estoes,depertenencia PRIM. El certificado(Pratt1975)
ahoraparap consisteendarunr < py los divisoresprimosqs, gy, ... dep—1
(con suscertificadosde primalidad)y comprobarque efectvamentelo sony
querP1 = 1modp, y r(P~D/% -£ 1 modp. Estoscertificadoscompletogienen
tamdio polinomico respectadel tamdio de p, y su aplicacbn requieretiempo
polinomicotambin. Luego PRIM € NP N coNP.53

63sj seaceptda hipotesisgeneralizadale Riemann sedemuestrajue PRIM € P (Miller 1976).
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4. FACT: factorizacon de enteros.Dadon € N, setratade hallaralgin divisor no

trivial den. El vulgarmétododeprobarsi esdivisible porlos enteros<  /ntiene
complejidadO(n/ log, n), queesexponenciaknel numerodebits. El algoritmo
mas eficientehoy conocido(algoritmo GNFS de la criba generalcon cuerpos
de nUmerosalgebraicog171, 135) essubeponencialpero superpoliomico:
O(exp(c(log, n)/3(log, log, n)?/3), conc = (64/9)Y3 + o(1).

. SAT: averiguarsi unaexpresbn booleanagp en forma conjuntiva normal (¢ =

A1Ci, G =271V Z2V...VZ,, conzj € (xj, X ;) variablesbooleana® sus
negaciones)es satisfactible(estoes, existe algunaasignadn de verdada sus
variablesguela hacencierta). Esteproblemaesde claseNP. Probarexhaustva-
mentetodaslasasignacionede verdadtienecomplejidadO(n?2").

. VIAJ(D): averiguarsi hayalginrecorridoquepasepor variasciudadesinasola

vezy sutrayectono supereunalongitud dada. Esteesel famosoproblemade

decisbn del viajante. Dadasn ciudadessusdistanciasmutuasd;j > 0, y una
cota o “presupuestale viaje” C, setratade ver si existe algunapermutacdn

ciclicarttal quey il d; iy < C. Probartodoslos posiblescaminoscerradosjue
pasarunavez,y sblo una,porcadaciudad,requiere%(n — 1)! ensayoginvertir

el sentidode recorridono cambiala longitud del recorrido),y comoparacada
ensaycel calculodelcosteesO(n), esteproblemaesdecomplejidadexponencial
O(%n!). Perosi nosdanun presuntarayectosolucibn, sucomprobadn esde

complejidadpolindmicaenn. Porello VIAJ(D) € NP.

. ASIGN: dadasn “ciudades”y susdistanciasmutuasd;; > 0, setratade hallar

unapermutaddn (no necesariamenteiclica) Tt que minimice L, d; yj). Este

problemaes similar al VIAJ, pero con la posibilidad de repartir las ciudades
ensubconjuntoslisjuntoscon un nimeroindeterminadale viajantes cadauno

realizandcsu vueltacerradapor lasciudadesie unode esossubconjuntos.

Seconoceestocorrientementeomoel problemadeasignaddn, ad llamadopor-

quesuaplicacbn masdirectaesla deminimizarel costey L ; d; -y deunreparto
o0 asignaddn den tareasa un conjuntoden obreros siendoahorad;; > 0 el coste
delatareaj cuandda lleva a caboel obreroi. El nUmerode ensayos realizar
esn!, y uno pensaia quela complejidadde esteproblemaesexponencial. Sin

embago, existe un algoritmo, llamadoalgoritmo hiingaio, que rebajala com-
plejidadde esteproblemaa O(n3).

. GO:jugandoal GO. Sesuponeentablerosn x n, n arbitrario(enel GO normal

n=19). Imponemoda regla (queno esdel GO ordinario)de queel juego termi-
natrasn? jugadasentotal, ganandajuienmasfichastieneenel tablero(en caso
deempategananBLANCAS). Supongamosguetrask < n? jugadasentotal, le
tocajugaraNEGRAS.,y quehayunaconfiguracbn arbitrariade piedrasblancas
y negrassobreel tablero.ProblemaGO: ¢ esestaun configuracbn ganadorgara
NEGRAS?

. CICL HAM: averiguarsi un grafoadmiteun ciclo hamiltoniano.Dadoun grafo

G := (V,L), sellamaciclo a unasucesbn alternadade vértices(todosdistintos,
salo el primeroy el Gltimo) y lineasvilVval2,vs. .10 vi, que terminaen el

mismovérticede partida. Y sedice queun ciclo eshamiltonianocuandctodas
losverticesenV figuranenél [153]. Esteproblemafue sugeridgpor el problema
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“icosiano” propuestgor Hamilton en 1859: hallar un recorridocerradopor las
aristasde un dodecaedrguepaseportodoslos vérticessin repetirninguno.

El problemaCICL HAM esintratable.

2.5.2 MassobrelasclasesP y NP

Ob<neseestaimportantediferenciaentreP y NP. Si unapropiedad. esaenP, tam-
biensunegacbn L® lo esh, y redprocamente(Bastaredefinirla maquinaT asociada
intercambianddasrespuesta8, 1.) Ensimbolos:P = coP. Perosi unapropiedadest
enNP, sunegacbn no tieneen principio por qué serNP. Sinembago, no seconocen
casogoncretogjuelo avalen;porejemplo,la negacbnde COMPesPRIM (propiedad
de serprimo), tambiénenNP (y tal vezen P, comoocurresi la hipotesisgeneraliza-
dade Riemannescierta). Se conjeturaque NP # coNP; de serad, sedesprendéa
evidentementejueP # NP.

Denotemospor % un alfabeto. Se dice [185] que el lenguajeL; C Z} es po-
lindbmicamenteeducibleal lenguajelL, C 3%, y escribiremod.; <p Ly, si existe una
funcion f : 3] — %5 enP tal quex € Ly siy sblo si f(x) € Lo. Esfacil corvencersele
que<p esunarelacbntransitva. CuandoL; <p L,y L, <p Lj, laspropiedades, L,
sedicenpolinomicamentequivalentey seescribel; =p L».

SepuedeprobarfacilimentequesiL; <p L, y L, eshenP, tambienL; estenP.

Un lenguajel diceseNP-duro (claseNPD) siL <p Lg, VL € NP. SiadenaslLg €
NP, diremosquely esNP-completo(claseNPC). OlviamenteNPC C NPD. Masaiin,
seafirmaqueNPC & NPD [211].

Esclaroquesi hubieraalglinlenguajeNP-duro, o NP-completo queestuvieraenla
claseP, forzosamentéodala claseNP colapsaia a P, estoes,P = NP, y el problema
centraldela teofia dela computacdbn estara resuelto.

Al igual quela claseP constadelos problemasie decisbn masfacileso simples,
o comotambiensedice, problemasomputacionalmenteatables el conjuntoNP — P
est formadopor los problemasntratables y entreellos los masdificilesintegranla
claseNPC. Sedemuestrajuesi L esNP-completoy L® esh enNP, entoncegorzosa-
mentesetendiaNP = coNP.

Un famosateoremade CookasguraqueNPC # 0. De hecho seconocemillares
delenguajeNP-completoq95]. El primerlenguajeconocidoenNPC fue SAT (teore-
made Cook-Levin), formadopor las expresionesatisfactiblegnla lbgicabooleana.

Otro lenguajeNP-completoesel asociadaal ya citadoproblemaVIAJ(D): el len-
guajeVIAJ(D) constadeaquellagernaformadagorunconjuntodeciudadeqCy, . ..,Cn},
el conjuntode susdistanciasnutuas{d.c, c;) > 0,dc; ) = dc ;) 1 1<i1# j <N}y
unacotaB > 0, talesqueexiste algln circuito cerradoguelas recorretodassin repe-
ticibny cuyotrayectototal es< B. Dadoun ejemploconcretode ciudadesdistancias
y cota,resoler el problemaVIAJ(D) equivalea averiguarsi esteejemplopertenecel
lenguajeVIAJ(D).

Y otrolenguajeNP-completodeteoiiadelosnUmerosesCONG-CULAD, vincula-
doaesteproblemadedecisbn: dadodos enterogositivosa, by unnimero0 < ¢ < oo,
¢ &iste un enteropositivo x < ¢ tal quex? = amodb?

Esobvio quetodoslos lenguajesNPC sonpolinomicamentequialentes Si acep-
tamosqueP g NP, entoncepuededemostrarsguehay lenguajesie dificultad inter-
mediaentreP y NPC. Constituyena clase

NPI:= NP — (PUNPC) # 0.

AGT

Del bit al qubit octubre2001



Clasesde complejidad 33

Candidatanaturala estaren estaclaseintermediaes, por ejemplo,COMP Puessegyiin
dije antesCOMP € NPNNP€, y si COMPfueseNP-completo,entonceNP = coNP y
enconsecuencik = NP, contralo queseespera.

La nociondelenguajecompletoseextiendea cualquierclasede complejidadX: un
lenguajel dicesex-completo,y escribiremod o € XC, si todootro lenguajel. enC
espolinomicamenteeduciblea Ly, ensimbolosL <p Lg. Porejemplo,QSAT y GO
esnenPSPACEC.

2.5.3 Otras clasesde complejidad

Terminamosntroduciendmuevasclasesdecomplejidad167, 211]:64

Exp:= [J DTIME[2"], NExP:= |J NTIME[2"].
r=0,12,.. r=01,2,..

ConstardeaquellogproblemasesolublegntiempoexponenciaconMTDs o MTNDs,

respectramente No esdificil corvencersale quePSPACE C EXP: siunaMTD tiene
r estadosnternos s simbolosensualfabetoy usaalo sumop(n) celdasparaejecutar
unprogramaconundatodeentradadelongitudbinarian, el nUmerodelos pareqp, a)

estado-snboloconlos queseencuentrantesde detenerseonel resultadadel calculo
esalo sumorsP", porlo quesi el tiempoempleadcen dicho calculo fuesemasque
exponencialen n, forzosamentese repetiiia algunasituacbn (p, a), y la maquinase
metefa en un ciclo sin salida,contrala hipotesis. Del mismomodo, si L denotala

clasede problemasie decisbn cuyasolucibn requireespacidogaiitmico O(log, n),%°

setieneL C P. Enconsecuenciggodemosescribir:

L C P C NP C PSPACE C EXP C NEXP.

Comoejemplosde problemassnEXP (puesel nUmerodejugadasa analizarcrece
exponencialmenteon el tamdio del tablero),y quesecreequeno sonde claseNP,
tenemodos relacionadogonlos juegosGO, DAMAS y AJEDREZen campos x n:
¢ &istenestratgiasdel primerjugadorsiempreganadoras?

El problemallamadoSUC CIRC VAL pertenecea EXPC — P, y otro, conocido
comoSUCCIRC SAT, eseenNEXPC —P. PortantoP & EXP. Engeneralgstainclu-
sion propiasesiguedel teoremade jerarquatemporal,queafirmaque TIME( f (n)) g
TIME(f(n)log3 f (n)). Analogamenteel teoremadejerarqua espacialgueafirmaque
SPACE(f(n)) & SPACE(f(n)log, f(n)), implicaqueL & PSPACE. Peroseignoracual
delasinclusionesnla cadendargaanteriorespropia.

No acabaaqu la clasificacon. Hay problemagodasia mas“monstruosos’ensu
complejidad. Por ejemplo,vinculadoa la aritméticade Preshirger hay un problema
al menosdoblementexponencial(complejidadtemporal2?” enel tamdio n del dato
inicial).

64 a teofia cuanticade campogcontérminostopologicosno abelianogpuedesnprincipio permitir simular
computadoreanabgicosqueresuehan problemas\P-duroseincluso#P-durosentiempopolinbmico[83].
Estalltima claseseobtienecuandadadoun problemade decisbnde complejidad\NP, nospreguntamopara
cuantoscertificadosnicialesla respuest&s“si”; por ejemplo,contarcuantassatisfaccionebooleanasiene
unafbfcp (férmulabienformadadel calculoproposicionalesun problema#P-completo.La evaluacbn del
polinomiode Jonesenraicesprimitivasdela unidadde orden> 5 es#P-duro.

65Comoel propiodatoinicial ya ocupaun espacim, debemosermasprecisossesuponejuela maquina
de Turing que defineun problemaen estaclasetienedoscintas,unade lecturaenla quesblo seescribeel
datoinicial, y otra,inicialmentevada, queseusaexclusvamenteparael calculoensi, y dela queésteva a
cubrir O(log, n) celdas.
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2.5.4 Complejidad con MTPs

En calculoscon MTPs aparecerasociadasiuesas clasesde complejidad,llamadas
aleatoriasDestacarestaqd216):

1. RP: clasepolinomicaaleatoria.Dadoun 0 < € < 1, RP constadelos lenguajes
L queunaMTP T, quetrabajasiempre(paratododatoinicial) entiempopolinobmico,
decideconerror< (1—¢€). EstoslenguajesellamanpolinomicosMonte Carlo. Ex-
presadale otro modo,

xeL = prob(T(x) =1)
x¢ L = prob(T(x) = 1)

v

€
0.

Quiereestodecirquetodoslos caminoscomputacionalequela MTP T puedaseyuir a
partirdeundatox ¢ L terminanenrechazdT (x) = 0), mientrasquesi X € L, entonces
al menosunafraccibn e delos caminogposiblegerminarenaceptadn (T (x) = 1). Por
tantono puedehaberfalsospositivos (puessi x ¢ L el rechazaesunanime),y alo sumo
puedehaberunafraccion 1 — € de falsosnegativos (casosenquex € L y sin embago
el caminoseguidoterminaenrechazo).Repitiendoel calculo conel mismox € L un
nimerodevecesn > [log, 6/ l0g,(1—¢€)], dondel < & < 1, podremosonsguir que
la probabilidadde n falsosnegativos consecutios sea< 8 y por tanto tan pequéa
comogueramoligiendoadecuadament® o lo queeslo mismo,quela probabilidad
de queen esaseriede n ensayobtengamosilgunaaceptadn dex sea> (1—0) y
portantotancercanaa 1 comodeseemogPoresoel valor de € enla definicion deRP
esirrelevante,y generalmentsetomadeentrade = %.) Encasogleverdaderdmala
suerte”podiia ocurrir que seriesmuy largasno contuvieranningunaaceptadn; por
esosediceamenudoquetal T decidel entiempo“esperado’polinomico.

2. zPP: clasepolinbmicaaleatoriacon probabilidadcerode error. Sedefinecomo
ZPP := RPN coRP, y constapor tanto de aquelloslenguajed_ paralos que existen
sendadMTPs, Trp, Teorp quetrabajansiempreentiempopolindbmicoy cumplen

) > 1, prob(Teorp(X) = 0) = 0
) =0, prob(Teorp(X) = 0) > %

Estoslenguajessedice que sonpolinomicosLas Vegas: sonMonte Carlo,y suscom-
plementariogambien. En otraspalabrastienendosalgoritmosMonte Carlo, unosin
falsospositivos, y otro sin falsosnegativos, por lo que con suertecualquierdato de
entradaesdecidiblede forma exacta: bastaqueel algoritmosin falsospositivos diga
“si”, o queel queno tienefalsosnegativos diga“no”. Si hay malasuerte tendremos
querepetirlovariasvecesy decidirpor mayoiia con errortan pequdéio comosequiera,
trasun tiempo jesperado!polindomico. Ejemplo: PRIM est enZPP. El algoritmode
Miller-Selfridge-Rabin(testfuerte de pseudoprimalidad]1974) esdel tipo coMonte-
Carlo, estoes,PRIM estiencoRP (dehecho la probabilidadde falsospositivos, esto
es,que“un primo probable”no lo sea,es< 1/4) . Queest enRP esmuchomas
complicadoy sedebea Adlemany Huang(1987)sudemostradin, basadanla teofia
devariedadesibelianaggeneralizadin a masdimensionesie lascurvaselipticas)®®
3. BPP: clasepolinomicaaleatoriacon probabilidadacotadade error. Dado0 <
£< % BPP constade aquellodenguajed. paralos queexisteunaMTP T quetrabaja

XeL = prob(Trp(X)

=1
X¢ L = prob(Trp(x) = 1

66Dado un enteroN, existeun algoritmo deterministade primalidad, debidoa Adleman-Pomerance-
Rumely-Cohen-Lenstré 980-81),de complejidadO( (log, N)€10921092102Ny  dondec esunaconstantelUn
ordenadotipico delos de hoy tardaunos30 s paraN de 100 digitos decimalespunos8 min si N tiene200
digitos,y untiempoprudenciaknel casode 1000digitos.
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siempreentiempopolinomicoy cumple

XEL = prob(T(x) =1) > 5 +¢,
X¢L = probT(x)=1) < J—e.

LoslenguajesBPP sontal vezlos quemejorrepresentala nociondecalculosrealistas.
Sonaceptadoy rechazadopor unaMTP conposibilidaddeerror. Peroesteerrores
< (3 —¢) tantoenla aceptadn comoen el rechazo.Comoantes el valor concreto
de € esirrelevante,y acostumbra tomarsee = %1. La repeticbn del algoritmo con
el mismox permiteamplificarla probabilidadde acierto,y, acudiendaal voto de la
mayoia, decidir conerror tan pequéo comosequieraen un tiempo(esperadosalho
casosde malasuerte)polinomico. No se sabesi BPP est en NP. Peroesclaro que

RP C BPP, ad comoBPP = coBPP. Engeneral:

P C ZPP C RP C (BPP,NP) C PSPACE C EXP C NEXP.

2.6 Circuitoslogicos

Las maquinage Turing son(polinomicamentegquialentesa circuitoslogicos boo-
leanoso combinatorios y uniformes representablepor grafosfinitos, dirigidosy

adclicos, conlineasde entradaconvérticesinternos,nodoso puertadogicas,y con

lineasde salida[4, 173 167, 101, 164.57 Un circuito C de éstosconm (n) lineasde
entrada(salida),evalia unafuncion fc : x € {0,1}™+— f(x) € {0,1}"; por cadalinea
de entradaseintroduceun bit agumentode la funcion, y los bits del resultadoapare-
cenenlaslineasdesalida.Bastadiscutircircuitosconn = 1,y quepor tantoresuehen

problemasde decisbn, puesel casogeneralequivale al calculo de unacoleccon de
n de estasunciones)y espor tantorealizablemedianteun conjuntode n circuitosde

esos.

Ejemplosde puertad dgicasbinariassonlos conectoresAND (A, conjuncbn, XA
y=xy) y OR (V, disyuncbn,xVy = x+y—Xxy), y de puertaunariael conectorNOT
(—, negacbn, -x = 1—x). Cualquierotradelas 16 puertasbooleanag0, 1} — {0, 1}
escombinacbn deestosconectoredasicos Engeneraldadacualquierfuncion f : x €
{0,1}™— f(x) € {0,1}, podemosescribirf = f((x)v f@(x)v ..., con

f(r)(x) — {1 SiXx= X(r)

0 casogestantes

donde{x) x? ...} := f=%(1). Porotrolado,

) (x) = o

De estemodohemosexpresadof enlo quesellamaformadisyuntvanormalatraves
deOR,NOT y AND. (Notesequeimplicitamentesehautilizadotambinla operacbn
COPY o0 FANOUT: x € Z, — xx, puescadaf (") requieresupropiacopiade x sobrela
gueactuar)

Asi, por ejemplo:

67La condicibn de uniformidadse cumplecuandola circuitefia que calculalas funcionescon datosini-
cialesdetamdion = 1, 2,... seadiseiableentiempopolinbmico medianteunamagquinade Turing. De esta
maneraseevita escondeta complejidaddel problemaa resolveren las propias‘tripas”del circuito. De no
imponeresauniformidad,habfiainclusocircuitosquecalculaianel problemano computablelela parada.
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e Lasumabooleanad : {x,y} — X®Yy = X+ Yy mod2 puederepresentarseomo
XY= ((=X)AY) V(XA ().

Estaoperacbn esrealizadapor la puertal 6gicaconocidacomoXOR (exclusive
OR) 0 CNOT (contmwlled NOT), quediscutiremosuego 58

e Laoperacdbn NAND 1: {x,y} — X1 y:= 1— xy puedeescribirsecomo
XTy==(xAy) = (=X V (-y).

o Analogament&OR |: {x,y} — x| y:= (1—x)(1—Y) puedeescribirsecomo
xpy=-(xvy)=(=x)A(=y).

Los conectoreCOPY y NAND (o COPY y NOR) se bastanparagenerarlos
demas:noteseque—-X=X1TX=Xx11,XAy= (XTy) T (X1y), xVy= (X1t X) 1 (y1V).
Méasalin, si podemogeneram@ncillae o bits constantesuxiliares(0 o 1), entonceda
puertaNAND/NOT: (x,y) — (1—x,1—xy) esuniversal esdecir, con ella, aplicada
sucesramentea paresde bits, puedecalcularsecualquierfuncion. Ob£neseque,en
efecto,NAND/NOT calculaNAND (olvidandonoglel primerbit del resultado) NOT
(olvidandonodel segundobit del resultado)y realizaCOPY si setomay = 1y se
aplicaluego NOT al pardebits resultantes.

La equivalenciaentremaquinasde Turingy circuitosbooleanosiniformespermite
discutirla complejidadcomputacionaknlenguajede circuitos. Por ejemplo,la clase
P constade aquellosproblemasdedecisbn f = {f,: n= 12, ...}, donden indicala
longitudbinariadel datoinicial, solublesmediantecircuitos{C,}{ cuyotamdio s(Cy)
(nlmerode puertad bgicas)est polinomicamentecotado:s(C,) < p(n), dondep(n)
es un polinomio. Sedice en estecasoque el problemaen cueston tiene circuitos
pequéos Enla claseNP caenaquellosproblemasf = {f,:n=1,2,...} dedecisbn
talesque existen circuitos no deterministas{Cn m}nm pequéios con estapropiedad:
fa(X) = 1 siy sblo si existey, delongitudm polindmicaenn, demodoqueCp m(X,y) =
1.

El ejemploSAT yacitadodeproblemaNPC esformulable,enestelenguajeintuiti-
vo decircuitos,comoel problemade satisfaceun circuitoC, estoes,de hallarun dato
xtal queC(x) = 1.

2.6.1 Puertaslogicasreversibles

Las puertasbinariasestudiadasAND y OR sonirreversibles,puespasande 2 bits a
1 bit. Luego por el principio de Landauer{130], operandca temperatural , consu-
menunaenegia kg T log2 por cadabit borrado. Si queremosjue nos salgagratis
la computaddn tendremogjue utilizar puertasreversibles. Cualquierfuncion f : x €
{0,1}"+— f(x) € {0,1}" puedeextendersea una funcion invertible. Por ejemplo,
f:(x,0M € {0,1}™"— (x,f(x)) € {0,1}™"; o tambien f; : (x,y) € {0,1}™"
(x,y® f(x)) € {0, 1}™™.

Hay 4 puertasunariasdosreversiblegid, NOT) y dosirreversiblegx +— 0, x — 1).
Delas256puertasinariassolo 4! = 24 sonreversibles Destacda puertaCNOT (con-
trolled NOT) o XOR (exclusive OR), definidacomo (x,y) — (X,x@®Y). Dejaintacto

68/ vecessesobrentiendgor el contextola aritméticamod2, y seescribesimplementet enlugarde .
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el primerbit (bit decontrol),einvierteel segundobit (bit blanco)siemprequeel decon-

trol seal (deah CNQOT). EsclaroqueCNOT (x,Y) = (x, OR(AND (NOTX,y), AND(x, NOTY))),

relacbnqueindicacomoimplementalCNOT conlaspuertasasicasAND, ORy NOT,
y FANOUT paradesdoblael x deentradaen (x, X, x), y el y en(y,y). Otrapuertabina-
ria reversibleesSWAP: (x,y) — (Y, X).

La accbn de las puertasreversiblesunariasy binariases afin. Por esocon este
tipo de puertasesimposiblereproducirel efectode puertasn-ariasno linealescomo
la puertaT de Toffoli, o puertaCCNOT (contwlled controlled NOT), o la puertaF de
Fredkirf® o intercambiadorcontrolada.’® Sedefinenas:

T:(X,Y,2) = (XY,Z2D (xy)),

queinvierte el tercerbit (blanco)si y sblo si los dosprimerosbits (de control) son1.
NotesequeT esla extensbnreversibleAND, dela puertairreversibleAND. Y

F: (X:y7z)'_> (X’y’Z) S!XZO,
‘ (x,zy) six=1,

gueintercambidos bits (blancos)segundoy tercerosi el primerbit (de control)es1.
La puertaternariade Toffoli esuniversal: toda puertareversible es construible
mediantepuertasT, siemprequepodamoschamanodeancillaeala entradaeignorar
bits de salida. De igual modo, la puertaternariade Fredkinesuniversal,y tambénla
puertaSHEFFER definidacomo(x,y) — —(xVy) = 1 —x—y+ Xy [209].
Puededemostrarsguetodocalculoirreversiblepuederealizarsdambiéndeforma
reversible,sin cambiode clasede complejidadP, NP 0 PSPACE.

2.6.1.1 Calculoyenerga Eltiempoy el espacicexigidosporun calculoal agran-
dar el agumentosonindicesde sucomplejidad. ¢, Lo sea tambinla enegia consu-
midaen surealizacon? Sorprendentementeo lo es: enprincipio esposiblecalcular
sin gastoenepético alguno. Peroestoexige quela computacbn seareversible. De

lo contrario,crecela entrofay estoconlleva unadisipacbn de enegia. Porejemplo,
comoyahemosdicho,laspuertasordinariasAND y OR sonirreversibles:seentraen
ellascon dosbits y se salecon uno solo, por lo que no hay marchaatrasen su ac-
cion. Borran,“machacan’por ad decirlo, un bit, y estosuponeunapérdidade un bit

informativo, esdecir, un aumentadela entrofaenal menoskg log2.

De aqu el principio de Landauef130, 19, 173]: cadabit borradosuponeun con-
sumominimo de enegia de kg T log2, siendoT la temperaturanediadel ambiente.
Los computadoresrdinariosconsumerhoy dia muchomas, del ordende 500 veces
esteminimo, por cadaoperacbnlogica[164]. Essorprendentgueel 5% delconsumo
enegéticodelos EEUU selo llevanlos ordenadoref213, 214. Esunacagarealmen-
te pesadaguesin dudaseagravara, por aumentodel nimerode usuariosa pesarde
queel avancetecnobgicolleve a procesadorede menorconsumo.

Si no seborraningln bit (calculoreversible)el gastoen principio puedesernulo.
Los circuitos reversiblesadecuados estefin se forman con las puertasreversibles
antesmencionadagToffoli, Fredkin).Y dedamoshaceun momentoguetodocalculo
irreversiblepuedehacerdeformareversibley conigual eficiencia.Entonces¢, porque
no calculamossin gastode enegia?

69A Ed Fredkinsedebeel interésde RichardPhillips Feynmarpor la simulacbn dela fisicacon ordena-
dores.

"OEn realidad,debefan llamarsepuertasde Petri-Toffoli y Petri-Fredkin,puesel primero en descubrir
tantola puertaCNOT, comoestasdospuertagernariasy suuniversalidadfue Petrien1965[169, 101].
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Porel ruido esencialmenteEsteintroduceerroresenlos bits, quehayquecorregir,
lo que se consigueanadiendobits redundantesgjue luego hay que borrar parahacer
sitio en la memoriadondese ha guardadda informacibn sobrelos bits erroneosy
su correccon, antesde seguir corrigiendonuevos bits defectuososy enestecontinuo
menesterse gasta,como ya sabemosenegia. Podemospensaren la correccon de
errorescomounaformade manteneconstantda entrofjadel ordenadgrorderandolo
tanprontocomoel ruido lo desordenaEscomola accbn deundiablillo de Maxwell.
Peroestesertiene unamemoriaen la que se registranlos datosde las medidasgue
tiene que realizarsobreel sistemaparadetectarcadaerror, estoes, paraobtenerel
sindromedel errora corragir y procedera sulimpieza;esamemoriaseva caigandoy
cuanddlegaa sucapacidadimite (quesuponemosinita comola detodoentefisico),
tienequeborrarlatoda,arrojandoentroga al exterior, pararegistrarnuesossindromes
y continuarcon su mision correctora.En esteprocesoja disminucbn enla entroga
del sistemaguesuponda correccon deerroresseve masquesuperadgor el desorden
producidosobretodolo quehay (diablillo, medioambientey el propioordenador)de
modoquela entropatotal crece deacuerdaconla segundaley dela termodiramica.

2.7 Otras “maquinas” decalcular

Las maquinasde Turing son puramentedigitalesy secuencialesPeroexistenorde-
nadoresconarquitecturgparalelacalculadoragnabgicas etc. ¢ Influyeestosobrelas
clasedecomplejidadNo. Respectalelos primeros susresultadosonreproducibles
conordenadoresecuencialesonun factorpolinomicoenel coste.Y enrelacibn con
los calculosanabgicos,queen principio permitiianmanejarun continuode nimeros,
el ruidoy la precisbn finita haceque enla practicase comportencomosi estuvieran
discretizados.

Mencion apartemereceel uso de moleculasADN como soportecomputacional
[2, 3]. Sehaaplicadoal problemaDIR HAM: dadaunacoleccon de N vértices,y
un conjuntofinito delineaddirigidas(paresde verticesordenados)averiguarsi, dados
dosveértices,existe unasucesbn de esadineasquelos conecteentresi, sin pasarpor
el mismoveérticeintermediodosveces.EsteproblemaesNPC. Susolucibn mediante
ADN es polinomica en tiempo pero exponencialen espacio. La complejidadtotal
(tiempomas espacio)no ha cambiado. Tambeén se ha propuestoeste“computador”
ADN paraatacarel problemaSAT [138], y sehaimplementad@nla practica[184].

3 Unadéecadade “qubitomania”

La teofia cuanticade la informacion, que extiendela teotia clasica,esfruto esencial-
mentedela deécadgasada.

Ya hemosdichoquela informacion tienenaturalezdisica. Seimprime en soporte
fisico(yaseda pareddela cuevadeAltamira, yaseaun discomagnetodptico),searti-
culaenvibracionesonorashertzianasetc.,no pueddgransmitirseavelocidadsuperior
aladelaluz envado, y esh sometidaa las leyesnaturalesen particulara las reglas
cuanticas.Precisamentéstasa travesde su linealidad(con el pasodel bit al qubit),
enmar@amientode estadogsubsistemasuyaindividualidadquedadifuminadaen el
todo),nolocalidad(naturalezaolisticadelos estadosy principio deindeterminadn
(existenciade magnitudedisicasincompatibleshacenposiblesnuesasy poderosas
herramientasle transmisbny tratamientade la informacibn, ad comounaeficiencia
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decalculorealmenteprodigiosa’t

El avanceha sido notableen el ambitode la criptografa (el arte de escondeila
informacion), dondeha proporcionadsistemasbsolutamentsegurosparala distri-
bucion cuanticade claves. La naturalezamismasalegarantede la inexpugnabilidad
del secreto:a mayoraleatoriedadmejorseguridad.No sblo hay un alto interesmilitar
y estraégicoenesto.Nuestrasociedadjira cadavez masentornoala informacion di-
gital; ingentescantidadesledinerosemuevenvirtualmenteentransaccionebancarias
cuyasgyuridadseapoyaensistemasieencriptadasobrelos queel asedicesconstante,
einformesconfidencialey numerogersonalesletarjetasde compraviajanporlared
expuestosala piratefiaorganizadagonel consiguientgiesgode quenuestrantimidad
seavioladay nuestraecononfia sangradgpor manosajenas. De ah el interesen el
desarrollode un sistemaabsolutamentegguro de proteccon dedatos.

Irénicamentelos quantano sblo hacerposibleestaproteccontotal, sinoqueponen
demanifiestda vulnerabilidaddelos criptosistemabasadognla existenciadeproble-
mascomputacionalmentéurosparalos ordenadoreslasicos peroquedejande serlo
paralos ordenadoresuanticos. Estosse caracterizarpor funcionarde acuerdoa las
reglascuanticasy porun paralelismanasvo quepermiteenprincipio abordarcalculos
gue, aunno siendotedricamentevedadosparalos ordenadoresictualesgxigirian de
éstosno sblo untiempomedidoeneonessinotambienunamemoriaquesobrepasaa
la capacidadie todoel Universo.El desarrollode la computaddn cuanticaconstituye
enestemomentouno de los camposmasactivosy punterosde investigacon. No son
pocoslos problemagécnicosa resoher, relacionadogon la extraordinariafragilidad
dela coherenciale los estadosuanticos.Peroal igual quela sociedadusuariade los
mastodnticosordenadoredefinalesdelos 40, conmilesdetubosdevado y decenas
de toneladagle peso,no seimaginabd? que mediosiglo despiés cualquiercolegial
dispondrade maquinage calcularmuchomasligerasy potentessomospor naturale-
zaoptimistagmanmussOptimistsein deda Planck)y queremopensagueel ingenio
delos cienfficoslograra vencerfinalmentelas dificultadesparaconstruirordenadores
cuanticosde potenciaadecuadaCon ellos el hombrehabia dadoun pasode gigante
en el entendimientae la naturaleza.Si el pasadasiglo XX puedellamarsesiglo de
la informacin, al siglo de ahoraprobablementese le conocea comoel siglo de la
tecnoloda cuantica’®

Compartcconmuchosotrosla creenciaenel beneficiomutuodela simbiosisguan-
ta e informacibn. El propio conocimientade los fundamentosle la fisicapuedebene-
ficiarsede la teoiia de la informacibn [131, 137, y enla fisicaexperimentalde alta
precisbn el tratamientacuanticodela informacibn puederesultarsumamentétil para
alejaruntantolasbarreraguanticasenlasmedicionesgcomosin dudahaiafaltaenel
analisis de los datosqueregistre el detector.IGO Il de ondasgravitacionalesen su
tercerafase’ por allaal 2008[176]. Al igual quela fisicalizacbn dela informacibn
ha producidosin dudaelevadosdividendos,es tambien muy probableque unapers-
pectva informaticanosayudea entendemejor aspecto®scuroge la fisica. Preskill
[174, 176 harecogidoalgunostemasfisicossobrelos quela informacibn cuantica
podiaincidir de modoimportante entrelos quedestacarml enredoy posiblessstados
colectivos asociado®n materiacondensaday la gravedadcuantica,con su principio
holograficoque, al codificartodala informacion enla fronteradel sistemapareceun

"1Enestapartey enla subsecdnsobrecriptografacuanticaseusabastantenaterialdela referencig86].

72Deda en 1943 ThomasWatson, presidentede IBM: | think there is a world marketfor maybefive
computers

73Man muss‘Quantumist” sein

7L1GO, actonimodeLaserInterfeometerGravitational Wave Observatory
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desafo alalocalidaddelasleyesfisicas.

3.1 Bits versusqubits

Si el bit, o c-bit, esla unidaddeinformacbn clasica)a unidaddeinformacibn cuantica
esel qubit (mejorfueraescribirg-bit, por bit cuantico)/® la informacibn almacenable
enun sistemecuanticocuyoespaciae estadogs2-dimensiona{qubit). Porejemplo,
un spin 1/2, la polarizacén de un foton, atomoscon 2 estadogelevantes,etc., son
qubits.

Todainformacibn clasicaescodificableen binario. Por ejemplo,con 8 bits (28 =
256 posibilidades}fenemogle sobragparaasignarun nimeroen binarioa cadasigno
del tecladoy ad digitalizar cualquiertexto, por ejemplo, el Quijote, represeréindolo
por unacadenale bits o por unacadenale condensadoresaigados/descgados.Mi-
diendola caigade eéstospodemoseconstruida obrade Cenantes.

Con qubits hafiamoslo mismo, pero con un cuidadoextremo a la horade leer.
Porquesi porejemplolos estado®ase0), |1) delos qubitsconquesalhamosel Quijote
son|+)zY |—)z peroluegoalahoradeleernosequivocamos medimosolarizaciones
|+)x ¥ |—)x, los resultadosobtenidosseén aleatorios,el Quijote seé irreconocible,
y lo que es peor no habia manerade deshaceel entuerto,siendoprecisocodificar
de nuevo la genialnovela. Por tanto, los bits sonrobustos,y los qubits sumamente
fragilesantecualquierintentode inspeccbn. La obtencon de informacibn sobreun
sistemacuanticogeneralmenté perturba.

Otradistincionimportanteentrelos elementosie informacibn clasicosy cuanticos
estenel procesalecopiado.Cualquierestadcaclasicode unsistemaescopiable;esta-
moshartosdeverlo (copiasdeunmodeloprototipo,de unaefigie,de unafotografia,de
un escrito,deunficherodigital, etc.). Supongamossin embago, quequeremogopiar
un estadocuantico. Puedeocurrir queconozcamoslicho estado(por ejemplo,quees
un electbn maviendosecontal momentoy polarizadcental direccibn)y entoncegsta
informacibnbastaparapreparaiotro sistemaenesemismoestado Si por contradesco-
nocemo<! estadca copiar estamoperdidos puescon el inicoejemplarquenosdan
ninglin conjuntode medidascompatiblegsalho las quedejaranel estadancolume,y
gueevidentementegnoramoscualesson)puederevelarnostodala informacibn nece-
sariaparadeterminael estadoy ad poderloreproducir En el casoclasico,por contra,
podemosmedir sobreel sistemacuantonecesitemoparasu copiamacrosopica, sin
deterioroapreciablalel estadcareproducir

La imposibilidadde clonacbn cuantica, que discutiremosa continuacon, tiene
virtudesesencialeparaprotegerla informacibn (criptograia), o paraevitar la falsifi-
cacbn demoneda(billetescuanticos).

Hay otrasdiferenciasmasprofundasy con mayorimpactopotencialtecnobgico.
El numerode estadoscodificablescon N bits es2V, y cadauno quedafijado a travées
de sblo un nUmerobinario. Peroel nimerode estadoscodificablescon N qubitses
infinito, a sabey cualquiercombinacdn lineal de los 2N estadosbase,y por tanto,
su especificadin requiereconocer2N amplitudes.ParaN = 300, estenimeroesdel
ordendel nimerode gradosde libertad del Universovisible. Mientrasla capacidad
de memoriade un procesadoclasicoeslinealmenteproporcionala sutamdio, la de
un procesadoruantico (registro de qubits) creceexponencialmenteon N. Estoes
unindicedela complejidadde los qubits. Luego esde esperaique un ordenadoque

">Denominacbn propuestaor BenjaminSchumacheen 1995.
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operesobrequbitspodra en principio realizarhazdiasimpensablegparaun ordenador
clasico.

La sutilezadel enredoja posibilidadde escondeta informacibn difuminandolade
modoqueningunamedicbnlocal puedarevelarla,ofrecetambénposibilidadesuevas
ala informacibn. Mientrasqueun libro clasicopuedeleersepaginatraspagina,linea
traslinea, palabratras palabra,si el libro fueracuantico,lo mas probablees quela
informacibn consguidaconesetipo delecturafueraescasaal residirencorrelaciones
entretodassuspaginas El enredgroducecorrelacionesiolocalessinaralogoclasico,
gue no puedercrearsemedianteoperacionegocalesy comunicacioneslasicasentre
laspartes Estapeculiaridadsirve paraprotegerla informacbnalmacenadansistemas
enredadosnteataquesocalizados.Podiiamosarrancamunapaginadel libro cuantico
sinafectara sucomprensdn. No esde extrafiarqueel enredcseael mayorresponsable
delasventajasasimagicaslela comunicaddny computaddncuanticas Enel enredo
se fundamentaralgunosprotocoloscuanticos, unos de aplicacbn en criptografa y
correccon de erroresparala computadbn cuantica,y otros sin aralogo clasico, ad
comola codificacbn cuanticadensay la teleportadbn cuantica.

Si bienla polarizacén de un hazdeluz proporcionaunarealizacon clasicade un
qubit, esclaro que un sistemade doso mas qubits carecede realizacon optica, pues
susestadoenredadoso puedersimularseclasicamente.

Finalmente,hay otros aspectosmportantesy aplicacionesen las que, por razo-
nesde espacioy tiempo, no voy a entrar: cuantificacdbn y purificacbn del enredo
[39], computaddn cuanticatopologica[165], computadoresuanticostolerantesa fa-
llos [173], sincronizadbn cuanticaderelojes[54, 116, y juegoscuanticos[154].

3.1.1 Imposibilidad de clonacion cuantica

No esposibleclonarde formaexactaestadosuanticosno ortogonaleg215, 67]. See
maspreciso:

1/ La linealidad de la MQ exige que no existan dispositvos que puedanclonar
estadoguanticosdesconocidoy arbitrarios.

2/ La unitariedadde la evolucion enMQ implica queno esposibleclonarestados
cuanticosdistintosy no ortogonales.

Aungueno sabemogbdmo clonarun estadadesconocid@|0) + b|1), si esposible
consguir estadoslelaformaal00...0) +b|11...1). Si® esunamaquinalineal capaz
de clonarestadog0) y |1) (facil, puesde estosestadosconocemossu preparadn),
bastaaplicardicha® al estadaa|0) + b|1).

3.1.2 Registrosde qubits y puertaslogicascuanticas

El espaciode Hilbert de un qubit esC?. El qubit, aden&s de poderestaren dos es-
tadosbase|0), |1), puedepresentarseambénenunainfinidad de otrosestadoslados
por superposidn lineal coherentex|0) + B|1). El espaciode Hilbert de n qubitses
?®..@C%?=C?,ysusvectoreshasenaturaleson|0)®...® |0) = [0...0), |0} ® ... ®
|1) =0...1),...,|1)®...®|1) = |1...1). Supondremoparaestabasetambinconocida
comobasecomputacionalla ordenaddn lexicografica. Cuandocorvenga,escribire-
mosabreviadamentdx) paraindicar [Xp—1...X), CONX = 2" Ix1+ ...+ 2X1 + Xo.
Una puertalogica cuantica sobreuna coleccbn o registro cuantico de k qubits
escualquieroperadorunitario en el espaciode Hilbert 2 asociadd65, 4, 88]. Por
ejemplo,apartedela identidad tenemossobrel qubitlas puertasl-ariasX (o Unor),
Y, Z, dadasgenla basenatural{|0),|1)}, porlasmatriceso; de Pauli: Unor := X :=
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01, Y := —iop, Z:= 03. Las puertasmonariasson facilesde implementar(por
ejemplo,sobrefotonespolarizadosgonlaminasi, z2).

En los ordenadoreslasicos,las puertad bgicasque procesarla informacion son
elementoso linealesbasadognla tecnologa delos semiconductoregomolos tran-
sistoresyerdaderasneuronas”decomputadorgnlos ordenadoresuanticoso “gom-
putadoes, las puertaslogicasse consiguencon interaccioneso linealesentrelas
magnitudesuanticas.

El elementobasicode un gomputadoresla puertasobre2 qubits conocidacomo
CNOT 0 XOR: (x,y) — (x,x@y).”® Cuandoel datoinicial x essuperposid@n lineal
de los vectoresbase0, 1, entoncesel resultado(x,x® y) est enredado.Estapuerta
esrepresentablporla matrizUcnor = |0)(0] ® 1+ |1)(1]| @ Unor. La implementaddn
enlaboratoriode puertas2-ariasesdificil, puesrequiereponereninteraccon fuertey
controladados qubits espacialmentseparadosUna brillante manerade conseguirlo
conionesfriosenunatrampalineal sedebea Ciracy Zoller [56].

La puertaT de Toffoli, o puertaCCNOT o C2NOT (controlledcontrolledNOT)
acflasobreregistrosde 3 qubits,y vienerepresentadpor el operadounitarioUr dado
por Ut = |0)(0] ® 1® 1+ |1)(1] ® Ucnor. El intercambiadorcontroladoo puertaF
de Fredkinactia comoel siguienteoperadorunitario Ug sobreregistrosde 3 qubits:
Ur = |0)(0] ® 1® 1+ |1)(1] ® Uswap, dondeUswap intercambidos bits (Uswap|a) @
|b) := [b) @ [a)).

No hacefalta decir que estaspuertaslinealesunitariasno soblo actian sobrelos
estadodasessinotambinsobrecualquiercombinacbn lineal de estos.

Todaslas puertasclasicastienensu contrapartidacuantica. Por esotodacompu-
tacion clasicapuedeser hechatambién en un ordenadorcuantico. Perohay puertas
cuanticasexobticas,sin aralogoclasico.

Unapuertamonarianoclasicaesy/NOT, que,comosunombreindica,aplicadados
vecesequiale a NOT. Es la puertapuramentecuanticaque describeel efectosobre
los estadoshasede sistemaatbmico de 2 nivelesde un pulsolasercuyaduracbn es
la mitad de la necesarigparaexcitar o desecitar, y que por tantodejaal atomoen
un estadoindefinido, superposi@n de los dos estadoshasecon amplitudesde igual
modulo. VienedadaporU g = 27424 (1+iay).

Otra puertasin aralogoclasicoesla puertaHadamardH sobrel qubit, dadapor
Un = 27%2(014 03) = iR(n, 1), donden := 2-%2(e; + e3). Su extensbn tensorial
a n qubits, aplicadaal estado|0...0), producela combinaocbn lineal 2-"/2 52" (x)
de todoslos estadoshasecon igual amplitud, y se conocecomo puertade Walsh-
Hadamard.Su efectosobreel estadobase|x) esla combinacbn lineal §,(—1)*Yy),
dondex-y:= Y jXjyj mod2.

3.2 Maguinasde Turing cuanticasy circuitos cuanticos

Sedebea Deutsch[64] el conceptogeneralde maquinacuanticade Turing (MTQ).
ConanterioridadBenioff [14, 15, 16] halia consideraddos procesoguanticoscomo
métodoparaconstruirMTs reversibles,y luego Feynman[79, 80] halia propuestaun
“simuladorcuanticouniversal’quecareda dela versatilidadesperadae un gomputa-
dor.

Unaversibn moderng32, 33] delo queesunaMTQ esla siguiente. UnaMTQ
M esunaternaT = (Q,A,d) formadapor: 1/ Un conjuntofinito Q de estadosde

ZBEn generalsi U esunapuertan-aria, se definela puertaCU (controlledU) comoCU : |x)]y) € (? ®
C% = ) (Boxly) + B1,1y))-
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la unidadde control de la maquina,con dos estadosespecialesq,, estadainicial o
de arranquey Gfin # Qin, Un estaddfinal. 2/ Un alfabetofinito A de simbolos,entre
los que esh el simbolo “blanco” LI. Pensemogn unacinta lineal (potencialmente
infinita en ambossentidos)con celdas,en cadauna de las cualesest representado
algunodelos simbolosenA— {LI}, o bieneshvada (simboloLJ). 3/ Unafuncionde
transicbn cuanticad: Q x Ax Qx Ax M — (g 13, cONM = {¢—, =}, y donde@[o,l]
esel subconjuntale C formadopor los nUmeroscomplejosz de modulo < 1 paralos
gue existe un algoritmodeterministagque calculaRe z, Im z, con precisbn < 27" en
tiempopolinomicoenn.””

La MTQ M tieneunacinta doblementénfinita, etiquetadgor Z, y unacabezao
cursordelectura/escriturgue semueve sobreesacinta. Unaconfiguracdn o descrip-
cion instanfineac de M consisteen dar el contenidototal de la cinta, la posicion del
cursor y el estadode la unidadde control. El conjuntoCy de configuracionesub-
tiendeun espaciode Hilbert #,, asociadoa M, del que esCy unabaseortonormal.
Noteseque tras cadapasotemporaluna configuracbn ¢ da lugar, en general,a una
superposidn lineal 3; a;c; de configuracionesgondec; esunade las configuracio-
nesalcanzableslesdec enunaactuacbn de M, y a; esla correspondientamplitud
deprobabilidadd(q, 0, q;, 6i, m). Sblo un numerofinito de configuracioneiterviene
enesassuperposicionekneales. Seexige de M quesuaccbn sobreHy seaunitaria,
comocorresponde la evolucion temporalde todo sistemacuanticocerrado.

Tambinenel casocuanticoexistenMTQs universalesguesimulaneficientemente
el efectode cualquierMTQ sobreun datoinicial arbitrario[64, 217, 32, 33].

Del mismomodoqueunaMTD equialea unafamilia de circuitosbooleanosuni-
formes,un teoremafundamentable Yao [217] nos permitereemplazaunaMTQ por
unafamilia equivalentede circuitoscuanticosuniformes,lo queindudablementéaci-
lita la descripcbny amalisisdela computaddn cuantica.

Los circuitos cuanticos[65] son circuitos logicos (grafosadclicos y dirigidos),
en el quelos nodosson puertascuanticas(operadoresinitariosen subespaciosle k
qubits), el dato de entradaes un vector baseinicial de un espaciode n qubits,y el
resultadoes la cadenade bits clasicosque resultaal medir sobreel estaddfinal del
sistemade n qubits[4].

Esfacil probarquedadaunafuncion clasicaf de m bits a n bits, calculableme-
dianteun circuito clasicoC. booleano existe un circuito cuanticoCq que calculala
operacbn unitariasobrem+n qubits|i, j) — [i, f (i) @ j), conun nimero#Cq de puer
tas que dependdinealmentede #C.. En consecuenciatodo calculo clasico puede
hacersetambien cuanticamentey conigual o mejor eficacia[4]; esdecir P C QP,
dondeQP esla clasede problemassolublesentiempopolinomicomedianteun circui-
to cuantico[65]. Fuetodaunarevelacbn el descubrimientale queel problemaFACT
de la factorizacbn esde claseQP [191]. Si FACT resultaserde complejidadesen-
cialmenteexponencial tendiamosun ejemplode mejoraexponencialenla eficiencia
dela computaddn cuanticasobrela clasica.Y no cabeesperamas: fijadaunapreci-
sion, cualquiercircuito cuanticoCq essimulablepor otro clasicoC, conun nimerode
puertasiC. quecrecealo sumoexponencialmenteon#Cq [57].

3.2.1 Puertascuanticasuniversales

Un conjuntode puertascuanticasdiceseuniversalsi el grupounitarioqueengendran
(o subgrupaunitariominimal quelo contiene)en el espaciode Hilbert de n qubitses

"Larazbnde restringirsea@ esparaevitar quesecuelealgunaamplitudincomputable.
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denscenU(2") bajola topologauniforme,paratodon. Cuandocualquierelementale
U(2") puedesimularseporla accbn deun nimerofinito de puertasiel conjuntodado,
sedicede éstequeesexactamenteainiversal.

Es facil probarque todamatriz unitariak x k esproductode %k(k — 1) matrices
unitariascadade las cualesaciia sobreun subespaci®-dimensionakubtendidgpor
2 vectoresde la base[178. Poresobastaconsiderata universalidadsobreparesde
qubits.

Laspuertasl-ariasjunto conla binariaCNOT, formanun conjunto(infinito) exac-
tamenteuniversal[70, 196 139 10]. Cualquierpuertabinariaentreun par de qubits
enun sistemade n qubitssepuedeexpresamedianteO(n?) puertasunariasy CNOTSs.
Combinadaconlo anterior sedesprendegue cualquierpuertaunitariasobreN qubits
sepuedeescribircomoproductodeO(4"n?) puertasinariasy CNOTs. De hecho basta
conO(4"n) puertagdeesagpuertagd125.

El primerconjuntodiscretouniversalconocidosedebea Deutschensutrabajose-
minalsobrecomputadoresuanticog64, 75. Constadeunconjuntodecuatromatrices
deU(2) y susinversasdependientede un angulomiltiplo irracionalde 1t Luego se
hanconocidootrosconjuntosmassimples.Porejemplo,el conjunto{H,CV} formado
por la puertal-ariade Hadamardy la puerta2-ariaCV, dondeV := |0)(0] + i|1)(1]
(puertafase),y el conjunto{HW,CNOT}, conUyy := €™8(e~1V8|0)(0| 4 €™8|1)(1])
lallamadapuertart/8, sonuniversaleg123, 57, 44].

Una puertacuanticasobre3 qubits,universalpor si sola,esla D de Deutch[65],
del tipo rotacibn (controladad: Up := [0)(0] ® 1® 1+ |1)(1] ® |0)(0] ® 1+ |1)(1|®
|1)(1] ® S(1), dondeS(t) := i cos3mr(|0)(0] + |1)(1]) + sertu(|0) (1| + |1)(0]), cont
unirracionalfijo y arbitrario. El conjunto{H,W2,CNOT, T} estambgnuniversal.

La aproximacbn en€ de puertasgerericassobren qubitsa travesde un conjunto
universaldiscretoes muy pocoeficiente,requiriendoun numerode puertasN de este
conjuntogquecreceexponencialmenteonn, comosedesprendee estoshechod164,
88: 1/ El teoremade Solovay-Kitaes (la aproximacbn en & de unamatriz arbitraria
enU(2) atravesdel conjunto{H,W} puedehacersecon O(logs 8~1) factores,siendo
c~ 2). 2/ Cualquiermatriz en U(n) puedeexpresarsecomo productode O(n4") de
puertagmonariasy CNOTs. Y 3/ SiU; sonoperadoresinitariosqueaproximana Uj,
elerror||Ug...Ur —U;...Ur|| < 5 ||Ui — Ui]|. Portanto,N = O(n4"log5(n4"/¢)).

3.3 Caodificacion cuanticay teoremade Schumacher

Seaahoraun“alfabeto”A:= {|@), p; !ill consistentenun conjuntodeestadoguanticos
purosdistintos(no necesariamentertogonalesy susprobabilidadegy; pi = 1). Le
asignamo<! operadordensidadp(A) := ¥ pi|@){@|. Un mensajeemitido por una
fuentede sdialescuanticases unasecuenciap, i, '= |@,)|®,)...|@,) de“letras” o
“simbolos”,cadaunoproducidoconprobabilidadp;; independientementéelos otros.
La coleccbndemensajeslen simbolosesrepresentablpor el operadodensidag®",
quevive enun espaciode Hilbert de dimensbn maxima |A" = 2"°%|Al - Suige natu-
ralmentede nuevo la cuestobn de si esposiblecomprimirla informacibn contenidaen
p®". Y larespuestahalladapor Schumachefl187], essimilar ala del primerteorema
de Shannonasinbticamentgn >> 1) el estadg®" escomprimible,confidelidad’® F
(probabilidadde queel estadadescodificad@oincidacon el estadoanteriora la codi-

8La fidelidad (o probabilidadde transicbn de Uhlmann[206]) entredos estadop, p’ se definecomo
F(p,p') := (Tr\/\/PP'/P)?, v mide el gradode parecidoentreambos.Sedemuestrajue F esel maximo
de|(ql¢)|? sobretodaslaspurificacionesp, ¢ dep,p’ [113. Essimétrica:F(p,p') = F(p',p).
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ficacion) arbitrariamenteercanaa 1, a un estadoen un espaciade Hilbert de dimen-
sion 2"SP), dondeS(p) := — Tr(plog, p) esla entrofiade von Neumannde un estado
cuanticonormalp.”® En otraspalabrasgscomprimiblea n§p) qubits. Luego S(p)
puedeinterpretars&omoel numeromediode qubitsdeinformacibn cuanticaesencial
por letradel alfabeto.Esteresultadade compresbn cuanticaestambien optimo.

La demostradn siguela pautade la delteoremaclasico[187, 117, 173.

3.3.1 Informacion de Holevo

Si el alfabetoA := {pj, pi}!ill consisteen estadognezcla,el problemadela compre-
sibilidad de los mensajese complica. Para medir éstaadecuadamentda entropga
von NeumannS(p := 5 pipi) debedejarpasoa otro conceptomasgeneralla llama-
da informacion de Holevo del alfabetoo colectvo A := {pj, p; !ill [136, 104,173:

X(A) :=5(p) — 3 piS(pi). LainformacibndeHolevo seasemeja la informacbnmu-
tua clasica; del mismomodoque | (X :Y) indica como se reducela entrofa de X
cuandoseconoceY, x(A) representda reduccon dela informacibn sobrep dadapor
la entrogaS(p) cuandoseconoceel métodode preparadin del estadg = 5; pipi.&°

No esdificil ver que, suponiendanutuamenteortogonaledos estados; del al-
fabeto, estoes, Tr(pipj) = 0 parai # |, el estadop®" es asinbticamente(n >> 1)
comprimiblea un estadode nx(A) qubits, confidelidadtendiendoa 1. Ademés, este
resultadoesoptimo.

Cuanddos estadosio sonortogonaleslos resultadosonparciales sesabequeno
existe asinbticamenteunacompresbn fiel por debajode x(A) por letradel alfabeto,
pero sigue abiertoel problemade si unacompresbn de x(A) qubits/letraeso no es
accesibleenel limiten — oo.

3.4 Capacidadesde un canal cuantico

DeuncanalcuanticodetransmisbnpodemogonsiderasucapacidadC paratransmitir
datosclasicos,su capacidad) paratransmitir con exactitud estadoscuanticos,y sus
capacidade®) » mixtasparatransmitirestadosuanticos,tambin intactos,perocon
la asistenciale un canalclasicoparaleloentreemisory receptor

Dadoun canalcuantico &, en generalruidoso, el sggundoteoremade Shannon
sugieredefinicionesasinbticas precisasde las capacidadeslasicaC(® ) y cuantica
Q(R) [29]. Seln quelos procesode (des)codificadin seanclasicoso cuanticos,
se puedendistinguir hastacuatrotipos especialesle capacidadeslasicas: Cec(R ),
Cea(®), Cac(R), Caq( ®) = C(R). EsclaroqueCec < {Ceq, Cac} < Cag:

Las capacidadesuanticasasistidagQ, »(X ) sedefinendemodoarélogoaQ(R.),
pero con un protocolointeractvo de codificacbn-descodificaéin que puedeincluir
operacione$ocalesarbitrariasa la entraday a la salida,y recurrira un canalclasico

"9La entrofjiadevon Neumanresla compdieracuanticadela de ShannonTienela entroadevon Neu-
mannconocidagropiedadesle concaidad,subaditvidadfuertey triangularidad203, 90, 91]. Lasdospri-
merassedantambinenla teofiaclasicade la informacion. Perola terceraespeculiar;mientrasenla teofia
de Shannona entrofjade un sistemacompuestao esnuncamenorquela de cualquierade suspartes(el
todocontienemasinformacion queunaparte) ,cuanticament@oesad: losestado£PR(Einstein-Podolsky-
Rosena la Bohm)2-Y/2(|aa’) + |bb')), dondea, by &', b’ sonsendogaresortornormalesproporcionarun
contraejemplananifiest73, 37].

80La informacibn de Holevo tiene estaspropiedades:1/ X(A) > 0. 2/ x(A) = SA) cuandotodoslos
estadog; sonpuros. 3/ X(A) escotasuperiora la informacin clasicaAcc(A) extraibledel conjuntoA:
Acc(A) < X(A) (cotade Holevg. Estacotasuperioresaccesiblesi los estadog; que componenp son
ortogonale®ntresi.
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de comunicaddn endireccbn de entradaa salida(sulindice 1), o en ambossentidos
(subindice?2).

Sepuededemostraque Q = Q; [28, 29]; esdecir, el ervio de mensajelasicos
desdeorigena destinono aumentda capacidadiel canal. Porotro lado, esevidente
queQ < Qg2, y el usode estadortogonaleparatransmitirchitsllevaa Q < C. Pero
seignorasi puedeo no ocurrir queC < Qz, 0 queC¢: < Q. Seconocercanalegara
losqueQ < Qy, y otrosparalos queQ; < C.

Por su definicion asinbtica, no sorprendegueel calculo de estascapacidadesea
dificil engeneral.Seconocerenalgunosasoscomoenel canaldeborradocuantica,
enel quehay unaprobabilidadp de queel canalsustituyael qubit por un simbolo de
borradoortogonala los estados{|0), |1)}, y la probabilidadcomplementarid — p de
gue el qubit paseintacto. ParaestecanalC = Q, = 1— p, las cuatrocapacidades
clasicascoinciden,y Q = max{0,1— 2p} [27, 29]8! Otro canalsencillointeresante
esel canal despolarizadarque mantieneintactoel qubit con probabilidadl— p y lo
cambiapor otro qubit aleatorioenel restodelos casossesabequelas capacidadede
estecanalsatisfacenj27, 29]: i/ C,Q, Q2 > 0 paraq < 0.25408,ii/f Q=0,C,Q2 > 0si
%< g< %,iii/ Q=Q,=0,C>0si % <g<1,iviC=Q=Q;=0sig=1.

A diferenciadel casoclasico,enel quela capacidaguedecalcularsenaximizando
la informacibn mutuaentresaliday entradaenun solousodel canal,las capacidades,
clasicao cuanticas,de los canalescuanticos,que contemplaria posibilidadde codi-
ficar enmaréandovariosestadosle entradasucesios, y descodificacon mediciones
conjuntassobrevariosestadogsie salida,no permiten,por lo generalun calculo simi-
lar. Sin embago, en el casode Ceq, sesabequeCeq(R) = sup, X(R.(p)) [29]. Esta
informacion ha permitido ver que hay canalescuanticoscuya capacidactlasicaCeq
con codificacbn clasicay descodificad@n cuanticasobrepasa su capacidadC.. co-
rrespondiente la informacibn mutuamaximaquepuedeerviarseconun solousodel
canal.

Finalmentemedianteenredgprevio entreemisory receptoisemejorala capacidad
detransmisbn. SearCg, Qg lascapacidadeslasicay cuanticadeun canalcuanticocon
asistenciale enredo.Consecuencidirectade la codificacbn densay la teleportacdn
cuanticaqueluego describiremosonla relacbn Cg = 2C paracanalescuanticossin
ruido, y la relacbn Q < Qg = %CE paratodo canalcuantico[30]. La presenciade
ruido haceque la mejorapor entrelazamient@ue experimentala capacidacclasica
puedanclusosermuy superior

3.5 Correccdbn cuanticadeerrores

No procedemitar sin masen el casocuanticolos métodosclasicosde correccon de
errores puesel merohechode tratarde ver qué qubitssehanvisto afectadogle error
dahairremediablement&a informacibn. Ni podemogampocohacerristrasde estados
cuanticosiguales,puesla linealidadprohibela clonacbn de estadogiesconocidoy
arbitrarios. De ah el pesimismainicial sobreel funcionamientode un computador
cuantico[207, 133]. ¢ Qe hacer? En 1995 Shor[192] ofrecid afortunadamentena
primerasolucion, mostrandaun sistemade codificacbn (de 9:1 bits) capazde detectar
y corregir un bit erroneoarbitrario. Pronto se hallaronotros codigos mas simples,
comoel 7:1de[197, 198,51, y el 5:1 de[28].82 No podemosacemi minimajusticia
a todaslas contrilucionesnotablesque se han publicadoen estelltimo lustro sobre

81Enparticulay Q = 0 si p > 1/2; deno serad, sepuedeargiir quela clonacbn cuanticaseiia posible.
82Sehaimplementadaa el 5:1 contecnologa RMN sobremoléculasde acidotranscrobnico marcado
con'3C, sistemaenel quelos 5 qubitssonlos 4 niicleos'®C, y el spindel grupometilo[126].
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esteasunto.Esun campoen plenodesarrolloque,tal comoocurrieraconlos codigos
clasicostambiénhaencontrad@oneion inesperadaonlasmatenaticaspuras[193).

La ideasubyacentes escondeta informacibn en subespaciosle C2' conel fin
de protegerla contrala descoherencig los erroresque afectansblo a unos pocos
qubits. Paraello, si nuestrosistemaes de k qubits (lamados‘l 6gicos”), un codigo
cuanticocorrectorde errores(CQCE) codificasusestadosnedianteunainyeccbn li-

nealisométricart: C2 < C?", donden > k. El subespaciamagendeTtlo denotaremos
por Q, y suselementosellamanestadogo palabrasgodigo. Los n— k qubitsadicio-
nalesauxilianenla tareade protegerla informacibn. La aplicacbn rtdebeenmascarar
la informacibn deslocaliandola,con el fin de que los errores(que generalmentese
producende formalocalizadasobreuno o varios,aunquepocos,qubits)la alterenen
nadao lo menosposible[173, 199 4].

Un sistemade n qubits,enun estaddnicial puroy, no esiabsolutamentaislado,
y trasinteraccionarcon el medio ambienteen estadoay,, sufre unatransformadn
del tipo Y ® ajn — ¥, (ErY) ® &, dondelos operadores;,0 < r < 22"— 1, sonlos
operadoresle Pauli (elementosdel conjunto ™ := {1,X,Y,Z}®"), y los estados,
del ambienteno sonnecesariamentertogonalesii normalizados Llamandopesode
un elementade (" al nimerodefactorestensorialesiotrivialesquetiene,si ) esun
estadacodigocadatermino(E; i) ® a; representgeneralmentan componenteonun
numerode erroresigual al pesodeE;.

Dadaunacoleccbn deerrorest C 2" formadapor todoslos operadoresle Pauli
depeso< t, deun CQCEcapazde corregyir todoslos erroresen £ dicesequeenmien-
da hastat errores. Paraello esnecesarig/ suficienteque,dadaunabaseortonormal
cualquiera{]i)} del subespaci@ddigo Q se cumpla(j|EJE |i) = mgdji, conm una
matriz autoadjuntarbitraria,y E; s € £. Estacondicion expresaalgo natural: 1/ que
dadasdospalabrasodigo ortogonalesi), | j), los conjuntoscorruptosk; |i), Es|j) de-
ben sertambién ortogonalegde lo contrariose perdefa la distinguibiidad perfecta
de dichaspalabras)y 2/ que (i|[EJE;|i) no puededependede |i) (delo contrariola
detecobn de un error dafia informacibn sobreel estadocodigo, con su consiguiente
perturbaddn). Sim= id, el codigo sellamano degenerda y los subespaciodeerror
E Q,1+# E; € £ sonortogonalesal subespaci@ddigo Q y perpendicularegntresi;
bastaen estecasohacerunamedida(posiblepor la citadaperpendicularidadjuede-
termineen qué subespacise encuentreel (sistemade n qubits)®ambiente digamos
conelresultadd E;P) ® &, y luego aplicaral estadaesultantalel sistemeel operador
unitario !, pararecobraral estaday liberadode suerror. En el casodegeneradoun
sindromede error no singularizaa éste,y la estratgia de recuperad@n esalgo mas
complicada.

La distanciad deun CQCEsedefinecomoel menorpesode un operadoide Pauli
tal que(j|E|i) # ced;i. Ennotacionarblogaala delos CCCEsgscribiremog[n, k, d]]»
paradenotarun CQCEbinario(esdecir, conqubits),depa@ametrom, k, d. Esclaroque
un codigo][n, k, d]]2 permitecorregirt := | (d — 1) /2| errores.

Existentambincotasparalos CQCES[[n, k, d]]2 similaresalasmencionadapara
los CCCES[76, 173. En particular la cotaasinbticacuanticade Gilbert-Varshama:
R>1-Hy(2t/n)—(2t/n)log3, n> 1. Estacotapermiteprobarla existenciade
CQCEsasinbticamentebuenos. Cuestbn diferente(y abierta)es su construcadn
explicita.
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3.5.1 Ejemplo de CQCE: codigosCSS

Sean(; un CCCElinealy binariodeltipo [n, ki, d1]2, y (2 unsubddigo[n, ky, d2]2 de
(1, conky < ki. SeaC := (1/( el espaciccociente de dimenson 2k1—kz,

Definamosun CQCEQ C 2", dedimensbn 2, conk = ki — ko, subtendidgor
los vectores

Wy =272 5 w4y, wec
VE(

Notesequeestadefinicion no dependealel representante elegido, y quelos vectores
|w) ad construidogormanun sistemaortonormal.

Sedemuestrgueestecodigocuanticoreconocey corriget, := [ (d1—1)/2] errores
deinversiondebit, y t; := [ (d3 — 1)/2] erroresdeinversion de fase,dondeds esla
distanciadel codigo ¢~ dualde . Asimismo,la distanciad de estecodigo cuantico
satisfaced > min(dy, dy).

Los CQCEsJ[n, k,d]], ad construidosse llaman codigosCSS (Calderbank-Sher
Steane]197, 198 51, 173.

El ejemplomassimpleeilustrativo decodigoCSSesel codigo|[[7, 1, 3]]» deSteane,
o codigo cuanticode 7 qubits. Se obtienetomandocomo (. el codigo de Hamming
Hx(1) deltipo [7,4,3]5, y como (& sudual,queesdeltipo [7, 3, 4], y coincideconel
subddigo par (esdecir, formadopor las palabrascodigo de pesopar) de ;. Corrige
un error X deinversibn debit, y un errorZ deinversion de fase,y por tantotambin
un errormixto Y, perono un error doblede inversion de bit (o de fase). Unabasede
estadogodigoes

|0) := 87%/2(]1010103 + |011(11) + |00QL111) 4 |0000WMO)+
[1100110 + (1011010 +|0111100) + |1101M1)),
1) := 8~%/2(]0100103 + |100M011) + [1111111) 4 |1110M0)+
|0010110 + 0101010 +|1001100) + |0011M1)).

3.6 Teleportacion cuantica

La reproducdbn de estadoslasicos(seaunafibula etruscaun cuadrode Goya, 0 un
billete de banco)nuncaha presentaddificultadesinsahablesa los expertos. Basta
conobsenar minuciosamenteuranteel tiempoquehagafalta el original, procurando
no estropearloparaextraercuantainformacion requierasu copiado.Estaobseracion
cuidadosano alterade forma perceptibleel estado. Perosi el original a reproducir
esun sistemacuantico en un estadop desconocidocualquiermedida(incompatible
conPy) quesehagasobreel sistemaparaaveriguaralgo sobre perturbaa el estado
de modoincontrolable,destruyendl original. Ademas, inclusodisponiendade un
nbmeroilimitado de copiasdel estadosu determinadin exigiriainfinitas medidas.
Porejemplo,supongamosgue Alice tieneun qubit (digamosun spin %), queBob
necesitaperoAlice no disponede ninglin canalcuantico paraerviarselo®® Si Alice
conoceel estad@recisode suqubit (por ejemplo,si sabequesuspin % eshorientado
en la direccbn n), bastaque le de a Bob por carta(canalclasico)esainformacion
(componentesle n) paraque éstese prepareun qubit exactamentagual al quetiene
Alice. Perosi estadesconocel estadopuedeoptarpor confesarseload aBob,aquien

83Es costumbreusarlos nombresde Alice y Bob parareferirsea dospersonajesjue secomunicanpara
intercambiainformacibn; Eveesuntercerpersonaje;maléwlo”, queintentacaptaresainformacibnacuyo
accesceestvetado paraconocerlay/o modificarla.
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nole quedaa masrecursoqueprepararssuqubitdeformaaleatoriaconsiguiendaina
fidelidaddel 50 %. Perotambien Alice puedeintentarsermas cooperatia, haciendo
por ejemplosobresu qubit unamedidade n - o, con n elegido de forma cualquiera,
y transmitiendoa Bob tantolas componenteslel vectorn comoel resultadce = +1
obtenido. Armado de estainformacion, Bob se preparasu qubit en el estado%(1+
en- o). Lafidelidadmediaad consguidaesmayorqueantes:%. Sinembago, no es
suficiente.

Si Alice y Bob comparterun par EPR,existe un protocolo,ideadopor Bennettet
al. [25], y conocidocomoteleportacbn cuantica, querecurriendaal entrelazamiento
deestadoy ala nolocalidadpermitea Bob reproducirun estadacuanticoenposesbn
deAlice y desconocidogcontansolo 2 cbitsdeinformacibn erviadospor Alice a Bob
a travésde un canalclasico. Esteprocedimientodestruyenecesariamentel estado
que tiene Alice (de lo contrario se violaria la imposibilidad de clonacbn cuantica,
consecuencide la linealidady/o unitariedadde la mednicacuantica). Veamoscon
alglin detalleel protocoloencueston.

Sea|y) = a|0) + B|1) el qubitenposesbn de Alice, cona = cos36, B = €%sentd
.Y sea|®) := 2-%2(|00) + |11)) el estaddEPRcompartidgpor Alice y Bob, demodo
gue Alice tieneel primerode susqubits,y Bob el sggundo. El estadainicial espor
tanto|) ® |P), delquelocalmenteAlice puedemanipularsusdosprimerosbitsy Bob
el tercero.

Pasol. Alice aplicaal estadanicial el operadounitarioU := ((Un ® 1)Ucnor) ® 1),
actuandaonla puertaCNOT sobrelos dosprimerosqubitsy conla puertaHadamard
H sobreel primero.Resultaad el estado

5(100) ® W) + 01) © X|W) + [10) © Z|w) + [11) @ Y|W)),

dondeX, Y := XZ, Z sonlas puertagnonariassy, —i0, 03.
Paso2. Alice mide a continuacon los dos primerosqubits, obteniendo|00), |01),
|10), |11) con probabilidadesiel 25 % cadacasd® Comunicaa Bob el resultado
obtenido,mandandoleparaello doschbits: el par dedigitosbinarios00, 01,10, 11 que
lo caracterizanComoconsecuencide la medicbn hechapor Alice, el primer bit ha
dejadode estaren el estadooriginal |), mientrasque el tercerqubit se proyectaen
W), X|W), Z|), Y|), respectiamente.
Y paso3. Tan pronto como Bob recibela informacibn clasicaque le mandaAlice,
no tienemasqueactuarsobresu qubit (el tercerqubit del sistematotal) conla puerta
correspondient&, X, Z,Y, paraconducirloal estadd ) pretendido.

Ob<£rnesequeen esteteleporteseervia un estadacuanticodesconocidalesdeun
lugar (del quedesaparece)otro (dondesuige) sin queatravieseenrealidadel espacio
intermedio.No seviola conello la causalidadHay unapartede la informacibn quese
transmiteinstanfineamenteEs la informacibn puramentecuantica. La parterestante
que falta parala conclusbn del teleporte,viaja clasicamenteal estilo ordinario no
superluninico. Notesetambien que en esteprocesao‘incorporeo” esla informacion
sobreel estadocuanticodel qubit, y no el sisteméfisico, lo quehapasadale Alice a
Bob. No hahabidotransportede materia,enegiao informacibn avelocidadsuperiora
la delaluz.

No dejade sersorprendenten la teleportaddbn cuanticaquetodala informacion
parareproducirel estadd) = (cos36)|0) +€?(sent6)|1) (informacbnqueesinfini-
ta, puesrequierdfijar unpunto(6, @) enla esferadeBloch, conprecisbninfinita, y por

841 os pasosl +2 equivalena hacerunamedicibn Bell sobreel estaddnicial, queponeencorrelacon los
estadosell del primerparde qubitsendisposicon de Alice consendosstadogslel qubitquetieneBob.
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tantoconinfinitos bits) seconsigacontan sblo 2 chits si secomparteun estadoEPR,
quepor suladosblo generaun nimeroinfinito de bits aleatoriosy correlacionados.

Losamumentosanterioresnuestrarque,suponiendaueAlice y Bobdisponerca-
daunodela mitaddeun parEPR,paraqueBob pueddograrun estadacomoel estado
desconocidaguetieneAlice, deberecibir 2 chitsdeinformacibn. Sin embago, si Ali-
ce conoceel estadade suqubit, digamos|y) = a|0) + B|1), peroBob no, un solocbit
bastaparaqueBob puedareproduciny conun 50 % de probabilidad168]: seaahora
el estadoEPR compartido|¥) := 2-1/2(]01) — |10)) = 2= Y2(jyy') — |W'W)), donde
|W') esortogonala | ). Alice haceunamedicibnvon Neumansobreel subsistemd de
|¥) enla base|y), |W'). Siobtiene|y’) (probabilidad%), sumedicbn proyectaa |\WV)
sobre|y/y); erviandoa continuacona Bob conunchbit lainformacibndesuresultado,
Bob ya sabeque su mitad del EPR est en el estado|y). Perosi Alice obtiene|y)
(probabilidad%), proyectaa |W) sobre|yy/), y trascomunicara Bob conun cbhit el
resultadoestesdlo saba quesu mitad est en el estadoortogonalal queteria Alice.
Asi puesesteprocedimientduncionaenel 50 % delos casos.

La distancianformativaentreel teleportecuanticoy clasicono esnotableparasis-
temasde bajadimensionalidadaunquecreceexponencialmenteon esta. Sedemues-
tra, por ejemplo,quesi Alice y Bob disponerde unalistacomin deternasortogonales
aleatoriasy de nimerosaleatorios.entonceshay un protocoloclasicode teleportede
modoquebastdatransmisbnde2.19cbitsdeAlice aBob parateleportarclasicamente
desdeaquellaa esteun estadacuanticode spinconocidopor Alice y desconocidgor
Bob[53].

Llamandoebit al recursoinformaticoformadopor un par EPR compartido,y de-
notandopor a<b queel recursoa esimplementablegastandcel recursob, sonclaras
estasrelaciones:1 cbit« 1 qubit (paratransmitirl cbit bastaerviar 1 qubitenunode
dosestado®rtogonales)l ebit« 1 qubit(paradisponerde 1 ebit bastaproducirun par
EPRYy erviar la mitad al otro socio). En estaformulacbn, el teleportecuanticonos
permiteescribir: 1 qubit« 1 ebit+ 2 cbits[20].

El teleportecuanticofue realizadopor primeravez experimentalmenteonfotones
endoslaboratoriosen 1997[40, 38]. Estoesal menoslo quesusautoregproclaman,
aunguesealzanvocescriticasdiscordante$50, 208 49] (ver, sinembago, [41, 42)).
En el experimentodel grupode Roma[38] el estadadnicial ateleportardesdeAlice a
Bob esunapolarizacon de un foton, perono esunacualquierasinoquecoincidecon
la del miembrodel par EPRdefotonescompartidoen posesbnde Alice. Enlos expe-
rimentosdel grupode Innsbruck,sin embago, el estaddeleportadasi esarbitrario;se
consiguesu teleportecon unafidelidadalta de 0.80+ 0.052° perocon unaeficiencia
reducida(un 25 % delos casos).

No parecefacil implementael protocolotedrico de modoqueseal 00 % efectio.
El operadodeBell (quedistingueentrelos cuatroestado®Bell de 2 qubits)no sepue-
de medir si no medianinteraccionesuanticasimportantessntreambosqubits (como
ocurreconla puertaCNOT utilizadaenel protocoloexpuesto)}o queespracticamente
imposibleconfotones.Perocon atomosencavidadesEM las esperanzasonbuenas.

Tambénseharealizadoel teleportede estadogjueformanpartede sistemagnre-
dadodq166].

Mencion apartemereceel teleportecuanticode estadogle sistemagle dimensén
infinita [84] (concretamenteel teleportede estadopticoscoherenteapoyandosesn
paresEPR de estadosestrujados).En esteexperimento,cuyafidelidadesdel 0.58 +

85Estafidelidadsuperael valor 2/3 correspondiental casoenqueAlice midierasuqubity comunicaraa
Bob clasicamentel resultado.
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0.02 (superioral maximo de % esperablesin usodel enredo),un nuevo personajeegl
verificador Victor, suministraa Alice un estadoque él conoce,peroella no. Tras
procedeasuteleportedesdeAlice aBob, Victor verificaa la salidadel protocolosi el
estadoen posesbn de Bob essimilar al queél proporciord a Alice. En estesentido,
el experimentosedistinguedetodoslos anterioresy lleva a susautoresa reclamaira
prioridadenla realizacon delteleporte.

El teleportecuantico, que sin dudase extendea a estadoenredadosle sistemas
distintos(fotonesy atomos,jonesy fononesetc.), podiiatenercrucialesaplicaciones
enlos futuroscomputadoresuanticosy enlacesentrelos mismos(por ejemplo,com-
binadocon la destilacbn previa de buenosparesEPR),ad como, por ejemplo,enla
produccon de memoriascuanticasmedianteteleportede la informacibn sobresiste-
mascomofotonesa otrossistemagomoionesatrapadoy bienaisladosen cavidades
[20, 40].

3.7 Codificacion densa

Por un canalcuantico podemoserviar tambien informacbn clasica: paramandarla
palabral0011,bastaque Alice prepare5 qubitsenlos estadog1), |0), |0, |1), |1),
los envie por el canalcuanticoa Bob, y estemidacadaunoenla base{|0), |1)}. Cada
qubit transportaun cbit, y ensoledadeslo masque puedehacer Perosi Alice y Bob
comparterde antemanain estadeenredadomedianteun sblo qubitdesdeAlice aBob
sepuedererviar 2 chitsdeinformacin.

El entrelazamient@s efectvamenteun recursoinformatico que permite formas
mas eficientesde cifrar informacibn [31]. Unade ellasseconocecomocodificacbn
cuanticadensa(o codificacbn superdensa)eamosun ejemplo.Supngasain estado
EPR de dosfotones. Uno de los fotonesva a Alice, el otro a Bob. Aquellarealiza
sobrela polarizacon del foton quele llegaalgunade estascuatrooperacionesidenti-
dad,inversion (esdecir, H«V, o D« 1), cambiode faseen T, y productode estasdos
Ultimas.Hechoeso reerviael fotonhaciaBob. Estemideel estadalel par. Hay cuatro
resultadoposibles(los cuatroestadogie Bell). Luego ad sehaconsguido mandar2
bits deinformacibn sobreunasolaparfculade 2 estadosestoes,mediantel qubit. Es
el dobledelo quesepuedeconseguir clasicamenteDe aqu el nombrede codificacbn
densa Ademassi Eveintercepteel qubit, no puedeobtenerdeél ningunainformacion,
puessuestadoes % I. Todala informacibn est enel estadcentrelazadoy la mitadde
ésteesh en posesbn de Bob. En realidad,Alice ha erviado a Bob 2 qubits, peroel
primerode ellos hacetiempo, como partedel estadoentrelazadanicial. Estolesha
permitido comunicarsduego de modo mas eficiente,recurriendoal estadoenredado
guecompartan.

La codificacbn densavienea serun procesdnversoal teleporte En estela comu-
nicacbn de doschits permitereproducirun qubit, en aquella,la comunicadn de un
qubittransportaloschbitsdeinformacion. Enformula: 2 cbits< 1 ebit+ 1 qubit

Un protocoloqueimplementadetalladamenté dicho puedesereste[179: una
fuenteEPRsuministraa Alice y Bob estadoEPRdel tipo |®) := 2-%2(|00) 4 |11)),
unodecuyosmiembrosvaaAlice y el otro aBob, quelos guardanA Alice le propor
cionan2 chits,querepresentaios numeros0, 1, 2, 3 como00,01, 10, 11.

Pasol. Codificacbn. Seglin cualseaestenimero,Alice realizasobresumitadEPRIa
operacbn unitarial,Z = 03, X = 01,Y = —i0>, quelleva el estaddEPRencueston a
00+11,00-11,10+01,-10+01.Hechoésto,envia sumitada Boh.

Paso?2. Descodificadin. Bob, trasrecibirla, someteel par EPRprimeroa unaopera-
cion CNOT, de modoqueel estadopasaa ser00+10,00-10,11+01,-11+01. Mide a
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continuacon el sggundoqubit; si encuentrd, ya sabequeel mensajehasido0o 1,y
si hallal, el mensajenasido 2 o0 3. Esdecir, haobtenidoel primer bit del mensaje.
Paraconocerel segundo,Bob aplica sgguidamenteHadamardsobreel primer qubit,
conlo queel estadgasaa ser00, 10,01, 11,y midiendoel primer qubit, si encuentra
0, saba queel mensajehasido0 o0 2, y si hallal, el mensajehasido 1 o 3, esdecir,
hab#é obtenidoel seggundobit del mensaje.

Un experimentode estanaturalezase ha hechoen Innsbruck[149], usandoco-
mo fuentede fotonesentrelazadofa corversion parangétricaa la bajaqueproduceun
cristal no lineal de betaboratale bario: fotonesUV sedesintgran (aunquecon pro-
babilidadpequéia) enun par de fotonesmassuares, con polarizacionegjueencierta
configuracbn geongtricaestn entrelazadasEn dicho experimentose consigud en-
viar 1 qutrit/qubt, esdecir, log, 3 = 1.58 cbits por qubit.

En un experimentoposterior enquelos qubitssonlos spinesdel *H y 13C enuna
moléeculade cloroformo*3CHCI; marcadacon *3C, y seusantécnicasde RMN para
inicializar, manipulary leerlos spines/os autoresafirmanhaberconsguido alcanzar
los 2 cbitsporqubit[77].

Engeneralsi unsubstratdisicoparala informacibnpuedeprepararsenN estados
distintosy por tantopermitecodificarN mensajesliferentesusandaunapreparadn
inicial consistenteen disponercadauno de unamitad de un estadoenredada@ompar
tido, sepuedererviar hastaN? mensajeslistintos. Ademés, la preparadn inicial ha
podidotenerel sentidoinversoal envio posterior;por ejemplo,Bob envia a Alice la
mitad del estadeenredadoguedandoseel conla otramitad, y luego Alice lo usapara
ernviarle a Bob la informacibn deseadaEsto puedetenerinteréssi la transmisbn en
unadireccbn esmuchomascostosajueenla otra. Al serprevio ala comunicaddn el
repartodel estadoenredadose puedeaprovechartiemposde transmisbn baratapara
aqLel.

Por otro lado, la interceptaddn del mensajeque va de Alice a Bob no proporcio-
na ningunainformacin al que escuchapuesest enredadacon la partedel sistema
EPRquetieneBoh Luego esautonmaticamentainaemisbn encriptadasalo si Eve
intercepteel paroriginaly el mensajey los reemplaza).

3.8 Criptograf iaclasicay cuantica

La criptologiahundesusraicesenel pasadd118]. YaenelsigloV a.C.los militares
deEspartarasmifany descifrabammensajesecretosprecisamentenode estosyoto
por Goigo, esposale Lebnidas llevaria a ésteal pasode las Termbpilas paradetener
al frentedelos espartanosy conel sacrificiode suvida, el crucedelastropaspersas.

Maria Estuardoreinade Escociaperdd sucabezgorqueSir Franciswalsingham
(fundadordel ServicioSecretdoritanico)descifib un mensajesnclave dondesehabla-
bade planeaia muertede Isabelde Inglaterra,y EEUU entd enla | GuerraMundial
porquelos serviciosdeinteligenciainglesegdescifrarorun telegramade Zimmermann
engueofredaventajagerritorialesa Méjico si sealiabacon Alemania.

Peroesa mediadosde estesiglo, enla décadade los 40, cuandose corvierte la
criptografaenpartedelateofiadelainformacbnatravesdelostrabajosseminalesie
Shannon.

La criptografatratadetransformainformacion hacéndolaininteligible paraquie-
nesno esén autorizadosparalo contrario. Las estratgias desarrolladapor estos
Ultimos parades\elar la informacibn oculta constituyenel criptoar@lisis, y las acti-
vidadesde ambosmundosopuestoy encontinuapugnaintegranla criptologia.
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3.8.1 Criptologiaelemental

El cifrado cesareo(atribuido a Julio César)esun cifrado detransposicbn: cadasigno
sedesplazainamismacantidada lo largo del alfabeto(modulo la longitud de éste).
Asi

QRNRLNRB CFIFJF
noesmasque
TU QUOQUEFILI MI

conunatransposiddn de-3 aplicadaa éste.

El criptosistema&CESAR essumament&ulnerablepor cualquieraficionado pues
bastaaplicartodaslas transposicioneposibleshastaconsguir algo que tengasenti-
do86

Los aficionadosa las novelas policiacasrecuerdansegguramentecomo Sherlock
Holmes,enel relato THE ADVENTURE OF THE DANCING MEN, descifracincomen-
sajesapartir delas62figurasquelos integran(estudiandsu frecuenciapuessesabe,
por ejemplo,queeninglésla E esla letramasfrecuentenclusoen textos cortos)y
con ello cifra otro (COME HERE AT ONCE) medianteel cual atraea un peligroso
gangstede Chicagoa dondele esperda policia.

Esteprocedimientseconocecomocifradoconsustitucbn monoalfaletica No es
tampocmadaseguro,apesarde queel nimerode ensayosiegosesmuchomayorque
parael cifradodetrasposiobn. Sele atacade modoalgo massutil, estudiandocomo
enel casoanterior lasfrecuenciasielos distintossimbolos.En inglées,del aralisisde
unas100,000etrasdetexto de diversasuentes sehavisto quelasfrecuenciagen %)
delasdistintasletrasdel alfabetosonlasrepresentadasnla Tablal.

E T A O I N S H R D L c u
127 91 82 75 70 6.7 63 6.1 60 43 40 28 28
M W F G Y P B V K J X Q Z
24 24 22 20 20 19 15 10 08 02 015 01 01

Tablal: Frecuenciagen %) delasletraseninglés,ordenadaslemayoramenor

Los criptanalistaprofesionaleseapoyartambinenladistribucionfrecuenciade
poligramagconjuntosdevariasletrascontiguasen el texto), generalmenteigramasy
trigramas,paradestripara clave de sustitucbn. Se sabe por ejemplo,queeninglés
los digramasgmasfrecuenteson,demasamenos,TH, HE, IN, ER, AN, RE,ED, ON,
ES,ST EN, AT, TO, NT, HA, ...,y encuantoalos trigramas,THE, ING, AND, HER,
ERE,ENT, THA, NTH, a.

3.8.2 Criptograf ia clasica

Comodijimos antes,la criptograia forma parteimportantede la teofia de la infor-
macbn desdel949, a partir de los trabajospionerosde Shannonen los Bell Labs.
Prolo ésteque existencifradosinexpugnablesp sistemasie secretoperfecto[189].
De hecho,algunode éstosseconoda desdel918(masno quefuerainquebrantable):

86Sin embago, a Césarpudoservirleparacomunicarse&onsuamigoCicerdn y otros.
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el sistemaone-timepad (ONETIMERAD), o de cuadernade un sblo uso. Seconoce
tambencomocifradoVERNAM [210], puesfueideadopor el joveningenieroVernam
(dela ATT) endiciembrede 1917y propuestala compdiiaen1918[118]; conel sis-
temade Vernamse automatizabgor vez primeratantoel cifrado comoel descifrado
delos mensajes.

3.8.2.1 Cuademo de“usar y tirar"  El cifrado basadcen un cuadernccon hojas
de un sblo usoconsisteenqueel texto ordinario a cifrar secorvierte enunasucesbn

de nlmerospy, p, ..., Py Y luego seusaunaclavek, ky, ..., kv, M > N, de nUmeros
aleatorioxconlos quesecombinaraquellosenaritmeticamodularp; +kj = ¢ modB,

dondeB esel numeromaximo de simbolosdistintos(2 en binario, 10 paradigitos,
28 paraletras,etc.), paraproducirun texto cifrado o criptogramacs, Cy, ...,Cn. Tanto
el queescribe(Alice) comoel destinatariaqBob) tienenquetenerla mismaclave de
numerosaleatoriosde modoqueal recibir Bob el criptogramadeshacel algoritmo
conesaclavey ad recuperal texto original.

Posibledrecuenciagnel texto fuente(enlas queseapoyanlos quebrantagdigos
paradescifrar)quedarborradagorla clave aleatoria.

La longitud de la secuenciale aleatoriosdebesermayor o igual quela del texto
fuente,y no debeusarsemasde unavez®” Shannordemostd quesi la clave esde
menorlongitud queel texto esposibleextraerinformacibn del mensajecifrado[189].
Estosrequerimientohacenmuy gravosoel procedimientacuandoesmuchala infor-
macbn a encriptar Ademasno esfacil disponerde secuenciage nUmerosverdadera-
mentealeatorios®

Estesistemade cifradofue usadgpor diplomaticosalemaney rusosenla segunda
guerramundial,y por el espionajesoviéticodurantela guerrafria. Sunombrepopular
deone-timepadsedebea quelasclavesestabarescritanun cuadernm bloc,y cada
vez quese utilizabauna, se arrancabda correspondientdoja del cuadernillodonde
figurabay sedestria. Secuentaque el usocontinuadode la mismaclave permitio
desenmascardais redesde espionajede Rosenbag y de Fuchs[106]. Tambénlo usd
el Che Guevaraparacomunicarsesn clave desdeBolivia con Fidel Castro[24]. Y es
rutina paralas comunicaciones travésdel “teléfonorojo”entrela CasaBlancay el
Kremlin.

Aunqueinvulnerable el criptosistema/ERNAM tiene el incorvenientede exigir
clavestanlargasal menoscomoel texto a cifrar. Poresoseusb Unicamenteparacifrar
informacibnsumamentsaliosa,reemplaandosgaramenesteresienosdelicadogpor
encriptacbn con clavesmascortasaunqueguebrantablesPrecisamentel acicatepor
rompermensajesecretopropiciafiael desarrollodelos ordenadores.

3.8.2.2 SistemaPKC Deaqu el interesdel PKCS(Public Key Cryptogmaphic Sys-
ten), ideadoa mediadosde la decadade los 70 por Diffie y Hellman en Stanford

87Interceptadoslosmensajesifradoscon la mismaclave, susumamodulo 2 eliminaestay haceposible
desencriptaconciertafacilidadlos mensaje$61].

88 os numerosrandomgeneradogor los ordenadoreson, enrealidad pseudoaleatoriof?asarmuchos
de los testsde aleatoriedadgcomoequidistritucion de digitos, falta de correlacione®stensiblesetc., pero
sonde hechosecuenciasleterministaspuesestn obtenidasmedianteel calculo de unafuncion concreta.
Yalo adveriavon Neumann:Anyonewho considersarithmetical methodsof producingrandomdigits is,
of course|n a stateof sin. Entrelos mascorrienteseséinlos generadoresongruencialeneales. A veces
sonmuy pocoaleatoriagstassecuenciagy serecurreaotrosgeneradoremasseguroslamadosderegistro
desplazadoDe todosmodos,nohay quefiarsede unsologeneradocuandosehacercalculosdondeseusen
nimerosaleatoriossiendoaconsejableepetirloscon generadoredistintos.
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[68, 69, 103, implementadeen el MIT por Rivest, Shamiry Adleman[180],%° y de
usomuy frecuentepor ejemploeninternet.

Sebasaenel usodedosclaves: la personaX daunaclave plblica,a disposicon
de cualquieray otra privadaqueno daa conocery queesla inversade la anterior
La primerala utiliza cualquierpersonaR paramandarlea X mensajesifrados;cuando
X los recibe,los descifracon su clave privada. Es claro que éstosolo tieneinteréssi
exclusvamenteX sabedeshaceel cifrado.

¢ dmoseconsigueasto?De unaformasutil e inteligente:el sistemaPKC utiliza,
paraencriptarmensajesfuncionesde direccbn Gnica(o unidireccionalesgon “tram-
pilla”, esdecir, funcionesinyectivasde complejidadP, esdecir, tratables(computa-
cionalmente) cuyasinversasson practicamenténtratables® estoes, muy costosas
deevaluarsaho si sedisponedeinformacibn adicionalcomoalgin certificadosucinto
(presuntgroblemaNP — P). Entreestasuncionesnversasiestacafafactorizaconde
enterosy el calculodelogaritmosdiscretosen cuerpodinitos y sobrecurvaselipticas
[129 211]. El sistemaPKC sepermiteel lujo dedejarala vistaplblicatantoel algo-
ritmo deencriptacbn comomediaclave sin queseresienteenla practicasuseguridad;
contrastaostensiblementeon el sistemaDES, dondea pesarde hacerseplblico sblo
el algoritmo,suvulnerabilidachaquedadalemostrad§r2].

3.8.2.3 SistemaRSA Uno delos modosmas interesantesle implementadin del
PKCSesel métodoRSA (Rivest,Shamir Adleman),basad@nla dificultaddefactori-
zarnumerogyrande4180]. Seusa,enparticular paraprotegerlascuentaslectonicas
bancariagporejemplofrenteatransferenciabancaria®rdenadaporvia electibnica).

La clave publicade X consisteenun parde nimerosenterogN(X), c(X)), el pri-
meromuy grande digamosde 200-300digitos,y el otroenel intervalo (1, o(N(X))) y
coprimocon @(N(X)), siendog esel indicadoro funcion indicatriz de Euler (¢(n) es
el nUmerode coprimosconn enel intervalo[1, n]).

Trastransformarel remitenteR sumensajeM ensecuenciale nimeros(binarios,
decimalesp enla basequeseconvenga),lo rompeenbloquesB < N(X) delongitud
maxima,cifra cadabloqueB seglin

B+ C := B®X) modN(X)

y mandala secuenciale criptograma<(B) aX. Denotemogstaoperacbn de cifrado
comoM — Px (M), indicandopor el simbolo Px quesehahechoconla clave plblica
deX.

El destinatarioX descifracadaC(B) como

C(B) — B :=C(B)*™) modN(X)

dondeel exponented(X) parael descifradcesla clave privada,y queno esotroquela
solucbna
c(X)d(X) = 1 mod@(N (X))

Esasolucibnes _
d(X) = c(X) XN~ modp(N(X)).

89pareceserqueel ServicioSecretoBritanico conoda estesistemaperocomo materialclasificado(se-
cretomilitar), antesde quelo Diffie y Hellmanlo descubrieranHabia sidoya inventadoen 1975por James
Ellis, Clifford Cocksy Malcolm Williamson enlos GovernmentCommunicationdHeadquarteréGCHQ).
Asi lo hareconocidmficialmenteel GobiernoBritanicoendiciembre1997.

9ONo seconocerfuncionesindiscutiblementeinidireccionalestas hay, sin embago, queprobablemente
lo seany quelo sonenla practicaconlos algoritmosconocidoshastael momento.
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El descifradolo indicaremospor Px(M) — Sx(Px(M)) = M, dondeel simbolo Sk
aludeala clave privadao secretale X.

En principio, cualquiergpuedecalculard(X), puesseconocerc(X) y N(X), y ad
romperel secreto.Y aqu esdondeentraahorala astuciade X. Paraporérselopero
quemuy dificil a Eve, mejoresqueseatengaa ciertasnormas.entrelasquedestacan
lassiguientes:

¢ DebeX escogeel mdduloN(X) comoproductode dosprimosenormesy alea-
torios (de al menosun centenade digitos cadauno) pz1, p2, y N0 muy proximos
entresi (bastaguelaslongitudesde susexpresioneslifieranenunospocosbits),
puesdelo contrarioa Eve, queconoceN(X), no le costaramuchoencontraidi-
chosfactoresHay queevitar tomarprimosqueesenentablaso seande formas
muy especialesAlgoritmos de primalidadcomoel probabilistade Miller-Rabin
[155, 177, o el deterministaAPRCL, descubiertgor Adleman,Pomerance
Rumely y simplificadoy mejoradopor Lenstray Cohen[1, 59, 60, facilitan la
eleccbnde py, p2.

e ComoX conocepy, p, sabeya que calcular@(N(X)) como (p1 — 1)(p2 — 1).
AhoratienequeescogerX un enterod(X) (su clave privada)al azaren el in-
tenalo (1, 9(N(X))), coprimocon @(N(X)), y calcularla clave publica c(X)
mediantec(X) = d(X)*ANCD)-1 modg(N(X)), o mejoralin, usandeel clasico
algoritmode Euclides.

¢ El numerod(X) no debeserpequéo, paraevitar que se puedaencontrarpor
pruebay error. Poresocorvienecomenzafijandola clave privada.Perotambien
hayqueprocurarquec(X) noresultedemasiad@equéio, puesdelo contrariola
interceptaddndeun mismomensajeerviadoavariosdestinatariogonla misma
clave pblicaaunquedistintosmodulospodfiaconducirsinmuchoesfuerzaa su
descifradd186].

Cualquierpersonague sblo conozcaN(X) perono susfactores,aparentementé
tendé& primero quefactorizarN(X) paracalcular@(N(X)), y conello poderhallarel
exponenteparadescifrar;pero factorizarun nimerode 250 digitos le llevaria a una
estaocbn detrabajode 200 MIPS unos10 millonesdeafiosconel mejoralgoritmohoy
conocido[107].

El sistemaPKC permitetambien“autentificar”digitalmentdos mensajesy afadir
lesuna“firma electnica” o “digital” [144, 129,201,211].

3.8.2.3.1 Los numerosRSA En 1977 Martin Gardnerpublico un mensajeci-
fradoensusMATHEMATICAL GAMES de ScientificAmericanusandceel métodoRSA,
conla promesade recompensacon 100$ (pagaderopor el grupode Rivestetal. en
MIT) aquienlo descifrard94]:

96869613754628147/14022543588D055999 12467431
9874695120930&P98251457B350314/662883I89&28013
3919905518299457815154

Estecriptomensajéhakia sido obtenidoa partir de unafraseeninglésy el diccio-
nario

91“Aparentemente’porqueseignorasi existeno no procedimientoslternatvos paradescifraiC(B) que
no pasenpor la obtencbn del exponentanverso,o si el calculo de ésteexige forzosamenteonocerlos
factoresprimosdeN.
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Espacio— 00,a+ 01,4, z+— 26,

porel métodoRSA,y clave publica(RSA-129,9007),dondeRSA-129erael siguiente
numerode 129digitos

RSA-129=
114381625757888F 60235/ 79976146610102182%7212423
625625618429358932457B38F7 839712356958 050898
9075147599290087 9513541

El descifradorequeta factorizarRSA-129en susdosfactoresprimosde 64 y 65
digitoscadauno. Seestimabantoncegjueel tiempoparaconsguirlo sefia al menos
de unos4 x 10 afios. En 1994 nuevos algoritmosde factorizacon®? y el trabajoen
red de un millar de estacionesle trabajopermitio lograrlo en unos8 mesestrasun
tiempo de calculo de 5000 MIPS-&hos, medianteel algoritmode la criba cuadética
(QS).Esosfactoresson

349052951084763291478061P03D81B4177646384B3878139D82(77
X
32769132993266 BHAP61BE81D8346141317764D67D2945390828B533

conocienddos cualesesinmediatohallarel mensajeoriginal [9]: the magic words
are squeamish ossifrage

Dos afios desp@s se rompio el RSA-130medianteel algoritmo de factorizacon
mas potentehastala fecha: la criba generalde cuerposde nUmeros(GNFS),y en
un tiempode computaddn casiun ordende magnitudmenorqueel empleadgarael
RSA-129.Finalmentegnagostade 1999sehaultimadola factorizacondel RSA-155,
tambénmedianteGNFSy trasunos8000MIPS-gi0s®3 Tiene512bitsy esproducto
de dosprimosde 78 digitos. Paradarnosunaideade la magnitudde esteproblema,
ensusolucibn sehanemplead®5.7afosde CPUparahaceria criba, repartidosntre
unastrescientagstacionesle trabajoy PCs,y 224 horasde CPU de un CRAY C916
y 2 Gbytesde memoriacentralparahallarlas relacionesntrelas filas de unamons-
truosamatrizde 6.7 millonesdefilasy otrostantosde columnasy unamediade62.27
elementoso nulosporfila.

Haceunospocosafios se dabacomo muy seguro el usode modulosde 512 bits.
Hoy, trasel desarrolladel algoritmoGNF Sdefactorizacon, serecomiendaisarmodulos
de(768,1024,2048)bits parauso(personalcorporatvo, y de extremaseguridad).

Si bien el problemade factorizacon siguesiendoen la actualidadun problema
computacionalmentduro, nadieest segurode queno puedasugir el dia de mafiana
algln matenatico conun algoritmoradicalmentenasrapidocon el quelos computa-
doresclasicosexistentepuedarfactorizarentiempopolinomico. De hechoJa compu-
tacion cuanticahadespertadenormesxpectatvasenestesentido,al abrirlaspuertas
aunmeétododefactorizacon detiempopolinomico,conocidocomoalgoritmode Shor
[191, 79], y que pendecomoespadale Damoclessobrelos sistemagle encriptacbn.
iPoresola CIA siguede cercalos avancesenteoiia delos nUmerosy dela computa-
cion! Enun encuentraientfico celebradano hacemuchotiempoenTurin, Shor tras
presentasualgoritmo,apostabalblicamentejuela factorizacon denimerosde 500

92Existen métodoseficientes,como los basadosen la criba cuadatica (QS) [170, 96, 171], en cunas
elipticas(EC)[134], y enlacribageneradecuerposienimerodGNFS)[135, 171]. Suscomplejidadeson
subexponetiales,perosuperpoliomicas.A partir de 120-130digitos, pareceserquela cribade cuerpode
nimerosaventajaalasotras.

9Bagradezcalos Profs.A.K. Lenstray H.te.Rielepor suinformacibnacercadelos Gltimos RSAsfacto-
rizados.
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digitos selograria antescon un computadocuanticoquecon otro clasico?* Aunque
lasdificultadesecnobgicasa vencerparaconstruirun computadocuanticomediana-
mentecomplejosonenormes?® esalto el interesen hallar sistemasle distribucion de
clavescuyasegguridadno sefundamenteen la dificultad practicade factorizarenteros
grandes.

3.8.3 Criptograf ia cuantica

La fisica cuanticaofrece un método seguro paracifrar, garantizadgoor las propias
leyes fisicas. Ha nacidocon ello la criptografa cuanticao “griptografia’. Sebasa
en los principios de complementariedad incertidumbre,y en la indivisibilidad de
los quanta. El pioneroha sido StephenWiesney quienya en 1969° sugirio, entre
otrascosasgcomo fabricarbilletesde bancoinfalsificables billetesde bancocuanticos
[212). A mediadosielos 80Bennetty Brassard23] idearonun criptosistema&uantico
basad@nel principio de Heisenbey, queprontoseimplementaia experimentalmente
mandand@onfotonespolarizadosnformacibn secretaa 30 cmdedistancig22]. Este
sistema(conocidocomo protocoloBB84) usaestadosuanticosno ortogonalegara
evitar su clonacbn por un posibleescuchapor emplear4 estadodlistintos,sellama
tambienesquemale cuatro estados El empleode correlacionesuanticasno locales
con paresde fotonesenredadogor corversibn parangtrica a la baja fue propuesto
luego por Ekert[74]; enestesistemaE9l sefanlasdesigualdadedeBell [11, 12,13
lasencagadasde protegerla seguridad. De aH sucalificativo de esquem&PR Aqui
noslimitaremosa comentamun protocolode dosestadodlamadoB92 (Bennett1992)
y amencionabrevementdasrealizacionegxperimentalesie estadgdeas.

3.8.3.1 Billetesconsegumo cuantico Un billete debancoapruebadefalsificadores
podia serun billete con un nUmero,y una pequéa coleccbn (digamosveinte) de
fotonesaprisionadosndefinidamentenceldasindividualesde paredeperfectamente
reflectorasy con polarizacionesecreta® individualmentealeatorias—~, §, O, O, que
el bancoemisorguardara ensecretaorrespondencieonel nimerodeidentificacbn.

El bancoportantopodiiaencualquiemomentacomprobata legitimidaddelbille-
te, sin estropearlopuessabia como colocarlos polarizadoreparaver la polarizacon
de cadafoton sin destruirla. Cualquierfalsificadorqueintentasecopiarun billete, sin
embago, desconocedade en qué direccionesse polarizaronlos fotones,rompeia la
polarizaconinicial proyecndolaenalgunadelasdoscorrespondienteal polarizador
gueeligieraparamedir[212, 18].

3.8.3.2 QKD: distribucion cuantica de claves Sibienlo delos billetescuanticos
puedeparecemunafantasa, nolo sonlos sistemasledistribucioncuanticade clavesde
algunodelostipos existentescomolos citadosprotocolosBB84,B92y EPR.Propor

cionanunaformadecompartirdospersonaslavesabsolutamentsecretasy portanto
esel complementadealal cifradoVernam.

%“Nadieacepb la apuesta.

95Comobien recuerdaPreskill [172], esarriesgadaventurarnadaen estecampo;hacecincuentaafios
sepronosticabaue “Where a calculatoron the ENIAC is equippedwith 18,000vacuumtubesand weighs
30 tons,computersn the future mayhaveonly 1,000tubesand perhapsonly weigh1 1/2 tons” (Popular
MechanicsMarzo 1949),y el futuro hasobrepasadoon crecesestasexpectatias. Cualquierreloj digital
tieneunapotenciade calculocomparable la del historico ENIAC.

96sutrabajofue publicadofinalmenteen 1983, trashabersidorechazadgor la revistaala quesesometd
porvezprimera.Unaversbnno publicadadel mismoaparecd en1970.
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Alice y Bob quierenintercambiarinformacin secretasin necesidadie interme-
diarios parallevar cuadernillosde claves de uno al otro, y sin temor a que rompan
su codigo. Paraello debencompartirunaclave, soblo conocidapor los dos. Proceden
seglin un protocolode comunicaciones) conjuntode pasosa seguir parao biendetec-
tar cualquierescuchano autorizadap encasocontrario paraestablecela clave secreta
quesolo elloscompartianparacifrar y descifrar

3.8.3.3 ProtocoloB92,0 esquemadedosestados Esteprotocolo[17] usasistemas
endosestadoso ortogonalesConstade cuatropasos.
Pasol: Alice y Bobgenerarsendasecuenciaaleatoriaglebits 0, 1. Porejemplo,

Alice  101111100011110101100101001110111001010110...
Bob  000101000111000010110011111010010010100000...

Paso2: Alice preparaastadosiespin% asociadoa cadaunodesusbits,deacuerdo
conestatabla:

0—A:=|1) (spinhaciaarriba)
1—D:=|-) (spinhacialaderecha)

Porejemplo:

Alice  101111100011110101100101001110111001010110...
DADDDDDAAADDDDADADDAADADAADDDADDDAADADADDA...

Paso3: Alicia mandaa Bob cadaestadode spin que ha preparadgor un canal
cuantico(canalsininfluenciadel mediosobrelos estadoguanticos)y Bob midesobre
ellosya el proyectorP;quierda Ya PaBajo S8UN SUpropiasecuenciale bits:

0—hR
1—Ps

Porejemplo:

Bob 000101000111000010110011111010010010100000...
[1IBIBIIIBBBIIIIBIBBIBBBBBIBIIBIIBIBIIIIL...
NSNSNNNSSNSSNNSNNNNNSNNNNNSNSNNSNSNNNNSNNN...

y se apuntalos resultadoqS si el estadode spin “pasala cueston”, N si el estado
falla, esdecir, no pasala pregunta). Cuandoel bit de Bob esdistinto del de Alice, el
resultadcessiempreN. En los dermascasosun 50%esSy el otro 50%esN.

Alice  101111100011110101100101001110111001010110...

Bob  000101000111000010110011111010010010100000...
NSNSNNNSSNSSNNSNNNNNSNNNNNSNSNNSNSNNNNSNNN...
-0-1-+-00-11+-0----0--r--1-1--1-0---0...

Paso4: Bob mandaunacopiapublicade la secuenciale susresultadoqS, N) a
Alice, perono delos proyectoregiuehamedido.Cualquiergpuedeteneraccesa esta
secuenciaeresultadosy tantoAlice comoBob mantienersblo aquellosbits desus
secuenciaparalos queel resultadade Bob hasido S:

Alice  101111100011110101100101001110111001010110...
Bob  000101000111000010110011111010010010100000...
-8-§---55-58--G-r--G-r--§-§+- S-S S ..

-0-1-+-00-11+-0----0--r--1-1-1-0---0...
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Luego la clave destiladaes
0100110011100

Estoshits mantenidosconstituyenla clave binariaa compartirparacifrar (Alice) y
descifrar(Bob) comotablilla de un solouso. En media,la longitud de estaclave esla
cuartapartede cadasecuencianicial.

3.8.3.3.1 Efectosdeunaescucha ¢ Qe ocurresi hayunaescuchano autoriza-
dapor partede Eve? SupongamogueEve conocdostiposdepreparacioneg medidas
gueAlice y Bobvanahacer perono sussecuenciagleatoriasniciales. Supongamos
asimismoque Eve puedeentraren el canalcuantico,y medir y/o modificarlos esta-
dos que quierade los que por alli pasan. Del canalplblico admitiremosque puede
escucharperono interferir (de lo contrario, podiiamosecharmanode un protocolo
de autentificaddn que permitieraa Alice saberquenadiehacambiadda clave quele
mandaBob, por ejemploutilizandoun trozo remanentele clave secretano empleada
conanterioridad).

En primer lugar, no cabepensaren “pinchar”; si Eve pudieraclonarestados/e
bastata conhacerseopiasdelo quepasapor el canalcuantico,sin alterarel original,
paraconocerios estadopreparadopor Alice y deah, trasescuchagel ervio final de
Bob, reconstruia clave secreta.Perola unitariedadde la me@nicacuanticaprohibe
la clonacbn de estadosio ortogonalezomolos usadogor Alice.

El analisis completode los efectosde la escuchaslargoy complejo. En el caso
elementalde que Eve seapocosofisticaday selimite a interceptarcadaestadoactuar
sobreél paraintentarextraerinformacibn del mismo,y luego enviar otro ensulugar,
la escuchase manifiestaen la variacbn que produceen el ritmo de generadn dela
clave, enel ritmo de erroresenunaporciondelos S,y enla proporcbndeO vs 1 en
unaporciondelasS.

Supongamospor ejemplo,que Eve decidemedir P en cadauno de los estados
gue“escucha”deAlice, erviandoa Bob el estadoresultante. Todoslos estadosA de
Alice pasaan comoA, perotambiénlo haanun 50%delos D de Alice (mientrasel
otro 50% pasaan comoB). Luego Eve sblo escapazde identificar con total certeza
aquellosestadosie Alice quepasaria medidade Eve comoB (y portantosonestados
D deAlice), esdecir, el 25%detodoslos estadosie Alice. Peroestoa costade dahar
el materialclave deAlice y Bob: porejemplo,Bob hallaraunadescompensain entre
Sy N; mientrasen ausenciale escuchda proporcbn S:N = 1:3, conla escuchajue
hemossupuest@or partede Eve la proporcbnpasaa serS:N= 3:5.

Enla practica,tantola fuenteemisoracomoel equiporeceptory el canaldetrans-
mision presentarruido, lo que necesariamentestropeeel perfectoencajede las se-
cuenciaglebits destiladagor Alice y Bob, aunqueno hayaningunaEve fisgoneando.
Es preciso,pues,convivir conel error, siempreque estese mantengan unoslimites
tolerables En estascircunstanciagve intentaé actuarcondiscrecon procurandaue
los efectosde suescuchano disparera alarma.

Los protocolosBB84, B92 y EPR sonsejurosbajo ataqueslementalesqubit a
qubit, de Eve. Perolos criptoanalistascomo Eve suelenser bastantemas finos en
su penersidadque lo que el simple aralisis anteriorpodiia sugerir Conscientesle
las sutilezascuanticas,no se conformancon pincharel canalcuantico qubit a qubit,
de forma incoherentesabenque el ataquecoherentea ristrasde qubits, con sondas
analizadagrasel intercambiopUblico de informacibn entreAlice y Bob, puedeserle
muchomas provechoso. Demostraia seguridadde un protocolobajo cualquiertipo
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de ataqueimaginablepor partede la malkewla y brillante Eve no es empresabalad,
ni mancade interés, sobretodo si setieneen cuentaque otros protocolosamparados
en la fisicacuanticay tenidospor incondicionalmenteseguros han cado por tierra,
como por ejemploel protocolocuanticodel compomisoa un bit: Alice ervia algo
a Bob con su firme compromisode haberelegido un bit b que Bob desconocepor
completo,peroque luego Alice puedemostrarlecuandoél lo reclame. El recursoa
estadognredado&PRhaceposiblequecualquiermiembrodela parejaseadeshonesto
(queunatramposaAlice cambieal final sucompromiscsin queBob seentere,0 que
un truhan Bob obtengaalgunainformacion sobreb sin tenerque preguntarlea Alice)
[150, 151, 46].

Sedisponede unademostradin dela seguridadincondicionaldela QKD através
de canaleguidososy hastacualquierdistancia,medianteun protocolobasadoen la
comparticon y purificacbn de paresEPR,y enla hipotesisde quelas partes(Alice
y Bob) disponende computadoresuanticostolerantesa faltas[143. Asimismo, se
afirmala seguridadincondicionaldel protocoloBB84 [152].

3.8.3.4 Realizacbn practicade QKD El protocoloBB84 sehaimplementadgor
vezprimeraenel IBM T.J.WatsonResearclCenter(1989-1992onfotonespolariza-
dosguiadosporuntuboconairede 32 cm [45, 22].

En 1995serealizb experimentalmentel protocoloB92, tambiénconfotonespola-
rizados transmitidosestavez alo largo de unafibra 6pticade 23 km uniendobajolas
aguadellagoLemanlasciudadegie Ginebray Nyon[157, 15§.

El usodeestadosle polarizacondefotonesparalargasdistanciasieneuninconve-
niente,y essupérdidaenlatransmisbn por la fibradebidoa quela birrefringenciaen
las partesno rectasdela fibra transformdos estadosle polarizacon lineal enestados
de polarizacon eliptica,y adenasproducedispersbn de modosde polarizacén orto-
gonales.De aH el interesen otrosmodosde codificarlos estadosgcomopor ejemplo
mediantefasesenlugar de polarizacionesUn grupode la British Telecomen UK lo
haconsguido (1994)confibra 6pticaa lo largo de 30 km, usandanterferometracon
fotonesde fasedeterminad4148. No hay dificultadesmayoresen llegar hastaunos
50 km. En 1999un grupode Los Alamoshallegadopor esteprocedimientca 48 km
[109, 108 117. Poresopuedeserusadgparaconectaconseguridaddiversasagencias
del GobiernoenWashington Cubrir distanciasuperiores 100km requeriael usode
repetidoresegurosenlos quesepuedageneramaterialclave parala retransmison.

De nuevo con el protocoloB92, se ha consguido en 1998 transmitir cuantica-
menteclave secretaa un ritmo de 5 kHz y alo largo de 0.5 km en aire a plenaluz
del dia, mediantefotonespolarizadog108, 111]. En un futuro inmediatopuedeser
utilizado este procedimientopara generarclaves secretascompartidagierra-satlite
guepermitanprotagerla confidencialidadielastransmisiones.

Finalmenteafinalesde 1999sehalogradodistribuir clave alo largo de 1 km me-
dianteun esquemavariantedel EPRy BB84, con paresde fotonesenredadosa un
ritmo de 0.4-0.8kHz y error en los bits de un 3%. La famosaVenus“Von Willen-
dorf”,%’, debidamenteligitalizada sirvio demensajg112).

3.9 “Qomputacion”

Desdeel modestoPC hastael mas potentesuperordenadprtodos los ordenadores
actualesse basanen los principios de la maquinade Turing, ideadapor esteinglés

97Estatugprehisbrica(24-22ka a.C.)halladaenWillendorf (Austria) en 1908.
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en 1935. Perodesdehaceunospocosaios se cuestionala unicidaddel modelo,y

se han propuestonuesos conceptosomputacionalegue van mas alla de la tesisde
Church-Turing seglin la cual todo lo “naturalmente”computablepuedehacersecon
unamaquinade Turingy un programaadecuadoEn Ultimo término,la fisicaesla que
determinagué escomputabley que nolo es.Comodice Deutsch:Computersare phy-
sical objects andcomputationgre physicalprocesseswWhatcomputersanor cannot
computes determinedy thelawsof physicsalone,and not by pure mathematics.

Recordemoda tesisoriginal de Church-Turing (C-T): La clasede funcionescom-
putablesmediantealgunamaquinade Turing, y la clasede funcionescalculablesme-
diantealgin algoritmo, coinciden®® Mientrasquela primeraclaseest perfectamente
definida,la sqgundaquedaun tantoborrosacomolo esla definicion intuitiva de algo-
ritmo o procedimientoi/ conjuntofinito deinstruccioneprecisa® inambiguasii/ su
ejecucon procedede forma quea cadainstruccbn sigueotrabien determinaday iii/
sellegasiemprea unainstruccbnfinal trasla realizacon de un nimerofinito deellas.

No se conoceexcepcbn algunaa estatesisde Church-Turing, perotampocose
tratadeun teoremakl futuro podfiarevelar procesogisicosquecalculenalgoquelas
maquinagde Turing no puedarhacer

La exclusiobndelasmaquinagde Turing cuanticasmo afectaala tesisC-T, puestodo
lo queéstascalculanestambien calculableconlos ordenadoreslasicos(aunquecon
menoreficienciaendeterminadosasos).

Cuandoimportanlos recursosy el costepolinomicoesla seial de eficiencia,se
refuerzala tesisC-T alo quesellama la tesisfuerte de Church-Turing: Cualquier
modelode computacbn essimulableenunaMTP de modoeficiente El algoritmode
Shorarroja,sin embago, intensasombrasobreestatesisfuerte.

FinalmenteDeutschmodifico en1985la tesisde C-T, elevandolaa principiofisico
[64]: Everyfinitelyrealizablephysicalsystentanbeperfectlysimulatedbya universal
modelcomputingmadine opelating by finite means.

3.9.1 Complejidad delos problemas

Sabemogjue hay trestipos de problemas:faciles,durose incomputables.De todos
hemosvisto ejemplos. Suige la cueston de si puedenexistir ordenadoresgjue “cal-
culenlo incalculable”. Y comola respuestaiesideenla fisica,la cueston equivale a
preguntarsesi existenprocesogisicosno computablesDe serad, bastara montarun
ordenadof‘'sobrela chepa’deal procesgparatenerun computadorcapazde calcular
algoincalculable.

De poco nos sirve sabersi un problemaes solublesi el hallar su solucbn exi-
ge eonesde tiempo o memoriasdel tamdio de la Tierra. Estoeslo que ocurrecon
los problemadduroso intratables.La simulacbn de sistemasuanticosen ordenado-
resclasicosesuno de ellos: el espaciode los estadodiene unadimenson quecrece
exponencialmenteon el tamdio del sistemaa simular Manin [146, 147, Benioff
[14], y Feynman[79], se percatarorde que esasimulacbn en ordenadoreslasicos
0 maquinasde Turing eraun problemade complejidadexponenciaP® Feynmansu-
po ver que estadificultad podia ponerseal servicio del calculo: un ordenadorque

98Every function which would naturally be regarded as computablecan be computedby the universal
Turing machine (Turing).

99Manin cita esteparrafode Poplasskii (1975): The quantum-mechscal computationof onemolecule
of methaneequires 10*2 grid points. Assuminghat at eachpoint we haveto performonly 10 elementary
operations,and that the computationis performedat the extremelylow temperatue T = 3x 102 K, we
wouldstill haveto useall the enegy producedon Earth during thelast century
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trabajecomo un sistemacuantico podia ser capazde realizarcalculos mas comple-
jos quelos ordenadoreglasicos. Las basestedricasde los gomputadorese deben
a Deutsch[64]. Constande registroscuanticos(coleccionegle qubits coherentes)y
puertad bgicascuanticagoperacionesinitariassobrelos estadoslelos registros),con
unaredcuanticadeconionesquepermitentomarlassalidasdeunaspuertas llevar
lascomoentradeaotras,y al final unoo variosprocesosle medicbn sobrelos estados
delosregistros. El “paralelismomasivo” hayqueentenderldien. La formadeactuar
unafuncion f : Z5 — 77 enlos ordenadoresuanticosesad: sele asociaunapuer
talogicals : Xy @ |y) — [X) @ |y® f (X)), enparticularUs : |X) @ |0) — |X) @ | (X)).
Ob<nesepor tantoque del resultadono se deducertodosy cadauno de los f(X).
EstantodosaH, perosuperpuestosonenredo.Unamedidabit abit del primerregistro
proporcionaga un valor de x y dejaia el segundoregistro en el estadocorrespondiente
a f(x). Peroesuntipo deinformacbn la que daqueno seencuentracon ordenado-
resclasicos:esunainformacin global, repartidaentretodoslos sumandoslel estado
enredadoy querequiereun tratamienteespeciaparaserextraida, unamedidano dia-
gonalen la basecomputacionalx)|y). Lo veremosluego al presentatos algoritmos
cuanticosmasconocidos.

No sesabealn qué tipo generalde problemaspuedenresohersemejor con los
cuanticosqueconlos clasicos.Seconocercasoarticularesgcomoel de la factoriza-
cion, o el calculodelogaritmosdiscretos.Seifia un granesfmulo probarquehayalgin
problemaNPC solubleentiempopolinomicoconun ordenadorcuantico. Muchosdu-
dandequela eficaciadela computaddn cuanticallegueatanto.

3.9.2 Limite cuantico ala miniaturizaci on

Seglinlaley empricade GordonMoore (cofundadode Intel), querecogda evolucion
de los computadoreen los Gltimos 30 afios, cadal8 mesesse duplicala velocidad
de calculo de los ordenadorey se reducea la mitad el tamdio de los dispositvos
l6gicosconquelos computadoreslmacenary procesaninformacibn (o si seprefiere,
el nUmerodetransistoregnun chip clasicosemultiplicapor 2 cadal8 mesesinientras
gueel nimerodeatomosparaalmacenaun bit sereduceala mitad). A estepaso.elfin
dela miniaturizacbn es& muy proximo; parael afio 2017esosdispositvoslogicosal-
canzaan, segin la mencionaddey, tamdio atbmicoo moleculary sucomportamiento
ostensiblementeuanticoses inevitable 1°° Seestimaqueenun par de decadaspor
allaal 2020,los ordenadoresperaana unos40 GHz, tendé@anunamemoriaRAM de
160Gb,y un consumaecomoel actual(unos40 W) [213, 214.

Estabarrerafisicaa la evolucion de los computadoreslasicossetornaen virtud
insospechadgraciasa las caracteisticascuanticas. En primerlugar, los bits o siste-
maslogicosde dosestadogcondensadoreslasicos)danpasoa los qubitso sistemas
cuanticosbidimensionalesdondeapartede los estado9) (fundamentally 1 (excita-
do) poseerotrosestadosntermediosgueni son0 ni 1, sinoambosa la vez, flotando
en unanieblaindefinidaentreestosdosvalores. Esto permiteque los computadores
cuanticosseanmuchomaseficientesen principio quelos clasicos.

100 5 tecnologa actualpermiteconstruirdetallesenlos microchipsinferioresa 0.25um. Los Pentiumill
tienenreglasde diseio de 0.18um, y seestindesarrollandda tecnologa delas 0.13pum paralos Pentium
1V.) Conun ordende magnitudmas pequéio, el efectotiinel podra hacerquelos electronesaltende unos
hilosaotros(verS.Benjaminy A. Ekert,enhttp://www.qubit.og/intros/nano/nano.htmlEstopuedeocurrir
yaenel 2012(Nature,supplementDec1999).
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3.9.3 Ventajasde los ordenadorescuanticos

Aunquelos dispositvos semiconductorede los ordenadoreslasicosdebensuspro-
piedades la fisicacuantica,estossonclasicosenel sentidode quelainformacibnque
procesarseregistraensistemasnacrosopicosde 2 niveles. La diferenciaentrecom-
putadoreglasicosy cuanticosestribaencomoseregistray semanipuldainformacin,
ensila baselogicaeslalogicade Booleo la l6gicacuantica.

El paralelismamasio enlos computadoresuanticospermiteenprincipio unapo-
tenciade calculo quesobrepasaon crecedas posibilidadeslasicas.Con 300 qubits
la dimensbn del espacialeestado®s23%° = 2 x 10°°, y portantoel nimerode opera-
cionesenparalelorealizadasuperaal nUmerode atomosdel Universovisible. Conun
centenade qubitsun ordenadocuanticoideal podfiaya competirfavorablementeon
los mayoresordenadorefoy existentesy unosmiles de qubitsbastaran parasimular
conprecisbn suficientda cromodiramicay gravitacion cuanticag140].

Los ordenadoresuanticos,tedricamente factorizana mas velocidad, buscanen
basesledatosconmayorrapidezy simulandemodomaseficientequelosordenadores
clasicosalos sistemaguanticos.

3.9.4 Infortunios delos ordenadorescuanticos

El problemade la descoherenciasmuy serio. Si T esel tiempode relajacbn de 1
qubit (desecitacion), y t el tiempode operacdn de unapuertaldgica,R= T/t (figu-
ra de mérito) debeser grandeparaque el computadoifuncione: ha de seral menos
del ordendel (nimerode qubits)x (nUmerode actuacionesle puertas). Parafactori-
zar un nimerode 4 bits hafan falta unas20,0000peracionesie puertassobreunos
20 qubits; ad que R debefa superard00,000,cifra muy optimistaparalos modernos
sistemagpticos.Y no digamosparaun numerode 400 bits: R escalaal menoscomo
el (tamdio)?, y tendiia queserR del ordende 4 x 101, impensablepor el momento,
puescont del ordende 10~* s (comoen la trampade ionesdel NISTY), el tiempo
de relajacbn debefa superarel afio [102]. Podiia pensarseparalos computadores
basadogntrampagie iones,enaumentata intensidadde los pulsoslaserinductores
de las transicionescon el fin de disminuirt; peroestoconlleva unadisminucbn de
T, por la posibilidadde provocartransicionesio deseadaal estadoexcitado quepor
caddaesponaneaarruinafanla coherencialel qubit. De no remediarsel problemade
la descoherencianasalla de la factorizacén de un nUumerode unospocosbits no se
podrallegar.

Peroaunquenuncaselograrafabricarcomputadoresuanticoscomplejos suestu-
dio y simulacbn con unoscuantosbits proporcionaa sin dudaunavisiony entendi-
mientomasprofundode la teofia masantiintuitiva jamasdescubiertgor el hombre.

3.9.4.1 ¢Eselcerebroun qomputador? Algunosautoresentrelos quedestacal
matendatico y relatvista RogerPenrosese empdian en sosteneque el cerebrofun-
cionacomoun ordenadorcuantico. Por ejemplo,Penrosesitiaenlos microtibulosla
accbn cuanticay la consciencia.Sin embago, los investigadoresornvencionalesen
procesoognoscitvos quetrabajansobremodelosde redesneuronalepuederseguir
tranquiloscon susinvestigacionesobrebase<lasicas.Sedemuestrajuelos tiempos
decoherencialelasneuronag10~2° s)y delos microtbulos (1012 s) sonmasde 10
ordenesde magnitudmenoregjuelos tiemposdinamicosde los procesosognosciti-
vos (10~2-10° s). Tambeénel disparode las neuronasesclasico(tiemposdel ordende

101Nationallnstituteof StandardsndTechnology
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1074-103 s), ad comoel de las excitacionesde polarizacbn en microtibulos (10~ -
1078 s). Luego no parecerazonablessperacoherenciagsdecir un comportamiento
cuanticoenel cerebrg202].

3.9.5 Ordenadorescuanticosen miniatura

El procesadale informacibn cuanticasevienehaciendca nivel elementadesdehace
mediosiglo; por ejemplo,unatransicbn estimuladaentre2 nivelesesun casode ope-
racion NOT, y unatransicbnforzadaenunsistemade 4 nivelessimulala puertaXOR
0 CNOIT.

En 1995Ciracy Zoller [56] propusierorun métodoelegantee ingeniosopararea-
lizar un computadorcuantico con unoscuantosgubits (de 10 a 40): ionesmuy frios
(temperaturagnferioresal mK) conun parde estadogelevantesy de largavida (por
ejemploestadodiperfinoscon vidasde millares de afos), atrapadoy dispuestogn
lineaen unatrampade Paul con alto vado (1078 Pa), y un lasercon variossubhaces
obtenidognediantalivisoresy moduladoresdistico-opticos(dossubhacescidentes
sobrecadaion) conlos quepuedensimularsecualesquierguertasmonarias.Parala
puertashinariasserecurreala interaccon culombianeentrelosiones,queprovocalos
modosde vibracion traslacionalesle la ristraionicaen el potencialde la trampatan
prontocomounodeellossemuere, por ejemplobajola accbn deun hazlaser

Desgraciadamentep pareceviable estatécnicaparair masalla de unasdecenas
deiones,por lo quesuaplicacbn a la factorizacon no podra competirconla eficacia
delos ordenadoreslasicos:??

Hay otraspropuestaslternatvas,comola basada@&nresonancianagréticanuclear
(RMN), enla quelos qubits sonestadogsle spin de nicleosen moléeculas,manipula-
dosmediantecamposmnagréticososcilantes En estemétodose manejandel ordende
0(10%% spinesy semidenpolarizacionesnediasdel liquidoquelosalbega. Conesta
tecnicaRMN enliquidosse hansimuladopuertashinariasy ternariasse hanimple-
mentadola transformadin de Fourier cuanticay la teleportacbn, y sehanrealizado
experimentosen que intervienenhasta7 qubits. Perono parecefactible ir con ella
muchomasallade 10 qubits[88].

Finalmente hay un proyectointeresantedebidoa Kane, paraconstruirun orde-
nadorcuantico contecnoloda convencionalde estadosdlido [119, 120, 88]. De mo-
mento,no hahabidoimplementadn experimentalalgunade estetipo de gomputador
basadceenel silicio.

3.9.6 Algunosalgoritmos cuanticos

Un algoritmo cuantico es un procesofisico que realizaalgunatareacomputacional
apoyandoseen un sistemacuantico. Usaqubitsen lugar de bits, y puertasunitarias
enlugar de puertasclasicasbooleanasLa evolucion cuanticaesintrinsecamentenas
compleja(en el sentidode la teofia de la complejidadcomputacionalgue la evolu-
cibn clasica. Mientras cualquierestadode los 2V de un conjuntode N bits queda
especificadgor N bits, el estadade N qubitsrequiereespecificatos 2N nimerosque
representates amplitudesde la superposid@n. Poresoun sistemacuanticotieneuna
capacidadxponencialmentenayorqueunoclasicoparaalmacenamformacibn. Pero

1025 estima(J. Preskill, conferencidituladaQuantuminformationand QuantumComputation 18 mayo
de1996,enhttp://www.theorycaltech.edu/people/preblindex.html) queparafactorizarunnimeroden =
130digitos haafalta unatrampacon 2160iones,y habiia queaplicara esteregistrounos30 x 10° pulsos
laser El nimerodeionescrecelinealmenteconn, y el nimerode pulsoslo hacecomon®.
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estainformacibn est escondiday sblo esextraible unapartemuy pequéadeella. El

restoesinaccesible A pesardeello, la pocaque se puedeextraeresen ocasionesle
unacalidadexcepcional puessuobtenconclasicarequerifaun esfuerzesxponencial-
mentemayor Precisamentéos algoritmoscuanticosbuscanrevelar esainformacion
difuminadapor el todo.

LaMQ hacetambienqueel procesaddelainformacibnseaexponencialmentenas
efectvaquela clasica.Porejemplo,la accbn deunapuertamonaria) sobreun estado
enredadaleN qubitsrequerifaclasicamentel calculode2N~1 matricesunitariasuna
paracadaestaddasecomputacionatlelos N — 1 qubitsrestantesCuanticamentesin
embago, la puertal suponeunasolaactuacbn.

Paraexplotarlas potencialidadedelos ordenadoresuanticossehanideadoalgo-
ritmosespeficos, entrelos quedestacaros siguientes:

¢ Algoritmo XOR de Deutsch64], o “como matardospajarosde untiro”. 103
o Algoritmo de Grover[99, 100], 0 “comohallarunaagujaenun pajar”.

¢ Algoritmo deSimon[195], o “comoaveriguar entiempopolinomico,el peiiodo
deunaciertafuncion”.

¢ Algoritmo de Shor[191], o “cémofactorizarentiempopolinomico”.

El algoritmode Grover suponeunamejoracuadéticasobreel métodoclasicode
blsqueday los otrostres mejoranexponencialmentéos algoritmosclasicosconoci-
dos. Todasestasnejorassonesencialmentdebidasal enredot?*

Sonescaso$os algoritmoscuanticosconocidos.¢ Falta deimaginacon? ¢ Ofalta
deproblemasuyasolucionpuedaaceleradeformaesenciala computadbn cuantica?
Shordejaenel airela respuest§l94).

3.9.6.1 Algoritmo deGrover LosalgoritmosdeGrovery deShor(estelo veremos
luego) sonlasjoyasde los algoritmoscuanticosconocidos. A pesarde su limitado
poderdeaceleradn, el algoritmode Grover essumamentémportante El problemaa
resoher esel deencontrael elementdquepor sencillezsuponemosinico)deunalista
guecumpleunaciertacondicion. Ejemplo: nosdanunaguia detelefonosy unnumero,
y nospidenbuscara quiencorrespondeSi la listatieneN entradasnecesitaremosna
mediade %N blsquedabastadarconel titular deeseniimerotelefonico. El algoritmo
de Grover rebajael nimerode consultasa O(v/N), comovamosa ver. Sedemuestra
gueesteresultadadel algoritmode Grover esoptimo paralistasgerericas,totalmente
desestructuradd®1, 220Q.

Puedeformularseel problemaguenosconciernead: Nosdanun oraculoquecal-
culaunafuncion f(x),x = 1,...,N, dela quesabemosjue esun predicadoes decir,
susrespuestasonsiempre0 o 1, y que sblo tomael valor 1 paraun Unico valor xg
delamgumento.Setratade conocerxy. Solo puedemejorarsda aceleradn cuadatica
del algoritmode Grover dandomas informacion sobreel colectvo en el que hay que
buscar y utilizandolainteligentementecomoen el casode funcionesperiodicascon

103gste algoritmo se conocetambin como algoritmo de Deutsch-Jozs§s6].  Su presentadin ha sido
mejoradeen[58].

104 |oyd [141] hademostrada@ueel algoritmode busquedano requiereel enredoy puederealizarsecon
igual eficienciaO(\/ﬁ) que el de Grovertanto con ondasclasicascomo cuanticas,graciastan solo a la
interferencialo Unicoesquesuimplementadntieneun costeexponencialmete mayorenrecursogjueel
deGrover asaberO(N) versusO(log, N).
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el algoritmode Shor Sugierenestosresultadogjue la computaddn cuanticapuede
encontrarseonun gradode dificultadcomparableonel dela computaddn clasicaen
lo queserefiereal problemacentralde ver silasclasesP y NP soniguales.

Formemosun registrode n = [log, N | + 1 qubits. Seanlos operadoresinitarios
de Grover Uy, := 1—2|x0)(Xo|, Uy, := 1—2|ko)(ko|, donde|xo) esel elementode
la basecomputacionabhsociadoal nUmeroen binario que represental enteroxg, y
ko) := [k = 0) esel element®"/2 52"~ i) dela basedual Fourier.

Formemosel nicleode Grover G := —Uy,Uy,. Entonceq87, 88]:

[(x0|GMko)|? > 1—O(2™"), sima (T/4)2"1,

La iteracbn del nicleo de Grover sobreel estadode poblacbn uniforme |ko) va
amplificandola presenciadel estadobuscado|xg), de modo que la probabilidadde
encontranxg) crecehastaaproximarsea 1, paraluego apartarsevariandosinusoidal-
mente.Luego la iteracibn de G sobre|kg) un nUmerocorvenientede vecesnosllevaa
unestadosobreel quela lecturaenla basecomputacionaimedidadetodoslos qubits)
conducecasiconseguridadal estadduscadoxg).

Puededarla impresbn de queel algoritmode Grover presuponeonocena solu-
cidn xp buscadaya queusael operadotly,. No esad, puesla accbn deesteoperador
seimplementamedianteun circuito (la puertaquecalculael predicadoquecomprue-
ba, paracadaenterok, si coincideo no conxg, esdecir, si f(k) =1 00,y enconso-
nanciadejainvariante|k) o lo multiplica por -1, segin el caso. Una cosaesconocer
la solucbn, y otra, muy distinta,reconocerla El oraculodel algoritmode Grover se
limita areconocerlauandosela encuentra.

Estealgoritmotieneextensbn elementahbl casoenque| f ~(1)| esunenterok > 1
conocido[43]. Tambénsepuedegeneralizaal calculodela mediay la medianadeun
conjuntode nUmerosy de sumaximoy minimo [71]. Y combinadoconel algoritmo
de Shorparahallarpeiiodospermitecalcularel nUmerok de solucionesa la busqueda
enlugarde suslugaresconcretog48].

3.9.6.2 Algoritmo de Shor Escriiael genialGausgart. 329deDISQUISITIONES
ARITMETICZ, 1801): El problemade distinguir entre los nUmeos primosy los com-
puestosy de descomponeestosultimos en susfactores primos, es uno de los mas
importantesy Gtiles de todala aritmética... La dignidaddela cienciamismaexige
guese exploren todaslas vias para encontar solucion a problematan distinguidoy
celebado.

Yavimosquela cuestondela primalidadesaienzPP, porlo queaefectosgracticos
esun problematratable. No ocurrelo mismocon el problemade la factorizacén, a
pesadequelos Gltimostreintaafiioshansidotestigosdeun progresanuy considerable
enestacueston.

Todosconocemosalgoritmoselementalegdividir sucesiamentepor los enteros
2,...,|V/N]) que permitendilucidar si un enteroN es primo o compuestoy en el
Gltimo supuestohallar susfactoresprimos. Perola eficienciade esosalgoritmoses
muy pobre (requiereun tiempo exponencialen la longitud de N), de modo que con
ellos,cuandcel enterotieneunasdecenasle digitosen basel0, inclusoun ordenador
actualpodfiatardareonesenllegaraunarespuesta.

Ya citamosanteriormentdos mejoresalgoritmosconocidos;sontodossubepo-
nencialesperosuperpolibmicos.

A principiosdelos 70 el limite practicoestabaennimerosa factorizarde unos20
digitos decimales.El métodode Fermat-Kraitchik(fraccionescontinuas)es de com-
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plejidad T ~ O(exp[c(logNloglogN)¥?]), conc = v/2 = 1.414... Su primer &xito
(1975)fue la factorizacon del nimerode Fermatr,:10°

F= 22" 1= 5964958912747 x 570689D06&12964721

Estealgoritmodefactorizacon basadaen fraccionesontinuaslevd en1980el limite
aunos50digitos.

Estalongitud pasata a unos 120 digitos con el algoritmode la criba cuadética
[170, 96, 171] en 1990. La complejidadde estenuevo algoritmo estambien T ~
O(exp[c(logNloglogN)/?)), peroconc = 3/2\/2 = 1.06066... Entresuséxitosfi-
gurala ya citadafactorizacon, en1994,del nUmeroRSA-129de 426 bits.

Enla actualidadcel mejoralgoritmodisponibleesel GNFSo cribagenerade cuer
posdenimerog135, 171]; comodije anteriormentegon estepotentemétodosecon-
siguio factorizaren1999,tras8000MIPS-&ios,el nimeroRSA-155(512 bits).

SabemosgjuesucomplejidacesO(exp(c(logN)Y/3(loglogN)?/3), conc = (64/9)Y/3 +
0(1) = 1.922999.. 4+ o(1). Tomandocomoreferenciael tiempode 8000 MIPS-&ios
empleadaenfactorizarel nUmeroRSA-155,y suponiendaplicablela ley emgricade
Mooret% (duplicacbn dela potenciade calculo cadal8 mesesduranteunaveintena
deafiosmas,puedenbtenerséa Tabla2 paralostiemposdefactorizacbn con1000es-
tacionegletrabajocrecientegnpotenciasegiin la ley de Moore (apartirde 800MIPS
enel 2000).

I(N) 512 1024 2048 4096
tac(2000)/@0 0.01 10° 10% 105
trac(2010)/d0 1074  10°  10%2 107
trac(2020)/@0 1076 10 100 10?2

Tabla2: Tiemposdefactorizacbn (enafios)conel algoritmoGNFS,deenterodN del (N) bits, conpotencias
decalculodel afo 2000y lasprevisiblesparael 2010y 2020.

Es facil ver que con el algoritmo GNFS la factorizacon de un enterode 2000
digitos decimalescon un ordenadordel tamdio del SistemaSolar llevaria mas del
tiempode vida del Sol enla secuencigrincipal. A la vista de estascifras, esclaro
quelos criptografoscuyaseguridaddescansan la dificultad de factorizarenterosde
unoscentenaresle digitos puedendormir tranquilosunoscuantosafios, hastaqueen
algnmomentacsurjaalguienqueinventeun algoritmomuchomaseficazqueel GNFS.
EsealguiensellamaPeterShor!?’ y el momentohistorico fue 1994.

En 1994 Shorintent hallaralglin problemagueno fueraaca@&micoy a cuyasolu-
cion el formalismocuanticoproporcionasenaventajaesencial.Sedio cuentade que
la factorizacon (tanimportanteencriptograia) erareductiblea un problemade hallar
un peiiodo,y seinspird enlos resultadosie Simonqueanteshemosmencionady que

105se sabeque o 1,234 Sonprimos. Eulerfactorizb Fs: Fs = 641x 67004.7. Seconjeturaguetodoslos
Fn,n > 5, soncompuestosParaFs_11 seconocesufactorizacbn completag incompletaparaF; >3, (con
excepcondelos casom = 14, 20, 22, 24, paralos quesdlo sesabequeF, escompuesto) Sedesconocei
F33_35 sono no primos. Hastael momentose sabede 190 nimerosde Fermatque soncompuestossiendo
Fsg2447€l mayordeellos (esdivisible por el primo 3 x 2382449 1),

108pentrode un par de decadasse alcanzaa el limite atbmico/molecularen el procesode miniaturiza-
cion de los componentelectibnicos, por lo que supondremosjue esaley es valida sblo hastael 2020,
aproximadamente.

107premioNevalinnaenel Congresdnternacionatie Matematicas Berlin 1998.
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mostrabarcomo la computacbn cuanticaayudabaal calculo eficientedel pefiodo de
unafuncion periodical®®

SeaN > 3 el enteroimpar a factorizar Seaa un enteroarbitrarioen (1,N). Lo
podemossuponercoprimocon N (delo contrarioel mcd(N, a) sefia un divisor f no
trivial deN, y reanudaiamosla discuson partiendode N/ f). Sear := ordya el orden
deamodN, estoes,el menorenteratal quea” = 1 modN. Puederocurrirtrescasosl/
r esimpar;2/r espary a'/2= —1modN;y 3/r espary a'/2 + —1 modN. Estelltimo
casoesel queinteresapues,de darse mcd(N, a2+ 1) proporcionarevidentemente
factoresnotrivialesde N: enefecto,a’/2 — 1 noesmultiplo deN por serr el ordende
amodN, y a”/2+ 1 tampocolo espor hipotesis. Comosu productosi esmiltiplo de
N, forzosamenteadaunode ellosdebecompartirconN algnfactorprimo.

Sedemuestrajue,fijado N > 3 enteroimpararbitrario,la probabilidadde que,es-
cogidoa al azarentrelos enterosen (1,N) coprimoscon N, cumplael supuestd3/,
esdecir seade ordenr modN pary a'/2 # —1 modN, es> 1— 2-k+1 dondek es
el numerode primosdistintosenla factorizacon de N. Porotro lado, la probabilidad
dequeac (1,N) seacoprimocon N es p(N) > e7¥/loglogN paraN > 1, siendo
y=0.5772156649.. la constantele Euler[75]. Luego, salo si N espotenciade un
solo primo (casoqueno consideraremogor serde factorizacon trivial [60]), la pro-
babilidadde que un a aleatorioen (1,N) cumplamcd(a,N) > 1 o bien seacoprimo
conN y conduzcaal caso3/ es> 1— p(N) + 1 p(N) = 1— 1p(N). Eligiendoaleato-
riamentealgunosvaloresparaa € (1, N) podremosconsguir ad conaltaprobabilidad
undivisor notrivial deN, atravésdel mcd(a, N) (si mcd(a, N) > 1), bienatravésdel
mcdN,a’/?+ 1) (simeda,N) = 1).

Ejemplo: seaN = 16163174827y a = 15436641538tomadoal azaren (1,N).
Se cumplemcd(N,a) = 1. El ordende a modN esr = 4040725654. Evidente-
menter espar, y a/2 = 122162564ImodN. Luego estamosen el caso3/; como
mcd(N,a/2 — 1) = 87509y mcd(N,a’/? + 1) = 184703, concluimosque 87509y
184703sondivisoresdeN.

¢Dondeseescondeel elevadocostede la factorizacon enesteprocedimiento®En
el calculodel ordenr, parael quelos algoritmosclasicosconocidogieneneficiencias
nopolindbmicas.Y aqu esdondeintervienda brillanteideade Shor queseapoyaenlas
interferenciacuanticasparadesentriar el valor de ordya, corvirtiendo el problema
enunode complejidadBQP (queluego definiremos).

El algoritmode Shor comoel de Simon,consiguesxplotarla periodicidadatravées
del paralelismamasvo de la computaddbn cuanticaparaencontrado quesebuscade
un modo eficiente. (Es como en la difraccion por unared periddica. Midiendo la
posicibn de uno sblo de susatomosno nosdainformacibn algunasobreel espaciado
dela red. Perodifractandocon ella un sblo foton y midiendosu direccbn de salida,
guesabemosjuepreferentementea a serunadireccibn de maximo (Bragg),sepuede
extraerinformacibn sobreel pefiododela red.) Calculaentiempopol(n) el peiodor
decualquierfuncion f : {0, 1}" — {0, 1} cuyaevaluacbn seatambiendecomplejidad
polinomica.Esel casodel ordenr deun nimeroenteroca modN: ahoram=n, y nes
el nimerodebits deN.

Losalgoritmosclasicodelcalculodelordenr modN deunenterca coprimoconN
son,comoacabamosedecir, muylentos.Parahallarel ordendeacuandaN tieneunos
200digitosdecimalepuederhacerfalta del ordende 10*°° multiplicaciones Aunque

108g| algoritmode Shorparael calculodel ordenr de un enteroa moduloN esun casoparticularde un
problemamasgeneralque admiteunaresolucbn similar, y que contienecomo otroscasosparticularesel
calculode logaritmosdiscretosde pefiodos,de estabilizadoreabelianosgel problemade Simon, etc. Esel
problemade busquedale subgruposcultos.
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un ordenadorealizasel 02 multiplicacionespor segundo,setardaia unos10 afos.
Sesabequer esun divisor de @N) (el ordendel grupo (7 /NZ)*) [216]. Perono se
conocemétodorapido de conocer@(N) a no sergue se conozcala factorizacon de
N. TambEnsesabegueel mayorvalor der esA(N), la funcion de Carmichae(mecm
(A(PT),A(PR2), ..., A(P)), dondepy p2... pe« esla descomposiéin enprimosdeN;
(A(p) = p—1, A(P") = @(p") siel primopes>2 A2") =@2") sin=0,1,2,y
A(2") = (1/2)p(2") sin> 2). Y sesabequetodo ordenesdivisor de A(N), quees
generalmentenuchomenorque ¢(N). Perotampocose conoceun métodoeficiente
paracalcularA(N), ano serqueseconozcda factorizacon deN.

Parael algoritmode Shornecesitamos;omoya esusual,dosregistroscuanticos;
ahorauno con K; := log, Q qubits, dondeQ = 21 ¢ (N2,2N?), y otro con K; :=
[log,N] qubits. En cadauno de esosregistroslos estadosuanticospuedenrepre-
sentarseen la llamadabasecomputacionabsociaddx) := |xk—1) @ ...® Xg, cONX =
0,...,2K—1yx:=xc_12%1+ .. +x0 laexpresbn dex enbase2. Asi, paraK = 4,
|6) = |0)® |1) ®|1) ® |0). Los pasosa seguir sonéstos:

1/ Iniciamoslos registrosenel estadaglobal Y1 := |0) ® |0).

2/ A continuacdn se aplicaal primer registro la transformadn de Fourier dis-
cretacuantica(QFT) Fg enZq := Z/QZ. EI estadoinicial Y1 pasaa ser ; :=
Q233,19 @ 0).

3/ A continuacbn,actuamosobreestelltimo estadaconla puertals : |g) ® |0)
|a) @ |f(q)), dondef (q) := a9 modN.

De unasolatacadagstaoperacbn calculaf(q) jparatodoslos g ala vez! (parale-
lismo cuanticomasivo), produciendeel estadaps == Q"Y2 3 2= |a) ® | ().

4/Laperiodicidadde f (q) (periodor) hacequela medicbn (ideal)ahoradel estado
del sggundoregistro, con el resultado|b), proyecteal sistematotal en unasuperposi-
cion g := B2y 14 |0) @ |b) = B~Y2 32~ |dh + kr) @ |b), donded;, < N esel
minimo enterono negativo tal que f (dp) = b,y B:=1+ [ (Q—1—dy)/r] (~ Q/r para
N > 1) lalongituddela serie.

El primer registro se halla ahoraen un estadoque es superposi@n periodicade
estadodase.Si decideramosmedirsobreél, no obtendtamosinformacibnacercalel
pefiodor, puesesamedicbn selimitariaa proyectaisobreunodelos estadogdy, + kr).
Unanueva aplicacbn dela QFT vaarealizarel milagrode permitirnos‘destapar’r.

5/ AplicandoFq al primerregistro,y midiendoestea continuacon, la probabilidad
deencontrarlcconestadoq) resulta

B-1 2

5 (o) “

k=0

1
prob(a) = o5

Veamoscomo del estudiode estaprobabilidadpodemosextraer el periodor. El
aralisis de la seriegeonétricaen prob(qg) revela que estaprobabilidadest concen-
tradaalrededome aquellosq paralos quetodoslos complejosdel sumatoriocaenen
un mismosemiplanade C, y por tantoserefuerzanconstructvamente.Talesq seca-
racterizanpor satisfacef (qr mod Q)| < %r, y paraellos, quesonennumeroder, se
pruebagueprob(q) > (2/m?r 1, porlo quela probabilidadde darconalgunodeellos
es> (2/m? = 0.405.... Los picoso “maximosde difraccion” de prob(q) esénenlas
vecindadesle [sQ/r|, s€ Z.

La condicbndeinterferenciaconstructva paraq equivale ala existenciadeun0 <
g < rtal que|(9/Q) — (d'/r)| < Q. Comohemoselegido Q > N2,y r < N, existe
alo sumounafraccion q'/r, que satisfaceesadesigualdad/ tiene un denominador
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r < N.10° En esecaso estenimeroracionalq’ /r puedehallarsefaciimenteatravesde
los aproximante® corvergentesdel desarrollode g/Q en fraccion continua. Si este
aproximanteesla fraccionirreductibleq; /r1, puedeocurrirquea’ = 1 modN, encuyo
casor = rq, y habremogoncluido.Delo contrario,sblo sabemosjuer; esdivisorde
r, y tendremosgjuecontinuar eligiendootro g deinterferencieconstructva, aver si esta
vezhaymassuerte Sedemuestrajuela probabilidadde darconun g adecuad@sdel
ordenO(1/loglogr), y portantoconun nimeroO(loglogr) deensayogssumamente
probablequeobtengamos.

Ejemploficticio: SeaN = 16163174827y a = 15436641538Debemosentonces
tomarQ = 2%, Supongamosguetrasimplementaexperimentalmentel algoritmode
Shory medirel estadadel primerregistro, obtenemos) = 34590527603422%6 10 E|
desarrolleenfraccioncontinuadeq/Qes[0,85321,1,1,1,1,5,25,4,7,6,1,186,1,2,3,2,1,2,1,185,3,8,1,3,10,1,1,13,
y tieneun corvergenteq: /1 quesatisfacd(q/Q) — (au/r1)| < 3Q1, asaberqy/r1 =
236781/202036282. Luego el petiodor buscadcesmdltiplo der;. Probandoseve
inmediatamentguea’ modN # 1,a%t modN = 1, porlo quer = 4040725654.

De estemodosecalculaunpresunta. Repitiendcel procesain nimeroO(loglogN)
devecesobtendremosinvalorr’ tal quea” = 1 modN, y portantor =r’,

Todo estoest muy bien. Pero,¢ clanto“cuesta”? En primer lugar, tenemosuna
HadamardprimeraQFT), concostelineal enlog, N, puesactiabit a bit. Luego tene-
mosel calculodela funciona* modN paratodox. Sedemuestrd216] quesucosteen
tiempoes O(logs N log, log, Nlog, log,log,N). Y finalmenteunasegundaQFT. De-
bido a queFq transformaa basecomputacionaén otrabasesin enredo estoes,con
vectoredfactorizablesesposibleunaimplementadn sumamenteficientedela QFT,
conO(logzN) puertag88].1* De aquiel costetotal O(logs ™ N) parahallarel orden
r deamodN, con unaprobabilidadO(1) de éxito. Si ahoratenemosen cuentaque
hay quecalcularm.c.d(a’/2 + 1, N) paralograrfinalmentealgin factordeN, y queel
m.c.d. dedosnumerosdel ordende N cuestaO(log3 N) (con el algoritmoclasicode
Euclides) gstesei el costetotal dela factorizacon (fijadaunaprobabilidadde fracaso
tanpequéia, perono nula,comosedesee}!?

La Tabla3 contieneestimacioneseltiempodefactorizacbn medianteel algoritmo
de Shor as comodelos nUmerosde qubitsy puertamecesario§l07).

[(N) 512 1024 2048 4096
#qubits(5l (N)+4) 2564 5124 10244 20484
#puertag~ 293(N)) 10° 100 10t 102
tiact 34s 4.5min 36min 4.8horas

Tabla3: Tiemposdefactorizacbn,conel algoritmode Shor deenterosN del (N) bits, medianteun compu-
tadorcuanticode 100MHz de frecuencianominaldereloj.

10%peropuedequeno exista.Porejemplo,si N = 1616317482, Q = 258, y q = 34590528034 22561, no
existeningunafracciong’/r, conr < N, quesatisfagd(q/Q) — (d'/r)| < %Q*l. Puesdeexistir, debefaser
uncorvergentea g/Q condenominadok N, y explicitamentesecomprueb@n estecasoquetal corvergente
no existe.

110 a probabilidaddequeestoocurraesO(1/r), concretamente5 x 10~10; esmuybaja,peroel resultado
final no cambiaparalosr valoresde q quepuederobtenerseonprobabilidadesimilares.

11Exits un algoritmodebidoa Kitaev [122 paraevaluarentiempopolinbmicoel ordenr de un enteroa
moduloun enteroN con el queescoprimo,y queno utiliza la transformaddn cuanticade Fourier

1% realidad, el coste del calculo del mcd puede rebajarse a O(logiN), incluso a
O(log, N(log, log, N)?log, log, log,N), por lo que O(logsNlog,log,Nlog,log,log,N) representa,
por tanto,el costetotal dela factorizacon. (Ver[128], p 339, problema32,y solucibnenp 598).
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Corviene obsenar que aunqueel algoritmode Shorpermitefactorizarentiempo
polinomicono esrazonableesperaipor ello quecualquierproblemaNP admitasolu-
cion en tiempo polinomico con un ordenadorcuantico, pues,comoya se dijo, muy
probablement€OMP ¢ NPC.

No quantumcomputercanever be built that canoutperforma classicalcomputer
if the latter would haveits componentsind processingspeedscaledto Plandk units,
dice Gerardust Hooft [204]. Sostienesstegalardonaddisico queningln ordenador
cuantico podra factorizarenterosde mas de unospocosmiles de digitos decimales.

Arguye que siendodel ordende 10V N'"°%0N |3 memoriarequeriday el nimerode

operaciones ejecutarmparafactorizarun enteroN, y dadoqueun ordenadorazonable
podiatal vezocuparunos10t?° volumenesPlanck,sblo tendiia capacidagarapoder
factorizarclasicamentein enterodel ordende 10°°%. Luego 't Hooft pronosticague

ninglin ordenadocuanticopodra superaesterecord.El tiempolo dira.

3.9.7 Calculo contrafactual

Llamaseefectocontrafactuala un efectofisico cuyo resultadodependede unacierta
eventualidadque pudieraocurrir peroque de hechono ha sucedidoesdecir, de una
ciertaalternatva potencialqueno haocurrido[115, 214].

Supongamosin interfetometro Mach-Zehndercon un par de divisoresde haz
DH1,, dosespejoskE; », y dos detectored » tras el Gltimo DH. Imaginemosuna
disposicbn esqueraticaenqueDH; y E; sonveérticesizquierdoy derechale la base
deunrectangulo,y E,, DH> los extremos(izquierdoy derecho)el lado opuesto.El
detectorD; estenlalineaE,, DH,, ala derechalel divisor, y el detectorD, esten
la lineaE;, DH», por encimadel divisor. En lasreflexionesespeculareka fasede los
fotonescambiaen Tt enundivisor dehaz,el hazreflejadodesplazaufaseen %T[. Por
eso0,si los doscaminosopticos,(DH1, E1, DH») y (DH1, Ez, DH>), sonexactamente
iguales,la luz queincide por la izquierdasobreDH; no llega al detectorD; y sblo
disparael D1.

Sial interfetometrode Mach-Zehndele intercalamosinosdesfasadores /2, los
divisoresde hazsecomportaancomopuertasde Hadamard.

Supongamosin ordenadoiinterpuestoen el brazo(E;, DH>) del interferometro,
quedecidesi un nimeroesprimo o no, poniendounregistroR enlos valoresr = 1, 0,
respectiamente. Suponemosjue eseregistro est inicializado a 0, antesde realizar
el calculo. El estado|qc) indicael ordenadoren estadanicial, conun datoinicial X
cuyaprimalidadhade averiguar Al terminarun calculo, vuelve a esteestadanicial.
Con|N) (|S)) indicamosun estadadefoton enel interior delinterfetometroqueno (si)
disparael qgomputadarMandamosun foton |H1) al divisor DH; desdda izquierda,y
ad formamosel estadaconjunto|Hy, gc, 0).

TrasatravesarDH; y sudesfasadgel estaddnicial [H1, qc, 0) cambiaad:

[H1)|ac)|0) — 27H/2(IN) + |S))|qc)[0).

Dejamogspasarel tiempoprecisoparaqueel ordenadorealiceel calculoenel caso
dequele llegueel foton S,y el estadaanteriorcambiacomosigue:

27Y2(IN) +S))[ag) |0) = —272(IN)|q) | 0) + [S)[ag)|r)).
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Finalmentegl fotbnatraviesaDH; y susdesfasadorespnlo que
—27Y%(IN)|q0)[0) +[S)[ag)r))
— 27227 2(JHp) + [V2)) [ac)[0) + (27H2([H2) — [V2)) [ag)|r)) =
— 27Y2(|Hy) a9 2~Y/2([0) + |r)) + [V2) a9} 2~Y/2([0) — |r)),

donde|Hz) (]V2)) esunestadadeun fotonquevadeDH; aD; (Dy).

SupongamogueX no seaprimo. Tantosi el gomputadorealizael calculocomosi
no,r = 0y el fotonfinal se&d detipo Hy, disparandgortantoel detectorD; comoera
deesperafpuesal noserprimo el nUmero,no hayformadesabeiporel resultada por
gué caminohaido el foton,y suautointerferenciaemantenda comosi el gomputador
no estuviera).

Si X esprimo,r pasaaal siel gomputadoseponeenmarchay semantendaen0
encasocontrario. Tenemog! posibilidadesieigual probabilidad:(H», gc, 0), (H2, gc,
1), (V2,qc,1),y (V2, qc, 0). La posibilidad(H2, gc, 0) indicaqueel ordenadono se
hapuestoen marchapuesdelo contrarioel registro marcafa 1 (estamosuponiendo
gueX esprimo).

Las posibilidadeqH2, qc,1) y (V2, gc, 1) séhalanqueX esprimo. Puedeparecer
extrafala primera,puesindicaprimalidadaunqueaparentementeo hafuncionadoel
computadar Peroel queel foton al final seaH, no quieredecir que fueraN en el
interior del interferometro. De hecho,esefoton tuvo quedispararel gomputadarpor
lo quefue un S enel interior, y comodispab el gomputadarnosreveld a travesde
r = 1 qué caminosiguio, desapareciendasd la autointerferenciay pudiendosalir con
igual probabilidadchaciacualquieradelos dosdetectoreginales.

FinalmenteJa posibilidad(V2, qc, 0) essorprendentepareceindicar quehafun-
cionadoel gomputadarperoconun resultadceroneo,porqueX esprimo, y sin em-
bagodar = 0. Asi queel gomputadono hapodidofuncionar Perovimos antesque
si X no fueraprimo, el estaddfinal sefia siempre(Hs, qc, 0). Comovemosun (V2,
gc, 0), X debeserprimo. Inferencia‘gratuita” obtenidacontrafcticamenteaunqueel
gomputadono sehayaactivado. Del merohechode quesi hubieraactuadmosdaria
la respuestaorrectainferimosestarespuestain necesidadiequeaciie. jAsi queenel
25%delos casospodemosaberel resultadalela computaddbnsin queel gomputador
sehayapuestoenmarcha!

3.9.8 Clasesde“gomplejidad”

Cuandose admitenmaquinasde Turing cuanticas(MQTs) aparecemuevas clasesde
complejidad:

1. QP := Uys0QTIME[nK], con notacbn obvia. Estaclaseconstade los problemas
(dedecisbn) solublesentiempopolinomicoconunaMQT.

2. BQP. Contienelos problemassolublescon error < 1/4 entiempo polinomico
conunaMQT.

3. ZQP. Clasede problemassolublescon error nulo en tiempo (esperadopo-
lindbmicoconunaMQT.

Guardarassiguientegelacionesonlascomplejidadeslasicas:

P g QP (Berthiaume-Brassart992[34])

BPP C BQP C PSPACE (Bernstein-\Azirani1993[32])

3 unoraculoA tal quezPP” G QP*  (Berthiaume-Brassart994([35])
3 unoraculoA tal quezPEXPA G QP*  (Brassard-Hyel997[47]).
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La inclusion propiade P enQP esnotable.Indicaquelos computadoresuanticos
puedemresoher coneficacianasproblemagjuelosordenadoreslasicos.Esla primera
victoriaclaraenla separadn estrictade clasesle complejidadclasicay cuantica.

Vemostambin que existen problemasde decisbn en tiempo polindmico con un
ordenadocuanticoayudadadeun oraculo,queno estnenzPP ni enZPEXP.

Sigueabiertala cueston crucial de si BPP g BQP 0 no. Esdecir, ¢3 problemas
“tratables”cuanticamentegueno lo seanclasicamente®l algoritmode Simon(1994)
esunindicio positivo, puesmuestragqueas esen presenciale algiin oraculo: BPPA
BQPA. Otro apoyovienedel algoritmode Shor(1994),queinspiradoen el resultado
de Simon, pruebaque FACT y DLOG estin en BQP, y el estadoactualdel arte de
la computaddn no nos permite afirmar que esén en BPP. La inclusion de BQP en
PSPACE implica queesposiblesimularclasicamentey contan buenaaproximacbn
comosedeseeproblemasuanticosconrecursogle memoriagueno se“desmadren”,
aunqueesosi, la simulacbn seé muy, muy lenta,de tipo exponencialentiempo. Por
esono hay problemassolublesmedianteunaMTQ que escaperal dominio de una
MTD. Dicho de otro modo,la computaddn cuanticano contradicda tesisde Church-
Turing. Sblo al invocarla eficienciapuedenquedarsalescolgadatas MT clasicasy
ponerenentredichda versbn fuertede dichatesis.

Si bienno sabemosi BPP essubconjuntgropiodeBQP, si conocemosasogar
ticularesde algoritmos(ya queno clasesde complejidadcompletasyjue puederace-
lerarsecuanticamenteonrespecta sufuncionamientclasico. El de Simonmuestra
unagananciaexponencial(O(2") — O(n)). El de Grover (1996)suponeunamejora
cuadatica,optima(O(N) — O(NY/2)). Perono siempreseconsigueacelerarel algo-
ritmo de modosubstancial Existenproblemasie consultaa oraculosqueno admiten
aceleradn cuanticaesencialLo masqueseconsigueespasardeN consultaslasicas
a N/2 consultascuanticas. Un ejemplolo da el problemaPARIDAD (averiguarla
paridaddel nUmerode bits no nulosenunaristrade {0, 1}") [78].

3.9.9 El enredoenla gomputacion

Algunosalgoritmoscuanticos(Simon,Shor)presentamnamejoraexponenciatespec-
to delos algoritmoscuanticos.¢ A que sedebeésta?

Entodoslos algoritmoscuanticosconocidosntervieneel paralelismanasvo, con-
secuencialel principio de superposidin lineal. Peroesteno esexclusivo dela fisica
cuantica;tambénsedaenla fisicade ondasclasicas.

Porcontra,el enredoestipicamentecuantico, e intervieneenoperacionesan cen-
tralesenlos algoritmoscomola implementadin de funcionesf — Us:

Ut (U @ 1)]0M[0) = 2723 [%)[0) = 272 [0)[ ().
X X
Ningln procescaclasicoescapazde produciresteefecto,enel queun estadeseparable
pasaa estarenredado.Los estadosclasicosmultipartitos siempreson separablesgl
espaciade estadogle dos sistemaglasicosesel productocartesianale los espacios
individuales,y la informacibn necesarigparadescribirun sistemade n subsistemas
igualesesn veceda queseprecisgparaunode éstosy portantocrecelinealmentecon
n. Porcontra,parasistemasuanticoshay quetomarel productotensorial,y ahorala
informacion necesarigaradescribirun sistemade n subsistemaggualescreceexpo-
nencialmentecon n, puesad lo haceel nUmerode amplitudesde unasuperposidn
arbitrariade los vectoresde la basetensorial. Podemoslecir queen un sistemade n
qubitspodemosalmacenaunainformacibn que esexponencialenn. Otracosaessu
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extraccbn: del teoremade Holevo sedesprendguealo sumopuederextraersen bits
informativosde un estadaualquieraden qubits.La evolucion cuanticalograprocesar
esaingenteinformacibn cuanticaescondideaen el sistemade modo supereficientey
aunqueno todase deje leer, los algoritmoscuanticosconsiguencomo hemosvisto,
destaparetazosde esainformacion que clasicamenteefan inaccesiblegn tiempos
decalculoequialenteq114, 115.

Un ejemplopertinentdo dala transformadndeFouriercuantica(QFT).El calculo
ordinariodela transformadaeFourierdiscreteenZy exige O(N?) operacionesCuan-
do N = 2", la complejidaden tiempo de la transformadaapida de Fourier bajaa
O(Nlog,N). El hechode quela QFT sobren qubits puedahacersecon sblo O(n?)
operacionegmejoraesencialparalos algoritmoscuanticosquela usan,comolos de
Simon,Shor Grover, y Deutsch)esfruto delenredo.

Algunosafirmanqueel enredono estanimportantecomosedice,y atribuyenpor
contraal paralelismamasvo y ala interferenciade amplitudeda razon del éxitodela
computaddn cuanticafrenteala clasica[124, 82].

3.9.10 Limitesfisicosa la computacion

Terminaremosomentandaomo la fisicano sblo potencianuesosy mejoresproce-
sadoresie informacibn. También ponelimitesa la capacidadie almacenamienty al
ritmo de procesadalela informacibn[142].

Sesabe por aplicacbn del principio de indeterminadn enegia-tiempo,quesi la
enegia mediade un sistemapor encimade su enegia fundamentaksE, el tiempot
guetardaunestadaenhacersertogonaly portantodistinguibledel departidasatisface
t 2 1/2E. Luegov < m (unidadegyeonttricas),siendom la masadel ordenadary
v := 1/t el numerodeoperacionepor unidadde tiempo.

Por otra parte,la memorial (nUmerode bits de memoria)de un sistemase@ alo
sumodel ordendel nUmerode gradosde libertadquetiene,y por ende de la entropa
guetendia si estuvieraen equilibrio termodiramico con enegia mediaE. Esdecir
I<S

Portanto:

1/LaenegiaE limita el ritmo deoperacdbn: v < E.

2/ La entropia Slimita la capacidadiememoria:l < S.

3/ La temperatur@quialenteT ~ E/Sindicael numerode operacionegor bit y
porunidaddetiempocuandaantoel ritmo de operacbn comola capacidadie memo-
ria sonmaximos.

Finalmentegl tamdio limita el nivel de paralelismacon el quepuedefuncionarel
ordenadarCuantomasgrandessel tamdio, mayorparalelismananifiestapuesmayor
esel tiempoquetardaunaseial enir de un bit de memoriaa otro alejado.Cuandoel
ordenadorest comprimidoa su radio de Schwarzschildel tiempoenrecorrerla luz
éstey eltiempol /E eninvertirseun bit sondel mismoorden,y el funcionamientalel
ordenadoensumamentsecuencial.

Un portatil actualtieneunamemoriarapidal ~ 10 bits (pensaen1 GBdeRAM),
y realizaunas10'° operacionegor segundo(tomarunafrecuenciadereloj de 1 GHz,
y pensarjueen cadaciclo puedenlegar a realizarse3-5 operacionegnteras).Estos
valoressonmuy inferioresa los maximosde un portatil de 1 kg de pesoy volumen
1 litro. (La entrofa maximade esteseobtienecuandotodasu enegia est enforma
de pariculasrelatiistas,digamosfotones,y portantoala temperaturale 1 GK. Hay
gue teneren cuenta,sin embago, que la entropa de la maquinacomputacionaks
nula, puesen cadamomentoes precisoconocersu estadosi queremogjue calcule
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algofitmicamentey no a lo loco. Esosméaximos, paradicho portatil de m = 1 kg,
V =1litro, T = 1 GK, sonl| ~ 10°! bits, y v = 10°! IPS.) La razn esque en los
portatilescorvencionaledas mayoia de gradosde libertad estininmovilizadosenla
masainerte. Por otro lado, los cornvencionalesusanmiles de millones de gradosde
libertadpararepresentann solobit. Estaredundanci@saconsejabl@arasurobustez,
perono esabsolutamentaecesariaDe hecho,los microordenadoresuanticosusan
unsologradodelibertadpararepresentannbit, einviertenesteenuntiempodel orden
deTt/2E.

Un ordenadode1 kg (y portantoconv < 10%! IPS)y memoriamaximatieneestas
caracteisticas:

1/ A temperaturale 3 K, ocupafa un volumende (0.1 UA)3 (paraquela enegia
total deun bafio defotonesconesevolumeny a estatemperatur@&quivalieraala masa
de1kg), y unamemoriamaximade unos10°C bits. Seiia altamenteparalelo.

2/ Si suvolumenfuerade 1 litro, sutemperaturdabiia de serde 1 GK, porigual
razn queantesy tendiaunamemoriamaximade 10°! bits. Seiia bastantearalelo.

3/ Conindependencide suconstitucbn,si sutamdio fueraRs, entoncesa tempe-
raturaseiiala de Hawking, asaberl0?2 K, y tendiiaunamemoriamaximade 10 bits
(correspondienta la entrofja de Bekenstein-Haking). Seiia altamentesecuencial.

¢ Poda algindiaalcanzata potenciade los ordenadoresstascotasfisicas?No se
sabe.Si la ley de Moore fueseaplicablesin limite (sabemogjue muy probablemente
no lo es),setardafan unos250 aflosen alcanzarséos ritmos maximosde procesado
deinformacibn, pasandale las 10'° IPS actualesal tope de 10°* paraportatilesde 1
kg.

Las consideracioneanterioresde Lloyd, aunquesnun principio cuestionadapor
Ng [160], hansidoluego corroboradagpor éste[161]. SostieneNg, apoyandoseenlos
amgumentosie Wignersobrerelojescuanticosy enpropiedadeslelos ANs, quesi un
reloj demasamtieneprecisbnt estableduranteuntiempoT, necesariamentac®/f 2
(1/7)(T/1), TR Gym/c3, y portanto, T/t < (1/tp)%. La memorial deun ordenador
esestimablecomoel nUmeromaximoT /T depasosenel procesadale informacibn,y
v := 1/1 vienea serel nimerode operacionepor bit y por unidadde tiempo; luego
VS mé&/h, v < i/ (mEt3), e Iv2 < t52. Comoel nimerode operacionegor unidad
detiempoesv := Iv, queda ~v? < t52 ~ 10%6 s~2. Finalmenteparaun portatil de 1
kg, setieneque,enunidadegeongtricasy < 1/m~ 10%° s~1hit~1, y, encoincidencia
conlLloyd, v < m~ 10°* IPS.
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