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HYRJE

Eshté véshtiré q¢€ historia e njé dege t€ matematikés e madje edhe historia e njé pjese té
asaj dege t€ matematikés té kondensohet dhe té pérfshihet né njé punim diplome prej
afro 35 fagesh. Kjo véshtirési na pércolli edhe gjaté punimit té késaj diplome.

Qé té tejkalohej kjo véshtirési duhej ndalur vetém né ideté kyce dhe personalitetet qé
sollén deri te zhvillimi i késaj 1émie dhe duke minimizuar hapésirén pér zhvillimet tjera
té cilat 1 konsideruam dytésore. Né kété rast detajet bibliografike duhej té kufizoheshin
né masé, mbase disa matematicienté qé kontribuan, ose u tejkaluan ose u pérmendén
duke u tejkaluar. Mbase tejkalimi dhe kufizimi mé i madh u bé ndaj referimit té
atmosferés sé pérgjithshme kulturore dhe shoqérore né té cilén u zhvillua matematika.

Gjaté punimit té diplomés, né té shumtén e rasteve u jemi referuar burimeve té ”dorés sé
dyté” e madje né disa raste duhej t'u referoheshim edhe burimeve mé t€ “/argéta” nga
origjinali. Kjo, pér arsye té€ mungesés sé literaturés origjinale.

Nga parimet bazé q¢€ u shfrytézuan gjaté punimit t€ diplomés vecojmé:
- theksimi i elementeve kyce té zhvillimit té trigonometrisé,
- pérshkrimi i origjinés sé disa nga nocionet kryesore,

- krahasimi i mendimeve t€ autoréve t€ ndryshém t€ cilét u morén me historiné
e trigonometrisé, qofté né ményré direkte apo indirekte.

Gjaté prezentimit té€ punimit do té vérejmé se ky punim nuk ka té béjé me elementet e
trigonometrisé (si shkencé€) pér té cilén dijmé se ka shumé libra, por punimi nuk
paraget as histori gjithpérfshirése té trigonometrisé, pér té cilén pothuajse jo vetém né
gjuhén shqipe, por edhe né gjuhét tjera nuk ka fare ose ka vetém né numér té€ vogél.

Ky ishte njé element tjetér qé véshtirésoi punén, sepse duhej shfrytézuar shumé
punime e né disa raste vetém né fund té veprés kuptohej se né té kishte pak ose nuk
kishte fare elemente té historisé sé trigonometrisé.

Pastaj ményra se si kjo pjesé trajtohej nga autorét e ndryshém paraqiste véshtirési né
kontekst pér t€ vendosur nése té studiohej trigonometria né kuadér té ndonjé civilizimi
dhe kulture, apo né kuadér t€ njé periudhe apo edhe opcioni i treté, g€ historia e saj té
studiohej sipas veté rezultateve té arritura né kété 1émi. Né fund u pércaktuam pér té
punuar né drejtimin i cili do té pérfshinte t€ tri elementet; pra trigonometring si pjesé té
aktiviteteve té civilizimeve kulturore té ndryshme, sipas periudhés dhe sipas rezultateve
té arritura né kété 1émi.

Kuptohet se né kété rast duhej té€ kufizoheshin vetém né disa etapa dhe vetém né disa
rezultate.

Sa i pérket kulturave, civilizimeve dhe periudhave, punimi pérfshin studimin e historisé
s€ trigonometrisé s¢ lashtésisé, asaj greke, induse dhe trigonometriné islame.



Sa i pérket rezultateve, dihet se tri zhvillime mé shumé se té tjerat kané luajtur rol
fundamental né zhvillimin e trigonometrisé.

- tabela e kordave e Ptolement,
- teorema e Moivrit dhe formula e Enlerit
e” =cosx+isinx
ku trigonometria bashkohet me algjebrén dhe analizén,
- teorema Fourie.

N¢é kété punim do té analizojmé Tabelén ¢ Kordave té Ptolement dhe rezultatet g€ lidhen me
te.

Megjithqé punimi né njé ményré plotéson njé boshllék né kété 1émi, konsiderojmé qé
ende mbetet shumé pér tu béré né ményré € té ndricohet zhvillimi historik i
trigonometrise.

Né fund, né radhé té paré falénderojé Zotin q¢ mé ka mundésuar t€ punoj kété punim.
Po ashtu falénderoj familjen pér t€ gjitha llojet e pérkrahjés qé mé ofruan gjaté téré
kohés sé studimeve. Me kété rast profesoréve té€ nderuar Dr.sc. Emrush Gashi,
Dr.sc.Ramadan Zejnullahu dhe Ramadan Limani, té cilét me sugjerimet e tyre kané
ndihmuar né ngritjen e kualitetit t€ punimit, i shpreh falénderimet mé té sinqerta dhe
mirénjohjet mé té thella.

Mbetemi me shpresé se pérkundér té€ gjitha kufizimeve dhe véshtirésive té
sipérpérmendura, kemi arritur t€ japim njé pérshkrim modest té trendeve kryesore né
zhvillimin e trigonometrisé.



PARATHENIE

Trigonometria éshté degé e matematikés q¢é merret me zgjidhjen e trekéndéshave duke
pérdorur funksionet trigonometrike. Ka zbatim jashtézakonisht té madh né inxhinieri,
arkitekturé, navigim dhe astronomi. Ndahet né trigonometriné plane (qé merret me
trekéndéshat né plan) dhe até sferike (q€é merret me trekéndéshat sferiké). Funksionet
trigonometrike gjithashtu luajné rol né analizé dhe pérdoren pér té paraqitur valét dhe
fenomenet e tjera periodike.

Fjala trigonometri rrjedh nga fjala greke Tri-gono-metry qé do té thoté matje e trekéndéshit.
Megjithaté kjo nuk do té thoté se fillimet e trigonometrisé paraqiten né Greqi. Ato sé
pari paraqgiten né Egjipt dhe Mesopotami (Iraku i sotshém, vendi mes lumenjéve Tigri
dhe Eufrati, ndérsa Babiloni ishte qytet né Mesopotami, afro 100 km né jug té Bagdadit
té sotshém). Njé nga faktet qé déshmon kété éshté tabela e gurit nga Babilonia (v.1800

— 1600 p.e.s.), né té cilén jané dhéné raportet qé jané ekuivalente me cosec’a.

Papirusi Egjiptas i Rhind-it nga (v. 1650 p.e.s.) €shté njé déshmi tjetér pér kété. Ai
pérmban probleme né té cilat raportet e brinjéve té trekéndéshit aplikohen tek
piramida. Ajo qé vlen té theksohet éshté se as Egjiptasit e as Babilonasit nuk kishin
konceptet e tanishme pér matjen e kéndeve dhe raportet e sipérpérmendura
konsideroheshin si veti té trekéndéshit e jo t€ kéndeve.

Deri né paraqitjen e matematikés greke, nuk pati punime nga lémi i trigonometrisé.

Gjeometria greke paraget njé ndér té arriturat mé t€ madhe té intelektit njerézor si nga
aspekti matematik, poashtu edhe nga ai historik, si nga ana praktike ashtu edhe nga ajo
estetike. ”Koba ¢ saj ¢ arté’ shtrihet nga Talesi 1 Miletés! afro 600 vite p.e.s. deri né
shekullin e dyté p.es. me punimet e Eratostenit, Apolonit dhe _Arkimedit té
pakrahasueshém.

Matematika e hershme greke, (e poashtu edhe trigonometria greke), si géllim kryesor
kishte té kuptuarit e pozités sé njeriut né univers sipas njé sistemi racional. Pérmes
matematikés ata u munduan qé né kaos té vendosnin rregulla dhe qé ideté ti
rregullonin sipas njé zinxhiri logjik.

ME¢ pastaj vazhdoi ajo q€é quhet “periudha e argendt?” e cila vazhdoi gjer né vitet 300 té
eres sone.

Ajo cka e béri gjeometriné greke té arté dhe argjendté sipas historianit té matematikés
greke Iro/ Thomas jané:

1 Talesi qé konsiderohet “baba” i matematikés tradicionale greke, gjaté pjesés sé paré té shekullit VI
para erés soné vizitoi Babiloniné dhe Egjiptin. Mbase atje do té keté paré zhvillimin e matematikés té
cilén do ta sjell né Greqi.



- rigoroziteti logjik impresionues qé grekét e zbatuan gjaté vértetimit té
teoremave,

- natyra e “pastér’ gjeometrike e matematikés sé tyre pér dallim prej asaj
numerike si dhe,
- organizmi 1 shkathté i tyre né paraqitjen dhe zhvillimin e pohimeve
matematike?.
Gjersa civilizimet e Egjiptit dhe Mesopotamisé, shfrytézonin gjeometriné né ndarjen e

tokés dhe ndértimit té piramidave, grekét ishin té parét qé u morén me feorema
geometrike dhe qé té parét vértetuan pohimet me rigorizitet logjik.

Sukseset dhe rezultatet vazhduan me Hiparkusin (Hipparkus-140 p.e.s.) 1 cili punoi njé
tabelé t€ kordave. Kété tabel€ ai e shfrytézonte pér zgjidhjen e trekéndéshit. Kjo éshté
njé nga tabelat pararendése té tabelave moderne té sinuséve.

Me kalimin e kohés, né Greqi paraqgiten edhe shkencétar té tjeré té cilét me punimet e
tyre arritén rezultate nga lémi i trigonometrisé dhe me kété krijuan emér né shkencén e
matematikés.

Ndér ta ishin: Menelausi i Aleksandrisé (Sphaeries, v. 100 es.) 1 cili i pari pérdori
trekéndéshat sferik dhe paraqiti elemente té #rigonometrisé sferike dhe Ptolemen (Almagest v.

140 e.s.) njehsoi kordat e kéndeve né mes té (%) dhe 180° né intervalet (%) .

Prolemen poashtu “hulumtor” identitetet trigonometrike.

Trigonometria greke mé voné u zhvillua nga matematikanét hindus, té cilét kryen
pérparime duke zévendésuar kordat e pérdorura nga grekét me gjysmé korda té
rrathéve me rrezen e dhéné, ekuivalente me sinusin e sotém. Tabelat mé té hershme té
tilla gjenden né Szddhantas (Sistemet e astronomisé) té shekujve 4 dhe 5 té e.soné.

Pérveg rezultateve né lémin e trigonometrisé g€ u arritén né Greqi, edhe shkencétarét
né Indi arritén rezultate qé ndikuan né zhvillimin e matematikés né pérgjithési dhe té
trigonometrisé né vegantt.

Mé voné né shekullin VIII, astronomét musliman shfrytézuan rezultatet e arritura né
Greqi dhe né Indi dhe deri né shekullin X kompletuan rezultatet pér vlerat e funksionit
sinus dhe t€ pesé funksioneve té tjera, pastaj vértetuan disa teorema themelore té
trigonometrisé si pér rastin e trekéndéshit né rrafsh ashtu edhe té atij sferik.
Shkencétarét musliman pér heré té paré pérdorén trekéndéshin polar pér trekéndéshin sferike.
Vlen té ceket se tabelat e tyre ishin té njé saktésie té madhe. Po pérmendim kétu
astronomin e madh Nasir ad Din al Tisi 1 cili shkroi librin Studin i figurave transverzale 1
cili paraqget trajtimin e paré t€ trigonometrisé né rrafsh dhe té asaj sferike si shkencé té
pavarur matematike.

Népérmjet kulturés islame, peréndimi u njoh me thesarét e matematikés sé lashtésisé
por edhe me veprat e shkencétaréve muslimané. Pér kété po i referohemi librit nén [7]
“...né zgjimin matematik t€ Europés, qé fillon aty nga shekulli X1 ka luajtur rolin e vet
edhe njohja me qytetérimin islamik. Se sa e etur ishte Europa pér dijet shkencore,

2 Autori 1 librit [15] citon nga Irol Thomas, Greek Mathematical Works, VEllimi 1, Loeb Classical Library,
Cambridge, MA, 1967 p.p. viii-ix.



bartés t€ té cilave ishin arabét, e rréfen fakti se kur mé 1085 maurét u débuan nga
Toledoja, aty u vérsulén turma té téra studentésh nga vendet europiane pér té mésuar
shkencén e arabéve. Nisi pérkthimi masiv né gjuhén latine i doréshkrimeve shkencore
arabe, népérmijet té cilave Europa shikoi punimet klasike té matematikés dhe veprat mé
té shquara té veté arabéve. I njohu dhe jo vetém u mrekullua, por e kuptoi qé nuk
mund té ndértohej kurrsesi njé kulturé serioze shkencore pa pérvetésuar thesarin
matematik t€ trashéguar nga bota e lashté dhe lindja”. Pér ata q€ jané té interesuar pér
“rrezatimin e fuqishém grek népér shekuy’ 7] ofron té dhéna interesante, kurse [9] shpalon
njé pjesé té panjohur pér shumké, té rezultateve té arritura né “kobén e arté islame’
periudhé kjo qé ndryshe njihet si “ervésira mesjetare enropiane”.

Trigonometria béhet shkencé plotésisht e ndaré nga astronomia me librin De Triagulis
Ommimodus Libri Quingue, shkruar nga Johannes Miller nga Konigsbergu i njohur me
pseudonimin Regiomontanus né vitin 1464 i cili doli nga shtypi né vitin 1533. Né kété
libér paragitet hyrje komplete né trigonometri qé dallon nga tekstet e tanishme vetém
né faktin gé notacioni i sotém nuk ekziston né t€. Pérmban feoremén e sinusit pér

trekéndéshin sferik.

Ndonése cekém mé paré se pérpjekjen mé té hershme dhe rezultatet e para né kété
aspekt i ka arritur Nasir al-dini né shekullin XIII, por pérpjekja dhe rezultati i
Regiomontanus-it ishte mé i larté. Mbase ”/argésia né fobhé” mund ta arsyetojé kété.

Pas késaj kohe trigonometria fillon té zbatohet edhe né algjebér né njehsimin e
rrénjéve t€ barazimeve té ndryshme.

Sa i pérket shkencétaréve mé té€ hershém té Europés qé u morén me punime nga lémi i
trigonometrisé, po e pérmendim Joban Miiller. Pastaj matematicienti francez Frangois
Viete kontribuoi me rezultatet e tij mbi frekéndéshin polar né trigonometriné sferike dhe
paraqiti formulat e funksioneve té kéndeve té shuméfishta, sin(ng) dhe cos(ng) té
shprehura pérmes sing dhe cosq. Meqé jemi tek 17, po cekim se me té
trigonometria béhet analitike.

Né 1éminé e trigonometrisé kontribuoi edhe John Napier i cili mé paré, né shek. XVII 1
pari kishte “zbuluar’ logaritmet. Ai paraqiti dhjeté pohime pér zgjidhjen e trekéndéshit
sferik dhe disa relacione té njohura si Analogiité e Napier-it pér zgjidhjen e trekéndéshit
sferik kéndngusht.

Saktésisht gjysmé shekulli pas publikimit té logaritmeve nga Napier-i, Isak Njutni (Isaac
Newton) “zbulo?” njebsimet diferenciale dhe integrale. Esenca e punés sé tij me kété rast ishte
paraqgitja e funksioneve té ndryshme né formé té serive t€ pafundme té shprehura né
funksion té fuqive t€ x-it. Késhtu Newron-i paraqiti serité sinx, cosx dhe tgx. Me
paraqitjen e njehsimeve diferenciale dhbe integrale, funksionet trigonometrike “futen”’ né analizé
ku edhe sot e késaj dite vazhdojné té luajné rol té réndésishém si né matematikén
aplikative ashtu edhe né até teorike. Pérfundimisht, né shek.XVII matematikani
zvicerran Leonhard Euler® definoi funksionet trigonometrike 1& numrave fompleks. Duke
zbatuar ”frigonometriné komplekse”, vértetohet njé nga formulat fascinuese té matematikés

3 Pérdorimi sistematik i rrezes 1, dhe me kété koncepti 1 sinusit, tangjentit dhe shénimet qé pérdorim sot
né trigonometri datojné nga Ewuleri (1748).



e"+1=0

e cila né vete ngérthen konstantat mé t€ réndésishme té matematikés: 0, 1,7, e,i.

Ky punim nuk do té trajtojé té gjitha periudhat e zhvillimit té trigonometrisé por vetém
ato q€ kané t& b&jné e trigonometriné e lashtésise, até greke, indiane dhe trigonometring islame.

Me formulén e Muavrit paraqgitet trigonometria imagjinare dhe tani barazimi sinx =2
kishte zgjidhje. Dhe né fund Fowurie, me serité trigonometrike do t’i jap trigonometrisé
atributet e njé dege moderne dhe shumé té aplikueshme.



1. FILLIMI I TRIGONOMETRISE

Matematika nuk njeh pér raca ose kufij gjeografik; pér
matematikén, bota e kulturuar éshté njé vend.
David Hilbert

Né vitin 1858, juristi Skoces dhe koleksionisti i gjésendeve antike, .A. Henry Rhind
(1833-1863) né njé nga udhétimet e tij né luginén e Nilit, mori njé dokument g¢ ishte
gjetur disa vite mé paré né gérmadhat e njé ndértese t€ vogél né Thebes (afér Luxor-it
té sotém) né Egjiptin e epérm. Ky dokument i cili prej asaj kohe njihet si Papirusi i
Rbhindit, éshté pérmbledhje e 84 problemeve matematike qé kishin té bénin me
aritmetiké, algiebér elementare dhe gieometri*. Papirusi i Rhindit (Papyrus Rhind) 1 shkruar diku
rreth vitit 1650 p.e.s. paraget dokumentin mé t€ pasur né aspektin historik.
Karakteristiké kryesore e tij éshté se pérmban materiale shumé mé té vjetra se sa koha
kur jané shkruar.

Pas vdekjes sé hershme té Rhindit, papirusi u bé proné e Mugeut Britanik (British
Museum) ku gjendet edhe sot>. Ajo ¢ka ne do té theksojmé pér té, éshté se éshté
shkruar nga Ah-mose 1 njohur mé tepér si Ahmes.

Por si¢ edhe Ahmosi shkruan né parathénien e tij, kjo nuk ishte puna e tij. Ai e kishte
pérshkruar até nga njé doréshkrim 1 vjetér.

Pér kété punim diplome me réndési éshté problemi 56.
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Figura 1. Problemi 56 i Papirusit t&¢ Rhindit

Ky problem® merret me monumentet mé té famshme Egjiptase Piramidat.

Le té shohim problemin.

4 Vlen té pérmendet se papirusi pérmbante edhe tri fragmente qé nuk kishin té bénin me matematiké,
dhe disa autor kétyre pjeséve u referohen si problemet 85, 86, 87.

> Pér detaje tjera pér Papirusin ¢ Rhindit shih [18], fq. 3-11.
0 T€ té njéjtés natyré jané edhe problemet 57, 58, 59, 60.
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Problemi 56. “Nése piramida éshté 250 kubits (cubits) e larté kurse brinja e bazés sé saj
éshté e gjaté 360 kubits, sa Eshté sekedi 1 saj?

Né kété problem paraqiten dy “probleme” gjuhésore. Cfaré éshté kwubits? Dhe ¢ka éshté
sekeds? Qarté se i pari paraget njési t€ matjes egjiptase t€ kohés kur u shkrua problemi,
kurse né vijim do té kuptojmé domethénien e fjalés seked.

Zgjidhja e Ahmesit.

Merre % e 360; béjné 180. Shumézo 250 me dicka qé t€ merret 180; béjné % %

L e njé kubiti. Njé kubit Eshté 7 palma. Shumézo 7 me 11 L:
50 2 5 50
1 7
1 3 1
2 2
1 | 1 L
5 3 15
€L L 1
50 10 25
. S| g 1 11 11 1
Késhtu Seked: éshté 5— palma (q€ éshté:| 3+— [+|1+—+—|+| —+—|=5—).
25 2 3 15 10 25 25

Le té analizojmé zgjidhjen.

Qarté se % e 360 éshté 180 dhe kjo paraget gjysmén e brinjés sé bazés katrore té

piramidés.

Figura 2

Pastaj kemi: “Shumézo 250 me digcka qé t€ merret 180” d.m.th. né notacionin toné
180 18

éshté 250-x =180 = x = =—.
250 25



Por, meqé matematika egiiptase kérkonte pérgjigjet né formé thyesore, atéheré
18 1 1 1
— =t ——.
25 2 5 50
Ky numér, paraqet raportin e gjysmébrinjés sé bazés dhe lartésisé sé piramidés.
Né fakt “seked?” qé¢ Ahmesi e njehsoi éshté kotangjenti i kéndit qé formon baza e
piramidés dhe faqgja e saj.”
Tabela mé e hershme trigonometrike Plimton 322 1 takon periudhés sé Babilonisé sé

vietér té€ dinastisé s¢ Hamurabéve (1800 — 1600 p.e.s) dhe paraget njé dokument tjetér
té lashté.

© Trigonometric Delights, Eli Maor, Princeton University Press 2002

Figura 3. Tabela Plimton 322

Njé analizé e béré késaj tabele tregon se né té shqyrtohen #reshet e Pitagorés (numrat e
ploté a, b, ¢ té tillé qé ¢ =a’ +b*)8.
Ajo cka e béné kété tabelé rrigonometrike”’ Eshté fakti se né t€ njé réndési e vecanté i

kushtohet raportit £ e qé dijmé se né trekéndéshin kénddrejté ky raport paraqet
a

kosekantin (cosec) e kéndit o, ku a éshté kéndi prané kulmit A.

Faktet q¢é né detyrén 56 t& Papirusit t¢ Rhindit dhe né tabelén Plimton 322 pérdoret njé
funksion trigonometrik nuk na lejon qé ménjeheré t€ konkludojmé se Egjiptasit apo
Babilonasit e zbuluan trigonometriné. Mbase mé e logjikshme do té ishte qé atyre t’iu
atribuohet merita pér “para-trigonometriné”’, fjalé kjo qé mé tepér i pérshtatet kohés dhe
rezultateve 2000 vite para se grekét té fillojné ta transformojné kété 1émi né mjet té
fuqgishém té€ matematikés sé aplikuar.

7 Pér arsyet se pse dhe si kjo madhési (seked) zbatohej né praktiké, shih [18].
8 Ky paraqet njé nga faktet e shumta q€ #eorema ¢ Pitagorés njihej mijéra vjet para Pitagorés, shih [18] £q.30-
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2. TRIGONOMETRIA GREKE
2.1 FILLIMI I TRIGONOMETRISE NE GREQI

Té ashtuquajturit Pitagorasit, qé ishin té parét qé u morén me
matematiké, jo vetém qé e zhvilluan kété Iémi, por ata u
“ushqyen” me té, ata mendonin qé parimet e matematikés jané
parime té té gjitha gjérave.

Aristoteli

Problemet e parashtruara nga Plato, Apoloni e t€ tjerét e q€ kryesisht kishin t€ bénin me
astronominé ([1], £q.136-142) mbetén pa zgjidhje.

Arsyeja kryesore géndronte né mungesén e aparatit trigonometrik.

Hiparkusi (Hipparchus 190 — 120 para erés soné (shkurt p.e.s)) nga Bithunia qé kreu
vrojtime sistematike t€ pozitave t€ planetéve, pastaj paraqiti sistemin koordinativ pér
sferén e yjeve, filloi té merret edhe me njehsime trigonometrike té€ domosdoshme pér
zgjidhjen e trekéndéshit kénddrejté. Pér té kryer njehsimet g€ i nevojiteshin, Hiparkusit
1 nevojitej tabela e raporteve trigconometrike. Meqé tabelat e tilla nuk ekzistonin ai
duhej t'i punonte ato vet.

Pak nga ajo qé ai kontribuoi erdhi tek ne, gjersa burimi kryesor i njhurisé soné pér té
arriturat e tij erdhi pérmes Prolement, 1 cli jetoi tre shekuj mé voné.

Ajo c¢ka me keqardhje duhet té thuhet éshté fakti se qé t€ 12 librat mbi wehsimin e
kordave qé shkroi Hiparkusi kané humbur.

Pér té studiuar pozitén e yjeve dhe planeteve, nevojitej njésia matése pér harqe dhe
kénde, si dhe metoda pér t€ pércaktuar pozitén e trupit (né kété rast yjeve dhe
planetéve né sistemin sferife koordinativ).

Késhtu p.sh. Euklid? si njési matése t€ kéndit e konsideronte kéndin e drejté. Kéndeve
té tjer€ ai iu referohej si shuméfish ose nénfish t€ kéndit té drejté. Babilonasit, diku afro
300 vite p.e.s. e ndanin perimetrin e rrethit né 360 pjesé t€ quajtura shkallé, ku ¢do
shkallé kishte 60 minuta dhe ¢do minuté pérbéhej nga 60 sekonda.

9 Euklidi ndonése punoi punime té ndryshme nga matematika, emri i tij lidhet ngusht me Elementet, njé
punim sistematik t€ matematikés gjeratéhershme greke. Elementet éshté e ndaré né 13 libra dhe
pérmban 465 pohime t€ gieometrisé dhe feorisé s¢ numrave. Nga shumé matematikané konsiderohet si
teksti mé 1 réndésishém i matematikés i t€ gjitha kohérave. Ajo cka béné Elementet dhe me té edhe
Euklidin aq té réndésishém éshté zhvillimi logjik i saj duke filluar nga parimet mé té thjeshta deri te
rrjedhimet e sofistikuara. Exk/idi e filloi Librin 1 me 23 definicione ashtu g€ lexuesi ta kishte té€ qarté
se ¢ka nénkuptonin termat e pérdorura. Ai paraqiti 5 postulate (pa vértetime ose arsyetime, ato
thjesht duhej t€ pranoheshin) qé shérbenin si bazé té€ gjeometris€ sé€ tij, pra si pikénisje pér ¢do gjé qé
do té rrjedh mé pastaj.
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Eshté interesante té ceket se ende nuk dihet pse Babilonasit e ndanin rrethin né 360 .
Por né kété aspekt ekzistojné hipoteza té ndryshme si:

- 360 plotépjestohet me shumé numra té vegjél té ploté gjé qé lehtéson
llogaritjet,

- éshté numér i afért i “rumbullakésnar’ me numrin e ditéve té vitit,

- pér shkak se dielli [éviz pér 1" né ekliptiké'0 gjaté ¢do dite.

Pérveg arsyeve té sipérpérmendura, autori 1 librit [18] mendon se njé arsye tjetér mund
té keté gené fakti se rrethi mund té ndahet né (6) gjashté pjesé dhe secila prej tyre
formon kordé té barabarté me rrezen e rrethit.

60°

Figura 4

Por njé gjé éshté mé se e sigurté: mungojné faktet pér té pérkrahur kéto hipoteza dhe
mbase origjina e sistemit ”360 shkallé” mund t€ mbetet pérheré e panjohur.

Sidoqofté, sistemi pérshtatej me sistemin numerik babilonas e qé ishte sistemi
seksagecimal (me bazé 60), i cili mé voné do té adaptohet nga grekét dhe do té
pérdoret edhe nga Prolemen né tabelén e tij t€ kordave.

Ndonése sot sistemi numerik me bazé 60 éshté i papérdorshém, ndarja e rrethit né 360
pjesé t€ barabarta ka mbijetuar jo vetém né matjen e kéndeve por edhe né ndarjen e
orés né 60 minuta dhe minutés né 60 sekonda.

Sa i pérket fjalés shkallé ajo daton nga grekét. Sipas historianit t€ njohur té€ matematikés

David Eugene Smith, grekét pérdornin fjalén poipa (moira), té cilén arabét e pérkthyen
né fjalén daraja dhe pastaj kjo fjalé shndérrohet né latinisht de gradus, prej nga né
gjuhén angleze merret degree...

Kohéve té fundit si njési matése e kéndeve merret radiani. Sipas pérkufizimit:

Kéndi me kulm né gendér té rrethit, gjatésia e harkut té t€ cilit éshté e barabarté me
rrezen e rrethit éshté 1 radian. Lehté tregohet se 1 radian = 57.29°.

Sa 1 pérket fjalés radian ajo éshté e vonshme. Até e pérdori i pari né vitin 1871 Johan
Thomson, véllau i fizikantit té€ famshém Lordit Kelvin (Willian Thomson).

Ajo ¢ka do té mbetet e panjohur do té jeté konventa pér t€ matur kéndin né drejtim té
kundért té akrepave té orés.

10 Shih [14], £q.25-26. Me kété rast po cekim se t€ gjitha kuptimet nga astronomia qé nuk pérmenden
né fusnota gjenden né [14].
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Figura 5. Ora me drejtim té kundérté té€ akrepave té orés
Hiparkusi si njési matése t€ harkut pérdori harqe qé i pérgjigjeshin 1/24 (t€ perimetrit té
rrethit) dhe 1/48, dhe quheshin “hapa” ose “gysmé hapa”.

Elementi themelor i trigonometrisé sé¢ Hiparkusit (e mé voné edhe té Prolemeit) ishte
korda e qé i pérgjigjet harkut t&¢ dhéné (ose kéndit gendror) né rrethin me rreze té
dhéné.

crd(180 - o)

crd(a)

Figura 6

Qé té dy punuan tabela me rezultatet pér kéndin o dhe kordén e tij crd(a) pér vlera té

ndryshme té harkut té kéndit a.. Duhet té kemi parasysh se korda (o) (ose crd(c)) éshté
gjatési. Nése me R shénohet rrezja e rrethit, at€heré korda shprehet me barazimin

crd(a) =2R- sin%.

Meqé kéndet dhe harqet mateshin né shkallé dhe minuta, Hiparkusi vendosi qé té
pérdoré té njéjtat njési pér rrezen e rrethit. Duke ditur se perimetri i rrethit éshté 2R

dhe duke marré pér vleré té pérafruar té€ 7z-sé¢ 3;80,30 me ¢’rast éshté pérdorur sistemi

numerik me bazé 60, (rezultat ky qé gjendet mes dy vlerave té Arkimedit 3% dhe 3%—

pér mé tepér pér Arkimendin dhe kontributin e tij shih [7] £q.83-113 si dhe [1] fq.102-
116 ) ai e njehsoi rrezen R — si vijon:
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_60-360
2.

R

=57,18 =3438'".

Pér té njehsuar kordat e ndryshme Hiparkusi filloi me kéndin 60,
NE¢é kété rast korda éshté e barabarté me rrezen. Pra,

crd(60°) =3438'=57,18.
Pér kéndin 90, korda éshté baraz me R+2 =4862'=81,2.

Pér té njehsuar kordet e kéndeve tjeré, Hiparkusi shfrytézoi dy rezultate nga gjeometria
té njohura pér té. S€ pari nga figura 6 €shté e qarté se

crd(180° — o) = 4/(2R)? — crd?(av).

Pastaj, Hiparkusi njehsoi crd[%j me formulat pér gjysmékéndin. Pér kété le ti

referohemi figurés 7.

Figura 7

Le té supozojmé se kéndi o = ZBOC éshté ndaré né dy pjesé té€ barabarta nga OD. Pér

té shprehur crd(%) né funksion té crd(a) = BC né AC caktojmé pikén E ashtu qé AE

= AB. Atéheré trekéndéshi ABD éshté kongruent me trekéndéshin AED. Meqé BD =
DC rrjedh se DC = DE. D.m.th. trekéndéshi CDE éshté barakrahés.

Le té jeté F né AC e tillé qé DF t€ jeté normale né EC, atéheré:

CF = %CE = %(AC— AE) = %(AC— AB) = %(213 — crd(180° — av)).

Gjithashtu trekéndéshat AACD dhe DCF jané té ngjashém, d.m.th.
AC:CD=CD:CF.

Késhtu gé crdz(%j =CD* = AC-CF = R(2R —crd(180° — o).

Ky rezultat né shénimet e sotme do té shénohe;j

2
(2R sing) = R(ZR -2R cosgj
4 2
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ose duke zévendésuar o0 me 20 do té kemi
., l—cosa
sin” — = ————.
2 2

Késhtu Hiparkusi mund té njehsonte kordén pér ¢do kénd prej (7%) deri né 180°

duke u bazuar né “gjysmé hapat” (7%) .

Kontribut né lémin e trigonometrisé dha edhe Klaudius Ptolemen (Clandins Ptolemy, 100 —
178. e.s). Njé nga punimet mé té vlefshme t€é Prolement né 1éminé e trigonometrisé ishte
vepra “Mbi madhésiné e kordave té brendashkruara né rreth”’, punim ky i cili u pérfshi né
veprén Syntaxis Mathematica (Pérmbledhje matematike), vepér e cila pérbéhet nga 13 libra
dhe késhtu té pérkujtojné Elementet ¢ Enklidif! qé paraqesin kulminacionin e
astronomisé greke. Pér kuriozitet po cekim se me shekuj kjo vepér éshté quajtur Magisti
syntaxis (Pérmbledlja mé e madhe). Mé pastaj shkencétarét islamik filluan ta quajné a/-
magisti dhe qé atéheré njihet me emrin Almagest. Pérveg Almagestit, Ptolemen mé shumé
sot njihet si themelues i sistemit gieocentrike sipas té cilit toka éshté e palévizshme dhe
gjendet né gendér té gjithésisé dhe se planetét tjeré lévizin pérreth tij. Shumé pjesé nga
vepra e réndésishme e Prolement, Almagesti mund t'i dedikohet Hiparkus-it, né vecanti ajo
qé ka té béjé me pérdorimin e rrathéve ekscentrik dhe epicikloideve pér té pérshkruar
lévizjen e diellit, hénés dhe planeteve. Poashtu shumé ide qé gjenden né té rrejdhin nga
astronomét babilonas. N&é Alwmagest gjendet formula pér sinusin dhe kosinusin e shumés dhe
ndryshimet 1¢ dy kéndeve, poashtu elementet hyrése té trigonometrisé sferike.

Almagesti paraqet né njé ményré versionin e korrektuar dhe té zgjeruar té tabelés sé
kordave t€ Hiparkus-it duke 1 bashkangjitur edhe pérshkrimin se si éshté konstruktuar
tabela.

Para se té fillojmé té analizojmé punén e Prolement, po pérmendim se njé numér i madh
1 shkencétaréve grek né mesin e té ciléve ishte edhe Prolemen (1 cili njihej si dashamirés i
shkencés dhe mbrojtés i shkencétaréve) emigruan né Aleksandri. Mendimi shkencor i
késaj periudhe i dha njerézimit rezultate t€ médha, rezultate kéto qé mé paré nuk ishin
té ditura. Veté fakti se né mesin e shkencétaréve qé punuan dhe kontribuan né
Aleksandri ishin edhe Arkimed:, Teoni dhe vajza e tij Hypatijia déshmon njé gjé té tillé.
Kjo éshté arsyeja kryesore qé autorét nga [9] kété periudhé té historisé e quajné
“Periudba e Aleksandrise”’. Pérveg Ptolement edhe Menelansi 1 cili né kété punim shqyrtohet
né kuadér té trigonometrisé greke, mendohet t€ keté qené nga Alkeksandria. P.sh. né [8]
né sqarimin e trekéndéshit sferik shkruan:

“Menelansi nga Aleksandria (v.100 e.s) pérdori termin #ripleuron né veprén e tij Sphaerica
(sipas Pappus-it).” Sipas botimit té dyté The Oxford English Dictionary, “kjo éshté paraqitja
mié e hershme (qé dihet) e nocionit 12 trekéndéshit sferik’™?.

11 Pér ngjashmérité mes kétyre dy librave si dhe dallimet e arsyet pse Elementet mbijetoi népér shekuj
kurse .Almagesti jo, shih [18].

12 Meqé jemi tek trekéndéshi sferik pér kuriozitet po e citojmé kryetarin e SH.B.A. Thomas Jefferson i cili
né letrén dérguar L.H.Girardin-it, mé 18 mars 1814 shkruan: “Pas kérkesés suaj béré até dité po ju dérgo
Sformulat dbe sqarimet e mia ¢ teoremés s¢ Napier-it pér gjidhjen e trekéndéshave kénddrejté sferik”.
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NEé [14] Prolemen konsiderohet té keté qené “astronom Aleksandrian”. Vlen té ceket se pér
kundér faktit qé né [1] Prolemen dhe veprimtaria e tij trajtohen né kuadér té “Metodave
matematike né kohét helenike’ né njé pjesé shkruan: “... bér observime té shumta t trupave
qeellor nga lokacionet prané Aleksandrisé ...”.

Ne né kété punim, duke mos pasur mundési t€ studimit mé té thellé té késaj ¢éshtje e
pérmendém opinionin shkencor té autoréve [9] dhe (8], por Prolemeun dhe veprimtariné
e tij do ta shqyrtojmé si pjesé t€ periudhés greke duke dashur té€ veprojmé né ményrén
se si veprot autori né [1].

Ptolemen filloi punén e tij né Almagest me njé pérshkrim té konceptit grek pér kozmosin,
pérshkrim ky 1 pércjellur me rezultate té trigonometrisé né rrafsh dhe té asaj sferike pér
njehsimin e pozités sé planetéve. Si detyré e paré q€ i vuri vetes Prolemen ishte
konstruktimi 1 tabelave t€ kordave né njé ményré mé komplete se sa Hiparkus:.

Ideja e tij ishte q€ gjaté konstruktimit té késaj tabele té pérfshiheshin harget prej (éj

deri né 180 né intervale (Ej dhe pér kété atij 1 nevojitej mé shumé “gieometr?” se sa

Hiparkusit.

Gjithashtu, pér dallim nga Hiparkusi i cili pér R mori vlerén 57,18, Ptolemen me qéllim
lehtésimi gjaté llogaritjeve mori R = 60.

Punén e tjj ai e filloi me njehsimin e gjatésive té kordave pér kéndet gendrore qé u
korrespondojné brinjéve t& dbjetekéndéshit 1 rregullte, giashtékéndéshit 1€ rregullté, pesékéndéshit
1¢ rregullte, katrorit dhe trekéndeshit té brendashkruar né rreth.

Né kalkulimet e tij, Pfolemen njehsoi kordén e kéndit 36, qé éshté gjatésia e brinjés sé
dhjetékéndéshit té€ rregullté té brendashkruar né rreth.

Né figurén 8, ADC paraqet diametrin e rrethit me qendér né pikén D, BD éshté
normal né ADC. Pika E e pérgjysmon DC-né, kurse I éshté caktuar e tillé q¢ EF =
EB.

B

y R x+a

A

F xpapal€

Figura 8

Nga figura 8 shihet se
CF -FD + ED* = EF*

[ON]@
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CF-FD+ ED’? = EB? (sepse EF = EB)
Nga zbatimi 1 Teoremés s¢ Pitagorés pér trekéndéshin EDB kemi
ED’ + DB* = BE*.
Prandaj CF - FD + ED* = ED* + DB’
D.m.th. CF - FD = DB’
Meqé DB = DC =R kemi CF-FD = DC".
Tani sipas veprés Elementet ¢ Eunklidit X111-9.13
Nése brinjét e gjashtékéndéshit dhe dhjetékéndéshit té

brendashkruar né té njéjtin rreth, vendosen né té njéjtén drejtéz,
atéheré pika e takimit e ndan segmentin sipas “prerjes s¢ arté’14.

Meqé rrezja CD éshté e barabarté me brinjén e gjashtékéndéshit té brendashkruar né
rreth, Ptolemen ka treguar se DF éshté brinja e dhjetékéndéshit, pra DF =crd(36°). Pér
té€ njehsuar kété gjatési, ai veproi si vijon:

DF = EF — ED = EB— ED =+ BD* + ED* — ED = /3600 + 900 —30 = 37;4,55.15
Le t'i referohemi sérish veprés Elementet e Enklidit XI11-10.

Nése pesékéndéshi i rregullté brendashkruhet né rreth, atéheré
katrori 1 brinjés sé pesékéndéshit éshté 1 barabarté me shumén e
katroréve té brinjés sé gjashtékéndéshit dhe dhjetékéndéshit té
rregullté t€ brendashkruar né té njéjtin rreth'®.

Prolemen vérejti se katrori 1 brinjés sé pesékéndéshit té rregullté (:crd(720)) éshté 1
barabarté me shumén e katroréve té brinjés sé dhjetékéndéshit té rregullté dhe brinjés
s¢ gjashtékéndéshit té rregullté. D.m.th.

crd(72°) = 4/R* +crd*(36°) = 70;32,3.
Rezultati i fundit merret pasi qé crd(60') = 60.
Pér mé tepér crd(90°) = \/ﬁ =/7200 = 84;51,10.
Kurse crd(120°) = V3R? =103;55,23. Pérfundimisht, meqé

crd®(180 — o) = (2R)* —crd’a, Prolemen mund té njehsonte kordén e kéndit suplementar
té cfarédo harku, korda e té cilit dihe;.

Késhtu ai filloi t€ punojé né tabelén e vlerave té kordeve duke u mbéshtetur né
pohimet e Gjeometrisé Euklidiane” dhe mundésité pér t€ njehsuar rrénjén katrore té

13 Vepra Elementet ¢ Enklidit pérbéhet nga XIII libra. Shénimi XIII - 9 do t€ thoté, Libri X111, pohini 9.

14 Sa 1 pérket “prerjes s¢ arté”, shih p.sh. [3] £q.248, [4] fq.112, si dhe [§].

15 Né sistemin numerik me bazé 60 t€ cilin e ka pérdorur Ptolemen shénimi 37;4,55 paraqet
37+4/60+55/3600.

16 Zbérthimi dhe vértetimi i disa nga teoremat e |2] gjenden né [6].

17 Sipas [8] Euklidi nuk e quajti punimi e tij Gjeometri por Elementet.
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numrave té ndryshém. (Sa i pérket ményrés sé njehsimit té rrénjés katrore nga Ptolemen,
shih [1], fq.147).

Né punén e tij t€ métejme, Prolemen formuloi teoremén e méposhtme.

TEOREMA E PTOLEMEUT: N¢ cdo katérkéndésh té€ brendashkruar né rreth,
prodhimi i diagonaleve éshté i barabarté me shumén e
prodhimeve té brinjéve té€ kundérta ndérmjet tyre.

B

D
Figura 9

NE figurén 9 éshté dhéné katérkéndéshi ABCD i brendashkruar né rreth.
Pra, duhej treguar se AC-BD =AB-CD+ AD-BC.
Ptolemen gjaté vértetimit veproi si vijon:

Né AC caktoi pikén E ashtu q¢ LABE = ZDBC. Pastaj ZABD = ZEBC. Gijithashtu

ZBDA = ZBCA sepse formojné t€ njéjtin hark. Késhtu nga ngjashméria e
trekéndéshave ABD dhe EBC merret

BD:AD=BC:EC ose AD-BC=BD-EC. (1)

Ngjashém, meqé ZBAE = ZBDC, trekéndéshi ABE éshté i ngjashém me
trekéndéshin BDC. Késhtu AB: AE =BD:CDose AB-CD =BD - AE  (2)

Figura 10

Duke mbledhur ané pér ané relacionet (1) dhe (2) merret
AD-BC+ AB-CD =BD-EC+BD-AE = BD(EC + AE) = BD - AC.

Pér té marré formulén pér kordén e ndryshimit t€ dy harqeve o, B Prolemen né teoremé
zévendéson AC = crda dhe AB = crdf3.
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Meqé BC =crd(a—f), nga teorema e mésipérme merret
120crd(oe —B) = crda - crd(180° — ) —crdP - crd(180° — )
shprehje qé né shénimet e sotme do té ishte
sin(o. — ) = sina - cosP — cosa - sin B

e g€ paraqet formulén sinusit té€ ndryshimit t€ dy kéndeve.

Ngjashém a1 tregoi se
120crd(180° — (o + B)) = crdo(180° — ) - crd(180° - B) — crdf - crda
formulé kjo ekuivalente me formulén e kosinusit t€ shumés sé dy kéndeve
cos(a + ) = cosa - cosPp —sina - sin p.

Duke pérdorur formulat e ndryshimit té kéndeve dhe té gjysmékéndit Prolemen,

njehsoi), crd(12°) = crd(72° - 60°), crd(6”) = crd%(l2°), crd3’, crd(l%j dhe crd(%] .

Rezultatet e tij té€ fundit né kété kontest jané crd(l%j =1;34,15 dhe crd(%) =0;478.

Duke pérdorur formulat e mésipérme ai mund té ndértonte tabelén né intervale (1%)
e madje edhe (%) . Por, kétu atij 1 paraqitet njé problem mé “serioz”. N¢€ fillim treguam

se ai déshironte g¢ tabelat e tij t€ ishin pér intervalet (%) dhe késhtu sipas tij:

“Nése éshté dhéné korda e (1%) , at€heré korda e cila i korrespondon

harkut i cili éshté sa 5 e té sipérpérmendurit nuk mund té caktohet me

metoda gjeometrike”.

Me fjalé té tjera, Ptolemen ishte 1 bindur, se metodat gjeometrike nuk jané té

mjaftueshme pér té pércaktuar crd(%j ose né pérgjithési, pér té€ ndaré kéndin né tri

pjesé té barabarta. Pra, nevojitej njé metodé alternative.

Metoda alternative qé ai shfrytézoi e qé ishte metodé pérafrimi bazohej né Jlemeén vijuese:

Nése a<f atéheré crdf : crda < B : o. Kjo lemé ndryshe njihet si mosbarazia e
Apristarkunt dhe vértetimi i kétij pohimi gjendet né [5]. Duke aplikuar kété lemé sé pari
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pér o= (%) dhe B =1, Prtolemen arriti né
crd(17) < icrd El = i(0;47,8) =1;2,50,40.
3 4 3
MEé pastaj ai aplikoi lemén pér a.=1" dhe S = (l%) me ¢’rast mori:
crd(1°) > gcrd(l 1) = g(1;34,1 5) =1;2,50.
3 2 3

Késhtu arriti né rezultatet: crd(1°) =1;2,50 dhe crd(%) =0;31,25.

19

rezultatin



2.2 TABELA E KORDAVE

Pér ne me réndési Eshté Tabela e Kordave e Ptolement, qé éshté temé trajtimi né kapitujté

10 dhe 11 t€ librit té paré té Almagestit.

Tabelat e tij shprehin gjatésiné e kordés né rreth si funksion té kéndit gendror qé e
formon ajo dhe né té pérfshihen rezultatet pér kéndet prej 0° deri né 180° né intervale
prej gjysmé shkalle. Mé paré, pamé se nése r éshté rrezja e rrethit, o - kéndi gendror

dhe gjatésia e kordés shénohet me 4 atéheré d =2r sing.

Ptolemen mori diametrin e rrethit té jet€é 120 njési, késhtu d =1205in%. Ai pérdori

sistemin numerik seksagecimal (me bazé 060), pra até e pérdori bashké me shkronjat greke
ku ¢do shkronje i shogérohet njé numér, p.sh. a =1, B=2 etj.

Késhtu p.sh. pér kéndin 7° (sipas alfabetit grek C) Tabela e Ptolement jep kordén me

+£) (né origjinal 10 Ay ku 1,0,A,y jané 10, 9, 30, 3

gjatési 7;19,33 (7—i—B
60 360
pérkatésisht).
Kavovioy Tav év u\iuz'\;:; oy
n;fg: evdeLov egylmctuv
L Thdaxe |7ofp v
L2 x B v |TFupp v
?;L____?Aébu '.::up v
o v
pL 3 Az rs T g o
| Y, | Yk [T &P oy
x‘!f i AU v [ B
e 51:; o -3-'2{*’; e
-t — ¢ ;a"g' = uh %‘:é_ﬁ
el € pey T pope
S | Siapd [ap ud
sl | g P [T g uy
z :JAE 'a‘us o
FL | B v v TP g
008 o v iy [ 5
;ci ‘,;uﬂv I‘:r 'H""d'% ;{;
poel _Pi_.?v kg ‘U",_‘g“_ﬁ <
Pos | piff ve /\} - 1
pogl| pif vg AV |nr 5° & 5
| po | Pl VEAB | T B o A
PoElT Pl vi iy |7 T x J
pon | pi# va ve |5T T T Ve
Hf_o&é_ P vE | T
poll ['pl v8 pdla 35 ke
Poﬁ'/_ PJ vl ve|wrz 6
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Figura 11. Pjesé nga tabela e kordave e Ptolemeut
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NEé vijim po e paraqesim njé “pjesé 1¢ kuptueshme” t€ Tabelés sé Kordave

Harget| Kordet |Té gjashtédhjetat’®  Harqet| Kordet T¢ gjashtédhjetat
o> [0 31 25)0 1 2 5 12 |12 32 3|0 1 2 28
1 |1 2 500 1 2 50 20133 500 1 2 27
Dol 1 34 15]0 1 2 50 13 |13 35 40 1 2 25
2 |2 5 4]0 1 2 5 1By |14 6 16| 0 1 2 23
2> 12 37 40 1 2 48 14 |14 37 27|00 1 2 2
3 |3 8 28[0 1 2 48 45 [15 8 380 1 2 19
35 |3 38 52(0 1 2 48 15 |15 39 47]0 1 2 17
4 |4 11 16/0 1 2 48 155 |16 10 56| 0 1 2 15
a2 |4 42 400 1 2 47 16 |16 42 3]0 1 2 13
5 |5 14 4o 1 2 47 16y [17 13 90 1 2 10
5515 45 2700 1 2 46 17 |17 44 140 1 2 7
6 |6 16 490 1 2 4 173 |18 15 17]0 1 2 5
&5 |6 48 110 1 2 43 18 |18 46 190 1 2 2
7 07 1930 1 2 42 153 (1917 21| 0 1 2 0
7217 50 s4lo 1 2 41 19 [19 48 21| 0 1 1 57
s |8 22 150 1 2 4 15 |20 19 19[0 1 1 54
55 |8 53 35(0 1 2 39 20 |20 50 16]0 1 1 51
o |9 24 51|0 1 2 38 25 |21 21 11]0 1 1 48
> |9 56 13| 0 1 2 37 21 |21 52 6|0 1 1 45
10 |10 27 32| 0 1 2 35 2y |22 22 8|0 1 1 42
02 (10 58 490 1 2 33 22 [22 53 490 1 1 39
11 |11 30 5|0 1 2 32 2 |23 24 390 1 1 36
nyol12 1 2100 1 2 30

18 Sipas sistemit numerik me bazé 60, 0°1'2"'50"" paragitet si vijon 0+1/60+2/3600+50/216000=0.0174537037..



2.3 SAKTESIA E TABELES SE KORDAVE

Njé pjesé e rezultateve qé pérfitohen nga Tabela ¢ Kordave éshté krahasuar me rezultatet
qé gjenerohen nga kalkulatori i sotém qé punon deri né dhjeté shifra pas presjes

dhjetore. Rezultatet po i paragesim né tabelén vijuese:

0 crd® (crd@)/ 120° SinE diferenca
16% 17°13'9" 0.1434930556 | 0.1434926220 | 0.0000004336
49° 49° 45' 48" 0.4146944444 | 0.4146932427 | 0.0000012017
64° 63° 35' 25" 0.5299189815 | 0.5299192642 | 0.0000002827
83% 79° 54' 21" 0.6658819444 | 0.6658816660 | 0.0000002784
110% 98° 35'32" 0.8216018519 | 0.8216469379 | 0.0000450860
126° 106° 55'15" 0.8910069444 | 0.8910065242 | 0.0000004202
155° 117° 9' 20" 0.9762962963 | 0.9762960071 | 0.0000002892
176% 119° 56' 39" 0.9995347222 | 0.9995335908 | 0.0000011314

Nése analizojmé rezultatet né tabelé apo mé miré t€ themi diferencén e marré nga
rezultatet e Prolement dhe ato t€ fituara me kalkulator mund té konkludojmé se rezultatet
e Ptolement jané t€ “sakta” deri né pesé ose gjashté vlera pas presjes dhjetore. Njé gjé e

tillé tregon pér vlerén e Tabelés sé Kordave. Sa 1 pérket vlerés sé kéndit crd (1 10%} éshté

mendimi i shkencétaréve se me kété rast kemi t€ béjmé me gabim tipografik.

2.4 ZGJIDHJA E TREKENDESHIT NE RRAFSH

Ptolemen, pas konstruktimit t€ Tabelés s¢ Kordave mund t€ zgjidhte trekéndéshin né rrafsh.

Metoda e tij, pér dallim nga metodat moderne shfrytézonte gjatésiné e kordés né
rrethin me rreze 60. M€ poshté po paraqesim njé shembull té metodés qé ai zbatonte.

- Le t1 referohemi figurés 12. Ptolemen duhej té njehsonte gjatésiné CF té hijes né
mesdité, té polit CE gjatésia e té cilit ishte 60, né vendin Rodos (Rhodes) (gjerésia

gjeografike 360), gjaté ekuinoksit pranveror'®. Ptolemen vérejti se né até moment dielli
ishte 36" nén zenif® d.m.th. se £ AEB=36).

1 Shih [14] fq. 21.
2 po aty, fq. 10.
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365

C F

Figura 12

Ptolemen e konsideronte CF — né si kordé té rrethit t€ jashtéshkruar né trekéndéshin
ECF.

Meqé kéndi gendror éshté dyfishi i kéndit periferik (né€ vijén rrethore), ai mori
CF = crd(72°) = 70;32,3.
Pastaj CE = crd(180 — 72°) = crd(108)) = 97:4,56.
Meqé Ptolemen donte té€ njehsonte gjatésiné e hijés kur CE = 60 ai mori raportin

60 . Késhtu gé hija ishte -(70;32,3) = 43;36.
97:4,56 97,4,56

Ky metodé pér njehsimin e gjatésisé a té trekéndéshit kénddrejté kur dihet kéndi o dhe
brinja » mund té shprehet né formén vijuese:

crd(2a) 2Rsina
. =b- = btga
crd(180-2a) 2Rcosa

Pra, kuptojmé se “mungesa’ e funksionit zangent dhe nevoja pér pérdorimin e kordave, e
detyruan Ptolemenn té llogarisé kordet e kéndeve té dhéna, pastaj té kéndeve té dyfishta,
komplementin, si dhe herésin e tyre.

2.5 ZGJIDHJA E TREKENDESHIT SFERIK

Trekéndeshi sferik Eshté figuré né sferé e formuar nga tri harqe té rrathéve t€ médhenjé té
sferés dy nga dy t€ cilét priten. (T€ pérkujtojmé se rrethi i madh éshté ai rreth né sferé
q¢ ka gendrén né qendér té sferés, késhtu g€ rrezja e rrethit t€ madh éshté e barabarté
me rrezen e sferés).

Kéndet e trekéndéshit sferik jané kéndet sferike qé formojné harqet, gjatésité e brinjéve
shpesh specifikohen me kéndet qé ata formojné me gendrén e sferés. Pér dallim nga
trekéndéshat né plan, shuma kéndeve té brendshme tek trekéndéshi sferik nuk éshté

cdoheré180°. Ajo merr vlera nga 180" deri né 540°.
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Figura 13

Ptolemen v mor edhe me zgjidhjen e problemeve té ndryshme té ndérlidhura me
trekéndéshin sferik. Edhe pse gieometria sferike éshté studiuar afro 300 vite para erés
soné, studimet e hershme né #rigonometriné sferike datojné qé nga viti 100 i erés soné né
veprén Spherica t& Menelaus-it. Rezultati kryesor té cilin ne e njohim éshté Teorema e
Menelausit e cila jep varésiné né mes té harqgeve té rrethit t€ madh né sipérfagen sferike,
si¢ shihet né figurén 14 .

my )

=

Figura 14

Harqet AB dhe AC jané preré nga harqet BE dhe CD, piképrerja e té cilave éshté pika
F. Duke pérdorur shénimet si né figuré Teorema e Menelausi?' duke shénuar sinusét né
vend té kordave do té ishte:

sin(n,) _ sin(s,) sin(m,) dhe sin(n) _ sin(s) sin(r,)

sin(n,)  sin(s,) sin(m) sin(n,)  sin(s,) sin(r)

Menelans-i vértetol kéto rezultate (vértetimet gjenden né veprén .Almagesd) duke i
vértetuar ato s€ pari pér njé sipérfaqe té ngjashme né rrafsh. Késhtu Prolemen e
shirytézoi Teoremén ¢ Menelansit pér zgjidhjen e trekéndéshit kénddrejté sferik. Pér
zbatimin e Teoremés e Menelansit do t€ shohim mé voné né kapitullin mbi watematikén
islame.

2 Menelaus-i i Aleksandrisé (viti 100 e.s). Matematikan 1 njohur grek pér veprén e tij Sphaerica (Sferal) qé
pérmban teoremat mé t€ hershme t€ njohura t€ frigonometrisé sferike si dhe teoremén qé prej atéheré
njihet si teorema e Menelausit e cila thoté: né trékéndéshin ABC, le té jené L, M, N pika né brinjét
AB, BC dhe CA pérkatésisht. Atéheré kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme qé pikat L, M, N té

jené kolineare éshté qé té vlej¢ AL BM CN _ 1
LB MC NA
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3. TRIGONOMETRIA HINDUSE

Detyra kryesore e historianit té matematikés si dhe privilegy i tij
éshté té sqarojé humanizmin e matematikés,
madhéshtiné e saj, bukuriné dhe dinjitetin dhe té pérshkruajé se si
Ppérpjekjet e parreshtura dhe gjenialiteti 1 akumuluar 1 shumé
gjeneratave e kané ndértuar kété monument madhéshtor...Studimi
1 historisé sé matematikés nuk do té sjellé matematicienté mé té
miré por sigurisht mé bujar, ajo do t’f pasurojé mendjet e tyre, do
té arrijé né zemrat e tyre dhe do té sjell né shesh kualitetin e tyre té

larté.

Déshmité tregojné se gjaté shekujve t€ paré té erés sé re, né periudhén e Perandorisé sé
Kushanit dhe té asaj t€ Guptos, béhet bartja e njohurive té astronomisé Greke né Indi.
Kjo mbase éshté e realizuar pérmes rrugéve tregtare té Perandorisé Romake. Eshté pér
kuriozitet qé veprat e Prolement nga lémia e matematikés dhe astronomisé nuk u
transferuan né Indi. Ajo qé u transferua ishte vepér e paraardhésve té tij, e né vecanti
veprat e Hiparkusit. Ashtu si nevoja qé kishin grekét pér astronomi e qé solli deri te
zhvillimi 1 trigonometrisé, nevojat e indianéve pér astronomi sollén deri te avansimi 1
kétij 1émi né Indi. Njé punim i hershém i induséve mbi astronominé (Surya Siddhanta —

vitit 400 e.s) prezenton njé tabelé té gjysmékordave.
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Figura 15. Njé faqe nga Surya Siddhanta
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3.1. NDERTIMI I TABELAVE TE SINUSEVE

Vepra mé e hershme né Indi me pérmbajtje té elementeve té trigonometrisé €shté
Paitamabasiddhanta, e shkruar né fillim té shekullit té pesté. Vepra e sipérpérmendur, pér
njehsimet e elementeve né frigonometriné sferike (njehsime kéto t€ domosdoshme pér
zgjidhjen e problemeve astronomike) pérmbante tabela t€ “gysmé-kordave”, fjalé kjo e
pérkthyer nga termi i gjuhés Sanskritishte *jya-ardha>2.

Fjala “sinus” vien né jetén e pérditshme shkencore pas njé numri t€ pérkthimeve té
gabuara té fjalés sé gjuhés sanskritishte “jya-ardha” (gjysmé- korde).

Le té pérkujtojmé se Prolemen, pér té zgjidhur trekéndéshin duke pérdorur tabelat e
kordave shpesh kishte té bénte me gjysmé kordén e dyfishté té kéndit. Mbase njé
matematicient i panjohur nga India arriti né konkluzion se do té jeté mé e lehté té
pérdoren té veprohet me gjysmékordé té kéndit té dyfishté se sa me korda. Késhtu né
punimin e tij si dhe né t€ gjitha punimet e mévonshme mbi astronominé qé rezultuan
né Indi pérdoret “funksion?” gjysmé-kordé. Le té pérkujtojmé se Prolemen njehsoi “kordat
e ti” né rrethin me rreze 60 (njési), gjersa Hiparkusi disa shekuj para tij pérdori rrezen
3438. Fakti se kjo vleré e rrezes (pra 3438) u shfrytézua si bazé pér tabelat
Paitamabasiddhanta, ne mund té supozojmé se “frigonometria e Hiparkusif” arriti né Indi
para asaj té Ptolement.

Me qéllim té thjeshtésimit tash e tutje do t€ pérdorim termin “sinus” né vend té termit
“gysmé-kordé’, edhe pse me kété rast duhet t€ kemi parasysh se deri né shekullin e

tetémbédhjeté fjala “sinus” nénkuptonte gjatésiné e segmentit né rreth me rreze té
dhéné.

Né kété punim do t€ prezentojmé njé pérshkrim té hershém té konstruktimit té
tabelave pér vlerat e “funksionif’ sinus por jo né ményrén g€ paragitet né veprén e
sipérpérmendur por ashtu si paraqitet né njé vepér pak mé té vonshme té quajtur
Aryabhativa e Aryabhates?3, vepér nga mé té hershmet mbi matematikén dhe
astronominé né Indi. E téré ajo qé dihet pér autorin, e kjo éshté shumé pak, éshté qé ai
shkroi librin né vitin 499 né Kusumapura afér vendit t€ quajtur Gupka, kyeqytetit té

22 Apyabhata shpesh e shkurton kété term me jyd ose né sinonimin e tij jizd. Kur disa vepra nga India u
pérkthyen né gjuhén arabe, fjala e mésipérme u pérkthye thjeshté vetém né aspektin fonetik,
pérndryshe né fjalén arabe jiba. Meqé gjuha arabe shkruhet pa zanore, shkruesit e mévonshém
interpretuan bashkétinglloret je si jaib, q¢ d.m.th. gi ose /iman. Né shek. XII kur njé vepér arabe e
trigonometrisé u pérkthye né gjuhén latine, pérkthyesi pérdori termin ekuivalent latin sinus qé
nénkupton té njéjtén gjé. Sipas Cajori (1906) termi latin sinus u pérkthye gjaté pérkthimit té€ veprés
astronomike té€ A/-Batani-it nga Plato 1 Tivolit (ose Plato Tiburtinus). Kurse sipas disa burimeve té
tjera [8] termi sinus pér heré t€ paré paraqitet né gjuhén latine pas pérkthimit t€ Algebrés sé al-
Khowarizmi nga ana e Gherard-it nga Cremona (1114 — 1187). Késhtu sot kemi fjalén sinus. Sipas [18]
shkurtesa sin pér heré t€ paré éshté pérdorur nga Edmund Gunter (1581-1626), minister anglez qé mé
voné do té béhet profesor i astronomisé né Kolegjin Gresham té Londrés.

2 Sipas [18] Aryabbata (475 — 550 e.s) éshté njé ndér matematikanét e paré indian. Né sektorin
P Ganita® (Kalknlimi’) t€ veprés s€ tij mbi astronominé Aryabbatiya (viti 499) ai kreu avansime
fundamentale né njehsimin e gjatésisé s€ kordave té rrathéve duke punuar me gjysmé-korda pér
dallim prej grekéve qé njehsimet i kryenin pér kordat e plota. Puna e tij gjithashtu pérfshin rregulla
pér njehsimin e numrit 7, njehsimin e rrénjés katrore dhe shumat e vargjeve aritmetike.
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Patalipurés (sot Patna) né veri té Indisé. Libti Aryabhatiya pérbéhet nga 4 seksione dhe 123
“strofa”.

Pérshkrimi 1 metodés pér konstruktimin e tabelés sé vlerave té sinuséve éshté dhéné né
strofén 12 té seksionit II, kurse tabela e diferencave té sinuséve éshté dhéné né strofén
10 té seksionit I.

“Sinusi i pard” s, né trigonometriné indiane gjithmon nénkupton sinusin e harkut

(3%) =3°45' dhe ky sinus né rrethin me rreze 3438 i shprehur né minuta éshté

§1=225.

Rregulla né strofén 11,12 (shih. [1], £q.212) na mundéson té njehsojné sinusin e ¢do harku
duke u nisur nga 3°45'. Késhtu pér té njehsuar 5, qé éshté sinusi i 7°30", zbresim 225
nga 225 pér té marré 0 (né két€ moment sinusi i paré dhe i dyté jané té njéjté), pastaj
pjesétojmé 225 me 225 pér té fituar 1, pastaj nga 225 zbrezim 0+1=1 pér té fituar 224.
Ky numér éshté diferenca e sinusit té dyté, késhtu qé s, =225+224=449.

Pér té fituar s,, zbresim 224 nga 225 dhe marrim 1, pastaj pjesétojmé 449 me 225 qé
péraférsisht jep rezultatin 2, atéheré nga 225 zbresim 1 + 2 =3 dhe marrim 222, si
diferencé t€ sinusit t€ ardhshém, késhtu qé s;, sinusii 11°15" éshté ;3=449+222=0671.

Né pérgjithési sinusi i #-té (sinusii n-3°45") njehsohet me shprehjen

S+ S, FotS,
Sy

Sn :Sn—l +('Sl -

ku shprehja né kllapa éshté diferenca e sinusit t€ #-té.
Kéto jané té paraqitur né:

STROFA 1.10. Njézet e katér sinusét (diferencat) té llogaritura né minuta té harkut
jané:

225,224, 222,219, 215, 210, 205, 199, 191, 183, 174,

164, 154, 143, 131, 119, 106, 93, 79, 65, 51, 37, 22, 7.

Vlerat e treguara mé sipér tregojné mospérputhje té vogla nga vlerat e njehsuara me
metodén e mésipérme. Mbase kjo mund t€ jeté pér shkak té vlerave té thyesave gjaté
pjesétimeve qé kryhen. Sidoqofté ajo qé éshté me réndési té ceket éshté njehsimi i
sinuséve me kété metodé.

Késhtu si edhe Hiparkusi ata arritén né faktin se sin90 éshté baraz me rrezen 3438',

sinusi i 30 éshté gjysma e rrezes 1719', sinusi 1 45'=2431'; kurse sinusét e hargeve té
tjeré njehsohen duke zbatuar Teoremén e Pitagorés dhe formulén e gjysmé-kéndeve.

Pasi gé tabela e sinuséve prej 3°45'deri né 90" sipas3°45' shkalléve té jeté konstruktuar,
do té mund té konstruktohej tabela e diferencave té dyta.
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3.2. METODAT E PERAFRIMIT NE INDI

Né Indi, matematicientét zhvilluan metoda té pérafrimit. Metoda mé e thjeshté ishte
interpolimi linear né mes té vlerave té dhéna né tabelé. Né fillim té shekullit té shtaté,
Brahmagupta konstruktoi njé skemé mé té sakté interpoluese duke pérdorur diferencat e
rendit té dyté. Né shénimet modern, nése D paraqet diferencén e /~té sinuséve (té

dhéné né strofén 1.10 né Aryabhata), x; — harkun e i-té dhe h=(3%) - paraqet

intervalin mes harqeve, atéheré rezultati i Brahmaguptés do té jeté

0 iR
sin(x; +0) =sin(x,)+—(D. + D..,)———(D. - D,
( i ) ( 1) 2h( i 1+1) 2h2( i l+1)
Pér shembull pér té njehsuar sin(20°), sé pari vérejmé se 20 = 18%+ 12, ku 18% =X5.
Nga formula e mésipérme marrim
L

sin(20°) = sin(18%+lij = sin(lS%) +—4 _.(215+210)

2(33j
4
2
) o
- (215-210) =105 +(415) = (5) = 1176

£

pra vlera mé e péraférté e ploté, ku sinusi éshté marré pér rastin kur rrezja e rrethit
éshté 3438.

Brahmagupta fatkeqésisht nuk dha arsyetim pér kété formulé interpoluese, edhe pse
matematicineté té tjeré nga India dhané arsyetime racionale. Ajo qé vlen té pérmendet
si kuriozitet éshté fakti qé Brabmagupta gjithashtu pérdori formulat algjebrike pér té
marré vlera t€ péraférta t€ sinuséve, formulé kjo qé me gjasé éshté dhéné sé pari nga
bashkékohasi Bhaskara 1 (né fillim té shekullit té shtat€). Ne kétu vetém po e paragesim
formulén e Braskarés né notacionin modern

RO(180—0) _ 4RB(180—6)

Rsin® = I = )
2(40’500 —0)(180—0)) 40,500 -6(180-0)

Rezultatet nga trigonometria né Indi barten mé voné né vendet arabe dhe avansohen
edhe mé tej.
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4. TRIGONOMETRIA ISLAME

Nga India deri né Spanjé Iulézonte civilizimi i shkélqyeshém islam
...Neve civilizimi euro-peréndimor na duket té jeté civilizim por
kjo éshté njé pamje e kufizuar e jona.

Bertrand Russell

Né gjysmén e paré té shekullit t€ shtaté, né Gadishullin Arabik paraqitet njé civilizim.
Nén udhéhegjen e profetit Muhammed, Islami si besim i ri monoteist u zhvillua dhe
pér njé kohé shumé té shpejté joshi banorét e gadishullit té Arabisé. Né njé periudhé té
shpejté territori 1 tyre u zgjerua. Mé gjerésisht pér kété shih [1].

Me rritjen e papritur t€ Islamit, hegjemonia politike e grekéve prané Lindjes sé afért
pothuajse e téra u zhduk. Pas vitit 622 (viti 1 hixhrit), arabét pushtuan zona té médha té
Azisé peréndimore me njé shpejtési mahnitése dhe para pérfundimit té shek. té shtaté
ata pushtuan Romén Peréndimore, Siciliné, Afrikén Veriore dhe Spanjén. Dhe kudo qé
shkuan u munduan qé civilizimin Greko-Romak ta zévendésojné me até Islam. Gjuha
arabe béhet gjuhé zyrtare, dhe pikérisht fakti q¢ né dokumentet shkencore pérdorén
gjuhén e re, sigurohet vazhdimésia né masé t€ madhe e kontinuitetit kulturor.

Civilizimet antike vendore kishin mé tepér gjasa qé t€ mbijetojné nén sundimin e ri se
sa nén grekét (shih [18]).

Né vitin 766 Kalifi a/-Mansir caktoi si kryeqytet té tij Bagdadin, qytet ky qé sé shpejti
do té shndérrohet né qendér t€ lulézuar intelektuale dhe tregtare. Kalifi Harin al Rashid
q¢€ udhéhoqi prej 786 deri mé 809 themeloi bibliotekén né Bagdad. Doréshkrimet ishin
mbledhur nga akademité e ndryshme té Lindjes sé aférme té cilat ishin punuar nga
shkollarét qé kané ikur nga persekutimet né Athiné dhe Aleksandri. Né kéto
doréshkrime pérfshihen shumé nga tekstet shkencore dhe matematike greke. Késhtu sé
shpejti filloi programi i pérkthimit té tyre né gjuhén arabe. Pasardhési i Harin-i, kalifi
al-Ma’min (qé¢ udhéhoqi Kalifatin Islam gjaté viteve 813-833) themeloi Institutin pér
Hulumtime, té quajtur Bay? al-Hikma (Shtépia e Diturise), qé pati njé jeté mbi 200 vjecare.
Né kété institut u ftuan shkollarét nga té gjitha anét e kalifatit pér té pérkthyer punimet
greke dhe hinduse dhe né té njéjtén kohé pér t'u marré me hulumtime origjinale. Kah
fundi 1 shekullit IX, shumica e veprave kryesore t&é Euwuklidit, Arkimedit, Apolonit,
Diofantit, Ptolement dhe matematicientéve t€ tjeré u pérkthyen né gjuhén arabe dhe ishin
té gatshme pér studiuesit e mbledhur né Bagdad. Shkollarét islamiké gjithashtu
pérkthyen edhe shkrimet babilonase, qé ishin né dispozicion né regjionin e Tigrit-
Eufratit si dhe mésuan trigonometriné hinduse.
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Por, studiuesit muslimané béné mé shumé se sa mbledhja e kétyre burimeve. Ata i
shkriné ato né njé térési. Sipas kulturés islame “wjoburité shkencore’ nuk ishin né konflikt
me “njoburité (shpalljen) e shenjta”’, pérkundrazi ato paraqitnin rrugé pér t’u afruar me to.
Késhtu té studiuvarit inkurajohej dhe ata qé tregonin aftési dhe kreativitet shpesh
pérkraheshin nga autoritetet (ato sekulare si dhe ato fetare) késhtu qé ata lirshém mund
té zhvillonin ideté e tyre. Ajo qé vlen t€ ceket né kété kontest éshté fakti se
matematicientét islamé né fillim té veprave té tyre pérmendin emrin e Zotit, né brendi
té tekstit i referoheshin inspirimit nga ana e Zotit dhe né fund té tekstit shprehnin
falénderim Zotit pér suksesin e arritur. Pér mé tepér se kjo, meqé udhéheqésit ishin té
interesuar né nevojat e pérditshme, matematicientét islamiké ndryshe nga grekét,
pothuajse té gjithé kontribuan jo vetém né aspektin teorik por edhe né aplikimin
praktik.

Duke pas parasysh ndikimin e islamit né shkencé né pérgjithési dhe né matematiké né
vecanti, matematikés sé késaj periudhe do t1 referohemi si matematiké islame para se
arabe meqé kontributor né kété periudhé ishin edhe shkenctarét muslimané me
pérkatési kombétare joarabe, edhe pse kishte disa matematicienté jomuslimané. Késhtu
po 1 referohemi, sepse né t€ njéjtén ményré dhe po pér té njéjtat arsye ashtu u
referohen edhe autorét e punimeve [1], [5], [12], [14] etj.

4.1 FUNKSIONET TRIGONOMETRIKE

Shkollarét islamiké ishin té€ vetédijshém pér njohurité nga 1émi i trigonometrisé nga
India por edhe pér Hiparkusin si dhe pér Ptolemenn, vepra e té cilit (Almages?) u pérkthye
né gjuhén arabe. Si edhe né t€ gjitha 1émité tjera té shkencés, matematicientét islamiké
absorbuan até qé e gjetén nga kulturat tjera dhe gradualisht e plotésuan me ide té reja.

Si né Greqi dhe Indi, trigonometria né kété periudhé té zhvillimit té saj ishte e
ndérlidhur me astronominé. Matematikanét e késaj periudhe ishin t€ interesuar né
aplikimin e trigonometrisé né zgjidhjen e trekéndéshit sferik, pér shkak té faktit qé
muslimanét gjaté faljeve duhej té drejtohen né drejtim té Mekés, e pikérisht té
pércaktuarit e njé drejtimi té tillé nga njé lokacion i ¢farédoshém kérkonte njohuri té
médha t€ zgjidhje sé trekéndéshit sferik. Mé poshté do té paraqgesim ményrén se si a/-
Birini pércaktoi pozitén e Mekkés nga Jerusalemi, kurse ata qé jané té interesuar qé té
shohin se si caktohet njé drejtim i tillé né notacionin modern t€ trigonometrisé sferike
rekomandohet [12].

Le t€ pérkujtojmé faktin qé Prolemen pérdori vetém njé “funksion” trigonometrik, até té
kordés, gjersa hindusét e modifikuan até né “sinus” njé funksion ky mé 1 “pérshtatshéns’.
Né fillim t€ #rigonometrisé islame u pérdorén qé t€ dy kéto (koncepte) “funksione’ por si
duket me kohé “funksion” sinus, ““fito?” dhe gjeti pérdorim mé té madh. Le té cekim se
edhe né kété periudhé sinusi i njé harku kishte té njéjtin kuptim si né matematikén
hinduse.

Sa i pérket “funksioneve’ té tjera nuk dihet se kush filloi t'i pérdor i pari, por dihet se
Abdullah  Mubammad ibn  ]abir al-Battani (v.855-929 erés son€) pérdori “sinusin e

komplementit & 90" (kosinusin) né njé vepér té tij mbi astronominé e cila paraqiste
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tendencé pér t€ pérmirésuar Albmagestin. Meqé ai nuk pérdorte numra negativ, ai e
definoi kosinusin vetém pér harge deri né 90°.

Funksionet zangjent, kotangent, sekant dhe kosekant paraqiten né punimet trigonometrike
islamike né shekullin e nénté, respektivisht né punimet e Abmad ibn Abdullah al-Marwaz:
Habas al-Haasib (v.770-870 erés soné€) edhe pse funksioni tangjent éshté pérdorur né
Kiné né shekullin e teté.

Le t€ analizojmé njé shembull edhe té kétyre funksioneve nga Abu I-Rayhan Mubammad
tbn Abmad al-Birini (973-1055 erés son€) né veprén e tij ”Trajtim i Ploté i Hijeve”.

Shembull té njé hije té drejtépérdrejté (kotangenti) po e japim né vijim. Le té jeté A
trupi qé “paraget’ diellin dhe BG normale né EG, ku EG éshté paralele me rrafshin e

horizontit, ABE paraqet rrezen e diellit (figura 16(a)). EG quhet hija e drejtépérdrejt ku
G éshté baza dhe E fundi i saj. EB paraqget hipotenuzén?* e hijés (kosekanta).

@
B @,

2) b)
Figura 16

Né figurén 16 (b) GE quhet “hija ¢ kundér?” (tangenta) dhe BE €shté “hipotenuza e hijes s¢
kundérf’ (sekanta). Me fjalé té tjera né figurén 16 jané paraqitur definicionet e a/-Birinit
pEr tangjentin, kotangientin, sekantéin dhe kosekantén. Né veprat e tij al-Birini arriti rezultate
té ndryshme té cilat né gjuhén e sotme té matematikés do té ishin:

1
cosecoL = ——;
sin o

ctg’o+1 = cosec’a ;
tg’o +1=sec’a;

sin o
tgo = :

coso.
ctga = tg(90° —a).

Mé gjerésisht pér kéto rezultate shih [1], £q.276.

Mbase vlen pér té cekur se e téré€ “pasuria trigonometrike’ e teksteve t€ al-Birinit
shfrytézohej vetém pér zgjidhjen e problemeve astronomike.

24 Termi hipotenuzé pér heré té paré éshté pérdorur nga Pitagorasit.
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Né kété rast vlen t€ pérmendim edhe Abs ~Saqr al-Qabisi (shek.X) 1 cili paraqiti njé
metodé trigonometrike, duke pérdorur vetém sinusin pér té pércaktuar gjatésiné dhe
distancén e objekteve té paarritshme. Le té shqyrtojmé figurén 17.

A

(08} (¢5)
B X C d D

Figura 17

Pér té caktuar largesén BC =x dhe lartésiné 4B =y, ai arriti n€ rezultatet (shih [1],
£q.277)

dsino,

r= sin(90 —a.,) -sino.,

sin(90—a,) — o
1

o y-sin(90 —a.,)
sina,

ku o, = ZACB dhe o, = ZADB jané caktuar duke pérdorur astrolabin (instrument qé
shérbente pér matjen e kéndeve), kurse CD =d .

4.2 TRIGONOMETRIA SFERIKE

Pérdorimi mé 1 madh i funksioneve trigonometrike ishte né zgjidhjen e trekéndéshave
sferiké sepse zgjidhja e shumé problemeve astronomike sillej né zgjidhjen e
trekéndéshit sferik. Matematicientét islamiké paraqitén metoda mé té thjeshta dhe mé
praktike se sa Ptolemen pér zgjidhjen e kétyre problemeve. Me gjasé rezultatet kryesore u
arritén né ményré t€ pavarur nga dy bashkékohésit e al-Birinit, té cilét ishin Abi Nasr
Mansair ibn Irag (v.1030 erés son€) dhe Mubammad Abi’l-Wafa al Buzjan?> (940-997),
astronom nga Bagdadi.

Rezultati i paré i cili njihet si “rregulla e katér madhésive’ duket me sa vijon:

2> Funksionet sekant dhe kosekant pér heré t€ paré jané pérmendur (pa ndonjé emér té€ vecanté) nga
Abi’l-Wafa , q¢ ishte ndér té parét qé ndértoi tabelén e tangjentés. Ndérsa shénim sec u propozua né
vitin 1626 nga matematikani frances Albert Girard (1595-1632). Pér sekantén e A-sé ai pérdorte

shénimin A dhe né té njétén ményré e shénonte tangjentin gjersa pér sind dhe cosd pérdorte
shénimet A , a pérkatésisht. Trajtimet e funksioneve tangjent dhe kotangjent fillojné me
matematikanét musliman. Tabela e paré e fangentés dhe kotangjentés v punua nga Abmad ibn Abdullah
al Marvazi 1 njohur me pseudonimin ”&ompjuter?’. Nocioni modern tangjent u pérdor né vitin 1583
nga matematikani danez Thowas Fincke (1561-16406).
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TEOREME: Nése ABC dhe ADE jané dy trekéndésha sferik, me kénde té drejté
né B dhe D, pérkatésisht dhe me njé kénd té€ pérbashkét té
ngushté né A, atéheré vlen sin BC :sin C4 = sin DE :sin E4

Figura 18

Njé rrjedhim i menjéhershém 1 késaj teoreme paraqet rast t€ vecanté t€ reoremés sé
Menelans-it t& dhéné né kapitullin 1.
Nése ABC éshté trekéndésh kénddrejté sferik me kénd té drejté né B atéheré

) sina
sin A4 =

b’ Pér té vértetuar kété, le té zgjasim hipotenuzén .AC dhe bazén AB deri te
i
pikat £ dhe D, pérkatésisht ashtu qé AAD dhe AE té jené kuadrante té rrethit t€ madh.
Pastaj harqet e rrathéve t€ médhenjé nga E né D jané normale edhe né AD e edhe né
AE, késhtu qé mund t€ aplikojmé teoremén. Meqé sin DE =sin 4 pohimi u vértetua.
Abii’-Wafa gjithashtu véretoi edhe rastet tjera t& feoremés sé Menelaus-it, pérfshiré edhe
rezultatet:

cosa 1 sinc 1

= dhe =—.
cosb cosc tga  tgd

Pérvec késaj, al vértetol zeoremén e sinusit pér ¢farédo trekéndéshi sferik.

sing _sinb _ sinc

TEOREME: Pér cdo trekéndésh sferik .ABC, vien — — =
sin4d sinB sinC

Veértetimi sipas Aba'l-Wafa’s éshté né [1] £q.278.

Tani me zeoremén e sinusit, al-Birini ishte né gjendje té pércaktojé kiblen, drejtimin e
Mekés, nga njé lokacion i ¢farédoshém.

Le té supozojmé se M éshté pozita e Mekés, dhe P le té jeté lokacioni i ¢farédoshém.
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| W
Figura 19

Harku AB le t€ paraqet ekuatorin dhe T polin e veriut. Le té ndértohen meridianet nga
pika T népér pikat P dhe M, pérkatésisht. Kibla né sferén e tokés do té jeté £ TPM. Le
t€ supozojmé se dihen gjerésité gjeografike o dhe 3 si dhe gjatésité gjeografike y dhe &
té P-sé dhe M-sé, pérkatésisht, atéheré dihen edhe harget TP dhe TM (90" - a, 90" - B
respektivisht), gjithashtu dihet edhe £ PTM (=90 - y). Né kété rast teorema e sinusit nuk
mund ta zgjidhte (kété problem) trekéndéshin PTM sepse asnjé kénd 1 trekéndéshit dhe
brinja pérballé nuk diheshin. _A/Birini, pérdori kété teoremé né ményré té
vazhdueshme né disa trekéndésha.

Ne do té pércjellim metodén e a/-Birinit duke marr si shembull Jerusalemin si piké P
(gjerésia gjeografike 31°47' (Veri), gjatésia gjeografike 35°13' (Lindje)). Né anén tjetér
Meka ka gjerésiné gjeografike 21°25' (Veri) dhe gjatésiné gjeografike 39°49" (Lindje).

Figura 20

Rrethi KSON le té parages rrethin e horizontit té€ pikés P dhe M le t€ jeté zeniti i Mekés.
Nése § éshté pika jugore e horizontit (Pika P éshté né veri-perendim t€ M), N éshté
pika veriore. Le t€ paraqesim harqet PMK dhe NPS. Harku NK paraget kiblén. Rrethi
CFD le té paraqgesé rrethin e horizontit t€ Mekés dhe rrethi MH] éshté rrethi i

horizontit t&¢ F-sé. T¢ dhénat e kétij problemi jané: TN=a=31°47"; TL=3=21"25";
MT=90"— B = 6835 dhe ZMTH =&—y =4°36'.

Meqé MT, ZMTH dhe Z THM=90 -dihen, duke aplikuar zeoremién e sinusit pér
trekéndéshin MTH merret
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sin MH = SRMTsin EMTH o 17466

sin ZTHM
Késhtu MH =4°17";HJ =90° — MH =85°43".

Meqé ZTFL=H] dhe TIL=Z TLF=90" dihen, zbatimi i feoremés sé sinusit né
trekéndéshin TFL jep:

sin7Lsin ZTLF
T sinZTFL
késhtu q¢ TF =21°29', késhtu q¢  FN =a—TF =10°18' dhe

PF=90-FN=79°42".
Tani aplikojorné rregullén e katér madhésive né trekéndéshat FPI dhe FHJ, dhe meqé dihet
PF, FH=90 dhe HJ, sinPI éshté pércaktuar sipas shprehjes
sin PF sin HJ
sin FH

késhtu qé PI =78°51' dhe 10 =90" - P[ =11"9'".
Ngase C — paraget polin e rrethit KMPIQ késhtu qé¢ ZFCN (=1Q) dihet. Sérish

aplikohet feorema e sinusit né trekéndéshin CFN. Edhe tani dihen tri madhési: £ FCN,
Z CEN (= £ TFL) dhe FN, késhtu qé madhésia e katérté NC pércaktohet si vijon:

sin NC = SMLCENSINEN _ 5 50004

sin ZFCN
Pra, NC=67°14" dhe kibla NK=NC+CK=67°14' +90'=157°14".

sinTF =0.36617

sin Pl = =0.98114

Teorema e sinusit dhe teorema e katér madhésive, me rrjedhimet dhe tabelat si dhe funksionet
qé€ pasuan nga to u mundésuan matematicientéve islamik té zgjidhin trekéndéshin sferik
rezultate g€ u shfrytézuan pér géllime té ndryshme praktike si dhe né jetén religjioze.

Né shek. XII kéto teorema u gjenden edhe né Spanjé, né veprén e Aba Mubammad |abir
ibn Aflah al-Ishbili pér jetén e t€ cilit nuk duhet asgjé, pérvec faktit qé ishte nga Sevila.
Libri 1 tij Kritik Almagestit ¢ Prolement u pérkthye né gjuhén latine né fund t€ shekullit
dymbédhjeté dhe kjo i ofroi Europianéve njohurité qé diheshin né vendet islame.

Deri né shek. XIII t€ gjitha punimet ¢ kishin té€ bénin né trigonometriné né rrafsh dhe
até sferike ishin t€ ndérlidhura me astronominé. Né Shek. XIII shkruhet vepra e paré e
ndaré nga astronomia, Kitab al shakl! al-gita (Studim i Figurave Transversale nga Nasir al-Din
al Trsi). Né kété vepér autori vértetoi tfeoremén e sinusit pér trekéndéshin né rrafsh, té
cilén e zbatoi pastaj né zgjidhjen e trekéndéshave né rrafsh. Ai nuk pérmendi
mundésiné e dy zgjidhjeve, kur dihen dy brinjét dhe kéndi pérballé njérés prej tyre.
Gjithashtu ai nuk pérmendi zeoremén e kosinusit. NE rastet kur paraqitet nevoja pér
aplikimin e késaj teoreme ai e ndante trekéndéshin né dy trekéndésha kénddrejté dhe i
pérdorte metodat pér zgjidhjen e trekéndéshit kénddrejté.
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4.3 TABELAT TRIGONOMETRIKE

Pér té zgjidhur probleme té ndryshme nga astronomia dhe gjeografia, pérve¢ formulave
pér zgjidhjen e trekéndéshit, nevojiteshin edhe tabelat e saktésisé sé larté té cilat u
punuan gradualisht. Késhtu p.sh., a/-Birini ndértoi tabelén e sinuséve né intervale 15" deri
né katér shifra pas prerjes dhjetore.

Si edhe tek kalkulimet e Ptolement, saktésia e tabelave té tilla shumé varej nga saktésia e
njehsimit té sinl’.

Pér t€ njehsuar kété u pérdorén metoda t€ shumta, por ajo mé impressive ishte metoda
e al-Kashit qé daton nga fillimi i shek. XV.

Ai u nis nga shprehja sin30 =3sin0—4sin’ 0. Meqé a/Kashi njehsoi tabelat e tij té
sinusit duke u bazuar né rrethin me rreze 60, ai duhej té njehsonte ]ZGOSin10:6OX.

Barazimi i tij merrte formén
3

4y )
3y— =60sin3° ose
Y7602
~900(60sin3°)+ y°
45-60

Al - Kashi né fakt si vleré té tij pér 60sin3’ pérdori vlerén e sistemit numerik me bazé 60

4,3
dhe mori y = 9=r prej nga pastaj vazhdoi té pérdoré aparatin algjebrik. (Shih. [1]).
p

36



LITERATURA

—
—_
A

—
—_
(SN

—

[18]

Victor J. Katz, A History of Mathematics, An introduction, 1998, USA
Elements of Enclid, English translation

E. J. Borowski, J. M. Borwein, Dictionary of Mathematics, 1999, Glasgow
Christopher Clapham, Oxford Dictionary of Mathematics, 1996

Glenn Elert, Ptolemy’s Table of Chords, 1994

Donald Lancon, Jr. An introduction to the works of Euclid with an emphasis on the
Element, 1991

Grup autorésh, Earliest known Uses of Some of the Words of Mathematics

Grup autorésh, _Arapsko-Islamski Uticaj na Evropsku Renesansu, pérkthimi né
boshnjakisht, Sarajevé, 1987

Mark R.Wooderal, Quotes from the Mathematical Qnotations Server
Encyclopedia Britannica, 2000

Mohibullah N. Durrani, Direction for Kabah (mathematical) from anywhere, New Y ork,
1995

A. Zahoot, Quotations on Islamic Cipilization, 1999
R. Bejtullahu, Astronomia, pér kL.IV gjimnaz, Prishtiné, 1995

W. Dunham, The Mathematical Universe, An Alphabetical Journey Through the Great
Proofs, Problems and Personalities, John Wiley & Sons, New York, 1994.

J. Daintith, R. D. Nelson, The Penguin Dictionary of Mathematics, Penguin Books,
England, 1989.

Dirk J. Struik. .4 Concise History of Mathematics, Dover Publications, Inc, New
York, 1967

Eli Maot, Trigonometric Delights, Princeton University Press, New York, 2002.

37



