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Esipuhe

Kasilla oleva moniste on tarkoitettu opetusmateriaaliksi Tampereen teknillisen yliopiston
signaalinkasittelyn laitoksen kurssille "SGN-1200 Signaalink&sittelyn menetelmat". Mate-
riaali on kehittynyt nykyiseen muotoonsa luennoidessani aiheesta Jyvaskylan yliopistos-
sa lukuvuonna 1995-1996, Tampereen yliopistossa lukuvuonna 1999-2000 seka Tampe-
reen teknillisessa yliopistossa lukuvuosina 1999-2003. Tahan painokseen on tullut vahai-
sia muutoksia lahinn& harjoitustehtavien ja kirjoitusvirheiden osalta vuonna 2007.

TTY:ssa luennoimani kurssi "SGN-1200 Signaalinkasittelyn menetelméat" koostuu kah-
desta osasta.

Lineaariset jarjestelmat: diskreetit signaalit, niiden ominaisuudet ja generointi Matlabil-
la, lineaariset jarjestelmat, diskreetti Fourier-muunnos, FFT, z-muunnos. (7-9 luen-
toa)

Sovellutukset: tavallisimpia signaalinkasittelyn sovelluksia, esimerkiksi puheenkasittely,
kuvankasittely ja -koodaus, digitaalinen video (MPEG-standardit), ladketieteellinen
signaalinkasittely, hermoverkot ja tutkasignaalit (sonar/radar). (3-5 luentoa)

Vierailevat luennoitsijat laitokselta ja teollisuudesta hoitavat osan sovellutusten esittelysta.

Kurssin tavoitteena on selvittaa lineaaristen jarjestelmien ja digitaalisen signaalinkasit-
telyn peruskasitteet seka luoda kuva sovelluskohteista. Kurssin kaytyaan opiskelijan tulisi
ymmartad millaista signaalinkasittelyn parissa tydskentely on ja minka tyyppisiin ongel-
miin sitd voidaan soveltaa. Kurssi SGN-1250 Signaalinkasittelyn sovellukset jatkaa siita,
mihin talla kurssilla jaaddaan.

Monet harjoitusassistentit, opiskelijat ja kollegat ovat olleet avuksi monisteen laatimi-
sessa. Erityisesti mainittakoon Antti Niemistd, Tuomo Pirinen sek& Jari Niemi, jotka ovat
tehneet monisteeseen harjoituksia, tekstia ja kuvia.

Lisdinformaatiota 16ytyy kurssin kotisivulta, jonka osoite on

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/
Jatkokurssin SGN-1250 Signaalinkasittelyn sovellukset kotisivu on
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1250/

Monisteita on kaytetty opetusmateriaalina vastaavilla kursseilla Kuopion yliopistos-
sa, TTY:n koordinoimassa DI-muuntokoulutuksessa Kuopiossa, TAMK:issa ja OAMK:issa.
Pyynnosta materiaalin kaytolle voidaan myoéntaa lupa myos muualla. Talldin voin tarvit-
taessa toimittaa myos luentokalvot seka harjoituksissa kaytettavia Matlab-skripteja.

Dortmundissa, 6. joulukuuta 2007,
Heikki Huttunen
heikki.huttunen@tut.fi
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Luku 1

Digitaalinen signaalinkasittely

Digitaalisesta signaalinkasittelysta on tullut yksi nykytekniikan avainaloista, ja se tukee l&-
heisesti ainakin tietoliikennetekniikkaa, mittaustekniikkaa ja tietotekniikkaa. Digitaalisen
signaalinkasittelyn (Digital signal processing, DSP) voidaan katsoa syntyneen 1960-1970-
luvuilla, jolloin tietokoneet alkoivat olla riittdvan yleisesti kaytettavissa. Taman jalkeen
sitd on menestyksekkaasti sovellettu lukuisilla alueilla; ladketieteellisestd PET-kuvantami-
sesta CD-soittimeen ja GSM-puhelimeen.

Sovellukset ovat varsin lukuisat, joten kaikkea DSP:std on mahdotonta hallita (eik& nii-
té ole mielekéasta opettaa korkeakoulussa). Tarkeimmat perusmenetelmat ovat kuitenkin
pysyneet vuosien varrella samoina. Jatkossa on tarkoitus kasitella

e tarkeimmat peruskasitteet,
e 0sa tdarkeimmistd menetelmista,
e esimerkkisovelluksia.

Kun lineaaristen jarjestelmien perusasiat on kasitelty, perehdytéaan tyypilliseen signaa-
linkasittelyn ongelmaan: kuinka poistaa tietyt taajuudet annetusta signaalista.

Tulevilla kursseilla perehdytdan tarkemmin signaalinkéasittelyn menetelmiin seka tar-
kastellaan sovelluskohteita lahemmin.

1.1 Mitéa signaalinkasittelylla tarkoitetaan

Tyypillinen DSP-sovellus sisaltaa seuraavat vaiheet:

1. Niin sanottu A/D-muunnin (analog/digital) muuntaa vastaanotetun (jatkuva-aikai-
sen) analogisen signaalin digitaaliseksi ja diskreettiaikaiseksi.

2. Taman jalkeen diskreettiaikaista digitaalista signaalia muokataan jollain jarjestelmal-
I& (esim. tietokoneella). Tata vaihetta kutsutaan suodattamiseksi. Suodatuksen tavoite
on muuntaa jarjestelméaan saapuva signaali sovellutuksen kannalta hyddyllisempéaan
muotoon. Tama saattaa tarkoittaa esimerkiksi:

¢ Signaalissa olevan kohinan poistamista siten, ettd varsinainen signaali sailyy
mahdollisimman hyvin.
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e Signaalissa olevien mielenkiintoisten piirteiden erottelua muun signaalin jou-
kosta.

Perinteisesti suotimet ovat olleet lineaarisia niiden helpomman toteuttamisen ja ana-
lysoinnin vuoksi, mutta myds epdlineaarisia suotimia on tutkittu.

x(n) — | Digitaalinen suodatin——=y(n)

3. Suodatuksen jalkeen signaali muunnetaan takaisin analogiseksi D/A-muuntimella.

Jatkossa keskitytadn paaasiassa vaiheeseen 2, suotimen suunnitteluun.

Kasiteltava signaali voi esittad esimerkiksi aantd, puhetta, pulssia, aivokdyraa, maan-
jaristysta, porssikurseja tai mita hyvansa mitattavissa olevaa aikasarjaa. Alla olevassa ku-
vassa on viiden millisekunnin mittainen nayte puhesignaalista. Mikrofoni muuntaa mit-
tamansa pienet ilmanpaineen vaihtelut sdhkoiseen muotoon, josta tietokone muuntaa ne
edelleen digitaaliseen muotoon tallentamalla jannitteen hetkelliset lukuarvot 1/16000 se-
kunnin valein. Tassa tapauksessa nédytteenottotaajuus on siis 16000 hertsia.

1
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Seuraavassa kuvassa on pidempi nayte samasta signaalista. Kuvan signaali sisaltaa sa-
nan "seitseman" kaksi ensimmaista kirjainta. S-kirjain sijaitsee alusta lukien noin 125 milli-
sekunnin matkalla, ja seuraavassa 125 millisekunnissa on E-kirjain. Konsonantin ja vokaa-
lin ero ndkyy hyvin: soinnillisen vokaalin kohdalla on selked ylds-alas-varahtelykuvio ja
konsonantin kohdalla lukuarvot ovat satunnaisempia.

1
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Useille erityyppisille signaaleille on luontevaa ajatella niiden koostuvan yksittaisista
taajuuksista (yksittaisista sinisignaaleista sopivassa suhteessa). Esimerkiksi aanisignaalei-
ta on helpoin ymmartaa ja analysoida niiden taajuusjakauman kautta. Kuten kappaleessa 3
tullaan ndkemaé&an, taajuusjakauma voidaan laskea Fourier-muunnoksen avulla. Alla olevis-
sa kuvissa on laskettu edellisen kuvan S- ja E-kirjainten taajuusjakaumat. Kuvista nakyy
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selvasti, ettd S-kirjaimen sisaltdmat taajuudet jakautuvat melko laajalle alueelle sekd mel-
ko suurillekin taajuuksille, kun E-kirjain sisaltéaa vain yksittaisia pienia taajuuksia (korkeat
piikit).

S—kirjaimen taajuusjakauma
20 T T T
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5000 6000 7000 8000

Taajuus (Hz)
E-kirjaimen taajuusjakauma
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0 A s MMVWW I . I |
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1.2 Naytteenottoteoreema

Edellisessa esimerkissa naytteenottotaajuus oli 16000 hertsia eli 16 kHz. Mita suurempi
naytteenottotaajuus on, sitd pienemmat yksityiskohdat signaalista saadaan talteen. Suu-
rempi ndytteenottotaajuus vaatii kuitenkin enemman tilaa, joten taajuutta ei kannata nos-
taa liian suureksi. Mista siis tiedetdan mika on riittava naytteenottotaajuus tietylle signaa-
lille? Tahan kysymykseen vastaa ndytteenottoteoreema, engl. sampling theorem.

Jatkuva-aikaista signaalia naytteistettdessa siita otetaan naytteita ajanhetkilla 0, T, 2T,
3T,... ja vain signaalin nailla hetkilla saamat arvot talletetaan (mustat ympyrét alla ole-
vassa kuvassa). Jos siis jatkuvasta signaalista kaytetdan merkintaa x.(t), missd t € R, niin
naytteistyksen tuloksena saadaan lukujono x(n), jolle on voimassa ehto x(n) = x.(nT)
m=0,1,2,...).

Vakio T ilmoittaa siis kuinka monta sekuntia on kahden perakkaisen naytteen vali.
Useimmiten sama asia ilmaistaan sanomalla montako kertaa sekunnissa naytteita otetaan.
Taman suureen nimi on ndytteenottotaajuus (sampling frequency) ja se on vakion T kaan-
teisluku, Fs = lT Jos ndytteenottotaajuus on liian pieni (ja siis naytteiden vali T liian suuri),
tapahtuu laskostumista eli alindytteistymisté (aliasing).
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Laskostuminen tulee ilmi alla olevasta kuvasta. Kuvan kahdella sinisignaalilla on sa-
mat naytearvot, koska naytteenottotaajuus on liian pieni suurempitaajuuksiselle signaalil-
le (katkoviiva). Muunnettaessa nain naytteistettya signaalia takaisin analogiseksi loppu-
tuloksena on pienempitaajuinen sinisignaali (yhtendinen viiva). Sanotaan, ettéd suurempi
taajuus laskostuu pienemman taajuuden paalle.

Pohdittaessa riittadvaa naytetaajuutta edellisen esimerkin sinisignaalille tuntuu, etta kak-
si naytettd jaksoa kohti saattaisi riittaa. Talloin nimittain tallennettaisiin signaalin suurin ja
pienin arvo ja naiden avulla voitaisiin interpoloida muut lukuarvot huippuarvojen vlille.
Luonnollisesti mika tahansa tata suurempi taajuus kay yhtéa hyvin. Naytteenottoteoreema
kertoo, ettd tama arvaus pitaa paikkansa.

Jatkuva-aikainen signaali voidaan muodostaa uudelleen ndytearvoistaan, jos ndytteen-
ottotaajuus F¢ on vahintdan kaksi kertaa niin suuri kuin signaalin siséltdma suurin
taajuuskomponentti.

Jos edellinen ehto ei ole voimassa, taytyy taajuutta F,/2 suuremmat taajuudet leikata
pois jollain analogisella jarjestelmalla laskostumisen estamiseksi. Taajuudesta F,/2 kayte-
taan nimitysta Nyquistin taajuus (Nyquist frequency, Nyquist rate).

Nain ollen enintdédn 300 kHz taajuuksia siséaltdva signaali vaatii jarjestelman, jonka
naytteenottotaajuus on vahintdan 600 kHz. Jos néin ei ole kdy kuten alla olevassa kuvassa.
Kuvat esittavat eraiden signaalien spektreja, jotka kertovat, kuinka paljon kutakin taajuut-
ta on mukana signaalissa. Kuvan alkuperaisessa jatkuvassa signaalissa on taajuuksia 300
kHz asti (vasemmalla), jolloin 100 kHz taajuudella naytteistettdessa yli 50 kHz taajuudet
summautuvat alemmille taajuuksille laskostuneen x-akselin mukaisesti (oikealla).

-

100
150
200

250
300

Lopputuloksessa esimerkiksi taajuudella 25 kHz on usean taajuuskomponentin sum-
ma: 25 kHz, 75 kHz, 125 kHz, 175 kHz, 225 kHz ja 275 kHz. Toisaalta 10 kHz taajuuden
kohdalla ovat seuraavat taajuudet summautuneena: 10 kHz, 90 kHz, 110 kHz, 190 kHz,



1. DIGITAALINEN SIGNAALINKASITTELY 5

210 kHz ja 290 kHz. Kyseisten kuuden komponentin summasta ei voida palauttaa enda
alkuperaista signaalia.

Paras tulos esimerkin 100 kilohertsin ndytteenottotaajuudella saadaan poistamalla yli
50 kilohertsin taajuudet ennen naytteenottoa. Vaikka taajuudet 50 kHz — 300 kHz menete-
taankin, saadaan edes taajuudet 0 kHz — 50 kHz tallennettua alkuperaisessa muodossaan.

1.3 Digitaalisensignaalinkasittelyn etuja ja haittoja jatkuva-
aikaisiin suodattimiin ndhden

Analogisia suotimia on elektroniikan alalla tutkittu jo kauan. Nama kootaan elektronisista
komponenteista ja ne poimivat tyypillisesti tietyt taajuudet signaalista ja poistavat muut.
Her&aa kysymys, miksi sama pitaisi tehda digitaalisesti?

Digitaalisista suotimista on helppo tehda tarkkoja, ja niiden ominaisuudet pysyvat sa-
moina koko kayttdajan. Digitaalisten suodinten ominaisuudet maaraytyvat niiden kertoi-
mien kautta, eivatka tietokoneohjelman kertoimet muutu esimerkiksi ajan mydta tai lam-
potilan vaihdellessa. Tarkkuus saadaan myds helposti paremmaksi liséamalla laskentate-
hoa ja laskentatarkkuutta. Analogisistakin jarjestelmista voidaan toki tehda yhta tarkko-
ja ja ominaisuutensa sailyttavia, mutta talloin on kaytettava kalliimpia ja laadukkaampia
komponentteja. Usein sanotaankin, ettd digitaalinen CD-soitin toi HIFI-laadun tavallisen
kuluttajan ulottuville, kun analogisilla laitteistoilla se oli ainoastaan varakkaiden saatavil-
la.

Digitaalisilla suotimilla on useita teorian kannalta hyvia ominaisuuksia. Niiden avulla
voidaan esimerkiksi toteuttaa taysin lineaarivaiheinen suodin, mika on mahdotonta analo-
gisen suotimen avulla. Lineaarivaiheisuus tarkoittaa sita, ettd kaikki signaalin sisaltamaét
taajuudet viivastyvat yhta paljon. Tahan kasitteeseen tutustutaan lahemmin kappalees-
sab5.1.1. Liséksi digitaaliset suotimet toimivat kuin tietokoneohjelmat, joten niihin voidaan
lisaita monimutkaisiakin rakenteita, joita analogisilla jarjestelmilla on mahdoton toteuttaa.

Tarkein syy digitaalisten suodinten kaytt66n analogisten komponenttien sijaan on kui-
tenkin raha: samaa signaaliprosessoria voidaan kayttaa useisiin eri sovelluksiin, jolloin si-
té voidaan tuottaa suuremmissa erissa ja suuret tuotantoerat painavat prosessorien hintoja
alas. Prosessoreja kayttavat yritykset puolestaan toteuttavat oman tuotteensa ohjelmisto-
na fyysisten laitteiden sijaan. Tallgin tuotteen monistaminen on helppoa, ja sama tuote
voidaan myyda useaan kertaan—aivan kuten tietokoneohjelmistotkin.

On kuitenkin tiettyja tapauksia, joissa toimivaa analogista jarjestelmaa ei kannata tai
ei voi korvata digitaalisella. A/D-muunninten ndytteenottotaajuuden ylaraja on nykyisin
luokkaa 10-100 MHz, joten hyvin suuria taajuuksia sisaltavia signaaleja ei voida kasitel-
I& diskreetin jarjestelman avulla. Radioiden ja televisioiden suurtaajuusosat toteutetaan
jatkuva-aikaisten suodattimien avulla.

Toisaalta hyvin yksinkertaiset jarjestelmat, jotka eivat tarvitse suurta tarkkuutta, on hel-
pointa toteuttaa analogisilla komponenteilla. Digitaalinen jarjestelma tarvitsee aina A/D ja
D/ A-muuntimet seké prosessorin. Jos tavoitteena on vain jakaa autostereoiden kaiutinsig-
naali kahteen eri taajuuskaistaan, ei tata varten kannata rakentaa digitaalista jarjestelmé&a.
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1.4 Sovelluskohteita

Seuraavaksi tarkastellaan muutamia tyypillisia sovelluskohteita melko pintapuolisesti.

Telekommunikaatio: multipleksaus (multiplexing): Maailmassa arvioidaan olevan mil-
jardi lankapuhelinta. 1960-luvulle saakka yhta puhelinyhteyttd kohti tarvittiin yksi
puhelinjohto. Digitaalisen signaalinkasittelyn avulla johtojen maaraa voidaan vahen-
taa lahettamalla useita signaaleja yhdessa johdossa. Niin sanottu T-carrier-jarjestelma
valittaa 24 signaalia yhdessa johdossa. Jokainen signaali muunnetaan digitaaliseksi
(8000 naytetta/s) kayttaen 8-bittista esitysta. Kukin linja kuluttaa siis 64000 bittia se-
kunnissa, ja kaikki 24 kanavaa kuluttavat 1.536 megabittid sekunnissa. Tama maara
voidaan helposti valittaa puhelinkeskusten valisilla linjoilla.

Kompressio: Edellisen esimerkin bittimaaraa voidaan edelleen vahentad kayttamalla pak-
kausta (kompressiota). Kompressioalgoritmit pyrkivat poistamaan naytteiden valil-
I& olevaa redundanssia, ja saamaan nain tarvittavien bittien maaraa vahennetyksi. Eri-
laisia pakkausmenetelmia on lukuisia. Menetelma saattaa olla suunniteltu pakkaa-
maan tehokkaasti esimerkiksi d4anisignaalia, digitaalista kuvaa tai videota tai vaikka-
pa ladketieteessa tavattavia kolmiulotteisia tomografiakuvia. Menetelmat kayttavat
hyvakseen kunkin sovelluksen ominaispiirteita. Esimerkiksi standardisointijarjesto
ISO:n pakkausstandardit MPEG-1, MPEG-2, MPEG-4 ja MPEG-7 ovat olleet runsaan
huomion kohteena viime aikoina.

Kaiunkumous: Koska puhelinliikenteen signaalit kulkevat kahteen suuntaan, ongelmaksi
saattaa muodostua kayttajalle arsyttava kaiku. Jokainen puhuttu sana palaa pienella
viiveelld linjaa pitkin takaisin ja saa aikaan kaikua vastaavan efektin. Erityisena on-
gelmana tama on kaiutinpuhelinta kéytettéaessa, mutta myds tavallisissa puhelimis-
sa. Ongelma voidaan poistaa riittavan tehokkaasti adaptiivisen signaalinkasittelyn
menetelmin.

CD-soitin: Viime aikoina musiikkiteollisuus on siirtynyt kayttaméaan digitaalista CD-levya
perinteisten vinyylilevyjen asemesta. Alla oleva yksinkertaistettu kaavio tyypillises-
t4 CD-soittimesta sisaltaa lukuisia kohteita, joissa kdytetddan DSP:ta.

Laser Demodu- Virheen- 4-kertainen
laatio korjaus ylindytteistys
14-bittinen 14-bittinen
D/A-muunnin D/A-muunnin
Alipéasto- Alipéasto-
suodatus suodatus

i '

Puheentunnistus: Puheentunnistukselle voidaan helposti keksia lukuisia sovelluksia, mut-
ta valitettavasti nykyinen teknologia ei kykene tehtavaan taysin aukottomasti. Ylei-
simmat lahestymistavat jakavat ongelman kahteen osaan: piirteiden erotteluun (fea-
ture extraction) ja piirteiden vertailuun (feature matching). Erotteluvaiheessa puhe
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jaetaan erillisiin sanoihin (tai vaikkapa aanteisiin) ja verrataan naita aiemmin kuul-
tuihin sanoihin. Vertailuvaiheessa saattaa tulla ongelmia jos puhuja ei ole sama kuin
opetusvaiheessa.

Tietokonetomografia: Rontgenkuvissa tavallinen ongelma on, ettd kaksiulotteisesta ku-
vista ei voida tunnistaa paallekkaisia elimid. Lisdksi rontgenkuvista kay ilmi poti-
laan anatomia, ei fysiologia. Toisin sanoen, ainoastaan kehon rakenne on n&htavissa,
ei sen toimintaa. Nain ollen kuolleen ihmisen rontgenkuva vastaa miltei taysin ela-
van ihmisen rontgenkuvaa. N&itd ongelmia on ratkaistu 1970-luvulta alkaen tietoko-
netomografian keinoin. Perinteisessa tietokonetomografiassa otetaan réntgenkuvia
useista suunnista ja saadaan kolmiulotteinen malli. Réntgenséateiden vaarallisuudes-
ta johtuen mydhemmin on kehitelty muita menetelmida, kuten PET (positron emis-
sion tomography) sekd MRI (magnetic resonance imaging). Naista edellinen kayttaa
positronisadettd kuvan muodostamiseen ja jalkimmainen muodostaa kuvan voimak-
kaiden sdhkdmagneettien avulla. Signaalinkasittelya kaytetdan paaasiassa kuvan ko-
koamisessa yksittaisten sateiden muodostamasta datasta.

Harjoitustehtavia

1.1. (Matlab) Tutustutaan Matlabin kayttoon piirtamalla samanlaiset kuvaajat kuin kap-
paleessa 2.1.

(a) Sijoita yksikkonayte vektoriin delta sivulla 12 annetulla komennolla. Koska
kuvan vaaka-akseli sisaltaa pisteet —7,—6,—5,...,7, luodaan myo6s vektori n,
joka sisaltdd nama pisteet: n = -7:7;. Piirrd tdman jalkeen yksikkonaytteen
kuvaaja komennolla stem (n, delta) ;.

(b) Piirréa yksikkoaskel u(n) (s. 12) samalla tavalla.

(c) Piirrda ramppisignaali nu(n) (s. 13) samalla tavalla.
1.2. (Matlab)
(a) Luo vektori t, joka sisdltaa arvot 1.00,1.01,1.02,1.03,...,1.98,1.99,2.00. Vihje:

help colon

(b) Luo vektori x, joka sisaltéd funktion x(t) = cos(2mtt) 4+ 2sin(4mtt) evaluoituna
vektorin t maaraamissa pisteissa.

(c) Tulosta edellisen kohdan funktion mukainen kayra valilla [1,2]. Vihje: help
plot

(d) Tulosta edellisen kohdan funktion itseisarvon mukainen kayra valilla [1, 2]. Vih-
je:help abs

(e) Tulosta molemmat kdyrat samaan kuvaan. Vihje: help subplot. Nimeé kuva.
Vihje: help title.

1.3. (Matlab)
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(@) Luo 10 x 10 matriisi:

1 2 -~ 10

11 12 - 20
A —

91 92 ... 100

Vihje: help reshape, help transpose
(b) Korota matriisin A jokainen alkio kolmanteen potenssiin Vihje: help power
(c) Laske matriisin A kolmas potenssi A3 Vihje: help mpower

(d) Luo satunnaisluvuista koostuva 10 x 10-matriisi ja sijoita se muuttujaan B. Vihje:
help rand

(e) Laske edellisen kohdan matriisin k&anteismatriisi ja sijoita se muuttujaan C.
Laske viela matriisien B ja C matriisitulo. Vihje: help inv

1.4. (Matlab)

() Luo 50-alkioinen normaalisti jakautunut satunnaisvektori (help randn) ja tu-
losta sen itseisarvojen (help abs) kuvaaja 'diskreetisti’ komennolla stem.

(b) Luo funktio nimeltd summaus (tiedostoon nimeltd summaus .m), joka saa syot-
teend vektorin x ja palauttaa x:n alkioiden summan ja niiden neliGsumman Vih-
je:help function, help sum.

(c) Testaa funktiota (a)-kohdan vektorilla.

1.5. Analoginen signaali koostuu yksittaisesta siniaallosta, jonka taajuus on 1000 Hz. Sig-
naalista otetaan naytteitd 0.0006 sekunnin valein.

(a) Tapahtuuko laskostumista?

(b) Jos vastauksesi on myonteinen, miksi taajuudeksi em. sinisignaali tulkitaan, ts.
mille taajuudelle se laskostuu?

(c) Mika olisi riittdva naytteenottotaajuus laskostumisen estamiseksi?

1.6. Analoginen (jatkuva-aikainen) signaali on muotoa x(t) = 2 cos(1207tt)—0.7 sin(307tt)+
cos(2007tt) + cos(1807tt), missa t on aikaa kuvaava muuttuja (sekunteina). Kuinka
usein signaalista pitéa ottaa naytteitd, ettei laskostumista tapahdu? Vihje: tutki kuinka
monta kertaa kukin signaalin termi varéhtaa ylos-alas sekunnin aikana. Né&isté saat signaalin
suurimman taajuuden ja edelleen ndytteenottotaajuuden.

1.7. Tarkkaan ottaen Nyquistin rajataajuus ei riitéa laskostumisen valttamiseksi. Tarkas-
tellaan tallaista tilannetta tassa tehtavassa.

(a) Signaalista x(t) = sin(207tt) otetaan naytteitd 0.05:n sekunnin vélein alkaen het-
kesta t = 0 s. Maarita viiden ensimmaisen naytteen arvo. Voidaanko alkuperai-
nen signaali rekonstruoida naista naytearvoista?

(b) Millaiset naytteet saadaan jos naytteenotto aloitetaan hetkelld t = 0.025 s? Mit-
ka naytearvot talloin saadaan? Voidaanko alkuperdinen signaali rekonstruoida
naistéd naytearvoista, vai voisivatko ndma naytteet esittda jotain muutakin sa-
mantaajuista signaalia?
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1.8.

1.9.

1.10.

(Matlab) Generoi yhden sekunnin mittainen signaali, jonka taajuus on 1000 Hz kun
naytteenottotaajuus on 8192 Hz. Yleisesti signaali saadaan kaavasta

. 2mmf
xhﬂ-SH]( E ),

missa f on haluttu taajuus Hertseina ja Fs on ndytteenottotaajuus Hertseind. Muuttu-
jan on Matlabissa vektori, joka sisaltad halutut pisteet ajassa, t.s., (1,2,3,...,8192).
Generoi myos signaalit, joiden taajuudet ovat 2000 Hz ja 3000 Hz, ja kuuntele kaikki
tulokset komennolla soundsc. Mita tapahtuu, kun ylitdét Nyquistin rajan, eli gene-
roit signaaleja, joiden taajuudet ovat 6000, 7000 ja 8000 Hz?

(Matlab) Simuloidaan Matlabilla laskostumista.

Nouda tiedosto http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/seiska.mat ja
lataa se Matlabiin komennolla 1oad, joka lataa sen automaattisesti muuttujaan x.
Kuuntele alkuperéinen signaali komennolla soundsc (x, F), missa F on naytteen-
ottotaajuus. Pudota nadytteenottotaajuus 16384 Hz ensin puoleen alkuperdaisesta ko-
mennolla y=x (1:2:1ength (x) ) ; Talloin jaljelle ja& vain joka toinen nayte, eli sa-
ma tulos oltaisiin saatu otettaessa alun perin naytteitd taajuudella 8192 Hz. Koska
signaali todellisuudessa sisaltadd taajuuksia aina 8192 Hertsiin asti, laskostuvat suu-
ret taajuudet pienten péaalle. Kuuntele tulos komennolla soundsc. Vertaa kuulemaa-
si tulokseen, joka saadaan oikeaoppisesti poistamalla liian suuret taajuudet (yli 4096
Hz) ennen naytteenottotaajuuden pienentamistd (komento decimate).

(Matlab) Edellisessa tehtavassa laskostuminen ei ollut vield kovin merkittavaa, koska
miesaani ei sisalla suuria taajuuksia juurikaan muualla kuin joidenkin konsonanttien
kohdalla (erityisesti s-kirjaimen). Tee edellisen tehtévan testi signaalilla

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/1intul.mat

Naytteenottotaajuus on nyt 8192 Hz. Kuuntele alkuperéinen nayte, joka on muuttu-
jassa x. Pudota naytteenottotaajuus puoleen komennolla z=x (1:2:1length (x)) ;
ja kuuntele tulos komennolla soundsc (huomaa, ettd naytteenottotaajuus on nyt
enaa 4096 Hz; taman voi antaa soundsc-komennolle optiona). Kiinnitd huomiota
loppuosaan: alkuperaisessa naytteessa on laskeva aani, laskostuneessa nouseva. Tu-
losta ruudulle molempien signaalien spektrogrammit (komento spectrogram).
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Luku 2
Signaalit ja jarjestelmat

Edellisessa kappaleessa naimme jo esimerkkeja digitaalisista signaaleista. Maaritellaan nyt
kaytettavat kasitteet tdsmallisesti.

Analoginen signaali on maaritelty jokaisella ajanhetkella ja se voi saada darettoman maa-
ran eri arvoja (esim. valilta [0, 1], kuten alla).

Jatkuva—-aikainen signaali
1 T T

0.8 n

0.6~

04r .
0.2r-
I I I I

0
0 0.5 1 15 2

Digitaalinen signaali saa vain &arellisen maaran eri arvoja.

Jatkuva—-aikainen dlgltaalmen S|gnaaI|

1
0.8 n
0.6~
0.4
0.2r-

0
0

Diskreettiaikainen signaali saa arvoja vain tietyilla ajanhetkilla.

Diskreettiaikainen digitaalinen signaali
1 T T T
[ N J ®
0.8 o

0.6

0.4

HTITHHMTH

0 0.5 1 15
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Jos esim. naytteitd otetaan taajuudella 100 Hz, signaali on méaaritelty ajanhetkilla ﬁs,

%)s, 1—305,. ... Esimerkiksi CD-soittimen signaali on 16-bittinen, eli se voi saada 2'° erilaista
arvoa. Naytteenottotaajuus on 44100 Hz, jolloin T = 155 s ~ 2.27 - 10 s.

Matemaattisen kasittelyn helpottamiseksi lukujonoja kaytetdan usein diskreettiaikai-
sen signaalin mallina. Toisin kuin reaalimaailman signaali, lukujono on aarettdman pitka,
mutta tdma ei ole mallinnuksen kannalta ongelma.

2.1 Eraitd signaaleita

Yksikkdnayte (unit sample) eli impulssi 6(n) maaritelladn seuraavasti:

1, kunn=0,
(n) =
0, kunn #0.

Yksikkonayte
12 T

0.8 s
0.6 : : s
0.4 ‘ : .

0.2 .

o
®
®
®
[ )
®
®
[
®

NE@
®

E R
®

oF @
®

-0.2
-8

|
o

|
A~

!
Ny
o

Matlab: delta = [zeros(1,7),1,zeros(1l,7)];

Yksikkoaskel (unit step) w(n) madritelldan seuraavasti:

1, kunn >0,
u(n) =
0, kunn <0.

Yksikkoaskel
1.2 T

0.8 .
0.6 .
0.4 : 4

0.2 4

o
[}
[}
[}
[}
L]
[ ]
L

-0.2
-8

!
o

|
L

!
Ny
o
N
IS
(=2}
<9

Matlab:u = [zeros(1,7),ones(1,8)];

Nama jonot voidaan esittaa toistensa avulla seuraavasti:

d(n)=uMm)—un-1)
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ja

k=—o00

Mika tahansa jono voidaan esittaa siirrettyjen ja painotettujen yksikkdnaytteiden
avulla seuraavasti:

x(n) = i x(k)o(n — k).
K—=—

Esimerkiksi alla olevan kuvan signaali voidaan esittdd muodossa x(n) = 26(n+2) —
20(n) +6(m—1) 4+ 38(n — 2) + 46(n — 3). Kyseinen esitysmuoto on erikoistapaus
konvoluutiosta, johon tutustutaan lahemmin kappaleessa 2.3.1.

2 1 1 1 1 I I
-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Ramppisignaali (ramp signal) maaritelladn seuraavasti:

n, kunn >0,
0, kunn<O0.

r(m) =nu(n) = {

Ramppisignaali
T T

Matlab: r = [zeros(1,7),0:7];
Eksponenttijono maaritelladn seuraavasti:

x(n) = Ax™.

Eksponenttijono
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Matlab: x = -7:7; e = 1.5.%x%;

Erikoistapaus eksponenttijonosta saadaan kun « on ei-reaalinen. Silloin x(n) voidaan
esittdd muodossa (yksinkertaisuuden vuoksi A = 1)

x(n) =a™ = |o"e'm
= Ja|™cos(wn)
+ Jo™Msin(wn).

Viimeisimmasta muodosta ndhdaan, etté eksponenttijono on nain ollen kosinijonon
ja sinijonon summa. Talla on merkitysta jatkossa, koska eksponenttijonojen algebral-
liset operaatiot (esim. kertolasku) ovat yksinkertaisia, mutta sini- ja kosinijonojen
operaatiot ovat usein hankalia.

2.1.1 Jonojen ominaisuuksia

Diskreettiaikainen signaali on jaksollinen, jos on olemassa sellainen N € N, ett&
x(n) =x(n+ N),

kaikilla indeksin n arvoilla. Lukua N sanotaan jakson pituudeksi.

Esimerkiksi kompleksinen eksponenttijono on jaksollinen, jos x| = 1. Samoin sinijono

x(n) = sin(wn) on jaksollinen. Molempien jakson pituus on
N

w
Jonot ovat tosin maaritelman tiukassa mielessé jaksollisia vain jos néin saatu N on koko-
naisluku.

Jos S on kaikkien signaalien joukko, niin kuvausta F : S — S sanotaan diskreetiksi
jarjestelmaéksi tai suotimeksi. Kuvauksen F argumenttia kutsutaan sisédnmenojonoksi tai
herétteeksi ja sen palauttamaa jonoa kutsutaan ulostulojonoksi tai vasteeksi.

Esimerkiksi yhtalo y(n) = x(n — 10) maarittelee suotimen, joka viivastaa signaalia 10
askelta. Toinen esimerkki laskee keskiarvon:

y(n) = %(x(n) +x(n—1)+x(n—2)+x(n—3) +x(n—4))

tai yleisemmin:

2.1.2 Perusoperaatiot jonoille

Perusoperaatiot lukujonoille (signaaleille) on esitetty seuraavassa. Mukana ovat myds ope-
raatioille lohkokaavioissa kaytettavat symbolit.

imaginaariyksikosta kaytetaan merkintada i = /—1.
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Yhteenlasku: z(n) =x(n) +y(n)

x(n)

Kertolasku: z(n) =x(n)-y(n)

x(n)

Vakiolla kertominen: z(n) = ax(n)

x(n) >{

Viive: z(n) =x(n—d)

z(n)

x(n)

y(n)
X >
z(n)

y(n)
a 2(n)
_d >
z(n)

Edella olleita operaatioita voidaan yhdistelld ja muodostaa ndin monimutkaisempia

jarjestelmid. Yksi esimerkki on jarjestelma

3

y(n) =
k=0

jonka lohkokaavio on alla.
x(n) ”

— ¢ > 7! —o—>
__h(O) __h(l)

®
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2.2 Diskreettien jarjestelmien ominaisuuksia

Edelld olleen maaritelman mukaan kaikki operaatiot signaalien joukolla ovat suotimia.
Suotimia on siis erittain paljon, ja suurin osa niistd on kdytannon kannalta tarpeettomia.
Seuraavassa kdydaan lapi ominaisuuksia, joita suotimilla voi olla. Nain suotimia voidaan
luokitella kayttotarpeen mukaan.

2.2.1 Muistittomuus

Jarjestelma on muistiton, jos sen ulostulo y(n) riippuu vain samanaikaisesti sisdantulevasta
naytteesta x(n).

Esimerkiksi y(n) = eX™ jay(n) = x(n)? ovat muistittomia, mutta y(n) = x(n — 10) ei
ole.

2.2.2 Lineaarisuus

Jarjestelma F(-) on lineaarinen, jos
Flaxq(n) + bxy(n)] = aFx;(n)] + bF[x2(n)], (2.1)

kaikilla signaaleilla x;(n), x2(n) ja kaikilla kertoimilla a, b.
Sanallisesti sama asia voidaan ilmaista esimerkiksi seuraavasti:

e \asteiden summa on summan vaste.

e Vaste heratteelld ax(n) saadaan kertomalla heratteen x(n) vaste F[x(n)] skalaarilla
a.

Toisaalta ehto tarkoittaa myos, etta:

e Skalaarilla kertominen voidaan suorittaa ennen tai jalkeen suodatuksen.

e Yhteenlasku voidaan suorittaa ennen tai jalkeen suodatuksen.

Jarjestelman lineaarisuus osoitetaan nayttamalla, etté yhtalon (2.1) vasen ja oikea puoli
ovat yhtasuuret riippumatta kertoimista a ja b ja signaaleista x;(n) ja xz(n). Epélineaari-
suuden osoittaminen on yleensa helpompaa: riittdd 16ytaa sellaiset kertoimet ja signaalit,
ettd vasen ja oikea puoli ovat erisuuret edes jollakin indeksin n arvolla.

Esimerkiksi jarjestelma

on lineaarinen. Se voidaan osoittaa seuraavasti.
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Olkoot a ja b mitka tahansa reaaliluvut ja x;(n) seka x,(n) mitka tahansa kaksi lukujo-
noa. Talloin

Flaxq(n) + bxy(n)]
2K

= >_leain— k) + bxa(n—K)

— ZK_HZx]n k+bizxzn k)

= aF[xi(n )]-I—bf[xz( 1.

Nain ollen jarjestelma on lineaarinen.
Toisaalta esimerkiksi jarjestelméa

ei ole lineaarinen, koska yhtélo (2.1) ei ole voimassa esimerkiksi seuraavilla arvoilla: ol-
koon x;(n) = u(n) ja x2(n) nollasignaali. Asetetaan vield a = 2 sekd b = 0. Valitaan viela
n = 0, jolloin

vasen puoli = Flax;(n) +bxa(n)] = F2-1] =2% =4,
oikeapuoli = aF[x;(n)]+bFxa(n)]=2-12=2.

Koska ndma kaksi lauseketta saavat erisuuret arvot, jarjestelma ei ole lineaarinen.

2.2.3 Siirtoinvarianssi

Merkitaan y(n) = Flx(n)]. Jarjestelma F(-) on talldin siirtoinvariantti (shift-invariant) eli
aikainvariantti (time-invariant), jos

y(n—k) =Flx(n—k)]

aina, kun k € Z. Tama tarkoittaa toisin sanoen sitg, ettei jarjestelma ole riippuvainen ajasta,
vaan siirto voidaan tehda suodatusta ennen tai sen jalkeen.
Siirtoinvarianssia voidaan tarkastella myds seuraavan kaavion avulla:

x(n) siirto - x(n—kK)

suodatus suodatus

Y Y

Fx(n)] siirto @
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Jos tulos on sama molempia kaavion reitteja pitkin, on kyseinen jarjestelma siirtoinva-
riantti. Jos sen sijaan saadaan eri signaalit, niin jarjestelma ei ole siirtoinvariantti.

Esimerkiksi jarjestelma F[x(n)] = nx(n) ei ole siirtoinvariantti. Tama voidaan osoittaa
keksimalla sellainen signaali x(n), etté siirron ja suodatuksen tulos on eri kuin suodatuk-
sen ja siirron. Valitaan x(n) = &(n). Jos tata siirretdan yksi askel oikealle, saadaan signaali
d(n — 1). Suodatettaessa tama signaali kerrotaan kussakin pisteessa indeksilla n, eli pis-
teessd n = 1 luvulla yksi. Lopputuloksena on siis 6(n — 1), kuten alla olevassa kuvassa
nakyy.

] - ] ,
siirto  °* 1 suodatus

Jos operaatiot tehdaan toisessa jarjestyksessa, tulos on toinen. Suodatettaessa signaali
d(n) kerrotaan kukin arvo indeksilla n. Pisteessd n = 0 oleva arvo kerrotaan siis nollal-
la, joten tuloksena on nollasignaali. Nollasignaalin siirto ei muuta sitd mitenkaan, joten
tuloksena on nollasignaali, ks. alla oleva kuva.

] y 1 — -
suodatus 1 siirto

Koska "siirto+suodatus” tuottaa signaalin y(n) = 6(n—1) ja "suodatus+siirto” signaalin
y(n) = 0, ei jarjestelma ole siirtoinvariantti.
Toisena esimerkking olkoon jarjestelma Fx(n)] = ™. Osoitetaan, ettd F on siirtoin-

variantti. Olkoon y(n) = F[x(n)] jokaisella indeksillan € Z ja olkoon k € Z mielivaltai-
nen. Maaritellaan lisaksi x;(n) = x(n k) Talloin y(n — k) = X% joka on sama kuin
Fix(n—k)] = Flxi(n)] = e ™ = X"~k Nain ollen F siis on siirtoinvariantti.

Siirtoinvarianssi on tarked lahinn& teorian kannalta. Kaytannossa kaikki jarkevat jar-
jestelmat ovat siirtoinvariantteja. Ei-siirtoinvariantti jarjestelmahan toimisi eri tavalla eri
ajanhetkilla.

2.2.4 Kausaalisuus

Jarjestelman F(-) sanotaan olevan kausaalinen, jos vaste y(n) riippuu pelkastaan heratteen
arvoista x(n),x(n—1),x(n—2),...eikd arvoista x(n + 1),x(n+ 2),x(n + 3), ... Kausaali-
suus siis tarkoittaa sitd, ettei jarjestelman tarvitse tietda etukateen, mité arvoja heréate tulee
jatkossa saamaan.

Tarkastellaan jarjestelmaa

1
Flx(n)] = E(X(n) +x(m—1)+x(n—2)+x(n—3)+x(n—4)).
Vasteen laskemiseen kohdassa n tarvitaan selvasti ainoastaan herétteen arvoja x(n), x(n —

1),x(n—2),x(n—3) jax(n —4), joten jarjestelma on kausaalinen.
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Jos sen sijaan tarkasteltavana on jarjestelma

1
Flx(n)] = g(x(n—i—ZJ +x(n+1)+x(n)+x(n—1)+x(n—2)),
niin vasteen laskemiseen kohdassa n tarvitaan heratteen arvoja x(n + 2) jax(n + 1), joten
jarjestelma ei ole kausaalinen.

2.2.5 Stabiilisuus

Lukujonon x(n) sanotaan olevan rajoitettu, jos on olemassa sellainen ylaraja M € R, etta
x(n)] < M,

jokaisella indeksilla n. Diskreetti jarjestelma F(-) on stabiili, jos jokainen rajoitettu heréate
aiheuttaa rajoitetun ulostulon. Toisin sanoen, ehdosta

IM; eR:VneZ:[x(n) <M,

seuraa ehto
IM, eR:VneZ:jyn) < M,,

missa y(n) = Flx(n)].
Tarkastellaan jarjestelmaa

1
y(n) = Flx(n)] = g(x(n) +x(n—1)+x(n—2)+x(n—3)+x(n—4)),
ja osoitetaan sen olevan stabiili. Oletetaan, ettéa x(n) on rajoitettu. Silloin on olemassa sel-
lainen reaaliluku M, ettd [x(n)| < M, jokaisella indeksilla n. Stabiilisuuden osoittamiseksi
on naytettava, ettd on olemassa sellainen M; € R, etté [y(n)| < M; aina, kun n € Z. Voi-
daan helposti todistaa, etta viiden sissdnmenonaytteen keskiarvo on aina naytteista suu-
rimman ja pienimman valilla. Siis
—M; < min x(k) <y(n)< max x(k) <M.
n—4<k<n n—4<k<n

Nain ollen vaste y(n) on rajoitettu aina, kun n € Z, joten jarjestelma F on stabiili.

Sen sijaan jarjestelma y(n) = Fx(n)] = nx(n) on epastabiili, silla esimerkiksi yksikko-
askeljonolla u(n) (joka on rajoitettu) saadaan vasteeksi jono

0, kunn <o,
y(n) =

n, kunn >0,

joka ei selvastik&an ole rajoitettu.
Myoskaan jarjestelma
ym)=T.1lyin—1) +x(n)
ei ole stabiili, silla syotteella u(n) vaste kasvaa rajatta. Seuraavissa kappaleissa ndhdaan,

ettd tAman tyyppisten jarjestelmien stabiilisuustarkastelu voidaan tehdéa yksinkertaisesti
tarkastelemalla jarjestelmastéa laskettavaa ns. napa-nollakuviota.
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2.3 Lineaariset siirtoinvariantit (LTI) jarjestelmat

Tassa kappaleessa tutustutaan jarjestelmiin, jotka ovat lineaarisia ja siirtoinvariantteja (li-

near time-invariant; LTI). Tulemme havaitsemaan, etta tallaisten jarjestelmien suunnitte-

lu ja toteutus on suoraviivaista ja niiden avulla voidaan toteuttaa taajuuksia muokkaavia

suotimia. Tutustutaan ensin naiden jarjestelmien perusominaisuuksiin.
Lineaarisuusominaisuus tarkoitti, etta

1. kertolasku voidaan suorittaa ennen suodatusta tai sen jalkeen

2. yhteenlasku voidaan suorittaa ennen suodatusta tai sen jalkeen
Siirtoinvarianssi puolestaan tarkoitti, etta

3. siirto voidaan tehdd ennen suodatusta tai sen jalkeen

Siispa LTI-jarjestelman tapauksessa on yhdentekevad, suoritetaanko kertolasku, yhteen-
lasku tai siirto ennen suodatusta vai sen jalkeen.

2.3.1 Impulssivaste ja konvoluutio

Mainittujen kolmen ominaisuuden ollessa voimassa jarjestelmalle saadaan kateva esitys-
muoto: konvoluutio, jossa kaikki jarjestelman ominaisuudet maaraytyvat impulssivasteen
kautta. Impulssivaste méaaritellaédn seuraavasti.
Olkoon F(-) lineaarinen siirtoinvariantti jarjestelma. Silloin sen impulssivaste (eli jarjes-
telman vaste impulssille) on F[6(n)] ja siitd kaytetdan merkintda h(n) = F[6(n)].
Naimme aiemmin, ettd jokainen signaali voidaan esittaa siirrettyjen ja skaalattujen im-
pulssien avulla:

x(m) = > x(k)s(n—k).
k=—0c0
Tatd muotoa kayttéaen voidaan johtaa kaikille LTI-jarjestelmille yhteinen konvoluutioesi-
tys. Jos jarjestelma F(-) on lineaarinen ja siirtoinvariantti, niin silloin sen vaste heratteella
x(n) voidaan esittdad muodossa

yin) = Flxin)l = F1 T x(k)sn k]
_ kf Flx(k)s(n — k)] (Lineaarisuus)
_ kf x(K)Fls(n — k)] (Lineaarisuus)
— Y x(Kh(n—%k) (Siirtoinvarianssi)

k=—o00

LTI-jarjestelméan vaste mille tahansa heratteelle voidaan siis esittaa yksikasitteisesti siir-
rettyjen yksikkonaytteiden 6(n — k) vasteiden

h(n—k) = F[d(n — k)]
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avulla. Kyseista esitysmuotoa kutsutaan jonojen x(n) ja h(n) konvoluutioksi tai konvoluutio-
summaksi, ja konvoluution kasitteeseen tutustutaan seuraavassa tarkemmin.

Tarkastellaan kahta lukujonoa x(n) ja h(n). Lukujonojen x(n) ja h(n) konvoluutiosta
kaytetadn merkintdd x(n) = h(n) ja se maaritellaan seuraavasti:

[e¢]

y(n) =x(n)xhn) = > x(khn—-k).

k=—0c0

Seuraavassa kappaleessa osoitetaan, etta konvoluutio on kommutatiivinen. Nain ollen ylla
olevan maaritelman sijasta voidaan kayttaa seuraavaa yhtapitavaa muotoa:

y(n) =h(n)xx(n) = > hkxn-k).

k=—00

Jalkimmainen muoto on useimmissa tapauksissa havainnollisempi.
Esimerkki: Olkoon lineaarisen jarjestelman F(-) impulssivaste h(n) = d6(n)+26(n—1)+
d(n—2),eli
2, kunn=1,
h(n) =<1, kunn =0,2,
0  muulloin.

Maaritetdan vaste y(n) = Flx(n)], kunx(n) =6(n) +é(n—1)+ 6(n—2) eli

1, kunn=0,1,2,
x(n) = . .
0  muulloin.

Nyt

y(n) =h(n)xx(n) = > hkxn-k).

k=—00

Koska h(k) # 0 vain, kun k =0, 1, 2, niin y(n) saa muodon

2
ym) = > h(kxn—k

-0
= h(0)x(n)+h()x(n—1)+h(2)x(n—2)
= x(n)+2x(n—1)+x(n—2).

Siis
y(0) x(0) =1,
y(M = x(1)+2x(0)=1+2=3,
y(2) = x(2)+2x(1) +x(0) =1+2+1=4,
y3) = () +x(1)=2+1=3]a
y(4) x(2) =1

Muulloin y(n) = 0. Alla ensimmaisessa kuvassa on signaali x(n), toisessa signaali h(n) ja
kolmannessa signaali y(n).
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Toinen esimerkki konvoluutiosta on kappaleessa 5 sivulla 76. Tassa esimerkisséa tulee
esille myds konvoluution vaikutus taajuusjakaumaan.

2.3.2 Konvoluution ominaisuuksia

Seuraavassa esitetddn lyhyesti tarkeimpid konvoluution ja siten myo6s LTI-jarjestelmien
ominaisuuksia.

Kommutatiivisuus (vaihdantalaki): x(n) * h(n) = h(n) * x(n).
Distributiivisuus (osittelulaki): x(n) * (hy(n) + ha(n)) = x(n) * hy(n) + x(n) * hy(n).

Kaskadi: Jos sellaiset jarjestelmat F;(-) ja F>(-), joiden impulssivasteet ovat hy(n) ja ho(n),
kytketdan sarjaan, niin kokonaisuuden eli jarjestelman F;(F,(-)) impulssivaste on
hi(n)xhy(n). Jarjestelmaa F;(F,(-)) sanotaan siis jarjestelmien F;(-) ja F,(-) kaskadiksi
(cascade) ja siita kaytetdaan merkintad F; o F,(-) = F1(Fa(+)).

Kausaalisuus: Jarjestelma on kausaalinen tarkalleen silloin, kun sen impulssivaste h(n)
toteuttaa ehdon:
n< 0= h(n)=0.

Stabiilisuus: Jarjestelma on stabiili tarkalleen silloin, kun sen impulssivaste h(n) toteuttaa
ehdon

eli jonon h(k) kaikkien alkioiden itseisarvojen summa on &arellinen.
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Osoitetaan seuraavassa muutamia edellisistd kohdista.

Vaihdantalaki (x(n) * h(n) = h(n) * x(n)):

x(n) * h(n) = i x(k)h(n —k)

k=—o0
0

Kty x(n—t)h(t)

t=—00
0

= ) h{tx(n—t)

t=—00

= h(n) xx(n).

Stabiilisuusehto: Oletetaan, etta jarjestelma, jonka impulssivaste on h(n), on stabiili. Sil-
loin esimerkiksi rajoitetulla heréatteella

x(n) =sgn[h(-—m)] =

—1, kunh(—m) <0
1, kunh(—m) >0

on aarellinen. Tarkastellaan nyt

n=0

saadaan rajoitettu vaste, joten erityisesti F[x(n)]

kyseista lauseketta lahemmin.

Flx(n)]

n=0 k=—0c0

k=—

= > h(k)sgn[h(—(—k))]

k=—0c0

= ) h(ksgnh(k)

k=—00

3
3

[e¢]

= > |h(K)L

k=—00

Nain ollen viimeinen summa on aarellinen.

Oletetaan seuraavaksi, etta
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ja olkoon x(n) mielivaltaisesti valittu rajoitettu lukujono (merkitaan [x(n)| < My).
Silloin jarjestelman vasteen itseisarvo heratteella x(n) on

o0

> h(k)x(n—¥k)

k=—o00

h(n)«x(n)| =

A

™
=
z
<
N

Nain ollen jokainen rajoitettu herate tuottaa kyseisella jarjestelmalla rajoitetun vas-
teen, ja jarjestelma on stabiili.

2.3.3 FIR-ja lIR-suotimet

Konvoluution avulla voidaan siis esittaa kaikki lineaariset jarjestelméat. Konvoluutio kasit-
telee siséantulevan signaalin x(n) lukujonon h(n) kertoimien maarittamalla tavalla. Line-
aariset jarjestelmat jaetaan kahteen luokkaan impulssivasteen pituuden mukaan.

FIR-suodin: Niin sanotun FIR-suotimen (finite impulse response) impulssivaste on aarel-
lisen mittainen? (eli tietyn rajan jalkeen molempiin suuntiin impulssivaste on aina
nolla). Alla oleva kuva esittdad Matlabilla suunnitellun FIR-suotimen impulssivastet-
ta. Konvoluutio kyseisen impulssivasteen kanssa poistaa signaalista tiettya rajataa-
juutta suuremmat taajuudet. Impulssivasteen pituus on nyt 31. Kaikki muut impuls-
sivasteen arvot ovat nollia.

0.2
0.15- 1

0.1r

L\ tEe—

7..“£k‘. ?‘kkka‘..

0 5 10 15 20 25 30

-0.05

Kun lasketaan vastetta hetkelld n, kerrotaan heratteen x uusin nayte x(n) impulssi-
vasteen nollannella termilla h(0), toiseksi uusin nayte x(n—1) ensimmaisella termilla

2Huomaa, ett4 taméa on eri asia kuin lause: "impulssivaste on aarellinen".
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h(1), nayte x(n — 2) termilld h(2), jne. Lopuksi nain saadut tulot lasketaan yhteen.
Kaavana tama ilmaistaan muodossa

Kausaalinen FIR-suodin méaaritelldan yleisessa muodossaan kaavalla

M
= > h(k)x(n-—
k=0

Suotimen aste M maaraytyy suurimman viiveen mukaan. Taman suotimen aste on
M, mutta siind on N = M + 1 kerrointa. Alla on FIR-suotimen lohkokaavio.

h(2) h(M-1) h(M)

W, + Y0

IIR-suodin: Niin sanotun IIR-suotimen (infinite impulse response) impulssivaste on aa-
rettoman pitka (eli ei ole rajaa, jonka jalkeen impulssivaste olisi aina nolla). Esimer-
kiksi impulssivaste: h(n) = u(n)(—0.9)™ Kuvassa on vasteen 32 ensimmaista termia.
Impulssivasteessa on kuitenkin darettoman paljon nollasta poikkeavia arvoja.

T

-1 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

IIR-suotimet voidaan toteuttaa differenssiyhtaloiden avulla. Aarettoman mittainen im-
pulssivaste saadaan aikaiseksi takaisinkytkennallg, eli kayttamalld aiemmin laskettuja vas-
tearvoja. Yleisessa muodossaan IIR-suodatin on operaatio, joka toteuttaa seuraavan diffe-
renssiyhtalon ulostulojonon y(n) ja sisédnmenojonon x(n) valilla:

Zakxn k) —I—meyn m).

k=0

Suodin maaritellaadn kertoimien ay,k = 0,1,...,Kjab,,m = 1,2,..., M avulla. Seuraa-
vassa on tama differenssiyhtéalé kaaviomuodossa.
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x(n) y(n)
+ + >
I [ao :; :/ !
771 771
X(n-1) n +>_Q_+y(n—1)
0 O
771 771
x(n—2)| + + . y(n—2)
L t
7! | | 7!
x(n—K+1)+_>_<+> <+>_Q_+y(n—wl+1)
%1 \ / bM—l
7! 7t

& M

Esimerkiksi aiemmin ollut impulssivaste h(n) = u(n)(—0.92)™ saadaan differenssiyhta-
I6sta

ym) =—-0.2y(n—1) +x(n),

kun heratteend on impulssi &(n). Kuva jarjestelmastéa on alla.

X(n) RS @ y(n)
L1

Esimerkki: Lasketaan differenssiyhtalén
yn)=-09yn—1)+x(n)

maaraaman jarjestelman impulssivaste. Olkoon siis herate x(n) yksikkdnayte. Tallaisessa
tehtavassa oletetaan, ettd y(n) = 0, kun n < 0 eli ettd vaste on kausaalinen. Aletaan laskea
vastetta indeksista n = 0 alkaen:

y(0) =—-0.9y(0—1)+x(0) =1.
i



2. SIGNAALIT JA JARJESTELMAT 27

Seuraavaksi asetetaan indeksiksi n = 1, sitten n = 2 ja niin edelleen:

y(1) = —092y(1—=1)+x(1)=-0.9
T

u(2) = —09y(2—1)+x(2) =(—0.9)?
=0.9 =0

y(i3) = —0.9y(3—1)+x(3) =(—0.9)°
o %

y4) = —09y(4—1)+x(4) = (-0.9)*
=(—0.9)3 =0

Téassa vaiheessa havaitaan?, ettd vasteen yleinen muoto on
yn)=(—-0.9)", kunn >0

eli
y(n) =u(n)(-0.9)",
joka on tietenkin sama kuin edellisen esimerkin h(n).

Eri lahteissa kertoimien rooli saattaa olla toinen kuin ylla. Kyseessa on makuasia, joka
saattaa kuitenkin joissain tapauksissa aiheuttaa sekaannuksia. Esimerkiksi Matlabia kay-
tettdessa kertoimet annetaan vektoreina b ja a, missa b sisaltdd heratteen x(n) kertoimet
(bo, b1, by, ..., bam) ja vektori a sisdltaa vasteen y(n) aikaisemmin laskettujen termien ker-
toimet (ap, ay,..., ax); siis juuri painvastoin kuin monisteessa (esim. s. 25). Ylla olevat
kertoimet toteuttavat Matlabissa jarjestelman

K M
D bx(n—k) =) anyn—m),
m=0

k=0
eli
1 K M
w1 (b0 X arutn ).
0 \ k=0 m=1
Jos ap = 1 (kuten kaikissa Matlabin suunnittelemissa suotimissa on), saadaan lauseke vas-
taavaan muotoon kuin sivulla 25 oleva maaritelma:

K M
y(n) =) bix(n—k)— ) amy(n—m).
m=1

k=0
Ainoana erona nyt on, etta vasteen kertoimet a,, (m = 1,2,..., M) ovat vastakkaismerk-
kisia (ks. myos tehtava 2.19).

$Haluttaessa perustella tasmallisesti lausekkeen y(n) yleinen muoto on kéaytettava matemaattista induk-

tiota luvun n suhteen: vaitteend on y(n) = (—0.9)™. Induktion perusaskel (y(1) = —0.9) on voimassa. Ol-
koon n > 1. Tehd&an induktio-oletus: y(n) = (—0.9)™. Induktiovaite y(n + 1) = (—0.9)™*! nahdaan seu-
raavasti: y(n + 1) = (=0.9)y(n) +x(n) = (=0.9) - (=0.9)™ + 0 = (—0.9)™*'. Induktioperiaatteen nojalla on

y(n) = (—0.9)™ aina, kun n > 1. Liséksi tapaus n = 0 on jo kasitelty, joten
vneN:yn)=(-09".
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Harjoitustehtavia

2.1. Osoita yksikkdimpulssin ja yksikkdaskeleen maaritelmia kayttéden luvussa 2.1 tode-
tut yhteydet

dn)=um)—um—-1) ja un) = i d(k)
K—=—

Voiko jalkimmaisessa yhtalossa summan alaraja olla muukin kuin —co?

2.2. (&) Mika differenssiyhtéald on heratteen x(n) ja vasteen y(n) valilla kun jarjestelman
lohkokaavio on alla olevan kuvan mukainen?

x(n) -

-0.2427 -0.2001 0.7794 -0.2001 -0.2427

OO

(b) Piirra lohkokaavio, kun

ym) =0.11x(n) +0.28x(n — 1) — 0.01x(n — 2) — 0.52x(n — 3).

2.3. (Matlab) Lataa Matlabin aanitiedosto gong.mat muuttujaan y komennolla 1oad
gong. Tutustu konvoluution toteuttavaan komentoon (help conv) ja laske signaa-
lin y jatehtévan 2.2 (a)-kohdan kertoimista muodostetun vektorin konvoluutio. Sijoi-
ta tulos muuttujaan z. Kuuntele alkuperainen signaali ja vertaa sitéd suodatustulok-
seen. Kertoimet oli valittu siten, ettd konvoluutiossa osa taajuuksista poistuu. Arvioi
mitka taajuudet poistettiin?

2.4. Osoita, ettei jarjestelma
Flx(n)] = ex™

ole lineaarinen.
2.5. Onko jarjestelméa
F[x(n)] = toiseksi suurin luvuista x(n),x(n — 1) jax(n — 2)
lineaarinen? Miksi / miksi ei?

2.6. Osoita, ettd jarjestelma

on siirtoinvariantti.
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2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

2.12.

2.13.

2.14.

2.15.

Osoita, ettd jarjestelma

ei ole siirtoinvariantti.

Osoita, ettd jarjestelméa

ei ole stabiili.
Osoita, ettd jarjestelméa
Flx(n)] = sin(x(n))
on stabiili.
Osoita, etta jarjestelma
y(n) =x(n)—0.9y(n—1)

on stabiili.

(Matlab) Tekstissd mainitaan, ettei jarjestelma y(n) = 1.1y(n — 1) 4+ x(n) ole stabiili
koska syotteelld w(n) vaste kasvaa rajatta. Kokeile tata Matlabilla seuraavasti. Luo
ensin patka signaalista u(n) kuten tehtévassa 1.1 (tee kuitenkin ykkosten osuudesta
hieman pidempi). Tutustu komentoon filter ja suodata u(n) mainitulla jarjestel-
mall&. Tulosta vaste ruudulle komennolla stem.

Maaritellaan signaali x(n) ja impulssivaste h(n) seuraavasti:

x(n) = d(n)+26n—1)—56(n—3)
h(n) = 26(n+1)4+26(n—1)

Piirra signaalit x(n) ja h(n). Laske signaali h(n) % x(n) ja piirrda myos se (kynélla ja
paperilla).

(Matlab) Olkoot jonot x(n) ja h(n) kuten edella. Laske konvoluutiot h(n) x x(n) seka
h(n) x h(n) * x(n) Matlabilla ja tulosta ne ruudulle (komentoja: conv, stem).

(a) Laske konvoluutio h(n) * x(n), missa

h(n) = (%) win),

x(n) = um-—1).

Vihje: tarvitset geometrisen sarjan summakaavaa.

(b) Onko impulssivasteen h(n) maaraama jarjestelméa kausaalinen? Enté stabiili?

(a) Mita differenssiyhtéal6a alla oleva jarjestelma kuvaa?
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x(n) y(n)
2
0.2

0.8 -0.3

yln) = x(n) + 2x(n— 1)~ gx(n—2) + Ly(n— 1)+ gu(n —2)

2.16. LTI-jarjestelman F[x(n)] impulssivaste on

2, kunn=1,
h(n)=<1, kunn=0,2,
0  muulloin.

Mika on kaskadin F o F impulssivaste?
2.17. LTI-jarjestelméan heratteen x(n) ja vasteen y(n) valilla on voimassa yhtalo
y(n) =0.75y(n — 1) + 0.5x(n) + 0.5x(n — 1).
Maarita jarjestelméan impulssivaste.

2.18. Merkitdan LTI-jarjestelman vastetta yksikkdaskeleelle seuraavasti: z(n) = Flu(n)].
Maarita impulssivaste h(n), kun askelvaste (step response) z(n) tiedetaan.*

2.19. (Matlab) Matlab suodattaa vektorissa x olevan signaalin komennolla
y=filter (b,a,x);

missa vektori b sisaltda heratteen x(n) kertoimet ja vektori a sisaltda vasteen y(n)
aikaisemmin laskettujen termien kertoimet. Huomaa sivun 27 kommentti kertoimien
esitystavasta Matlabissa.

(a) Muodosta impulssisignaali 5(n) seuraavasti: delta=[1, zeros (1,127) 1 ; Suo-
data tama suotimella, jonka differenssiyhtalo on

ym) =—-09yn—1)+x(n)

ja tulosta tulossignaali ruudulle.

4Né&ennaisesta esoteerisuudestaan huolimatta talla lauseella on joskus kayttod. Generoimalla herétteeksi
yksikkoaskel saadaan vastetta tarkastelemalla selville my6s impulssivaste. Yksikkdaskel on liséksi usein
helpompi generoida kuin impulssi.
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(b) Suodata impulssi myo6s tehtéavan 2.15 a-kohdan jarjestelmallé ja tulosta tulossig-
naali ruudulle.

(c) Suodata impulssi jarjestelmalla

yn) =x(n)+05x(n—1)+0.25x(n —2) + 0.5y(n — 1) + 0.6y(n — 2)

ja tulosta tulossignaali ruudulle.

Yksi edellamainituista jarjestelmista ei ole stabiili. Osaatko sanoa impulssivasteiden
perusteella mika?

2.20. (Matlab) Yrita saada edellisessa tehtavassa saamasi impulssivasteet Matlabin valmiil-
la impz-komennolla. Parametreina annetaan vektorit a ja b.
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Luku 3

Fourier-muunnos

Aiemmissa kappaleissa on jo sivuttu taajuuden kasitettd. Fourier-muunnos liittda signaa-
lin ndytearvot sen sisaltdmiin taajuuksiin ja vastaa kysymykseen: "kuinka paljon signaalis-
sa on kutakin taajuutta”. Muunnoksen tuloksena saadaan signaalin taajuusjakauma. Alla
olevassa kuvassa on vasemmalla eréas testisignaali ja oikealla sen Fourier-muunnos, josta
nakyy selvasti mika on aanisignaalin hallitseva taajuus.
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Fourier-muunnos voidaan tehda jatkuvalle tai diskreetille signaalille. Riippuen signaa-
lin jaksollisuudesta tuloksena on vektori, diskreetti signaali tai jatkuva-aikainen signaali,
jotka kuvaavat signaalin sisaltdmia taajuuksia. Alla oleva taulukko esittaa neljaa eri muun-

nostyyppia.

Muunnettavan
signaalin tyyppi

Jatkuva-aikainen

Diskreettiaikainen

Tuloksena on ei-jaksollinen
jatkuva-aikainen signaali.

Tuloksena on jaksollinen
jatkuva-aikainen signaali.

Ei-jaksollinen Kaytetadn nimitysta Kaytetadn nimitysta diskreetti-
Fourier-muunnos. aikainen Fourier-muunnos (DTFT).
(jatkuva — jatkuva) (diskreetti — jatkuva)
Tuloksena on ei-jaksollinen | Tuloksena on jaksollinen
diskreettiaikainen signaali. | diskreettiaikainen signaali.
Jaksollinen Kaytetdan nimitysta Kéytetdan nimitysta diskreetti

Fourier-sarja.

(jatkuva — diskreetti)

Fourier-muunnos (DFT).
(diskreetti — diskreetti)

Fourier-muunnos esittdd muunnettavan signaalin kompleksisten eksponenttifunktioi-
den (...,e 3t 2t et g0 it @2it 3it 3 gvulla. Eulerin kaavan mukaan kukin naista
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funktioista on itse asiassa sinin ja kosinin summa:
e*t = cos(kt) + isin(kt).

Nain ollen kompleksinen eksponenttifunktio koostuu sinin ja kosinin varahtelyista,
missa k maaraa taajuuden. Kumpi tahansa muoto on kayttokelpoinen, mutta kdytannossa
eksponettifunktion kanssa on paljon helpompi tydskennella (esim. kahden kompleksisen
eksponettifunktion tulo: et*te'™ on helpompi sieventaa kuin (cos(kt)-+isin(kt))(cos(mt)+
isin(mt))).

Fourier-analyysin ideana on selvittda voidaanko tietty signaali (funktio, lukujono) esit-
tda kompleksisten eksponenttifunktioiden painotettuna summana (eli lineaarikombinaa-
tiona). Jos tdméa on mahdollista, taytyy vield ratkaista kunkin eksponenttifunktion paino-
kerroin. Tasta painokertoimesta voidaan sitten paatella kuinka paljon signaalissa on ky-
seistd taajuutta. Lisaksi siitéd kay ilmi missa vaiheessa kyseinen taajuuskomponentti on.

Digitaalisen signaalinkasittelyn sovelluksissa kdytetdan padasiassa diskreettia Fourier-
muunnosta signaalin taajuussisaltdéa analysoitaessa. Syyna on se, etta laskenta on talléin
puettavissa matriisikertolaskun muotoon ja laskut ovat nain ollen aarellisid ja helppoja
suorittaa tietokoneella. Muut muunnostyypit ovat teoreettisia tydkaluja joita kaytetdan
esimerkiksi suodinsuunnittelussa. Naiden laskukaavat sisaltavat aarettomid summia se-
k& integraaleja, jotka ovat tietokoneella laskettaessa hankalia kéasiteltavia. Nain ollen ne
soveltuvat huonommin taajuuksien automaattiseen analyysiin. Sen sijaan ne ovat korvaa-
maton tydkalu suunnitteluvaiheessa.

Sovellusten kannalta tarkein muunnostyyppi on diskreetti Fourier-muunnos ja sen to-
teuttava nopea algoritmi FFT. Muun muassa ikkunamenetelmén yhteydessé tarvitaan kui-
tenkin diskreettiaikaista Fourier-muunnosta, joten siihenkin on syyta tutustua lyhyesti.
Taydellisyyden vuoksi mainitaan myds jatkuva-aikaisten signaalien muunnokset, vaikka
ei viela tdsséa monisteessa tarvitakaan. Ne saattavat tulla kuitenkin myohemmin vastaan
jatkuvia signaaleja kasiteltdessa, esimerkiksi tietoliikennetekniikassa.

Jonon Fourier-muunnoksesta on tapana kayttaa vastaavaa isoa kirjainta; siis esim. jo-
non x Fourier-muunnos on X ja jonon y Fourier-muunnos on Y. Vastaava merkintatapa on
kaytdssa myds z-muunnoksen yhteydessa kappaleessa 4.

3.1 Fourier-muunnos (ei-jaksollinen jatkuva-aikainen sig-
naali)

Ensimmainen muunnostyyppi muuntaa jatkuva-aikaisen signaalin jatkuva-aikaiseksi sig-
naaliksi, eli selvittda kuinka jatkuva funktio voidaan esittdd kompleksisten eksponentiaa-
lien painotettuna integraalina®. Jos muunnettavana on ei-jaksollinen jatkuva-aikainen sig-
naali x(t) (t € R), maaritelladn sen Fourier-muunnos integraalina

X(e'®) = JOO x(t)e "t dt.

—00

!painotettu integraali tarkoittaa integraalia, jossa integroitava funktio kerrotaan painofunktiolla ennen
integrointia. Vastaava kuin painotettu summa, mutta summan tilalla integraali.
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Tuloksena saadaan muuttujan w € R funktio?. Fourier-muunnoksesta paastaan takaisin
alkuperaiseen signaaliin kdanteisell& Fourier-muunnoksella:

T 2n

—00

x(t) 1 JOO X(e*)el*t dw.

Merkinta X(e') saattaa nayttaa hankalalta, mutta kuvastaa myohemmin tarkasteltavaa
Fourier-muunnoksen ja z-muunnoksen yhteytta. Funktio X(e'*’) on nyt siis reaalimuuttu-
jan w funktio. Periaatteessa voitaisiin siis kayttdd merkintdd X(w), mutta se saattaisi ai-
heuttaa sekaannuksia jatkossa.

Esimerkiksi signaalin

1, kun —1<t<1
x(t) = :
0, muulloin

Fourier-muunnos on

. 2sinlw) = pun w #£ 0
X lw) w )
(e™) {2, kun w = 0.

Kuvaajat ovat alla olevissa kuvissa; ylemmassa on x(t) ja alemmassa X(e'). Yleensa Fourier-
muunnos on kompleksiarvoinen funktio, mutta tassa esimerkissa tulosfunktio sattumoisin
oli reaalinen. Nain kdy aina kun muunnettava signaali on symmetrinen y-akselin suhteen
(ks. harjoitus 3.13). Useimmiten lopputuloksessa on kuitenkin my6s kompleksiosa. Talloin
muunnos esitetddn kahtena kuvaajana: ensimmaisessa on funktion itseisarvo ja toisessa
sen vaihekulma.

15

05 .

-05 1 1 1 1 1 1 1 1 1
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Y I I I I I I I I I I I I
-18n  -15n  -12n  9rn —67 =3n 0 3n 6m on 121 151 18n

3.2 Fourier-sarja (jaksollinen jatkuva-aikainen signaali)

Toinen muunnostyyppi muuntaa jatkuva-aikaisen signaalin diskreettiaikaiseksi, eli selvit-
téaa kuinka jaksollinen funktio on esitettavissd kompleksisten eksponentiaalien painotettu-
na summana. Jaksollisen signaalin tapauksessahan ei voida kayttaa edellisen kappaleen

Taajuusmuuttujasta on tapana kayttaa kreikkalaista omega-kirjainta w. Muuttujasta w kaytetadn nimea
kulmataajuus.
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Fourier-muunnosta, koska jaksollisen signaalin tapauksessa Fourier-muunnoksen maa-
raava integraali ei suppene®. Jaksollisen signaalin tapauksessa informaation maara on siina
mielessa pienempi, etté yksi jakso signaalista maaraa sen kayttaytymisen taysin. Osoittau-
tuukin, etté jaksollisen signaalin esittamiseen riittaa diskreetti maara taajuuksia. Tuloksena
on siis kokonaislukuarvoilla maaritelty lukujono.

Olkoon x(t) 27t-jaksollinen jatkuva-aikainen signaali (siis x(t) = x(t+27)). Sen Fourier-
sarja on diskreettiaikainen signaali

1 (™ -
X(n) = =— J x(t)e "Mt dt,
27

—7t

missan € Z.
Jos tiedetdan Fourier-sarja X(n), paastaan takaisin alkuperdaiseen signaaliin kaavalla

x(t) = i X(n)e'™.

n=—oo

Tarkastellaan esimerkkia jatkuvan jaksollisen signaalin Fourier-sarjaesityksesta. Maa-
ritellaan funktio x(t) seuraavasti:

) 1, kun —2<t< 7%,
X = . ye . T
0, muissa valin [—m, 7] pisteissa.

Funktio x(t) on nimeltdaan kanttiaalto. Valin [—, 7] ulkopuolella f on periodinen: x(t) =
x(t + 27t). TAméan funktion Fourier-sarjaesitys on

1S4 e £ 0
X(n):{;1 e 70,
a

, kunn = 0.

Kuvaajat ovat alla; ensin on signaalin x(t) ja sitten sen Fourier-sarjakehitelman kertoimien
kuvaaja. Tassakin tapauksessa tulos on reaalinen, koska muunnettava signaali on symmet-
rinen y-akselin suhteen.

1.5

LT

0.5 1 1 1 1
—4rn -3n -2n - 0 T 2n 3n 4

0.25 .
02F .
0151 .
01F { .
0051 : ]
0560°*00,s0* %, ‘.‘PT?. . T, AL P T
ol W 1

4 =0 T10 0 10 2 30

3Ainoa poikkeus on nollasignaali x(t) = 0.
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Kukin kerroin ilmoittaa nyt kuinka paljon alkuperaisessa signaalissa on kutakin taa-
juutta: termi X(n) ilmaisee milla kertoimella signaali e on mukana muodostamassa sig-
naalia x(t). Toisin sanoen, kuinka alkuperdinen signaali voidaan esittaa eritaajuisten sinien
ja kosinien summana. Funktion jako eri taajuuksiin onkin Fourier-analyysin tarkeimpia
kayttokohteita.

Fourier-sarjaa voidaan kayttaa hyvaksi mm. generoitaessa sinien ja kosinien avulla mo-
nimutkaisempia aaltomuotoja. Sdéhkoteknisissa laitteissa eritaajuuksiset siniaallot ovat ge-
neroitavissa melko luontevasti, mutta esimerkiksi edellamainittu jaksollinen kanttiaalto
taytyy muodostaa sinien ja kosinien avulla. Tama onnistuu kayttden pientd osaa edel-
I& lasketun Fourier-sarjan kertoimista. Seuraavassa vasemmalla ylh&aalla oleva kuva esit-
téaa funktiota x(t) ja sen Fourier-sarjaa, jossa on kaytetty kertoimia X(—5), X(—4), ..., X(5)
(kaikkiaan 11 kpl). Nain saadaan approksimaatio kanttiaallolle:

R(t) = X(=5)e>"t + X(—4)e M+ X(=3)e P+ - + X(4)eM + X(5)e
= —0.0450e>" 4+ 0.0750e 3" + 0.1592¢ 2 4 0.225Te~* + 0.2500
+ 0.225Te't 4 0.1592e%™ 4+ 0.0750e3™ — 0.0450e°H,

Valitsemalla kertoimet symmetrisesti nollan molemmin puolin, supistuvat kaikki lausek-
keessa olevat imaginaariosat pois, ja lopputulos on reaalinen funktio.

Yhdentoista kertoimen avulla saatava approksimaatio ei ole vield kovin tarkka, mut-
ta kertoimia lisédmalla saadaan funktio Iahemmas todellista kanttiaaltoa. Ylaoikealla on
kaytetty 21 kerrointa, alhaalla vasemmalla 41 kerrointa ja vihdoin alaoikealla 101 kerroin-
ta. Kuvista havaitaan, ettd approksimaatio muuttuu tarkemmaksi kun kertoimien maaraa
lisatadn. Pystyakselille ja& kuitenkin aina noin kymmenen prosentin heitto reunan mo-
lemmille puolille. On havaittu, ettei tatd maksimipoikkeamaa voida pienentaa kertoimien
maaraa kasvattamalla. Kertoimien lisédminen kylla kaventaa korkeinta huippua, mutta
sen korkeus pysyy suunnilleen vakiona. Tasta Fourier-sarjalle tyypillisestd kayttaytymi-
sestd kaytetdan nimeda Gibbs-ilmi6 (engl. Gibbs phenomenon).

0 o O~~~

I I I I I I I I I
- /2 0 2 n - /2 0 2 n

05 I I I I I 05 I I I I I
- /2 0 2 n - /2 0 2 n
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3.3 Diskreettiaikainen Fourier-muunnos (diskreettiaikainen
ei-jaksollinen signaali)

Kolmannessa muunnostyypissa ei-jaksollinen lukujono esitetdédn kompleksisten ekspo-
nentiaalien painotettuna integraalina. Toisin kuin ensimmaisessd muunnostyypissa, nyt
riittdd integroida valilla [—mt, 7t]. Diskreettiaikaisen ei-jaksollisen signaalin x(n) Fourier-
muunnos on signaali

n=—oo

Tuloksena on siis reaalimuuttujan w funktio X. Jos tama funktio tiedet&an, paastaan takai-
sin alkuperéiseen signaaliin kaavalla

1 (™ . .
x(n) = —J X(e*)e* " dw.

2t ).
Kaavoista havaitaan, ettd itse asiassa tama muunnos maaritelladn melkein samoilla kaa-
voilla kuin edellisen kappaleen Fourier-sarja.

Esimerkki: Maarataan signaalin x(n) = 0.5™u(n) Fourier-muunnos. Nyt

X(e'?) = i x(n)e tom

n=—oo

= i 0.5"e “mu(n)

= > 05" n
n=0
= ) (05¢ )" (Geom.sarja, [0.5¢ | =05 < 1)

n=0

1
1—0.5e i’

Alla ovat alkuperdisen signaalin ja sen Fourier-muunnoksen kuvaajat; ensimmaisena on
alkuperaisen signaalin x(n) kuvaaja, toisena sen Fourier-muunnoksen itseisarvon |X(e')|
kuvaaja ja kolmantena Fourier-muunnoksen vaihekulman arg(X(e'*)) kuvaaja kulmataa-
juuden w funktiona.
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2.5

_1 L L L L L
-2 - 0 T 2n

Diskreettiaikainen Fourier-muunnos X(e'*) ilmaisee milla kertoimella eri kompleksiset
eksponenttifunktiot tulee ottaa mukaan muodostettaessa tarkasteltavan signaalin esitysta
taajuuksien avulla. Jos halutaan tietda kuinka suurella kertoimella taajuus f Hertseina on
mukana annetussa Iukujonossa jaetaan f ensin naytteenottotaajuudella F; ja ndin saatu
normalisoitu taajuus = muunnetaan kulmataajuudeksi w kertomalla luvulla 27t. Olete-
taan esimerkiksi, etta edelllsen esimerkin signaali x(n) = 0.5™u(n) on saatu aikaan jar-
jestelmalla, jonka nadytteenottotaajuus on 8000 Hz. Nyt 1000 Hertsin taajuus (eli signaali
et (271000/8000)) o signaalissa mukana kertoimella

1000 i 1

X(ei-ZTI%) _ X(e Zﬂm) — X(QT) — = 1.19 —0.651.

i

1—0.5e 7
Vastaavasti 2000 Hertsin taajuus (eli signaali et™(272000/8000)) g signaalissa x(n) mukana
kertoimella

X(eb 2 s ) = X(e" 2000 ) = X(e? ) = ; = 0.8 — 0.4i.
1—0.5e 2

Koska tuhannen Hertsin kerroin on itseisarvoltaan 1.36 ja kahdentuhannen Hertsin ker-
roin 0.89, on signaalissa enemman tuhannen Hertsin taajuutta kuin kahdentuhannen Hert-
sin tagjuutta. Kaikkien signaalin sisadltdmien taajuuksien jakauma voidaan lukea yll& ole-
vasta funktion |[X(e'®)| kuvaajasta. Nollataajuus on luonnollisesti nollan kohdalla ja sig-
naalin sisdltama suurin taajuus (eli Nyquistin rajataajuus) on kulmataajuuden w = 27 -
(0.5F¢)/Fs =  kohdalla. Eniten signaalissa on nollataajuutta (kertoimen itseisarvo on 2) ja
vahiten Nyquistin taajuutta (kertoimen itseisarvo on %).

Vaikka kertoimet ja eksponenttifunktiot ovatkin kompleksisia, integroinnin tuloksena
on tassa tapauksessa reaalinen lukujono, koska negatiiviset taajuudet kumoavat komplek-
sitermit.

3.4 Diskreetti Fourier-muunnos (diskreettiaikainen jaksol-
linen signaali)

Sovellusten kannalta tarkein mainituista neljastda muunnostyypisté on diskreetti Fourier-
muunnos joka muuntaa diskreettiaikaisen jaksollisen signaalin diskreettiaikaiseksi jaksol-
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liseksi signaaliksi. Muunnoksen lopputulos sisaltaa tiedon alkuperaisen signaalin sisalta-
mista taajuuksista, joita on darellinen maara. Jakson pituutta kasvatettaessa kohti aretonta
on lopputuloksena diskreettiaikainen Fourier-muunnos, eli taajuusakseli muuttuu talloin
jatkuvaksi. Koska jaksollisesta signaalista tarvitsee tietdd vain yksi jakso, voidaan koko
operaatio esittda vektoreiden avulla. Talloin itse operaatio on matriisikertolasku. Tahan
muotoon palataan maaritelmien jalkeen.

Diskreetin Fourier-muunnoksen maaritelméassa on kertoimena luku wy = e?™/N, joka
on nimeltaan ykkosen N:s juuri (N’th root of unity). Nimensa mukaisesti taman luvun N:s
potenssi on yksi:

wi = (eVM)N = e?™ = cos(27) + isin(2m) = 1.

Luku wy sijaitsee kompleksitason yksikkdympyralla kulmassa 27t/N. Kulma on % ko-
ko ympyrastg, ks. kuva.

Im

Y

sin(2m/8)

2n
) Re

cos(2m/8)

Diskreettiaikaisen jaksollisen signaalin x(n) (jakso N) Fourier-muunnos maaritellaan
kaavalla

N—1
X(m) =) x(kjwy™
k=0

Signaalin X(n) kdanteinen diskreetti Fourier-muunnos on
x(n) = N X(k)wk.

Diskreetti Fourier-muunnos (DFT) ja kdanteinen diskreetti Fourier-muunnos (IDFT) on
mahdollista esittdd myds matriisimuodossa. Tama onkin yleensa kaikkein katevin esitys-
muoto. Olkoon x(n) muunnettava signaali, ja vektori
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sen yksi jakso. Talloin sen diskreetti Fourier-muunnos saadaan kertomalla vektori x mat-
riisilla

0 0 0 0
wx Wy wy V\(/NN ,
0 —1 -2 —(N—
Wl Wy W WNZ(N ,
0 —2 —4 —2(N—

W Wy W R
0 —(N=T1) —2(N-1) —(N=1)?
W Wy Wy S Wy

Esimerkiksi perusjaksolla N = 4 DFT saadaan laskettua kertomalla vektori matriisilla

0 0
Wy Wy wg o wy

1
0 vl w2 w3 - :
wg w42 w44 w46 N L S
wg w43 w46 w49 T -1 1 -1
Wy w,T w,” w, T i -1 -

Matriisi on generoitavissa kompleksitason yksikkdympyran avulla. Tapauksessa N = 4
kaikki termit ovat luvun w;, ei-positiivisia potensseja. Luku w; sijaitsee yksikkdympyral-
& kulmassa 27“, joka on neljasosa koko ympyrasta. Negatiiviset potenssit saadaan kuten
positiivisetkin, paitsi ettd kiertosuunta vaihtuu.

Im
v

Re

=

Muunnosmatriisin ylimmalla rivilla eksponentti on aina nolla, seuraavalla rivilla se
pienenee aina yhdella, sitd seuraavilla kahdella, kolmella, jne. Esimerkiksi tapauksessa
N = 6 muunnosmatriisi on seuraava.

wg w2 w? o Wl Wl w? « eksponentin muutoson 0
wd wol w2 owd we? w® |« eksponentin muutos on — 1
wQ wer o wet o we® we® w'°|  « eksponentin muutos on — 2
wQ wed w® we? wg'? wg® |« eksponentin muutos on — 3
wd wet wed w2 w ' w | « eksponentin muutos on —4
wd w2 w ' w® w® w®/ « eksponentin muutoson —5

Muunnosmatriisi on helppo tehda piirtamalla yksikkdympyralle luvun wy, ei-positiiviset
potenssit ja hyppimalla ndin saatuja pisteitd myotapaivaan nollan, yhden, kahden, jne.
askeleen valein.
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Esimerkki: Lasketaan lukujonon x(n): (0,1, 2, 3)" diskreetti Fourier-muunnos. Muunnos
tapahtuu matriisikertolaskulla:

T 1 1 1 0 6

T —i =1 i Tl [ —2+2i
T -1 1 -1 2| -2

T i -1 — 3 —2-2i

Perusjakson N = 4 tapauksessa muunnosmatriisi on yksinkertainen. Tilanne saattaa
olla toinen muilla perusjaksoilla.

Esimerkki: Lasketaan lukujonon x(n): (0, 1,2)" diskreetti Fourier-muunnos. Nyt perus-
jakso on N = 3, jolloin tarvittava muunnosmatriisi on

0 0 0
w8 w31 w32
W3 W3 Ws

0 22
w3 W3 Ws

Nyt luvut w;* k = 0,1,2,4, saadaan laskettua Eulerin kaavan avulla, jolloin muunnos-
matriisiksi tulee Nyt Iuvut w;k,k = 0,1,2,4, saadaan laskettua Eulerin kaavan avulla,
jolloin muunnosmatriisiksi tulee

1 1 1
1_:43 1 V3

L S R

T —+i5 — -1

Muunnosmatriisin laskemista voidaan havainnollistaa yksikkdympyran avulla:

Im
w;
| Re
Lyt 0_ i3 _
/21 W,=W, =1
1 -4
W3_W3
Haluttu diskreetti Fourier-muunnos on nyt siis
1 1 1 0 3
— 153 1,53 _ 31:V3
X = 1 —; —l% —; +1% 1 = —g 1%
1 3+ -3/ \2 -3~ 5
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Vektorin X kdaanteismuunnos saadaan kertomalla vektori matriisilla

0 0 0

WB’ Wy, WTZ\I .. V\]:I]\]1
0 2 4 -
—_ WN WN WN DY WN N
N ) )
0 N-1 2(N=1) (N—1)?
WR Wn Wy Wy

eli aiemmin olleen matriisin kdanteismatriisilla. Matriisi eroaa aikaisemmasta siten, et-
ta4 eksponentit ovat vastakkaismerkkisid ja matriisilla on kerroin % Kertoimet ndhdaan
tassakin tapauksessa yksikkoympyralta, mutta nyt vastapaivaan kiertamalla. Tapauksessa
N = 4 matriisi saa muodon

wd wi wi wd T 1 1 1
T(wd wy wi wi| 11 1 -1 —i
4wl w2 wi ws| a1 -1 1 -1

wl wi w§ wj T —i =1 i

Esimerkki: Olkoon eraan signaalin diskreetti Fourier-muunnos X(n): (—3, 2522 6L3V3)T,

Maarataan alkuperainen signaali x(n) eli signaalin X(n) k&danteinen Fourier-muunnos. Y-
Ia on jo laskettu perusjaksoa N = 3 vastaava muunnosmatriisi. Vastaavasti saadaan kaan-

teismuunnoksen matriisi:

] 1 1
3 1 -1
13-
Nyt
: 1 1 1
3| —%+i€ —%—ié
1 —2—17 _§+17

joten x(n): (1,0, —4)T.

3.4.1 Diskreetin Fourier-muunnoksen ominaisuuksia

Seuraavassa tarkastellaan diskreetin Fourier-muunnoksen tarkeimpid ominaisuuksia.

| Lukujono | Diskreetti Fourier-muunnos ||
x(n) X(n)
y(n) Y(n)
ax(n) + by(n) aX(n)+bY(n)
x(n+m) wim™X(n)
w ™ (n) X(n+m)
x(n) * y(n) (konvoluutio) X(n)Y(n)
x(n)y(n) aX(n) % Y(n)
x(n) (kompleksikonjugaatti) | X(—n)
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Liséksi seuraavat ominaisuudet pitavat paikkansa jos lukujono x(n) on reaalinen.

e X(n) = X(—n)
e Re [X(n)] =Re [X(—n)]
o Im [X(n)] = —Im [X(—n)]

IX(n)| = |X(—n)| (DFT on siis symmetrinen origon suhteen.)

e arg[X(n)] = —arg[X(—n)].

Osoitetaan seuraavaksi, ettd jonon y(n) = x(n + m) diskreetti Fourier-muunnos on
wim™X(n), kun jonon x(n) diskreetti Fourier-muunnos on X(n). Tarkastellaan jonon y(n)
diskreettia Fourier-muunnosta:

N-1
= W™D x(k+mpw
k=0

Koska jono x(n) on periodinen jaksolla N, niin voidaan viimeisessd summassa vaihtaa
muuttujaa r = k + m. Silloin saadaan lauseke

N—1
wi™ Z x(r)w ™.
=0

Tutkitaan toisena esimerkkina viela erittain tarkeaa konvoluution diskreettia Fourier-
muunnosta*. Olkoot x(n) jay(n) jaksollisia lukujonoja (jakso = N) ja X(n) ja Y(n) niiden

4Téassé yhteydessd kyseessé on ns. jaksollinen konvoluutio (engl. circular convolution), joka saadaan
lausekkeesta

N—1
x(m)xym) = ) x(ky(n—k)
k=0

eika tavallinen konvoluutio, joka saadaan lausekkeesta

oo

x(m)xym) = Y x(kjyn—Xk).

k=—00

Tavallinen konvoluutiohan ei jaksollisten jonojen tapauksessa edes suppene, ja diskreetin Fourier-muun-
noksen yhteydessa jonot oletetaan jaksollisiksi. Jaksollisesta konvoluutiosta kéytetdan joissain yhteyksissa
merkintaa

x(n) ®y(n).
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Fourier-muunnokset. Tarkastellaan jonon X(n)Y(n) kdanteista Fourier-muunnosta:

1 N
N 2 XY (kR
k=0
] NN N—1
= N x(r)wﬁ‘“] [ y(m)w;,km] Wi
k=0 | r=0 m=0
] NN N—1
SN Zx(r)y(m) W W MR
=0 m=0 k=0
] NN N—1
= 3 x(My(m) ¥ wimrm
=0 m=0 k=0

Nyt lauseke (x) saa arvon N silloin kunn —r —m = 0, eli m = n — r ja arvon 0 muulloin.
Nain ollen koko summalauseke saa muodon

1 N—-1

—Zx(r)y(n—r) ‘N =x(n) *xy(n).

=0

Fourier-muunnos muuntaa siis konvoluution kertolaskuksi. Ominaisuus on voimassa
muillakin muunnostyypeilla sek& seuraavan kappaleen z-muunnoksella. Kertolaskun yk-
sinkertaisuus ja havainnollisuus konvoluutioon verrattuna tekee tastad ominaisuudesta tar-
kean tyokalun jatkossa. Taméa my6s antaa konvoluutiolle taajuustulkinnan: konvoluutios-
sa taajuusjakaumat kerrotaan keskenaan. Tama mahdollistaa sellaisten jonojen suunnitte-
lun, jotka konvoluutiossa poistavat tietyt taajuudet kokonaan—riittaa, etta taajuusvaste on
poistettavalla alueella nolla.

3.4.2 Nopea Fourier-muunnos (FFT)

Vektoreiden Fourier-muunnosten laskeminen suoraan maaritelman perusteella on kay-
tanndssa melko vaivalloista. N-ulotteisen vektorin kertominen N x N-matriisilla vaatii
N2 kertolaskua ja N(N — 1) yhteenlaskua. N-ulotteisen Fourier-muunnoksen ajantarve on
siis suoraan verrannollinen dimension neliéén. Kuitenkin niin sanotulla nopealla Fourier-
muunnoksella (engl. Fast Fourier Transform; FFT) voidaan Fourier-muunnos toteuttaa komp-
leksisuudella O(N log N), eli huomattavasti nopeammin etenkin kun N on suuri. Seuraa-
vassa tarkastellaan nopeaa Fourier-muunnosta.

Vuonna 1965 julkaistussa artikkelissaan Cooley ja Tukey esittelivat nopeamman ta-
van suorittaa diskreetti Fourier-muunnos, ja tima tulos antoikin Fourier-analyysille aivan
uusia ulottuvuuksia ja kadytannon sovelluksia. Vaikka nopean Fourier-muunnoksen peri-
aate olikin jo Gaussin keksima, vasta Cooley ja Tukey havaitsivat sen kayttokelpoisuuden
tietokoneilla suoritettavassa laskennassa.

Tama Cooleyn ja Tukeyn nopea Fourier-muunnos perustuu niin sanottuun hajoita ja hal-
litse -algoritmien suunnittelumenetelmaéan, jossa annettu tehtdva muunnetaan ensin pie-
nemmiksi osaongelmiksi, jotka sitten voidaan ratkaista huomattavasti helpommin kuin
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alkuperainen ongelma. FFT-algoritmin tapauksessa muunnettava vektori jaetaan kahteen
osaan ja nain saadut vektorit muunnetaan rekursiivisesti samalla algoritmilla. Rekursio
loppuu kun muunnettavan vektorin dimensio on yksi, koska yksiulotteisen vektorin Fou-
rier-muunnos on maaritelméan perusteella se itse. Koska joka vaiheessa vektori jaetaan kah-
tia, on sen alkuperainen dimensio oltava muotoa 2%, k € N.

Itse muunnoksen johtamisessa tarvitaan seuraavaa huomiota luvuista wy ja wy,.. Nailla
luvuilla on nimittéin voimassa saanto

e e = e = wy. (3.1)
Saannon mukaan yla- ja alaindeksi voidaan "supistaa” esimerkiksi nain: w3 = w; jaw?, =
ws. Yhtalosta (3.1) nahdaan helposti, ettd sdantd on voimassa myos muille yhteisille teki-
joille kuin kakkoselle. Seuraavassa Fourier-muunnoksen algoritmin johtamisessa tarvitaan
kuitenkin vain kaavan (3.1) tapausta.
Olkoon x(n) jaksollinen lukujono, jonka jakso on N = 2% (k € N). Sen diskreetti
Fourier-muunnos on méaaritelman mukaan

E x(k _”k.

Tarkastellaan erikseen parillis- ja paritonindeksisia komponentteja:

N_4 N_4
2 2

X(n) =Y x(2k)w "+ Y x(2k + 1w "
k=0 k=0

Koska kaavan (3.1) mukaan = Wn/2, NiiN

3 N

X(n) = x(2k) WN/2 +w" Z x(2k + 1) wg’}g
k=0 k=0

Jos merkitdan xq(k) = x(2k) ja x;1 (k) = x(2k + 1) (ja Fourier-muunnoksia vastaavasti Xy(n)
ja X;(n)), niin saadaan yhtalo

X(n) = Xo(n) + w™X;(n), 3.2)
kunn=0,1,2,...,N/2—1]ja
X(n) = Xo(n —N/2) + w"X1(n — N/2), (3.3)

kunn=N/2 N/2+1,...,N—1.
Jakojdannoksen avulla ndma voidaan esittdd myos yhtena kaavana:

X(n) = Xo (mod (n, N/2)) + w"X; (mod (n,N/2)), (3.4)

missan =0,1,...,N —1jamod(a, b) on jakojadnnos jaettaessa luku a luvulla b.

Nain ollen Fourier-muunnos periodiselle jonolle, jonka jakso on N saadaan laskemalla
kaksi Fourier-muunnosta, joiden pituudet ovat N/2. Nama kaksi edelleen saadaan rekur-
siivisesti laskemalla yhteensa nelja Fourier-muunnosta, joiden pituudet ovat N/4. Nain
saatiin nopean Fourier-muunnoksen algoritmi.
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Nopean Fourier-muunnoksen algoritmi

1. Jos muunnettavan vektorin dimensio on N = 1, palauta se sellaisenaan.

2. Jaetaan muunnettava lukujono x(n) kahdeksi lukujonoksi xo(n) ja x;(n), joista
xo(n) koostuu parillisindeksisista ja x;(n) paritonindeksisistd komponenteista.

3. Lasketaan lukujonojen xo(n) ja x;(n) Fourier-muunnokset rekursiivisesti talla al-
goritmilla.

4. Lopputulos saadaan yhdistamalla jonot X,(n) ja X;(n) kaavojen (3.2) ja (3.3) tai
(3.4) mukaisesti.

Esimerkki: Tarkastellaan jaksollista lukujonoa (0, 1,2, 3)T, jonka jakso on 4 ja suoritetaan
sille nopea Fourier-muunnos. Ensin muodostetaan lukujonot xo(n): (0,2)Tjax;(n): (1,3)7,
joille suoritetaan Fourier-muunnokset. Jonojen Fourier-muunnokset ovat Xo(n): (2,—2)" ja
X:(n): (4,—-2)". Kaavoista (3.2) ja (3.3) saadaan

X(0) = Xo(0)+ w) X;(0)=6
=2 =1 =4
X(1) = Xo(M+w,' X;(1) =-2+2i
- T 7
X(2) = Xo2-2)+w;tX;(2—-2)=-2
—_— N
=2 =1 =4
X(3) = Xo3—-2)+wW,;>X;(3—-2)=-2-2i

=2 =1 =2

Vastaavasti voidaan alkuperdinen Fourier-muunnoksen maaraava summa jakaa nel-
jaan eri osaan, jolloin saadaan niin sanottu radix-4 FFT-algoritmi. Kahdeksaan osaan jaka-
minen tuottaa vastaavasti radix-8-algoritmin, jne. Tall6in lukujonojen pituuden pitaa olla
joku neljan tai kahdeksan potenssi.

Seuraavassa on Fourier-muunnoksen toteuttava C++ -kielinen ohjelmakoodi. Ohjel-
masta puuttuu padohjelma, joka kutsuu funktiota FFT. Kéantyva ohjelma, jossa myos paa-
ohjelma on mukana, 16ytyy osoitteesta

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/FFT.cpp
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// Maaritelld&n oma kompleksivektorityyppi luettavuuden
// parantamiseksi.

typedef vector < complex <double> > ComplexVector;

ComplexVector FFT (ComplexVector data)

{

int N = data.size();

ComplexVector even;
ComplexVector odd;
ComplexVector evenResult;
ComplexVector oddResult;
ComplexVector finalResult (N);
int k;

// M&aritellddn pii, imaginddriyksikkd ja ykkdésen N:s juuri.
double pi = 3.14159265358979;

complex<double> I (0, 1);

complex<double> w N = exp(2 * pi * I / (double) N);

// Jos muunnettavan vektorin dimensio on 1, rekursio padttyy.

if (N == 1)

{
}

return data;

// Jaetaan sydte paritonindeksisiin (odd) ja
// parillisindeksisiin (even) alkioihin.

for (k = 0; k < N; k += 2)

{
even.push back (data [k]);
odd.push back (data [k+1]);

}

// Lasketaan ndin saatujen N/2-ulotteisten
// vektoreiden (even ja odd) Fourier-muunnokset.

evenResult = FFT (even) ;
oddResult = FFT (odd) ;

// Lasketaan lopullinen tulos yhdist&m&ll& jonot
// kaavalla (3.4).

for (k = 0; k < N; k++)
{
finalResult [k] = evenResult [k
+ pow (w_N, -k) % oddResult [k %

o
=4
—~
N

}

return finalResult;
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Harjoitustehtavia

3.1

3.2.
3.3.

3.4.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

Laske kasin lukujonon x(n) = (—1,2,3,1) diskreetti Fourier-muunnos ja piirra sen
itseisarvojen kuvaaja. (Tassa x(n) tarkoittaa lukujonoa, jonka jakso N = 4 ja termit
oo, —1,2,3,1,-1,2,3,1,—-1,2.3,1...)

Laske lukujonon x(n) = (1,1,1,1,0,0,0,0) diskreetti Fourier-muunnos.

Laske nopean Fourier-muunnoksen algoritmia jaljitellen jonon x(n) = (4,—1,2,0)
diskreetti Fourier-muunnos. Voit kayttaa hyvéksi tietoa, ettd lukujonon (4,2) DFT on
(6,2) jalukujonon (—1,0) DFT on (—1,—1).

Laske nopean Fourier-muunnoksen algoritmia jaljitellen jonon x(n) = (—7,0,—4, —9,
5,9, 8, 8) diskreetti Fourier-muunnos. Voit kayttada hyvaksi tietoa, ettd lukujonon (—7,
—4,5 8) DFTon (2,—124+12i,—6,—12—12i) ja lukujonon (0,—9,9,8) DFT on (8, —9+
171,10, —9 — 171).

(Matlab) Tutkitaan kolmea jaksollista signaalia, joiden yksi jakso on

1, kun0o<n<7
x1(n) =

0, kun8<n <30

on) = 1, kun0<n<7
? 0, kun8<n <60

) = 1, kun0<n<7
7 )0, kun8 <n <120

Laske naiden diskreetit Fourier-muunnokset Matlabilla ja tulosta niiden itseisarvojen
kuvaajat samaan ikkunaan (komentoja: £ft, abs, plot, stem, subplot).

Osoita konvoluution Fourier-muunnoksen johtamisessa tarvittu tulos
N—-1
Zwﬁn: N, kunn:O,
— 0, kunn=1,2..., N—1.

Osoita, ettd yksikkdimpulssissa d(n) on kaikkia taajuuksia yhta paljon. (Vihje: Laske
sopiva Fourier-muunnos.)

(Matlab) Generoi yhden sekunnin mittainen signaali, jonka taajuus on 1000 Hz, kun
naytteenottotaajuus on 8192 Hz. Laske signaalin DFT Matlabin komennolla ££t ja
tulosta ruudulle sen itseisarvojen kuvaaja. (help £ft, help plot, help abs).
Kuviossa pitaisi erottua selva piikki vaaka-akselin kahdessa kohdassa. Piikki vastaa
taajuutta 1000 Hz.

(Matlab) Luentomonisteessa laskettiin lukujonon x(n) = 0.5™u(n) diskreettiaikaisek-
si Fourier-muunnokseksi X(e'*) = 1/(1 — 0.5e7'*). Tulosta taméan kuvaaja luomal-
la ensin taajuusvektori omega=0:0.1:2xpi; ja evaluoimalla funktio [X(e'*)| nais-
sa pisteissd: X=abs (1./(1-0.5xexp (-ixomega))) ;. Tulosta kuvaaja ruudulle:
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3.10.

plot (omega, X) ; Tuloskuvaajaa voidaan approksimoida FFT:n avulla. Ota lukujo-
non 64 ensimmaista termia (x=0.5." (0:63) ;), laske sen FFT ja tulosta itseisarvot
komennolla stem ruudulle. Vertaa tuloksia.

(Matlab) Fourier-muunnoksen matriisin (jakso N = 8) voi luoda komennolla

N=8;
F=exp (-2*pi*i* (0:N-1)’*(0:N-1) /N);

Tall6inhan satunnaisvektorin rand (N, 1) Fourier-muunnos saadaan komennolla X=
Fxrand (N, 1). Vertaillaan laskennan tehokkuutta suhteessa FFT-algoritmiin. Mat-
lab antaa kaytetyn CPU-ajan komennoilla

tic; X=Fxrand(N,1l); toc

Vertaa tata FFT:.n nopeuteen, jonka saat komennoilla

tic; X=fft(rand(N,1)); toc

Tee kokeet ensin tapauksessa N = 8. Tee sitten samat kokeet kun N = 16,32, 64,
128,256,512 ja 1024. Tee kokeet muutamaan kertaan, koska ajat vaihtelevat jonkin
verran. Tulosta ruudulle laskenta-aikoja kuvaavat kayrat. Jos kayttamasi kone on
kovin nopea, tulokset voivat pyoristyd nollaan. Selvité silloin esim. sadan DFT:n ja

FFT:n vaatimat laskenta-ajat sijoittamalla laskenta for-silmukan siséan; esim.

tic; for k=1:100, X=fft(rand(N,1l)); end; toc

3.11. (Matlab)

(a) Luo satunnaissignaali (=vektori), jonka pituus on 8192 naytettd (help rand).
Laske sen (jaksollinen) konvoluutio signaalin h=0.05x% [ones (1,20) , zeros
(1,8192-20) 1 ; kanssa kayttaen fft:ta ja ifft:ta.° Sijoita tulos vektoriin y1. Las-
ke suoralla konvoluutiolla (Matlabissa komento conv) vastaava tulos ja sijoita
tulos vektoriin y2. Tulosta ruudulle molempien tulossignaalien 200 ensimmais-
ta naytetta:

plot ((1:200),real(y1(1:200)), (1:200),y2(1:200))

Muuttujasta y1 taytyy ottaa reaaliosa, koska imaginaariosa ei ole laskentatark-
kuudesta johtuen tarkalleen nolla (tyypillisesti luokkaa 10~'%). Kuviossa eroa
pitéisi olla ainoastaan kahdessakymmenessd ensimmaisessa naytteessa, jotka
FFT:114 saatava jaksollinen konvoluutio laskee eri tavalla.

(b) Vertaile menetelmien laskenta-aikoja samalla tavalla kuin tehtavassa 3.10.

3.12. (Matlab) Osoitteessa

STarvitset kahden vektorin pisteittdista kertolaskua; Matlab kertoo vektorit a ja b keskenadn pisteittdin
komennolla c=a. xb, jolloin tulos menee vektoriin c.
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3.13.

http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/corrupt.mat

on vaaristynyt versio Matlabin handel-testisignaalista. Tehtéavanasi on selvittaa vaa-
ristymisprosessin impulssivaste. Lataa tata varten molemmat edellamainitut tiedos-
tot, jolloin alkuperédinen handel on muuttujassa y ja vaaristynyt muuttujassa z. Kat-
kaise viela molemmat lyhyemmiksi laskennan nopeuttamiseksi: y=y (1:2716) ; ja
z=z (1: 2716) ; Jos oletetaan, ettd vaaristyminen on lineaarinen prosessi (tassa ta-
pauksessa tdma pitaa paikkansa), on voimassa yhtalo

z(n) =h(n) *y(n),

missa h(n) on vaaristymisen aiheuttaneen kanavan impulssivaste. Ottamalla Fourier-
muunnokset yhtalon molemmista puolista, saadaan yhtalo

Koska DFT muunsi konvoluution kertolaskuksi, voidaan impulssivasteen DFT rat-
kaista jakolaskulla,
H(n) =Z(n)/Y(n),

josta saadaan ratkaistua impulssivaste h(n) kdanteisella DFT:114, eli komennollai fft.
Tulosta h(n):n impulssivasteen 10 ensimmaista termia ruudulle.

Olkoon x(t) = x(—t) ja x(t) € R kaikilla t € R. Osoita, etta signaalin x(t) Fourier-
muunnos -
X(e') = J x(t)e @t dt.

on reaalinen.
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Luku 4

/-muunnos

Z-muunnosta voidaan pitéad Fourier-muunnoksen yleistykseng, ja se on tarkea tyokalu dis-
kreettiaikaisten jarjestelmien analyysissa ja suunnittelussa. Z-muunnos on myads laheista
sukua jatkuva-aikaisten jarjestelmien tarkastelussa kaytetylle Laplace-muunnokselle.

Z-muunnos muuntaa lukujonon rationaalifunktioksi, jonka ominaisuuksia tarkastele-
malla saadaan selville tiettyja lukujonon ominaisuuksia. Esimerkiksi impulssivasteen z-
muunnoksesta nahdaan helposti onko lukujono kausaalinen tai stabiili.

4.1 Z-muunnoksen maaritelma
Olkoon x(n) lukujono. Sen z-muunnos on sarja
X(z) =...+x(=3)22 +x(=2)22 + x(=1)z+x(0) +x(Nz ' +x(2)z 2 +x(3)z > + ...

Jatkossa tasta kaytetadan lyhyempaa merkintaa

X(z) = Z x(n)z ™ (4.1)

n=—oo

Aarettoméana sarjana z-muunnoksen suppeneminen riippuu seké lukujonon x(n) arvoista,
ettd pisteestd z € C, jossa X(z) lasketaan. Siksi z-muunnoksen kasitteeseen liittyy olen-
naisesti se kompleksitason osa, jossa sarja suppenee. Sarjan suppenemisalue (engl. region of
cenvergence, ROC) on se kompleksitason alue, jossa sarja (4.1) suppenee itseisesti, eli

o0

Z Ix(n)z ™ < oo.

n=—oo
\Voidaan osoittaa, ettd sarjan X(z) suppenemisalue on aina renkaan muotoinen alue
T_ < ’Z’ < T,

Mahdollisesti suppenemisalueeseen kuuluu myds renkaan reunapisteita eli pisteita, jotka
toteuttavat ehdon |z| = r_ tai |z|] = r,. Lisdksi r, saattaa olla my0s aareton ja r_ voi olla
nolla.
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Koska z-muunnos on Fourier-muunnoksen yleistys, kdytetdan siitd samaa merkintata-
paa kuin Fourier-muunnoksestakin: lukujonoa merkitadan pienella kirjaimella ja muunnos-
ta vastaavalla isolla kirjaimella, esimerkiksi

x(n) & X(z),
yn) < Y(z),
w(n) < W(z)

Signaalinkasittelyn ongelmissa tullaan usein kasittelemaan lukujonoja, joiden z-muunnos
on rationaalifunktio, eli muotoa

_ N(z) Zx{:o amz™ Hn]\il:o(z —Zm)

D(z) N Z::obkZk HE:O(Z_pk) .

Tallaisten funktioiden nimittajan D(z) nollakohtia p, kutsutaan navoiksi ja osoittajan N(z)
nollakohtia z,,, nolliksi.
Esimerkki: Lasketaan navat ja nollat, kun

B z22—32—-10

X(z) z+1

Selvasti nimittgjan ainoa nollakohta on z = —1, joka on siis napa. Nollat puolestaan ovat
z=-2jaz=>5,silla

22—32—10=0& (2z4+2)(z—5)=0& z=—2taiz=5.

Navat ja nollat kuvataan usein kompleksitason koordinaatistossa. Edellisen esimerkin
napa-nollakuvio on alla. Kuviossa nollista kdytetdan merkintad ’o’ ja navoista ’x’.

Imaginaariosa
o
T
O
P
(e
Il

-1+ 4

Reaaliosa
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Funktio X(z) maaraa yhdessa suppenemisalueen kanssa signaalin x(n) yksikasitteises-
ti. Jos suppenemisalue ei ole tiedossa, saattaa X(z) esittaa useiden funktioiden z-muunnos-
ta. Jatkossa tarkastellaan enimmakseen kausaalisia signaaleja x(n), joille siis x(n) = 0, kun
n < 0. Talldin z-muunnos saa muodon

4.2 Tavallisimpien jonojen z-muunnokset
Seuraavassa esitetddn muutamia esimerkkeja joidenkin signaalien z-muunnoksista. Koska

z-muunnos on lineaarinen, voidaan monimutkaisemman z-muunnoksen maarittiminen
usein palauttaa naiden yksinkertaisten tapausten muunnoksiin.

Impulssi: Signaalin x(n) = 6(n) z-muunnos on
X(z) =1
ja suppenemisalue on koko kompleksitaso C.

Viivastetty impulssi: Olkoon jono x(n) =&(n—d) (d € {1,2,3,...}). Silloin

oo [e¢]

X(z) = Z x(n)z ™" = Z dn—d)z"=z9
n=Te =7 0 kun nAd

ja suppenemisalue on C\ {0}.

Yksikkdaskel: Signaalin x(n) = u(n) z-muunnos on

X(z) = Z x(n)z ™"

T—z1 z—1

ja suppenemisalue |z| > 1 (vrt. geometrisen sarjan suppeneminen). Lisaksi lausek-
keesta havaitaan, etta funktiolla X(z) on nolla pisteessd z = 0 ja napa pisteessd z = 1.
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Eksponenttijono: Signaalin x(n) = a™u(n) z-muunnos on

X(z) = Z x(n)z™

= i aun)z ™
= i (az )"
" 1 z

1—az!' z—a’

ja suppenemisalue |z| > |a| (kts. geometrisen sarjan suppeneminen). Lisaksi z-muun-
noksella on napa pisteessad z = a ja nolla pisteessa z = 0.

Edellisessa esimerkissa tuli vastaan tilanne, jossa funktion ensimmaisessd muodossa on
muuttujan z negatiivisia potensseja. Napojen ja nollien laskemista varten lauseke taytyy
laventaa sellaiseksi, etta kaikki eksponentit ovat positiivisia. Esimerkiksi funktion

1—09z7"+22-0.9273
X(z) =
1405271 —-0.2522
pienin eksponentti on —3, joten se lavennetaan termilla z3. Talloin saadaan tulokseksi
23— 0.9z +2z—-0.9
X(z) = — 5 .
z3 4+ 0.5z2 — 0.25z
Nyt navat ovat p; = —0.809,p> = 0 ja p3; = 0.309. Nollat puolestaan ovat pisteissa z; =
0.9,z, = 1Ja z3 = —1.
Kahdella eri signaalilla voi olla sama z-muunnoksen lauseke, mutta eri suppenemisa-
lue. Nimittain, signaalin

—a™, kunn<0
0, kunn >0

Z-muunnos on

1 a z
— ]—7:1—}— — R
1—alz z—a z—a

ja sarjan suppenemisalue on |£| < 1, eli [z| < |a|. Tall4 ja edellisen esimerkin sarjalla on
siis sama z-muunnoksen lauseke, mutta eri suppenemisalue. Nain ollen suppenemisalue
liittyy olennaisesti z-muunnokseen.
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4.3 Kaanteinen z-muunnos

Osoitetaan seuraavaksi, etta z-muunnoksella on olemassa kaanteismuunnos. Tama tulos
on teoreettinen, eika esitettdvad menetelmaa tulla kaytanndéssa juuri tarvitsemaan.
Olkoon X(z) signaalin x(n) z-muunnos. Siis

n=——oo

Ratkaistaan tasté yhtalosta lahtien termi x(k), k € Z. Kertomalla yhtdlon molemmat puolet
lausekkeella z*' (k € Z), saadaan yhtalo

X(2)ZK " = Z x(n)z T,

n=—o0
Integroidaan tama yhtalo yli suppenemisalueella sijaitsevan r-sateisen ympyran
Cilzl=rr_<r<ry,

ja kerrotaan molemmat puolet luvulla 1/(27ti).

1 k—1 _ 1 - —n+k—1
= LX(Z)Z dz = o= L < Z x(n)z dz.

n=——0oo

Yhtalén oikea puoli on nyt muotoa

Kompleksianalyysista saadaan tulos, jonka mukaan integraali (x) saa arvon 1, kunn = k
ja 0 muulloin. Nain ollen alkuperaisen yhtalon oikeasta puolesta jaa jaljelle lauseke x(k).

Siis mik& tahansa signaalin x(n) arvo on mahdollista selvittaa sen z-muunnoksen avul-
la. Funktion X(z) kdanteismuunnos on

1

x(n) = o=

J X(z)z" ! dz.
C

Kaytannossa x(n) saadaan kuitenkin katevammin jakolaskulla tai osamurtojen avulla.
Esimerkki: Olkoon signaalin x(n) z-muunnos

2724227142

X(z) = z7T+1

Selvita x(n), kun suppenemisalue on |z| > T.
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Yritetddan muokata lauseke sellaiseen muotoon, ettd se koostuu 'tutuista’ z-muunnok-
sista.

224227142

z7 1 +1
z Nz '+ )+ (z7T+1)+1
z 1+ 1

1
z7 T4+ 1

1
1—(—z1

=z 41+

z T4+ 14

Nyt havaitaan, ettd X(z) koostuu signaalien 6(n — 1), 6(n) ja (—1)™u(n) z-muunnosten
summasta. Siis

0, kunn <0

2, kunn =20
x(M) = d(n—1) +8(n) + (=) ™u(n) = "

0, kunn =1

(=)™, kunmn>1

Edell&d kaytetty rationaalilausekkeen hajottaminen ei valttamatta onnistu aina néin helpos-
ti. Yleispateva menetelma on kayttaa polynomien jakolaskua.
Esimerkki: Tarkastellaan signaalia x(n), jonka z-muunnos on

22221

X
(2) 23 —22—2

suppenemisalueenaan z # 0. Suoritetaan polynomien jakolasku jakokulmassa:

1+7°
27272 12 -2z71-1
183+72+7
-7
1722+7 +1

0

Siis X(z) koostuu signaalien (n — 1) ja 8(n) z-muunnosten summasta, joten

1, kunn=0,1
0, muulloin.

x(n) =8(n—1)+0(n) :{

Taulukossa on yleisimpien signaalien z-muunnokset.

|| Jono | Z-muunnos | Suppenemisalue |
5(n) 1 kaikilla z
u(n) % lz| > 1
dn—m) | z7™ kaikilla z paitsi z = 0 (jos m > 0)
atun) | o 2| > |«
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4.4 Z-muunnoksen ominaisuuksia

Z-muunnos on lineaarinen: Olkoot X(z) ja Y(z) jonojen x(n) ja y(n) z-muunnokset. Sil-
loin jonon ax(n) + by(n) z-muunnos on aX(z) + bY(z). Jos X(z) suppenee alueessa
R« ja Y(z) alueessa Ry, niin aX(z) + bY(z) suppenee ainakin alueessa R, N R,,.

Jonon viivastys: Jos jonon x(n) z-muunnos on X(z) ja jono w(n) = x(n — d) (d € N) niin
jonon w(n) z-muunnos on

W(z) = 279X (z).

Vastaava tulos on voimassa myds jonon edistamiselle, mutta se on vahemman kay-
tetty. Se muotoillaan seuraavasti:

w(n) =x(n+d) = W(z) =z%(z2),
ainakun d € N.
Konvoluution z-muunnos: Merkitdédn w(n) = x(n) = y(n). Silloin W(z) = X(z)Y(z), ja
funktion W(z) suppenemisalue sisaltyy funktioiden X(z) ja Y(z) suppenemisalueiden

leikkaukseen.

Jonojen komponenteittainen tulo: Merkitddan w(n) = x(n)y(n). Silloin jonon w(n) z-
muunnos on

W(z) = ﬁ LY (%) X(v)vTdv,

missd C on origon Kiertdva ympyréa joka on seka funktion X(z) ettdq funktion Y(z)
suppenemisalueessa.

Kompleksikonjugaatti: Jos y(n) = x(n), niin Y(z) = X(z).

Parsevalin lause:

> xam)xp(n) = Zimi X5 (v) Xz (%)v‘1 dv.

Funktion X(z) derivointi: Lukujonon nx(n) z-muunnos on —zX’(z).
Ajan kaantaminen: Jonon x(—m) z-muunnos on X(z 7).
Alkuarvolause: Jos jono x(n) on kausaalinen (eli x(n) = 0, kunn < 0), niin

x(0) = lim X(z).

|z|— 00

Tassa siis riittad, etta |z| lahestyy aaretonta mita reittia hyvansa.
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Osoitetaan seuraavassa konvoluution laskenta z-muunnoksen avulla. Oletetaan, etta
w(n) = x(n) xy(n). Silloin

W(z) = i w(n)z "

= Y < > x(k)y(n—k)) z ™"
n=—oo \k=—oo

k=—0c0 n=—oo
= (Z x(k)zk> (Z y(n)z“)
~ X(zV() o

4.5 Siirtofunktio

Impulssivasteen liséksi suodin voidaan esittaa siirtofunktion avulla. Tassa kappaleessa tu-
tustutaan siirtofunktion laskentaan FIR- ja 1IR-suodinten tapauksissa ja johdetaan siirto-
funktiosta muita hyodyllisia kasitteita.

45.1 FIR-suotimen siirtofunktio

Aiemmin todettiin, ettd lineaarinen aikainvariantti jarjestelma on taysin maaratty, kun
sen impulssivaste h(n) on tiedossa. Yleisempi tapa on kuitenkin kayttda impulssivasteen
z—muunnosta H(z).

Impulssivasteen avulla esitettyna heratteen x(n) ja vasteen y(n) valinen relaatio on
muotoa

y(n) =h(n) xx(n).
Ottamalla z—muunnokset yhtalon molemmista puolista saadaan yhtalo
Y(z) = H(z)X(z). (4.2)
Impulssivasteen h(n) z—muunnoksesta H(z) kaytetadn nimea siirtofunktio (transfer func-
tion).

Esimerkki. Tarkastellaan jarjestelmad, joka maaritelladn heratteen x(n) ja vasteen y(n)
vélisena differenssiyhtalona

y(n) =0.0349x(n)+0.4302x(n—1)—0.5698x(n—2)+0.4302x(n—3) +0.0349x(n—4). (4.3)
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Jarjestelman impulssivaste on

0.0349, kunn =0tain =4,
0.4302, kunn=1tain =3,
—0.5698, kunn =2,

0, muulloin.

h(n) =

Siirtofunktio on impulssivasteen z-muunnos:

H(z) = Z h(k)z ™ = 0.0349 + 0.4302z ' — 0.5698z 2 + 0.4302z 3 + 0.03492 %

k=—0c0

4.5.2 Taajuusvaste, amplitudivaste ja vaihevaste

Siirtofunktion avulla maaritellaan myos muita tarkeita kasitteita. Sijoittamalla z = €'
yhtéal6on (4.2) saadaan sen erikoistapaus

Y(e') = H(e*)X ('), (4.4)

Tama tarkoittaa, etta signaalia suodatettaessa sen taajuudet (eli signaalin diskreettiaikai-
nen Fourier-muunnos X(e'*)) kerrotaan jarjestelman taajuusvasteella H(e'*). Né&in ollen
jarjestelman taajuuskayttaytyminen riippuu taysin funktiosta H(e'). Tasta funktiosta kay-
tetddn nimitystéa taajuusvaste (frequency response). Taajuusvaste on siis reaalimuuttujan w
kompleksiarvoinen funktio, joka saadaan evaluoimalla siirtofunktio kuljettaessa komplek-
sitason yksikkdympyra ympari vastapaivaan. Tama johtuu siita, etta lauseke e’ kay lapi
kaikki yksikk6ympyran pisteet kun muuttuja w € [0, 27.

Sijoittamalla z = €' z-muunnoksen maéaaritelméaan saadaan taajuusvasteen laskenta-
kaava:

H(e'®) = i h(n)e ™,

Itse asiassa kyseessa on impulssivasteen h(n) diskreettiaikainen Fourier-muunnos.
Esimerkki. Edellisen esimerkin jarjestelman taajuusvaste on

H(e'®) = 0.0349 + 0.4302e " — 0.5698e 2 + 0.4302e > + 0.0349¢ "1,

Taajuusvasteen itseisarvoa [H(e'*)| kutsutaan nimella amplitudivaste (amplitude response,
magnitude response tai gain) ja sen vaihekulmaa arg(H(e'*)) nimella vaihevaste (phase res-
ponse, phase shift). Amplitudivasteen merkitys kay ilmi kun otetaan yhtalosta (4.4) itsei-
sarvot molemmilta puolilta:

Y(e)] = [H(e*)| - [X(e*)].

Amplitudivaste kertoo siis kuinka paljon signaalin eri taajuudet vaimenevat tai vah-
vistuvat suodatuksessa. Jos esimerkiksi suotimen amplitudivaste saa arvon 0.6 jollain taa-
juudella w (eli [H(e*®)| = 0.6), muuttuu tuolla taajuudella olevan signaalin amplitudi 0.6-
kertaiseksi. Jos amplitudivaste on yksi, kyseinen taajuus ei muutu suodatuksessa lainkaan
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(viivastymista lukuunottamatta) ja jos amplitudivaste on nolla, taajuus haviaa suodatuk-
sessa taysin.

Vaihevasteen merkitys tulee ilmi tarkasteltaessa yhtalon (4.4) molempien puolten vai-
hekulmia. Kompleksilukujen kertolaskussa vaihekulmat lasketaan yhteen, joten saadaan
yhtalo

arg(Y(e'”)) = arg(H(e'”)) +arg(X(e*”)).

Vaihevasteesta voidaan siis paatella kuinka paljon kukin taajuus viivastyy suodatettaessa.
Jos suotimen vaihevaste on esimerkiksi arg(H(e'*)) = —m/2 jollain taajuudella w, muun-
taa suodin signaalin sin(wmn) signaaliksi sin(wn — 7t/2) (ja mahdollisesti vaimentaa tai
vahvistaa sitd).

Esimerkki. Edellisen esimerkin jarjestelman taajuusvaste taajuudella w = 0.05 - 27t on

H(e%%5%™) = 0.2467 — 0.17934.

Amplitudivaste talla taajuudella on

10.2467 — 0.17931| = \/0.24672 + (—0.1793)2 = 0.3050
ja vaihevaste
arg(0.2467 — 0.17931) = arctan(—0.1793/0.2467) = —0.6283.
Jos jarjestelman heratteend on nyt kyseisella taajuudella varahteleva signaali
x(n) =u(n)sin(0.05 - 27tn),

vaste on samantaajuinen signaali, jonka amplitudi on 0.3050-kertainen ja vaihe viivastynyt
0.6283 radiaania. Kaavamuodossa tdma signaali on

y(n) = 0.3050u(n) sin(0.05 - 2tn — 0.6283).

Todellinen suodatustulos poikkeaa tasté arviosta hieman suodatuksen alkuvaiheessa. Teh-
tavassa 4.4 havaitaan kuitenkin, ettd muualla arvio on tarkalleen sama kuin todellinen suo-
datustulos.

On syyta muistaa, ettd amplitudi- ja vaihevasteet ovat funktioita, joiden arvot riippuvat
taajuusmuuttujasta w. Edellisessa esimerkissd amplitudivasteen kaava on

[H(e*)| = [0.0349 + 0.4302e ** — 0.5698¢ 2 4 0.4302¢ > + 0.0349¢ ).

Taman funktion kuvaaja on alla.

L5

o
n

Amplitudivaste

=1

=3n/4 -Tt/2 -/4 0 /4 /2 3n/4 b

|
a
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Vaihevasteen kuvaaja puolestaan on seuraavan nakdinen. Vaihevaste tekee hyppayk-
sen niissa pisteissa, joissa taajuusvaste menee nollaksi. Hyppayksen suuruus on 7, ja syy
tahan selvidd kappaleessa 5.1.1.

kg

2

ok

Vaihevaste (rad)

-2

- L L L L L L L L
- =3n/4 —n/2 —/4 0 /4 /2 3n/4 T

Esimerkki: Tarkastellaan siirtofunktiota

22+ 0.5z 41
H = )
==z 1770s

Jarjestelman taajuusvaste saadaan sijoittamalla muuttujan z paikalle lauseke e'¢,

(e')2 +0.5e" + 1
—2(etw)2 4 elw +0.5
e?w 4 0.5etw 4 1

—2e%w 4 el 4 0.5

H(eiw) —

Amplitudivaste on nyt tdman lausekkeen itseisarvo,

: le?i v 4 0.5e 4 1
H 1w — _ :
R = e ew 0]

joka ei en&a sievene. Sen kuvaaja (alla) voidaan kuitenkin piirtad Matlabilla.

6

I I I I I I I
-7 =3n/4 —T/2 -/4 0 /4 /2 3n/4 T

Esimerkki: Olkoon h(n) = 0.9™u(n). Silloin

1
H(Z) = W’ |Z| > 0.9.
Siirtofunktion H(z) taajuusvaste on
iwy 1
HE™) = 70 96w
jolloin amplitudivaste on
. 1
Hie)| =

1 —0.9¢ |’
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ja vaihevaste

arg(H(e'**)) = arg (%) .

Seuraavassa kuvassa on esitetty amplitudivasteen kuvaaja.

0 1 1 1 1 1 1 1
- —3n/4 —Tt/2 —/4 0 /4 /2 3n/4 T

Jos impulssivaste koostuu reaaliluvuista (kuten yleensa on), amplitudivaste on sym-
metrinen pystyakselin suhteen. Nain ollen tavallisesti kuvataan vain oikeanpuoleinen haa-
ra.

00 n}4 rr,‘/2 371",/4 I
Kuten aiemmin mainittiin, taajuusvasteen merkitys on, etta siitd nahdaan, kuinka jarjes-
telma toimii saadessaan eritaajuisia signaaleja syotteeksi. Oletetaan, etta edellisen esimer-
kin jarjestelma saa syottteekseen signaalin, jonka ndytteenottotaajuus on 10000 Hz. Talldin
edellisen kuvaajan asteikon nollataajuus vastaa signaalia, jonka taajuus on 0 Hz, ja taajuus
w = 7t (Adrimmaisend oikealla) vastaa Nyquistin rajataajuutta 5000 Hz. Kuvaaja on siis
seuraavan nakdinen.

10

8k 4

1 1 1 1
0 1000 2000 3000 4000 5000
Taajuus/Hz

Nyt nahdaan suoraan, ettd esimerkiksi taajuudella 2500 Hz soiva signaali pienenee ampli-
tudiltaan noin 0.8-kertaiseksi. Vastaavasti pienet taajuudet voimistuvat.

45.3 Desibeliasteikko

Signaalinkasittelyssa on usein tapana esittdd amplitudivasteen kuvaajat desibeleind (dB).
Koska desibeliasteikko on logaritminen, kayrien kuvaajat tuovat esiin tarkemmin pienia
eroja pienilla funktion arvoilla. Desibeli maaritelladn seuraavasti.
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Jos jarjestelman heratesignaalin teho on P, ja vasteen teho on P, vahvistus beleisséd on
P
log,, Py B.

Yleensa saatavat arvot ovat luokkaa 1-10 B. Pydristysvirheistd johtuen yleisemmassa kay-
tossa on pienempi yksikko, desibeli, joka on kymmenesosa belistd. Desibeleissa vahvistus
on

P
1010g;, - dB.

Usein signaalinkasittelyssa tydskennelladn amplitudin muutoksen kanssa. Teho on suh-
teessa amplitudin neliéon. Jos siis heratteen amplitudi on A, ja vasteen A, vahvistus desi-

beleissa on 5

A A
10log,, rvie 201og,, A dB.
0

Jos suhde Aio on ykkosta pienempi, puhutaan vaimennuksesta.
Jos jarjestelma vaimentaa signaalin amplitudin puoleen (0.5-kertaiseksi), on vaimennus
desibeleina
20log,,0.5 = —6.02 dB.

Jos taas teho vaimenee puoleen, on muutos desibeleissa
10log,,0.5 = —3.01 dB.

Seuraavassa kuvassa on edellisen esimerkin amplitudivaste desibeliasteikolla. Huo-
maa, ettd taajuusakseli on nyt normalisoitu ndytteenottotaajuudella. Taméa on yleisin ja
havainnollisin tapa taajuuksien esittdmisessa. Matlab tekee vastaavan kuvan automaatti-
sesti komennolla fregz.

20

15} .

10 o

1= i

= 4

Amplitudivaste (dB)

-5 o

-10 Il Il Il Il Il Il Il L L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

My0s vaihevaste on tapana kuvata vain positiivisilta taajuuksilta. My0s tasséa tapauk-
sessa taajuusakseli skaalataan Nyquistin rajataajuuden mukaan ja pystyakseli muunne-
taan asteiksi tai radiaaneiksi. Alla on nédin kuvattuna jarjestelman h(n) = 0.9™u(n) vaihe-
vaste.

Vaihevaste asteina

-70 Il Il Il L
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus
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45.4 |1IR-suotimen siirtofunktio

Z-muunnos on tehokas tyokalu myos IIR-suodinten analysoinnissa. Koska IIR-suodinten
impulssivasteessa on daretbn maara termeja, siirtofunktion laskeminen suoraan maaritel-
man perusteella on hankalaa. Siirtofunktion voi laskea helpommin ottamalla z-muunnos
suoraan IIR-suotimen maaraavasta differenssiyhtalosta.

Tarkastellaan IIR-suotimen yleistd muotoa:

K M
yn) =) ax(n—k + ) buy(n—m).
k=0 m=1

Kayttamalla hyvéksi z-muunnoksen lineaarisuutta ja viivastetyn signaalin z-muunnoksen
kaavaa, voidaan soveltaa z-muunnosta tdman differenssiyhtalon molempiin puoliin.

K M
Y(z) =) aX(z)z+ ) bnY(z)z ™
k=0 m=1

Siirtamalla jalkimmainen summa vasemmalle puolelle ja ottamalla X(z) ja Y(z) tekijaksi
saadaan yhtalo

M K
Y(z) (1 — Z bmzm> = X(z2) Z az ¥,
m=1 k=0

josta voidaan ratkaista ulostulon z-muunnos:

K —k
Y(z) = k0 O
1T—> " bnz™

m=l1

Vertaamalla tata kaavaan (4.2) havaitaan, etta siirtofunktio on

> E:o az

1—5SM bpz™

m=1

H(z) =

Esimerkki: Tarkastellaan suodinta, jonka méaarittelee differenssiyhtalo
yn)=05xn) —x(n—1)+2x(n—-2) —y(n—1) +y(n — 2).
Ottamalla z-muunnokset puolittain saadaan yhtal6
Y(z) = 0.5X(z) — X(z)z "+ 2X(z2)z 2 = Y(z2)z ' + Y(z)z 2
Edelleen ryhmittelemalld saadaan:
Y(z)(14+z"'—272) =X(2)(05—z""4+2z72).

Siis siirtofunktio H(z) on

Y(z) 05—z"42z%2 05z2—2+2

H(z):X(Z)_ T4z 1—22 224721
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Etsitddn taméan funktion navat ja nollat. Navat ovat nimittajan nollakohtia, eli

—1-5
P11 = 5
_ —1+45
P2 =
Nollat puolestaan ovat osoittajan nollakohtia, eli
z1 = 1+ V3i
z = 1—+/3i

Seuraavassa napa-nollakuvio ja amplitudivaste. Amplitudivasteesta voidaan taas suo-
raan paatella vaikkapa jarjestelméan vahvistavan Nyquistin rajataajuutta noin kymmenella
desibelilld. Tama tarkoittaa, etta tuolla taajuudella amplitudin muutos a saadaan yhtalosta

10dB = 20log,, a

eli
1
z — |Og10 a.
Korottamalla molemmat puolet kymmenen potenssiin saadaan yhtalo
102 =a
eli
a=Vv10~3.16.

Signaalin amplitudi kasvaa siis 3.16-kertaiseksi. Jos halutaan tehon muutos P, se saadaan
kaavasta
10dB = 10log,, P,

josta voidaan ratkaista
P =10.

Teho kasvaa néin ollen kymmenkertaiseksi.

15 q

05F q

Imaginaariosa
o
T
X
X
Il

Il 1 Il Il Il Il
-25 -2 -15 -1 -0.5 0 0.5 1 15 2
Reaaliosa
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(Matlab: zplane ([0.5,-1,2],[1,1,-11) ;)

15

Amplitudivaste (dB)

_5 1 1 1 1 1 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 03 0.35 0.4 0.45 0.5
Normalisoitu taajuus

Toinen tavallinen tilanne on se, jossa tiedetaan siirtofunktio ja halutaan differenssiyh-
talo. Olkoon
0522 +240.25
- z3—2z405

Ensin taytyy supistaa muuttujan z potenssit negatiivisiksi eli kertoa osoittaja ja nimittdja
luvulla z—3.

H(z)

0.5z " +2z240.2523
1—2240.523

H(z) =

. - Y
Sitten sijoitetaan % = H(z) :

Y(z) 05z7'+2z72+40.25z73
X(z) 1—2240.5z73

Kerrotaan ristiin nimittajat pois:
Y(z)(1 =2z 24 0.5273) = X(2)(0.52 " + 224 0.2523)

eli
Y(z) = Y(z)22+0.5Y(2)z 3 = 0.5X(z)z " + X(z)z %+ 0.25X(z)z>.
Jokaista termid vastaava signaali tiedetaan:

ym)—ym—-2)+05yn—3)=05x(n—1) + x(n —2) + 0.25x(n — 3).
Tama saadaan helposti muotoon, joka voidaan jo toteuttaa algoritmisesti:

ym)=05xn—1)+x(n—2)+0.25x(n—3) +y(n—2) — 0.5y(n — 3).

4.6 Stabiilisuus

IIR-suotimen stabiilisuus voidaan helposti tutkia napa-nollakuvion avulla. Voidaan nimit-
tain osoittaal, etta (kausaalinen) 1IR-suodin on stabiili, jos ja vain jos kaikki sen siirtofunk-
tion navat ovat yksikkdympyran sisdpuolella.

IStabiilisuusehdon mukaan LTI-jarjestelmé on stabiili jos ja vain jos

Y Ih(K)] < 0.

k=—00
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Esimerkiksi aiemmin esilla ollut suodin
yn)=05xn) —x(n—1)+2x(n—2)—ymn—1)+y(n—2)

ei ole stabiili, koska navat ovat
—1+5
2 M

joista toinen on yksikkéympyran ulkopuolella (|=5¥3] > 1).
Otetaan vield yksi esimerkki. Suotimen

P12 =

y(n) = x(n) — 2x(n— 1)+ 2x(n —2) + y(n 1)~ ty(n—2)

siirtofunktio on

y(n) — 2y — 1)+ gyin—2) = x(n) - 2x(n 1) + 2x(n — 2)
& Y(z)— %Y(Z)Z_1 + %Y(Z)Z_2 =X(z) —2X(z2)z 7"+ 2X(z)z 2
& Y(z)(1— %2_1 + %z‘z) =X(z)(1=2z""4227%

Y(z) 1=2z"42z22 22—-2z42
- 1.1 . 1,2 2 1 7 (= H(z)).
X(z) 1—35z7 1432 2?2 — 52+ 3

Navat ovat polynomin

nollakohdat, eli

1 1 1 1 1 1 : 1 -
3Tz 43 zi\/—z_zil\/;_%ig_lii
2 N 2 N N

Pz = - 2 47

Molemmat ovat yksikkdympyréan sisélla (|p; .| < 1), joten suodin on stabiili. Jarjestelman
napa-nollakuvio on alla olevassa kuvassa.

Siirtofunktion

H(z) = i h(k)z™*

k=—0c0

suppenemisalueen muodostavat ne pisteet z € C, joissa

Z h(k)z™¥ < oo.

k=—00

Téasta seuraa rationaalisen siirtofunktion tapauksessa, etta jarjestelmé on stabiili, jos ja vain jos yksik&an siirto-
funktion napa ei ole yksikkdympyrén kehalla. Liséksi kausaaliselle jarjestelmalle h(n) = 0, kunn < 0, jolloin
siirtofunktion z-muunnos koostuu ainoastaan muuttujan z ei-positiivisista potensseista. Siis kun muuttujan
z itseisarvo kasvaa, niin z-muunnoksen itseisarvo pienenee. Nain ollen, jos kausaalisella jarjestelmalla yli-
paataan on suppenemisalue, on se origosta kaukaisimman navan ulkopuolella. Naméa ehdot yhdistamalla
saadaan vdite.
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08

0.6

0.4

0.2

Imaginaariosa
o
T
Il

Il Il 1 Il
-1 -0.5 0 0.5 1
Reaaliosa

Harjoitustehtavia

4.1. (a) Laske lukujonon

1, kunn=-5
3, kunn=-4
5 kunn=-3
x(n) =
3, kunn=-2
1, kunn=-1
L0, muulloin
z-muunnos. Mika on suppenemisalue?
(b) Laske lukujonon
1, kunn=1
3, kunn=2
5 kunn=3
x(n) =
3, kunn=4
1, kunn=5
0, muulloin

z-muunnos. Mik& on suppenemisalue?
4.2. (a) Olkoon kausaalinen LTI-jarjestelmd maaritelty yhtalolla y(n) = x(n) — 2x(n —
2) + x(n — 3). Onko jarjestelma FIR vai IIR?

(b) Olkoon kausaalinen LTI-jarjestelma maaritelty yhtalélla y(n) + 2y(in — 1) =
x(n) + x(n — 1). Onko jarjestelma FIR vai 1IR?
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4.3. Olkoon N jokin positiivinen kokonaisluku. Laske lukujonon

0, kunn <o,
x(n)=<n, kun0<n <N,
N, kunn >N

z-muunnos. Vihje: kdytd z-muunnoksen derivaatan kaavaa tai muodosta differenssiyhtald,
jonka ratkaisu x(n) on ja ota z-muunnokset puolittain.

4.4. (Matlab) Suodata signaali x(n) = sin(0.05- 27 ) sivulla 60 olevan kaavan (4.3) mukai-
sella suotimella. Vertaa tulosta arvioituun vasteeseen y(n) = 0.3050sin(0.05 - 27 —
0.6283). Tulosta samaan ikkunaan alkuperdinen signaali ja arvioitu seka todellinen
vaste.

4.5. Signaali x(n) = 0.7u(n)sin(0.2- 27t ) suodatetaan jarjestelmalld, jonka impulssivaste

on
—1, kunn=0tain=2,
h(n)=<3,  kunn=1,
0, muulloin.

Vaste on muotoa y(n) = Au(n)sin(0.2 - 2rtn + ¢). Maarita reaaliluvut A ja ¢.

4.6. Tarkastellaan alla olevan kuvan LTI-jarjestelmaa. Onko kysessa FIR- vai lIR-suodatin?
Maarita jarjestelméan amplitudivaste. Sievenna saamasi lauseke reaaliseen muotoon.

x(n) y(n)'

4.7. Oletetaan, etta kausaalisen LTI-jarjestelméan herate x(n) ja vaste y(n) toteuttavat seu-
raavan differenssiyhtalon:

yn—2)— gy(n—ﬂ +yn) =x(n)—=x(n—1) —I—}lx(n—Z).

(a) Maarita jarjestelman siirtofunktio H(z).
(b) Piirrd napa-nollakuvio.
(c) Onko suodin stabiili?

4.8. Oletetaan, etta kausaalisen jarjestelman herate x(n) ja vaste y(n) toteuttavat diffe-
renssiyhtalon

yn) =x(n) —2x(n—1) +Zx(n—2) +yn—1)— %y(n—Z).
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4.9.

4.10.

4.11.

4.12.

4.13.

4.14.

(a) Maarita siirtofunktio.
(b) Piirré napa-nollakuvio.
(c) Onko jarjestelma stabiili?

Olkoon kausaalisen LTI-jarjestelman siirtofunktio

224z 141
z + 7

Maarita sitd vastaava differenssiyhtalo.

Eraan jarjestelman siirtofunktion navat ovat p; = 0.9, p, = 0.7+0.7ijapsz = 0.7—0.71i.
Nollat ovat z; = —1, z, = i ja z3 = —i. Liséksi tiedetaan, etta nollataajuudella (w = 0)
jarjestelman taajuusvaste H(e') = 1. Mika on siirtofunktion H(z) lauseke?

(Matlab) Erdan LTI-jarjestelmén siirtofunktio on
~0.0122+0.0226z " +0.0298z % + 0.0204z > + 0.0099z*

H =
(2] 1—0.9170z" + 0.054022 — 0.2410z3 + 0.1990z*

Sijoita kertoimet vektoreihin a ja b ja piirra Matlabilla jarjestelman napa-nollakuvio
(help zplane),amplitudi- javaihevasteet (help freqgz)sekdimpulssivaste (help
impz). Vertaa naita kdanteisen jarjestelman

~ 1—-0.9170z" +0.0540z 2 — 0.2410z > + 0.1990z*
~0.0122 +0.0226z" + 0.0298z2 + 0.0204z3 + 0.0099z 4

vastaaviin. Huomaa etta voit kayttaa alkuperaista jarjestelmaa hyvaksesi kdanteista
jarjestelmaa tutkiessasi. Al4 siis kirjoita kaikkia kertoimia uudelleen.

H™'(2)

(Matlab) Lataa signaali "laughter” komennolla 1oad laughter. Signaali on tdman
jalkeen muuttujassa y. Kuuntele signaali komennolla sound (y). Suodata signaa-
li edellisen tehtavan suotimella H(z) (help filter). Kuuntele tulos (alla olevan
kuvan signaali w(n). Sovella edellisen tehtavan kaanteissuodinta H='(z) tulossig-
naaliin. Vertaa tulosta (alla olevan kuvan signaali z(n)) alkuperéiseen "laughter”-
signaaliin.

y(n) w(n) z(n)

H(2) - H7(@)

a) Signaalin amplitudi (jannite) muuttuu seuraavilla kertoimilla?>. Muunna arvot de-
sibeleiksi. 0.5, 0.2, 0.1, 0.01, 0.001, 2.

b) Signaalin vaimennus on seuraavien desibeliarvojen mukainen. Miten amplitudi
muuttuu? —25 dB, —3 dB, —6 dB, —12 dB, —30 dB, —60 dB.

a) Signaalin teho muuttuu seuraavilla kertoimilla. Muunna arvot desibeleiksi. 0.5,
0.2,0.1,0.01, 0.001, 2.

b) Signaalin vaimennus on seuraavien desibeliarvojen mukainen. Miten teho muut-
tuu? —25 dB, —3 dB, —6 dB, —12 dB, —30 dB, —60 dB.

2Esimerkiksi kerroin 0.2 tarkoittaa, ettd amplitudi muuttuu 0.2-kertaiseksi alkuperaiseen nahden.
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4.15.

4.16.

(Matlab) Eras LTI-jarjestelma toteutetaan differenssiyhtalolla

yn) = 1.143y(m—1) —0.4128y(n — 2) + 0.0675x(n) + 0.1349x(n — 1)
+ 0.0675x(n —2)

jarjestelmassa, jossa naytteenottotaajuus on 20000 Hz. Kuinka suuri vaimennus (de-
sibeleind) on taajuudella 5000 Hz varahtelevalla signaalilla kun se syotetaan jarjestel-
maan? Vihje: Laske ensin kulmataajuus w = 27tf /Fg, sen jalkeen sitd vastaava kompleksita-
son piste z = e'*, ja lopuksi siirtofunktion H(z) arvo tassa pisteessa. Funktion H(z) lauseke
on laskettava k&sin.

(Matlab) Luo signaali y, jonka taajuus nousee tasaisesti komennoilla

t=0:1/8192:4;
y=chirp(t,0,1,1000);

Kuuntele tulos (mahdollisuuksien mukaan) komennolla soundsc (y) . Vaihtoehtoi-
sesti voit tutkia signaalia komennolla spectrogram, joka ndyttaa aika- ja taajuusak-
seleilla kuvan. Suodata signaali tehtédvan 4.15. suotimella. Kuuntele tulos ja/tai katso
sen spektrogrammi. Vertaa tulosta suotimen amplitudivasteeseen.
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Luku 5

Suotimen suunnittelu taajuustasossa

Edellisessa kappaleessa havaittiin FIR-suotimella olevan selked tulkinta taajuusalueella.
Suodin muuttaa kunkin taajuuskomponentin amplitudia ja vaihetta, eli vaimentaa tai vah-
vistaa sekda viivastaa sitd. FIR-suotimen kayttokohde maaraytyy tata kautta: suotimella
voidaan vaimentaa tiettyja taajuuksia, ja vastaavasti vahvistaa toisia taajuuksia. Usein vas-
taan tuleva erikoistapaus tasta on suodin, joka poistaa taysin tietyn taajuuskaistan ja sai-
lyttaa toisen kaistan alkuperdaisena. Taajuuksilla operoivalla suotimella on useita kaytto-
kohteita. Sen avulla voidaan esimerkiksi poistaa signaalista jokin kapealla taajuusalueella
oleva hairio, jakaa signaali kahtia pieniin ja suuriin taajuuksiin tehokkaampaa kompres-
siota varten tai vaikkapa korostaa pienia ja suuria taajuuksia ja ndin kompensoida halpojen
kaiuttimien aiheuttamaa vaaristymaa.

Kuten z-muunnosta ja Fourier-muunnosta tarkasteltaessa havaittiin, konvoluutio aika-
tasossa vastaa kertolaskua z- tai taajuustasossa. Kaantéen voidaan ilmaista, etta taajuusta-
son kertolasku on mahdollista toteuttaa aikatason konvoluutiona. Konvoluution kertoimet
eli suotimen impulssivaste taytyy siis suunnitella sellaiseksi, etta taajuusvaste on halutun-
lainen. Suunnittelutehtavé voisi siis olla esimerkiksi seuraava: selvita sellaisen suotimen
impulssivaste, jonka amplitudivaste on yksi taajuuksilla 0 Hz — 1100 Hz ja nolla taajuuksil-
la 1400 Hz - 4096 Hz, mika on samalla Nyquistin rajataajuus. Tallainen suodin sailyttaisi
taajuudet 1100 Hertsiin asti alkuperaisina ja poistaisi 1400 Hertsia suuremmat taajuudet.
Téassa kappaleessa tutustutaan yhteen menetelmaan, jolla voidaan laskea sopivat impuls-
sivasteen kertoimet.

Signaalin x(n) sisdltamat taajuudet kayvat ilmi sen diskreettiaikaisesta Fourier-muun-
noksesta X(e'). Kun signaali suodatetaan suotimella, jonka taajuusvaste on H(e'’), saa-
daan tuloksen y(n) taajuussisaltd yhtalosta

Y(e') = H(e')X(e').

Alla olevissa kuvissa on esimerkki suodatuksen vaikutuksesta signaalin taajuuksiin.
Ylimmassa kuvaparissa on vasemmalla erés testisignaali ja oikealla sen sisaltdmaét taajuu-
det. Keskimmaisessa kuvaparissa on vasemmalla erdan suotimen impulssivaste ja oikeal-
la sen amplitudivaste. Suodin on nyt suunniteltu ylla olevien vaatimusten mukaiseksi,
eli sdilyttamaan pienet taajuudet ja poistamaan suuret. Suodatettaessa testisignaali talla
suotimella (eli laskemalla signaalin ja impulssivasteen konvoluutio) tapahtuu samalla taa-
juustasossa kertolasku. Konvoluution tuloksessa (alin kuvapari) ovat suuret taajuudet to-
dellakin poistuneet ja pienet taajuudet sdilyneet ennallaan. Tdma johtuu siitd, ettd suurilla
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taajuuksilla amplitudivaste on lahelld nollaa ja pienilla taajuuksilla lahelld ykkosta. Nol-
lalla kertominen poistaa ja ykkdsella kertominen sailyttaa taajuudet.

Signaali x(n) aikatasossa Signaalin x(n) spektri
T T T

0.15F¢ T T T T p T T ** - 40
0.1 : T
> 3.0+
T il 1
>
ol e TL‘ i g et o Lo
AR T
1.0 q
-0.1 T
0.15 ; ; [ PR i i | i i 1 00 i ] /N/\M/\M
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Taajuus (Hz)
Suodattimen impulssivaste Suodattimen amplitudivaste
T T T T T T
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Alipaastosuodatettu signaali y(n)
T T
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Taajuus (Hz)

Alipaastosuodatetun signaalin y(n) spektri
T T

5.1 FIR-suodinten suunnittelu: suunnittelukriteerit

FIR-suodinten suunnitteluvaatimukset esitetddn tavallisesti taajuustasossa. Vaatimukset
voidaan jakaa amplitudivasteelle asetettaviin vaatimuksiin ja vaihevasteelle asetettaviin
vaatimuksiin.

5.1.1 Vaihevasteen vaatimukset

Vaihevasteelle asetettavat vaatimukset ovat useimmiten yksinkertaisempia ja tyypillinen
vaatimus onkin lineaarinen vaihevaste. Jos vaihevaste on lineaarinen, kaikki taajuudet vii-
vastyvat saman verran. TAma vaatimus on helppo toteuttaa tarkastelemalla ainoastaan
sellaisten FIR-suodinten luokkaa, joiden impulssivaste on negatiivisesti tai positiivisesti
symmetrinen (s.0. h(n) = £h(N —n — 1)). Ndin saadaan nelja eri tapausta. Naita tapauk-
sia vastaavat kuvat ovat alla.

pariton maara kertoimia, positiivinen symmetria
T T T

4+ . N
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parillinen maara kertoimia, positiivinen symmetria
25 T T T T

pariton mééra kertoimia, negatiivinen symmetria
15 T T T

0 1 2 3 4 5
Esimerkiksi ylimman suotimen vaihevasteen lauseke on arg(H(e'’)) = —2w, ja se on
alla olevassa kuvassa.
0
£ —100f .
% 2001 1
E =300 8
—400 L L I
0 /4 /2 3n/4 T

Kulmataajuus ®

Téassa vaiheessa saattaa herata kysymys, eiko vaihevasteen tulisi olla vakio, jotta kaikki
taajuudet viivastyisivat yhta paljon. Vastaus on kuitenkin kielteinen, silla vaihevaste il-
maisee montako astetta tai radiaania kyseinen taajuuskomponentti viivastyy. Esimerkiksi
neljannesjakson (90°) viive pienelld taajuudella on ajassa paljon enemman kuin sama vii-
ve suurella taajuudella. Vaihevasteen derivaatta kertoo montako naytetta viive on. Tasté
kaytetddn nimitysta ryhmaviive ja se maaritelldédn kaavalla t(w) = —d?i((f], missd O(w) on
vaihevaste taajuudella w.

Ryhmaviiveen avulla voidaan maaritella lineaarisen vaihevasteen kasite riittavan ylei-
sesti: vaihevaste on lineaarinen, jos ryhmaviive on vakio kaikissa pisteissa, joissa se on maaritelty.
Tama maadritelma hyvaksyy myds suotimet, joiden vaihevasteessa on epéjatkuvuuskoh-
ta. Vaihevastetta ei nimittain ole maaritelty tapauksessa H (e*) = 0, koska luvun nolla
vaihekulma on maarittelematon. Tallaisten pisteiden ymparisttssa vaihevasteeseen tulee
yleensa t:n korkuinen hyppays.
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Esimerkiksi suotimella
h(n) =—-6(n)+26(n—1)+dn—2)+20(n—3) —8(n—4)
on alla olevan kuvan mukaiset amplitudi- ja vaihevasteet.

Amplitudivaste (dB)

—40 I I I I
0 /4 /2 2rn/3  3m/4 T
Kulmataajuus ®

Vaihevaste asteina

250 L L 1 L
0 /4 2 2n/3  3m/4 n
Kulmataajuus o

Suotimen amplitudivaste on nolla taajuudella w = %” ja vaihevasteeseen tulee epéa-
jatkuvuuskohta télla taajuudella. Ryhmaviive on kuitenkin vakio kaikissa pisteissa paitsi
taajuudella w = %” Tama nahdaan laskemalla siirtofunktio

Hiz) =—1+2z"+2z2+2z° -z
ja taajuusvaste
H(el®) = —1+2e ™4 e 204 2e 30 gt
= (—=1— e—4iw) —i—Z(e_i‘” + e—3iw) 4 e 2w
= e (- —e M) £ 2(e' + e ) + 1]
= e % [-2cos(2w) +4cos(w) + 1]

Hakasulkeissa oleva termi on reaalinen, joten koko lausekkeen vaihekulma maéaaraytyy
alussa olevan eksponenttilausekkeen e~2%’ sek hakasuluissa olevan lausekkeen etumer-
kin perusteella. Hakasulkulausekkeen kuvaaja on alla.
Funktion —2cos(2w) + 4cos(m) + 1 kuvaaja
4/ T T T

s 4

ok 4

2r N -

4+ il

-6 I I I I
0 /4 /2 2n/3  3m/4 T
Kulmataajuus ®

Kuvasta nahdaan, etta lauseke on positiivinen valilla [0, %”) janegatiivinen valilla (%”, .
Nain ollen vaihevasteen lauseke on seuraava:

—2iw, kun w < &,

arg(H(e*)) = . .
—2iw + 7, kun w > .



5. SUOTIMEN SUUNNITTELU TAAJUUSTASOSSA 79

Lausekkeeseen tulee vakio 7t kertoimen ollessa negatiivinen, koska —1 = ¢™. Ryhmaviive
on nyt

H(w) = —L arg(H(e™)) = 2, kun w # %”

dw

Vaihevasteen ja ryhmaviiveen maarittaminen on helpompaa, jos taajuusvasteella ei ole
nollakohtia. Nain on esimerkiksi sivun 76 kuvassa olevalla suotimella, jonka impulssivaste
on

h(n) =0(n)4+20(n—1)4+48(n—2)+20(n—3) 4+ d6(n—4).

Taman suotimen taajuusvaste on

H(e') = 142e'“+4e 204 2e 704
— (14 e W) 3 2(e w4 g3iw) 4 go—2iw
= e fC[(eM U+ e ) +2(e + e ) +4]
= e *®[2cos(2w) +4cos(w) +4].

Piirtamalla kuvaaja havaitaan, ettd hakasulkeiden sisélla oleva lauseke on nyt reaalinen ja
positiivinen, joten vaihevaste on sama kuin kompleksitermin e~2* vaihekulma, eli —2w.
Ryhmaviive on tassakin tapauksessa vakio t(w) = 2 joten vaihevaste on lineaarinen. Vas-
taavalla ryhmittelylld voidaan osoittaa myds muiden suodintyyppien vaihevasteen line-
aarisuus.

5.1.2 Amplitudivasteen vaatimukset

Amplitudivasteelle vaatimukset kertovat mitka taajuudet poistetaan ja mitka sailytetaan.
Nama esitetdan péaasto-, esto- ja siirtymékaistan (passband, stopband, transition band) kaut-
ta. Tarkastellaan oheista kuvaa.

1+6p

1

I—Sp

Paéstokaista Siirtyma- Estokaista
kaista

Kuvassa siis vaaka-akselilla on taajuudet, téassa tapauksessa esitettyna normalisoituina
naytteenottotaajuuden suhteen. Pystyakseli puolestaan esittda suotimen amplitudivastet-
ta. Tasséa tapauksessa suodin on maaritelty seuraavien parametrien avulla.

dp Paastokaistan maksimipoikkeama
O Estokaistan maksimipoikkeama
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1 Paastokaistan rajataajuus
fs Estokaistan rajataajuus

Paastokaista muodostuu siis tassa tapauksissa taajuuksista, joissa amplitudivaste halutaan
lahelle ykkosta (f € [0, f,]), estokaista taajuuksista, joissa amplitudivaste halutaan lahelle
nollaa (f € [fs, 0.5]) ja siirtymékaista taajuuksista talla vélilla (f € (f,, fs)). Paastokaistalla
sallitaan, etta amplitudivasteen arvot poikkeavat ideaaliarvosta 1 enintaan luvun o, ver-
ran, ja estokaistalla enintdaan luvun &, verran ideaaliarvosta 0.

Tyypilliset maarittelyt saattaisivat olla esimerkiksi seuraavat:

dp 0.026 dB
Os —-30dB
fy 5000 Hz
fs 6000 Hz
Naytteenottotaajuus 16000 Hz

Muuntaminen normalisoiduiksi taajuuksiksi tapahtuu jakamalla taajuudet f, ja f; nayt-
teenottotaajuudella. Normalisoituina vaatimukset ovat:

fp 5000/16000 = =
fs 6000/16000 = 3

Téasta esitysmuodosta paadstaan edelleen kulmataajuuksiin skaalaamalla lukuarvot valille
[0, 271, ts. kertomalla luvulla 27.

Wy, 27-5000/16000 = 3% rad

W, 27t 6000/16000 = 3% rad

5.2 Suunnittelu ikkunamenetelmalla

Ensimmainen mieleen tuleva tapa on yksinkertaisesti keksia sellainen amplitudivasteen
kuvaaja, ettd se toteuttaa annetut ehdot. Taméa kuitenkin tuottaa ongelmia, kuten kohta
tulemme ndkemaan. Tarkastellaan esimerkiksi edelld annettuja ehtoja:

5y 0.026 dB

5 ~30dB

w, 27t-5000/16000 = 3% rad
W, 27t 6000/16000 = 3% rad

Namaé ehdot toteuttaa esimerkiksi taajuusvaste, joka putoaa ykkdsesta nollaan w,:n ja
wg:n puolivalissa, eli kulmataajuudella

11

iwy 1, (l)<3—27-lT
H(e )_ O >117’[
W= 5

Kuvassa ndhdaan taman taajuusvasteen kuvaaja, jossa on huomioitu myds vasteen perio-
disuus ja konjugaattisymmetrisyys valilla [0, 27].
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Amplitudivaste (abs.)
IS —
j

L

Kulmataajuus o

Voidaan osoittaa® yleisesti, etta taajuusvaste

H(elw) — 1, kunw < we,
N 0, kunw > w.

I6ytyy suotimelta, jonka impulssivaste on

2f.si n), kK :
h(n) = fesinc (wen) unmn #0
21, kunn = 0.

Tassa funktio sinc(x) = sin(x)/x. Ongelmana taman suotimen toteuttamisessa on impuls-
sivasteen aareton pituus. Kaytannossa se taytyy aina katkaista, mika puolestaan aiheuttaa
ongelmia taajuusvasteessa. Siitd tarkemmin jatkossa.

Seuraavassa taulukossa on esitetty vastaavat ideaaliset impulssivasteet erityyppisil-
le suotimille: alip&astosuotimille (taajuudet valilla [0, f.] paastetdén lapi), ylipdéstosuotimil-
le (taajuudet valilla [f., 0.5] paastetaan lapi), kaistanpaastosuotimille (taajuudet valilla [f, f;]
paastetaan lapi) ja kaistanestosuotimille (taajuudet valilla [f;, f,] poistetaan).

. . Impulssivaste kun
Suodintyyppi — p—
Alipaasto 2fcsinc(n - 27tf,) 2f.
Ylipéaasto —2f.sinc(n - 27f) 1—2f.
Kaistanpaastd | 2f,sinc(n - 27tf,) — 2f¢sinc(n - 27tfq) 2(f, —17)
Kaistanesto 2fisinc(n - 27tf1) — 2fzsinc(n - 2nfy) | 1 —2(f; — 1)

Naita suodintyyppeja vastaavien ideaalisten taajuusvasteiden kuvaajat ovat alla.

Todistus tapahtuu ottamalla taajuusvasteen kainteinen diskreettiaikainen Fourier-muunnos:

1
271

7T 3 . ] W .
J H(e')e' ™ dw = —J 1-e M dw,
. 271

—We

joka voidaan melko helposti saada muotoon

h(n) = 2f.sinc (wen), kunn #0,
2f¢, kunn =0.
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Ideaalinen alipaastosuodin Ideaalinen ylipaastosuodin
15 T T T T
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o
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Amplitudivaste (abs.)

0 fc 0.5 0 fc 0.5
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Ideaalinen kaistanpaastdsuodin Ideaalinen kaistanestosuodin
15 T T T T

P
o

-

0.5 a

Amplitudivaste (abs.)
o
ol
T
i

Amplitudivaste (abs.)

0 f1 f2 0.5 0 f1 f2 0.5
Normalisoitu taajuus Normalisoitu taajuus
Ideaalisen suotimen impulssivasteen suoraviivainen katkaiseminen on luonnollisin me-
netelma pyrkia lahelle ideaalisen alipdastésuotimen ominaisuuksia. Nain saatu impulssi-
vaste vastaa ideaalista impulssivastetta kerrottuna ’ikkunasignaalilla’

1, kun —M<n<M,

win) = 0, muulloin.

Kyseisestad ikkunafunktiosta kaytetadn nimeda suorakulmainen ikkuna (engl. rectangular win-
dow). Ikkunan kertoimien kokonaismaarasta kaytetddn merkintda N, ja se riippuu rajasta
M kaavan N = 2M + 1 mukaan. Toisaalta raja M saadaan jakamalla N kahdella ja alaspain
pyoristamalld, t.s. M = [T |.

Katkaistun impulssivasteen hy(n) = w(n)h(n) kayttaytymista taajuustasossa voidaan
approksimoida sen diskreetin Fourier-muunnoksen avulla. Tulomuodossa olevan signaa-
lin DFT voidaan ilmaista konvoluution avulla:

Hi(n) = %W(n) x H(n).

Suoran katkaisun vaikutus taajuustasossa on siis konvoluutio ikkunafunktion w(n) dis-
kreetin Fourier-muunnoksen kanssa. Toisaalta W(n) on vastaavaa muotoa kuin h(n), siind
on nimittain tarkealla sijalla sinc-funktio. Konvoluutio tallaisen signaalin kanssa aiheuttaa
alkuperdiseen taajuusvasteeseen varahtelya ja Gibbsin ilmién, missa varahtelya on erityi-
sesti taajuuskaistojen reunoilla. Gibbsin ilmio oli esilla jo Fourier-sarjan yhteydessa. Alla
olevassa kuvassa on ideaalisen alipaastésuotimen amplitudivaste impulssivasteen katkai-
sun jalkeen. Kyseessa on edelld ollut esimerkki, jossa rajataajuus oli w. = %‘ eli normali-
soituna f. = 5 ~ 0.17. Impulssivasteeseen on otettu mukaan N = 25 termia, eli ideaalinen
impulssivaste pisteissa —12,—11,—10,...,10,11,12.

14
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Kuvasta ndhdaan selvasti ylimaarainen varahtely rajataajuuden ymparilla. Erityisen

selvasti tama varahtely nakyy desibeliasteikolla, jossa korkein huippu on —21 desibelin
kohdalla.

Amplitudivaste (dB)

-100 Il Il L
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Kokeilemalla eri mittaisia impulssivasteita havaitaan, ettei pituuden N kasvattaminen
paranna vaimennusominaisuuksia lainkaan: amplitudivasteen korkein huippu estokais-
talla pysyy —21:ssé desibelissd. Alla oleva amplitudivaste saadaan kaksinkertaistamalla

impulssivasteen pituus 51:een. Ainoa vaikutus on estokaistan huippujen seka siirtyma-
kaistan kapeneminen.

Amplitudivaste (dB)

-100 L1l
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Mydoskaan paastokaistan varahtelyyn ei voida nain vaikuttaa, vaan sitdkin on aina va-
kiomaara, noin 0.74 dB. Sen sijaan suurempi N kaventaa siirtymékaistaa, ja siirtymakais-
tan leveyden Af ja kertoimien maaran valilla onkin voimassa suorakulmaisen ikkunan
tapauksessa kaava
0.9
=N

Suotimen vaimennusominaisuuksiin ei siis voida vaikuttaa kertoimia lisaéamalla, mutta
niitd voidaan parantaa kayttamalld jotain pehmeammin laskevaa ikkunafunktiota suoran
katkaisun asemesta. Yksi usein kaytetyistd ikkunafunktioista on Hamming-ikkuna (Ham-
ming window), joka maaritelldan seuraavasti:

Af

w(n) — 0.54 + 0.46c0s(Z2), kun —M <n<M,
o, muulloin.

Alla olevassa kuvassa on Hamming-ikkunan kertoimien kuvaaja tapauksessa N = 25.

1
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Hamming-ikkunaa kaytetaan siis niin, etta ylla olevalla lausekkeella w(n) kerrotaan
vastaava ideaalisen impulssivasteen termi. Alla olevassa kuvassa on nain saatava ampli-
tudivaste suunniteltaessa vastaavaa alipaastosuodinta kuin aikaisemmassakin esimerkis-
sa.

Amplitudivaste (dB)

Il
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Amplitudivasteen kuvaajasta havaitaan Hamming-ikkunan parantavan vaimennuso-
minaisuuksia. Nyt suodin vaimentaa kaikkia estokaistan taajuuksia vahintaan 53 dB. Li-
saksi paastokaistan varahtely ei ole enéda paljaalla silmalla havaittavissa. Kokeilemalla eri
kertoimien maaria havaitaan korkeimman estokaistalla olevan huipun pysyvan 53 dB:ssa
seka paastokaistan varahtelyn pysyvan noin 0.019 desibelissa. Liséksi siirtymakaistan le-
veys nayttaisi nytkin olevan kdantéaen verrannollinen kertoimien maaraan nahden. Siirty-
makaista on selvasti leveampi kuin vastaava suorakulmaista ikkunaa kayttéen saatu siir-
tymaékaista ja osoittautuukin, etté leveys riippuu kertoimien maarasta kaavan

BEE

Af N

mukaisesti. Ikkunan valinta on néin ollen aina kompromissi vaimennusominaisuuksien ja
kertoimien maaran valilla. Hamming-ikkuna tarvitsee nimittéin aina suuremman maaran
kertoimia (noin 3.7-kertaisen maaran) suorakulmaiseen ikkunaan verrattuna, jotta siirty-
makaistat olisivat yhta leveat.

Muita tavallisesti kaytettyja ikkunafunktioita on lueteltu alla. Taulukosta voidaan rat-
kaista my0s tarvittavien kertoimien maara, kun halutaan jokin tietty normalisoitu siirty-
makaistan leveys. Mita paremmat ikkunalla saatavat vaimennus- ja varahtelyominaisuu-
det ovat, sitd suurempi kerroin siirtyméakaistan leveyden kaavassa on ja sitd enemman
kertoimia tarvitaan saman siirtymakaistan saamiseksi.

Ikkuna- Siirtymékaistan | P&&stokaistan | Estokaistan Ikkunan lauseke

funktion leveys vérahtely minimi- w(n), kun

nimi (normalisoitu) (dB) vaimennus (dB) | In| < (N—1)/2

Suorakulmainen | 0.9/N 0.7416 21 1

Bartlett 3.05/N 0.4752 25 — 2l

Hanning 3.1/N 0.0546 44 0.5+ 0.5c0s (23

Hamming 3.3/N 0.0194 53 054 +0.46cos (27 )

Blackman 5.5/N 0.0017 74 042 +0.5c0s (232
+0.08cos (“‘%)

Taulukon ikkunoista Bartlett-ikkuna on harvemmin suodinsuunnittelussa kaytetty, kol-
mionmuotoinen ikkunafunktio. Alla on Bartlett-ikkunan kuvaaja ja sitéa kayttden suunni-
tellun alipaastosuotimen amplitudivaste.
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0.6 n

041

Amplitudivaste (dB)

-100 L
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Hanning- eli Hann-ikkuna on melko lahellda Hamming-ikkunaa. Kuitenkin sen vaimen-
nus- ja varahtelyominaisuudet ovat hieman huonommat ja kertoimien méara on toisaalta
pienempi. Alla on Hanning-ikkunan kuvaaja ja sitd kayttaen suunnitellun alipaastosuoti-
men amplitudivaste.

0.8 . . n

0.6 n

Ll T

-10 -5 0 10
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0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

0.4

0.2

o

-44

Amplitudivaste (dB)

-100

Taulukossa alimpana on Blackman-ikkuna, jonka lauseke koostuu kahdesta kosiniter-
mistd. Nain saadaan aikaan erittdin hyva minimivaimennus seka paastokaistan varahtely,
mutta vastaavasti tarvittavien kertoimien maara on suurempi. Alla on Blackman-ikkunan
kuvaaja ja sité kayttaen suunnitellun alipaastosuotimen amplitudivaste.
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Amplitudivaste (dB)

A'AaYaVs

.5

Il
0.17
Normalisoitu taajuus

5.3 Yhteenveto ikkunamenetelman kaytosta

e Maarita ideaalinen taajuusvaste suotimelle.

o Laske tata taajuusvastetta vastaava ideaalinen impulssivaste kdanteisen Fourier-muun-
noksen avulla. Tavallisimmat impulssivasteet on lueteltu edella olleessa taulukossa.

e Valitse sellainen ikkunafunktio, joka tayttaa halutut vaatimukset paastokaistalla ja
estokaistalla. Selvitda myos tarvittavien kertoimien maara N normalisoidusta siirty-
makaistan leveydesta Af lahtien.

e Suunnitellun suotimen impulssivaste on
hi(n) =w(n)h(n),
Missa h(n) on ideaalinen impulssivaste ja w(n) on valittu ikkunafunktio.

Esimerkki. Edellisessd kappaleessa oli esitetty alipaastdsuotimelle seuraavat vaatimuk-
set:

dp 0.026 dB
Os —-30dB
fy 5000 Hz
fs 6000 Hz
Naytteenottotaajuus 16000 Hz

Koska 6, = 0.026 dB, ainoat mahdolliset ikkunat ovat Hamming-ikkuna (6, = 0.0194
dB) ja Blackman-ikkuna (3,, = 0.0017 dB). Naista valitsemme Hamming-ikkunan, silla sita
kaytettaessa tarvittavien kertoimien maara on Blackman-ikkunaa pienempi:

23 Blackman-ikkunalle.

N {%, Hamming-ikkunalle
Taulukosta ndhdaan lisaksi, etta Hamming-ikkunaa kayttden on mahdollista tayttdd myos
annetut estokaistan vaatimukset. Sarakkeesta Estokaistan minimivaimennus ndhdéaan nimit-
tain, ettd minimivaimennus on 53 dB, kun vaatimuksena oli ainoastaan 6; = —30 dB (-53
dB < -30 dB). Seuraavaksi taytyy selvittda suotimen kertoimien maara. Se saadaan siir-
tymaékaistan leveydesta. Meidan tapauksessamme siirtymékaistan tulee olla valilla 5000-
6000 Hz. Naytteenottotaajuudella normalisoituina tama on vali [5000,/16000, 6000/16000],
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joten siirtymékaistan normalisoitu leveys on Af = 1000/16000 = 1/16. Koska Hamming-
ikkunaa kaytettaessa

3.3
A=
niin tarvittavien kertoimien maara N on tarkoilla arvoilla
3.3 3.3
=—=——=33-16=5238.
AT 1716 33-16=52.8

Tama pyoristetaan? ylospain lukuun N = 53.
Ideaalinen impulssivaste on alipadstosuotimen tapauksessa

h(n) = 2f.sinc (n - 2ntf.), n#0
ch, n — O)

eli meidan tapauksessamme

hin) = 2 -5500,/16000 sinc (27t - 5500/16000 - n), 1 # 0
] 2-5500/16000, n=0,

Tassd luku f. = 2% — 1 on valittu siirtymakaistan puolivalista. Todellinen impulssivaste

saadaan nyt kertomalla tdméa h(n) Hamming-ikkunalla

(0.54 + 0.46 cos(27tn/85))-

he(n) = 2-11/32-sinc(2m-11/32-n), 0<|n| <26
2-11/32., n =0,
0, muulloin,

joka sievenee muotoon

(11/16) - (0.54 + 0.46 cos(2rn/85)) - sinc (11 /16), 0 < n| < 26
hi(n) =< 11/16, n =0,
0, muulloin.

Saadaksemme kausaalisen suotimen, meidan on siirrettava tatéa impulssivastetta viela
26 askelta oikealle (viivastys). Tama ei vaikuta tulokseen muuten kuin 26 askeleen viivas-
tymisend, taajuustason kayttaytyminen pysyy ennallaan. Néin saatavan impulssivasteen
kuvaaja on alla.

0.4

031
0.2

Tt M

coseseses o? cessccsse
L A4 .‘. ‘l. .l‘ .‘. o9

1 1 1 1
35 40 45 50

0.1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

2Talla kurssilla pyoristys tehdaan aina suurempaan parittomaan kokonaislukuun. Alipaasto- ja kaistan-
paastdsuotimilla myds parillinen kertoimien maaré on mahdollinen.
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Taman suotimen amplitudivasteen kuvaaja on seuraavanlainen.

0

-53

Amplitudivaste (dB)

-100 L
0 0.17 0.5
Normalisoitu taajuus

Vaihevaste on alla. Huomaa lineaarisuus paastokaistalla. Ryhmaviive on t(w) = 26, eli
suodin viivastaa kaikkia taajuuksia 26 askelta.
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—-2000 |
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0 0.17 05
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Lopuksi viela nollakuvio. Kuvasta puuttuu kauimmainen nolla, joka on pisteessa z =
4.37. Kuviosta nakyy selvasti kuinka Fourier-muunnoksen taajuusakseli vastaa yksikkoym-
pyran ylempaa puolikasta eli pisteita {e'® | w € [0, 7i]}. Taajuusvaste taajuudella w saadaan
evaluoimalla siirtofunktio H(z) pisteessa z = e'*’. Kuvassa on merkitty katkoviivalla siir-
tymakaistan puolivélia vastaava vaihekulma w, = ‘3‘—2" ja taajuusvaste talla taajuudella
saadaan evaluoimalla siirtofunktio nuolella merkityssa pisteessa.

Tata pienemmat taajuudet saadaan kiertamalla yksikkdympyraad myotapaivaan ja suu-
remmat vastapaivaan. Nollataajuus on kompleksitason pisteessa 1 + 0i ja Nyquistin raja-
taajuus pisteessd —1 + 0i. Nain ollen kaikki siirtofunktion nollat sijaitsevat yksikkympy-
ralla vaihekulmaa w. = %‘ suuremmassa kulmassa ja jokainen niista aiheuttaakin ampli-

tudivasteeseen yhden alaspain ulottuvan piikin.
15

ir 0009980, _ o 1
5°
@) O
o o
05t © 1
o © ©
© o O
2 o 5 o
g of © 0--x2 1
E © ©
o O
Q o)
_057 O O 4
o o
o
o ©
o
b ©00:08° © 1
_1‘5 L 1 i 1 1

-15 -1 -0.5 0 0.5 1 15
Reaaliosa



5. SUOTIMEN SUUNNITTELU TAAJUUSTASOSSA 89

Toisena esimerkkind suunnitellaan ylipaastésuodin, kun vaaditaan, etta

dop 0.06 dB
ds —28 dB
fs 9 kHz

p 10 kHz
Naytteenottotaajuus 48 kHz

Taulukosta ndhdaan, ettd suorakulmainen ja Bartlett-ikkuna eivat kay, ja Hanning-ikku-
na on ensimmainen, joka toteuttaa paastokaistan (0.0546 < 0.06) ja estokaistan (—44 dB <
—28 dB) vaatimukset. Koska Hanning-ikkunalle tarvitaan vahemman kertoimia kuin muil-
la sopivilla, kaytetaan sita. Talldin siis

3.1
Af = N

Naytteenottotaajuudella normalisoitu siirtymakaistan leveys on

a_ J0KHZ  9kHz _ 1
T 48kHz 48kHz 48

Nyt tarvittavien kertoimien maara on

3.1 3.1
N=2" =" _-1488
Af ~ 1/48 !

joka pyoristetdadn lukuun N = 149, Valitaan luku f. normalisoidun siirtymékaistan [9/48,
10/48] puolivélista eli luku f. = 9.5/48. Silloin saadaan

hin) — {—z - 23sinc(27- 23n), n#£0,
9.5 _
Tama lauseke on vield kerrottava Hanning-ikkunan lausekkeella, jolloin todelliseksi im-
pulssivasteeksi saadaan sievennettyna

—(0.5+0.5¢c0s(222)) (1sinc(43mm)), 0 < |n| <74
ht(n) - i_Z) TL:O,
0, muulloin.

Jéalleen on siirrettédva tata impulssivastetta 74 askelta oikealle, jotta saadaan kausaalinen
suodin.

Taman impulssivasteen ja amplitudivasteen kuvaajat ovat alla, ja lopuksi nollakuvio.
Nollakuviosta puuttuvat kauimmaiset nollat, jotka ovat pisteissa z = 7.9116jaz = —3.1176.
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Reaaliosa

Harjoitustehtavia

5.1.

5.2.

5.3.

Suotimen impulssivaste on h(n) = §(n—4). Laske sen vaihevasteen ja ryhmaviiveen
lausekkeet.

Suotimen impulssivaste on h(n) = 8(n—1) +d(n—2). Laske sen vaihevasteen ja ryh-
maviiveen lausekkeet. Vinkki: ota taajuusvasteen lausekkeessa yhteiseksi tekijaksi

e 3w,

(Matlab) Lataa tiedosto
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/numero.mat

itsellesi. Tiedosto siséltéad nappainpuhelimen valintadgdnen (seitseméan numeroa). Teh-

tavasi on selvittdd mika puhelinnumero on kyseessa.

Lataa signaali Matlabiin komennolla 1oad numero.mat. Signaali on tdman jalkeen
vektorissa nimeltd salainen. Voit kuunnella sen komennolla sound (salainen).

Valintadéanet koostuvat aina kahden eritaajuisen komponentin summasta (tauluk-
ko 5.1). Tunnista ndméa komponentit Matlabin spectrogram-komennon avulla. Jos
tunnistus on hankalaa, voit zoomata kuvaan suurennuslasitydkalulla.
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| 0.2952 0.3262 0.3606

0.1702 1 2 3
0.1880 4 5 6
0.2080 7 8 9
0.2297 * 0 #

Taulukko 5.1: DTMF-taajuudet (dual tone multiple frequency) nappainpuhelimelle kun
naytteistystaajuus on 8192 Hz. Esimerkiksi nappainta ’'5’ vastaava signaali on x(n) =
sin(0.18807tn) + sin(0.32627n ).

5.4. (Matlab) Erotellaan edellisen tehtédvan taajuuskomponentit toisistaan suodattamalla.
Suunnittele suodin kayttaen ns. Remez-menetelmaa.? Itse menetelma on my6hem-
pien kurssien asiaa, mutta komentoa on helppo kayttaa; komento

f=remez (N, [a,b,c,d], [0, O, 1, 11);

suunnittelee suotimen, jossa on N + 1 kerrointa (N on suotimen aste, joka on aina yh-
ta pienempi kuin kertoimien maara), ja jossa valilla [a, b] olevat taajuudet poistetaan
(viimeisen vektorin 2 ensimmadista kerrointa nollia) ja valilla [c, d] olevat taajuudet
sailytetdan (viimeisen vektorin 2 jalkimmaista kerrointa ykkosid). Kertoimet sijoite-
taan vektoriin £. Suunnittele suodin, joka poistaa taajuutta 0.33 pienemmat taajuudet
ja sailyttaa taajuutta 0.36 suuremmat taajuudet (1 tarkoittaa Nyquistin rajataajuutta).
Suotimen aste N voi olla vaikkapa 98 (=riittavasti). Katso amplitudivasteesta, on-
nistuiko suunnittelu (help fregz). Suodata signaali salainen em. suotimella ja
kuuntele tulos (help filter).

5.5. (Matlab) Luo Matlabissa vektori, joka siséltdd ideaalisen alipaastésuotimen impuls-
sivasteen katkaistuna vaélille —20 < n < 20 (41 kerrointa) kun rajataajuus f. =
0.3 (Nyquist = 0.5). Tulosta ruudulle sen amplitudivaste. (help sinc). Konversio
Matlab-esitykseen kannattaa tehda huolella. Lopputuloksessa paastokaistan pitaisi
olla nollan desibelin kohdalla.

(a) Mika on estokaistan ensimmaisen (vasemmanpuolimmaisen) varahtelyhuipun
vaimennus (suunnilleen)?

(b) Tee em. testi kun kertoimet otetaan valiltda —30 < n < 30. Mitad ensimmaiselle
varahtelyhuipulle tapahtuu?

(c) Mita tapahtuu kun kertoimien maaraa edelleen lisatdan? Voidaanko estokaistan
vaimennusta parantaa lisaamalla kertoimia?

5.6. Tavoitteena on suunnitella FIR-suodin ikkunamenetelmalld. Jarjestelman naytteen-
ottotaajuus on 44100 Hz, ja tarkoituksena on paastaa l1api 10000 Hz pienemmat taa-
juudet ja poistaa 12000 Hz suuremmat taajuudet.

3Remez-algoritmin hyvana puolena on se, etta suotimen amplitudivasteen varahtelyhuiput ovat aina kes-
ken&an samalla korkeudella. Ikkunamenetelmélld suunnitellun suotimen huiput ovat sitd korkeammalla mi-
té lahempaéana siirtymékaistaa ne ovat. Remez-algoritmin haittapuolena on sen mutkikas toteutus.



92 SIGNAALINKASITTELYN MENETELMAT

(a) Laske naytteenottotaajuudella normalisoidut taajuudet seka siirtymakaistan nor-
malisoitu leveys.

(b) Kuinka monta kerrointa (N) tarvitaan kaytettaessa
i. suorakulmaista (rectangular),
ii. Hanning-,
iii. Hamming-,
iv. Blackman-
ikkunaa?

5.7. Minka ikkunan valitset kun suotimelta vaaditaan, etta

(a) paastokaistalla saa varahtelyéa olla enintddn 0.01 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintaan 30 dB,

(b) paastokaistalla saa varahtelya olla enintdédn 0.02 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintaan 40 dB,

(c) paastokaistalla saa varahtelya olla enintdan 0.5 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintaan 28 dB,

(d) péaastokaistalla saa varahtelya olla enintdan 0.1 dB ja estokaistan vaimennus on
vahintaan 50 dB?

Valitse aina se ikkuna, jota kayttaen tarvitaan mahdollisimman vahan kertoimia.

5.8. Suunnittele ikkunamenetelmalla ylipaastosuodin (selvita kasin impulssivasteen lau-
seke), jonka vaatimukset ovat seuraavat:

PaastOkaista [18 kHz,22.05 kHZz]
Estokaista [0 kHz, 15 kHZ]
Paastokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 30dB
Naytteenottotaajuus 44.1 kHz

5.9. (Matlab) Suunnittele Matlabin avulla edellisen tehtéavan vaatimukset toteuttava yli-
paastdosuodin. Tulosta ruudulle impulssivaste (help impz), amplitudi- ja vaihevas-
teet (help fregz)sekdnapa-nollakuvio (help zplane). Ohje: Matlabissa komen-
tod = firl (N-1, 2xfc, tyyppi, ikkuna) antaavektorina maarittelyn mu-
kaisen FIR-suotimen:

e sisdltaa N kerrointa

e siirtymakaista on keskitetty taajuuteen f£c. £c voi olla myos vektori, jossa on
kaksi arvoa. Ne ilmoittavat kaistanpaasto- ja estosuodinten tapauksessa tarkas-
teltavan kaistan alun ja lopun.

e suodintyyppi saadaan muuttujasta tyyppi, joka voi saada arvot (hipsut mu-
kaanlukien):
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*1low’, jolloin tuloksena on alipdastosuodin
"high’, jolloin tuloksena on ylipaastosuodin
"stop’, jolloin tuloksena on kaistanestosuodin
— 'bandpass’, jolloin tuloksena on kaistanpéaastosuodin
Tata ja edellistad yhdistelemalld saadaan aikaan kaikki tarkastellut suodintyypit
e ikkuna maaraa suunnittelussa kaytettavan ikkunan tyypin (pituus N), sallittuja
tyyppeja ovat
— bartlett (N) - Bartlett-ikkuna
— blackman (N) - Blackman-ikkuna.
— boxcar (N) - Suorakulmainen ikkuna.
— chebwin (N) - Chebyshev-ikkuna.
— hamming (N) - Hamming-ikkuna.
— hanning (N) - Hanning-ikkuna.
— kaiser (N) - Kaiser-ikkuna.
— triang (N) - Kolmioikkuna.
Myds miké tahansa muu vektori kelpaa ikkunaksi.

5.10. (Matlab) Lataa signaali ’handel’ muuttujaan y komennolla 1oad handel. Signaalin
naytteenottotaajuus on 8192 Hz. Suunnittele ikkunamenetelmalld suotimet, joiden
aste on 50, ja joiden p&asto- ja estokaistat ovat seuraavat.

(a) Paastokaista 0 Hz-1000 Hz ja estokaista 1200 Hz-4096 Hz (alipaastosuodin).

(b) Paastokaista 1800 Hz-4096 Hz ja estokaista 0 Hz-1500 Hz (ylipaastosuodin).

(c) Paastokaista 2000 Hz-3000 Hz ja estokaistat 0 Hz-1500 Hz ja 3500 Hz-4096 Hz
(kaistanpaastosuodin).

(d) Péaastokaistat 0 Hz-500 Hz ja 3000 Hz-4096 Hz ja estokaista 750 Hz-2500 Hz.
Tulosta suodinten amplitudivasteet ruudulle (komento freqgz). Suodata signaali em.
suotimilla ja kuuntele tulokset. Jos adnentoisto ei toimi katso tulos spectrogram-

komennolla. Huomaa, etta todellisessa tilanteessa taytyy huomioida myds vaimen-
nusvaatimukset. Tassa tehtavassa niista ei yksinkertaisuuden vuoksi valiteta.

5.11. Taydenna luentomonisteessa ollut ideaalisen alipdastosuotimen taajuusvasteen las-
ku. Osoita siis, etta

2m

missa w, = 27tf. jasinc(x) = sinx/x, kun x # 0 jasinc(x) = 1, kun x = 0.

1 (@ .
J e dw = 2f.sinc(wen),

—We¢

5.12. Suunnittele ikkunamenetelmalld alipaastésuodin (selvita kasin impulssivasteen lause-
ke), jonka vaatimukset ovat seuraavat:

Paastokaista [0 kHz, 12 kHZ]
Estokaista [13.5kHz, 16 kHZ]
Paastokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 50 dB

Naytteenottotaajuus 32 kHz
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5.13. (Matlab) Suunnittele Matlabin avulla kaistanestosuodin, joka toteuttaa seuraavat vaa-

timukset.
Paastokaistat [0 Hz, 500 HZz] ja [3500 Hz, 4096 Hz]
Estokaista [1000 Hz, 3000 HZ]
P&astokaistan maksimivarahtely 0.02dB
Estokaistan minimivaimennus 40 dB
Naytteenottotaajuus 8192 Hz

Tulosta suotimen amplitudivaste ruudulle komennolla fregz.

5.14. (Matlab) Suunnittele ylipdastosuodin seuraavilla vaatimuksilla.

Paastokaista [1240 Hz, 4096 HZ]
Estokaista [0 kHz, 820 Hz]
P&aastokaistan maksimivarahtely 0.1dB
Estokaistan minimivaimennus 60 dB
Naytteenottotaajuus 8192 Hz

Tulosta suotimen amplitudivaste ruudulle komennolla fregz.



Luku 6

Digitaalinen kuvankasittely

Téassa kappaleessa luodaan lyhyt katsaus digitaaliseen kuvankasittelyyn ja joihinkin sen
sovelluksiin. Yksinkertaisimmillaan kuvankasittelya voidaan pitdd perusmenetelmien laa-
jennuksena kahteen ulottuvuuteen. Koska kuvien rakenne sekd@ havaitsemismekanismi
kuitenkin poikkeavat selvéasti esimerkiksi &anisignaalien vastaavista, ovat kuvankasittelyn
menetelmat usein selvéasti poikkeavia téhdn mennessa opituista yksiulotteisten signaalien
kasittelymenetelmista.

Arkikielessd kuvankasittely viittaa usein kasin tapahtuvaan kuvien sisallon tai ulkoa-
sun muokkaamiseen; kuvamanipulaatioon. Tassa kappaleessa tarkasteltavat menetelmat
ovat kuitenkin paaosin automaattisia tietokoneella toteutettavia algoritmeja, joiden paa-
asiallinen kayttokohde on kuvan ulkoasun muokkaaminen kayttotarkoituksen mukaan.

Kuvankasittelymenetelmét voidaan jakaa paamaaran mukaan eri luokkiin. Naité luok-
kia ovat mm. seuraavat.

e Kuvan ehostus (engl. image enhancement) tarkoittaa kuvan tiettyjen piirteiden korosta-
mista joko ihmissilmélle tai myohemmille operaatioille sopivammaksi. Esimerkiksi
alivalottuneen valokuvan kontrastia parantamalla saadaan kohde paremmin esille.
Usein ehostaminen tapahtuu interaktiivisesti, eli ohjelman kayttaja kokeilee eri me-
netelmia ja valitsee niistda parhaan nakoaistinsa avulla. Ehostuksessa ei ole yleensa
yhté oikeaa lopputulosta vaan tavoite riippuu kayttotarkoituksesta. Ihmisen katsel-
tavaksi tarkoitetulla kuvalla on erilaiset ulkoasuvaatimukset kuin konenékoéa varten
ehostettavalla kuvalla.

e Kuvan restaurointi (engl. image restoration) tarkoittaa kuvassa olevien hairididen pois-
tamista. Esimerkiksi tarahtanytta valokuvaa voidaan jonkin verran tarkentaa, jos ta-
rahtamisen suunnasta ja maarasta tiedetddn jotain. Monet restaurointimenetelmat
ovat tuttuja yksiulotteisesta signaalinkasittelystd, ja kayttavat muun muassa kak-
siulotteisia FIR-suotimia. Ehostuksesta poiketen restauroinnissa ajatellaan usein, etta
ideaalinen ratkaisu on olemassa. Ideaalinen ratkaisu voi olla esimerkiksi kuva josta
tietyn tyyppinen hairid on poistettu.

e Kuva-analyysi (engl. image analysis) pyrkii analysoimaan kuvan sisaltéa. Tama saat-
taa tarkoittaa esimerkiksi kuvassa olevien kirjainten tunnistamista, ihmisen auto-
maattista tunnistamista sormenjalkikuvan avulla tai tehtaassa tapahtuvaa laadun-
tarkkailua liukuhihnalta otettujen kuvien avulla. Ennen kuva-analyysivaihetta ku-
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vaa pyritdan usein restauroimaan ja ehostamaan parhaan mahdollisen tuloksen saa-
miseksi.

6.1 Kaksiulotteiset jarjestelmat

Monet restaurointityokalut perustuvat kaksiulotteisiin lineaarisiin jarjestelmiin seka kak-
siulotteisen Fourier-muunnoksen kayttoon. Seuraavaksi maaritellaan kaksiulotteisten li-
neaaristen jarjestelmien peruskasitteet.

Kaksiulotteisesta diskreettiaikaisesta signaalista kaytetadn merkintaa x(m,n), missa m,
n € Z. Kuva on kaksiulotteinen signaali, joka on maaritelty vain tietyissa pisteissa
(esim.m € {0,1,.... M —1}jan € {0,1,...,N — 1}). Indeksi m kertoo kuvapisteen
(pikselin) pystykoordinaatin ja indeksi n kuvapisteen vaakakoordinaatin kuvan va-
semmasta ylalaidasta lukien. Adarimmaisend vasemmassa ylakulmassa oleva pikseli
on x(0,0).

Kaksiulotteinen impulssi 6(m,n) maaritelladn seuraavasti

5(m,n) = 1, kunm=0jan =0,
10, muulloin.

Kaksiulotteinen jarjestelma muuntaa kaksiulotteisen signaalin toiseksi vastaavaksi sig-
naaliksi. Jos jarjestelmé& on lineaarinen ja aikainvariantti, sen impulssivaste h(m,n)
maaraa jarjestelman taydellisesti (aivan kuten yksiulotteisessa tapauksessakin). Tal-
16in vaste y(m,n) on heratteen x(m,n) ja impulssivasteen h(m,n) kaksiulotteinen
konvoluutio

y(m,n) =h(m,n)xx(m,n) = i i h(j,k)x(m—j,n—k).

j=—00 k=—00

Kaksiulotteisesta impulssivasteesta h(m, n) kdytetdan usein englanninkielistd nimea
point spread function; PSF, koska se kertoo kuinka yksittainen valkoinen piste (eli esi-
merkiksi impulssi 6(m, n)) levida kulkiessaan jarjestelméan lapi.

6.1.1 Kaksiulotteinen diskreetti Fourier-muunnos

Kaksiulotteinen diskreetti Fourier-muunnos muuntaa kuvan x(m,n) (m € {0,1,...,M—1}
jan €{0,1,..., N—1}) toiseksi kuvaksi X(m,n) (m € {0,1,..., M—1}jan € {0,1,...,N—1})

kaavalla
1 N-1

D xG, KWW,
j=0 k=

M—
X(m,n) =

0
missd wy on ykkosen N:s juuri (wy = e2™/N). Kaanteismuunnos madaritellaan kaavalla

<
z

1 N—
1 .

X(mvn) - —N X()) k)wjfs/qllwl]i]nv

j 0

)

Il
)
i
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Vastaavalla tavalla voidaan maaritella Fourier-muunnoksen, Fourier-sarjan ja diskreet-
tiaikaisen Fourier-muunnoksen kaksiulotteiset yleistykset.

Kaksiulotteinen DFT on separoituva, eli se voidaan laskea kahden yksiulotteisen DFT:n
avulla. Taméa ndhdaan muokkaamalla kaksiulotteisen DFT:n kaavaa seuraavasti.

M1 N1
X(m,mn) = Z Zx(j,k)w{/{mw;,k“
=0 k=0
M-l /N
= 2w | 2 xOkw
j=0 k=0

Nyt havaitaan, ettd sulkujen sisalla oleva lauseke on kuvan j:nnen vaakarivin DFT. Jos
tasta kaytetadn merkintaa

i

Xj (Tl) = X(j) k)Wﬁkn>

0

i

saa X(m,n) muodon
N—

X(m,n) = Z X;(m)w™,
j=0
miké& on jonon X;(n) yksiulotteinen DFT. Kaanteismuunnokselle voidaan johtaa vastaava
menetelma, joka kayttaa yksiulotteisia kdanteisia muunnoksia.

Kaksiulotteinen DFT saadaan siis muuntamalla kuvan jokainen vaakarivi yksiulottei-
sella DFT:11& (kaytanndssa tietysti FFT:114) ja muuntamalla tuloksen jokainen pystyrivi yk-
siulotteisella DFT:IlI4. Alla vasemmalla olevan kuvan jokainen vaakarivi on muunnettu ja
tulos on néhtavissa oikealla olevassa kuvassa. Vaaleammat pisteet kuvaavat suuria arvoja.
Muunnoksesta ndhdaan selvasti mm. alkuperaisen kuvan yldosassa olevan taivaan vaiku-
tus muunnokseen. Yldosan harmaasavy on miltei vakio, ja nainollen kyseiset vaakarivit
sisdltavat paaosin pienia taajuuksia. Pienet taajuudet on kuvattu kuvan vasemmassa lai-
dassa (ja symmetrisyyden vuoksi myos oikeassa), mihin yldosan energia selvasti keskit-
tyykin.

—_
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Vaakarivimuunnosten jalkeen muunnetaan jokainen pystyrivi. Tulos on alla vasemmal-
la. Nyt nollataajuus on vasemmassa ylakulmassa ja suurin taajuus aivan kuvan keskella.
Muunnoksen itseisarvo on vaaka- ja pystysuunnassa symmetrinen, kuten yksiulotteisen
DFT:n yhteydessa opittiin. Muunnoskuvan havainnollisuuden lisédmiseksi on yleensa ta-
pana siirtdd nollataajuus kuvan keskelle, kuten oikeanpuoleisessa kuvassa on tehty.

50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Muunnoskuvasta ndhdaan, etta nollataajuus ja sen lahelléd olevat pienet taajuudet ovat
voimakkaimpia. Siirryttéaessa nollataajuuden kohdalta vaakasuoraan oikealle ndhd&aan kuin-
ka paljon kuvassa on eritaajuisia vaakasuoria varahtelyja. Toisaalta nollataajuudesta yl6s-
pain I6ytyvat pystysuorat varahtelyt. Tama nakyy selvasti alla vasemmalla olevan keinote-
koisen testikuvan Fourier-muunnoksesta. Kuva muodostuu pelkastaan vaakasuorasta va-
rahtelystd, joten oikealla olevassa DFT:ss& ndhdaan ainoastaan yksi taajuus nollataajuuden
oikealla puolella. Fourier-muunnoksen itseisarvon symmetrisyydesta johtuen kuvassa on
my0s toinen piste vastaavan negatiivisen taajuuden kohdalla.

10

20

30

40+

50

60

Kaksiulotteinen DFT voidaan esittdd myos matriisien avulla. Aiemmin maariteltiin Fourier-
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muunnoksen muunnosmatriisi N:n mittaiselle signaalille

0 0 0 0
wx Wy % V})]]\l\l ,
0 —1 -2 —(N—
wR o Wy 2N WNZ(N ,
0 -2 —4 —2(N—
FN = WN WN WN . .. WN
0 —(N-1) —2(N-1) —(N=1)
WR Wy Wi NN

Jos kuvan pikseliarvot muodostavat matriisin X:

x(0,0) x(0,1) x(0,N —1)
x(1,0) x(1,1) x(1,N—1)

AM—1.0) x(M—11) - x(M—T,N—1)

saadaan vaakarivit muunnettua kertomalla kuva X muunnosmatriisilla Fy oikealtal, s.o.,
XFn. Taman jalkeen saadaan pystyrivit muunnettua kertomalla matriisi XFn muunnos-
matriisilla Fn, vasemmalta. Néain ollen kuvan X kaksiulotteinen DFT on matriisien avulla
esitettyna yksinkertaisesti Fy/XFy.

Esimerkiksi 4 x 4-kuvan

243 228 210 236
59 195 114 189
155 117 158 45
124 5 203 104

X =

DFT saadaan matriisikertolaskulla

T 1 1 1 243 228 210 236 T 1 1 1
—i -1 1 59 195 114 189 T i -1 i
1

1
FaXFa = 1T -1 1 -1 155 117 158 45 -1 1 -1
1T i -1 —i/ \124 5 203 104/ \1 i1 -1 —i

2385 —104 + 291 147 —104 — 29i

4421211 694561 —162+4291 141 — 104

- 399 164 — 1571 133 164 + 1571

442 + 1211 141+ 1041 —162—4291 —69 — 561

Kéaanteismuunnos saadaan vastaavasti. Ainoa ero on muunnosmatriisi, jonka ekspo-
nentit ovat talloin positiivisia, ja jonka kertoimena on ﬁ

6.2 Dekonvoluutio

Kuvassa olevien hairididen syntyd mallinnetaan usein kaksiulotteisella LTI-jarjestelmalla.
Talloin siis havaittu kuva y(m,n) on kulkenut jonkin lineaarisen jarjestelman l&pi ja sa-
malla sen laatu on heikentynyt. Tallgin siis ajatellaan, ettd on olemassa ns. ideaalikuva

1tse asiassa kertolasku tehdadn muunnosmatriisin transpoosilla, mutta symmetrian vuoksi transpoosi
voidaan jattaa pois.
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x(m, n), jonka laatu on taydellinen. Jos mainitun lineaarisen jarjestelman impulssivaste on
h(m,n), on voimassa relaatio

y(m,n) = h(m,n) *x(m,n).

Yksiulotteisessa tapauksessa lineaarisen jarjestelman aiheuttamaa vaaristymaa korjat-
tiin Fourier-muunnosten avulla. Samaa menetelmaa voidaan kayttda myos nyt. Ottamalla
Fourier-muunnos ylla olevan yhtalén molemmista puolista, muuttuu konvoluutio kerto-
laskuksi ja saadaan yhtalo

Y(m,n) =H(m,n)X(m,n).

Nain ollen ideaalikuvan DFT saadaan teoriassa yhtalosta

Ongelmaksi tassé jakolaskussa tulee kuitenkin mahdolliset nollalla jakamiset. Kirjalli-
suudessa esitetddn useita ratkaisuja tdhan ongelmaan. Yksi mahdollisuus on lisata pieni
positiivinen luku impulssivasteen DFT:hen, eli arvoida ideaalikuvan DFT:t4 kaavasta

missa e on pieni positiivinen reaaliluku. Talléinkin nimittdjassa voi toki teoriassa olla nol-
la, mutta kdytannodssa se on hyvin epatodennakoista.

Toinen ratkaisu on tehda jakolasku normaalisti nollasta poikkeaville funktion H(m, n)
arvoille ja nolla-arvojen tapauksessa sijoittaa funktion X(m,n) arvoksi nolla. Kaavamuo-
dossa tdma esitetdan seuraavasti:

Y(mmn) .
X(m, n) = 4 HAmny 108 H(m,n) # 0,
O) JOS H(m)n) =0.

Tastéa menetelmasta kaytetdan nimitysta pseudoinverssi tai yleistetty kaanteissuodin.

Yleisimmin kaytetty menetelm& on ns. Wiener-suodin, jossa kaanteissuotimen DFT:t4
arvioidaan tieteellisemmin; havaitun kuvan ja siind olevan kohinan tilastollisiin ominai-
suuksiin perustuen.

Konvoluutiolla on menestyksekkaasti mallinnettu esimerkiksi vaarin tarkennetun lins-
sin ja kameran tarahtamisen vaikutusta. Alla vasemmalla on digitaalikameralla otettu ku-
va, jossa kamera on liikkunut vasemmalle kuvaa otettaessa. Kameran nopeutta voidaan
arvioida kuvassa olevien teravien reunojen kohdille piirtyneista varjokuvista; varjot nayt-
taisivat olevan noin 30 pikselia pitkia.



6. DIGITAALINEN KUVANKASITTELY 101

50

100

150

200

250

300

350

400

450

100 200 300 400 500 600
Talldin havaittu kuva on muotoa

y(m,n) = h(m,n) *x(m,n),

missa x(m, n) on tarahtamaton kuva ja h(m,n) on liikkkuvan kameran vaste impulssille.
Jos liikkuvalla kameralla otetaan kuva yksittaisesta kirkkaasta pisteesta mustalla taustalla,
lopputuloksena on yksittdinen viiva, tdssa tapauksessa vaakasuora viiva, jonka pituus on
noin 30 pikselia. Siis

! kunn=0jam=0,1,...,29,

h(m,n) = { 30 ) i _
0, muillaarvoillam €{0,1,...,479}jan €{0,1,...,639}.

Huomaa, ettd impulssivastekuvasta tehdaan samankokoinen kuin havaitusta kuvasta, jot-
ta Fourier-tasossa tapahtuva jakolasku olisi mahdollinen. Vakioarvon % sijasta voidaan
kayttaa kasvavia tai laskevia arvoja, jos kameran liike on Kiihtyvaa tai hidastuvaa. Tassa
tapauksessa paras tulos saavutettiin laskevilla arvoilla.

Seuraavaksi sekd impulssivasteesta h(m,n) ettd havaitusta kuvasta y(m,n) otetaan
kaksiulotteinen DFT. Taman jalkeen kuvan DFT:n Y(m,n) jokainen piste jaetaan impuls-
sivasteen DFT:n H(m, n) vastaavalla pisteelld. Nollalla jakamiselta valtyttiin tassa esimer-
kissa lisdamalla vakio 0.5 impulssivasteen DFT:hen:

Y(m,n)
H(m,n)+0.5

X(m,n) =

Kun tuloksesta otetaan vield kaanteinen kaksiulotteinen DFT, lopputulos on alla olevan
nakoinen. Vaikka liikkeen vaikutusta ei aivan taysin voitukaan eliminoida, on tulos silti
selvasti alkuperaista parempi. Erityisesti kuvassa olevat pienet yksityiskohdat (esimerkik-
si kirjojen selkdmysten teksti) tulivat selvemmiksi.
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6.3 Piste-ehostus

Kaksiulotteisia muistittomia jarjestelmia kutsutaan pisteoperaatioiksi (engl. point operation)
tai piste-ehostukseksi. Naiden jarjestelmien vaste riippuu ainoastaan yhdesta heréatteen ar-
vosta, eli ne soveltavat samaa funktiota yhteen kuvan pisteeseen kerrallaan. Useimmiten
piste-ehostus lasketaan nimensd mukaisesti kuuluvaksi kuvaa ehostavien operaatioiden
joukkoon. Yleisesti kaytettyja pisteoperaatioita ovat mm. gammakorjaus (engl. gamma cor-
rection) ja histogrammin ekvalisointi (engl. histogram equalization).

6.3.1 Gammakorjaus

Tietokoneen monitoreilla ja televisioilla on tapana vaaristaa kirkkautta siten, etteivat kuvat
nayta ruudulla luonnollisilta. Tata efektia kompensoidaan ns. gammakorjauksella. Useim-
miten kuvaputkella ndkyvan pisteen intensiteetti riippuu kuvattavan kohteen kirkkaudes-
ta epalineaarisesti noudattamalla jotain potenssifunktiota. Jos siis videosignaalin jannite
on u, ruudulla havaittu intensiteetti I on suunnilleen muotoa

[ =u.

Eri jarjestelmissa (PAL, NTSC, jne.) eksponentti gamma vaihtelee ja lisdksi mittauksilla
saatu funktio voi olla hieman yll& olevaa monimutkaisempi.

Radioalan standardointijarjestd ITU-R esittdd suosituksessaan BT.709: "Basic parameter
values for the HDTV standard for the studio and for international programme exchange”
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funktion

X kun u < 0.081,
1
(u—l—.0.099) 0.45 , kunu > 0.081.

Taman funktion kuvaaja on esitetty alla olevassa kuvassa.
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Jannite

Jotta kuvat nayttaisivat luonnollisilta, tehdaan tallennettavaan tai lahetettavaan video-
signaaliin gammakorjaus. Gammakorjaus korjaa monitorin aiheuttaman vaaristyman so-
veltamalla havaittuun kuvaan ylla olevan funktion kdanteisfunktiota, joka on

4.5%, kun x < 0.018,

f(x) =
) =1 1.099x045 0,099, Kkun x > 0.018.

Gammakorjaus on mahdollista useimmissa kuvankasittelyohjelmissa. Toteutuksesta
riippuen ohjelmalle annetaan joko monitorin gamma (yo. esimerkissa ﬁ) tai k&anteis-
funktion gamma (yo. esimerkissa 0.45). Yleensa funktion kuvaajaa on mahdollista viela
muokata hiirella. Mahdollisuus muokata gammakéayrad kasin avaa luonnollisesti uusia
mahdollisuuksia kayttdd gammakorjausta kuvan ulkoasun parantamiseen. Kuvankasitte-
lyohjelmissa operaation kayttotarkoitus ei yleensa liity lainkaan menetelméan alkuperai-
seen ideaan eli monitorin vaaristymien kompensoimiseen.

Alla vasemmalla on kuva sellaisena kuin se nakyisi ruudulla ilman gammakorjausta,

kun monitorin gammaony = ﬁ = 2.222. Oikealla on gammakorjattu kuva.
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6.3.2 Histogrammin ekvalisointi

Histogrammi on kayra, joka esittda kuvan eri harmaasavyjen maaraa. Histogrammin ekva-
lisoinnilla pyritddn saamaan histogrammi mahdollisimman tasaiseksi siten, etta se levit-
taytyy mahdollisimman laajalle harmaasévyalueelle. Talldinhan kuvan kontrasti paranee,
koska vaaleat ja tummat pisteet erottuvat toisistaan paremmin. Esimerkki kuvasta, joka
on ekvalisoinnin tarpeessa 10ytyy alta. Vasemmalla on ekvalisoimaton kuva ja sen histo-
grammi, josta néhd&an valtaosan pikseleista olevan harmaaséavyalueella 0—100. N&in ollen
koko harmaasavyalue ei tule tehokkaasti kaytetyksi ja kuvan kontrasti on huono.
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Oikealla olevan kuvan histogrammi on ekvalisoitu, eli se on muunnettu Idhemmaksi ta-
saista histogrammia, jolloin kuvan kontrasti on parantunut. Ekvalisointi tapahtuu muun-
tamalla kuvan jokaisen pisteen harmaasavy n uudeksi harmaasavyksi n’ kaavalla

, (6.1)

missa H(k), k = 0,1,2,...,L — 1, on kuvan histogrammi ja L on kuvan harmaasavyjen
lukumaara (ylla olevassa esimerkissa L = 256). Luonnollisesti tuloksena saatavat arvot on
pyoristettava lahimpaan kokonaislukuun.

Menettely tasoittaa histogrammin, koska uusi harmaasévyarvo riippuu nykyista har-
maasavya tummempien pisteiden méaarasta. 2 Tarkastellaan esimerkiksi ylla olevan ekva-
lisoimattoman kuvan histogrammia. Nyt vaikkapa harmaasavyn 50 vasemmalla puolella

2Tarkkaan ottaen tummempien tai yht4 tummien pisteiden maarasta.
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on 58680 pistettd, eli ndin monta pistetta kuvassa on harmaasavya 50 tummempia. Kuvas-
sa on kaikkiaan 65536 pistetta, joten 89.5 prosenttia pisteistd on harmaasavyarvon 50 va-
semmalla puolella. Jotta histogrammista tulisi tasainen, taytyisi myos 89.5 prosenttia har-
maasavyistd jadda vasemmalle puolelle. Tdmé& onnistuu muuntamalla harmaasavy 50 har-
maasavyksi 0.895- 255 ~ 228. Tekemalld sama operaatio kaikille 256:lle harmaaséavyarvolle
saadaan seuraava kuvaus vanhan ja uuden harmaasavyarvon vélille.
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Vaaka-akselilla on alkuperdisen kuvan harmaasavyarvo ja pystyakselilla on ekvalisoi-
dun kuvan harmaasavyarvo. Kuvan ekvalisoinnin viimeinen vaihe on muuntaa harmaasé-
vyt piste kerrallaan ylla olevan kuvauksen avulla. Koska kaikkia tietyn harmaasavyn pis-
teita kasitelladn samalla tavalla, ei histogrammista tule aivan tasainen vaan siina on erilli-
sia piikkeja. Tama saattaa nakya kuvassa rajoina harmaasavyalueiden valilla, jos harmaa-
savyja on vain vahan ja kuvassa on suuria tasaisia alueita. Taman ilmién vaikutusta voi-
daan vahentaa satunnaistamalla harmaasavyjen muunnos, eli esimerkiksi arpomalla kus-
sakin pisteessd vanhan harmaaséavyn 50 tilalle jokin harmaasavy valilta 226, . . ., 230 kiin-
tean arvon 228 asemesta.

6.3.3 Histogrammin paikallinen ekvalisointi

Toisinaan valotus kuvan eri osissa vaihtelee, ja jotkut kohdat ovat liian vaaleita ja toiset
lilan tummia. Talléin kontrastin parantaminen tavallisella histogrammin ekvalisoinnilla ei
auta, koska kirkkaat kohdat tulevat entistakin kirkkaammiksi ja tummat entistéakin tum-
memmiksi. Tallaisissa tilanteissa voidaan kayttaa histogrammin paikallista ekvalisointia,
jossa ekvalisointi tehddan koko kuvan sijasta sen pienemmille osille erikseen. Kuvan suo-
raviivainen jako erikseen ekvalisoitaviin erillisiin lohkoihin olisi helppo ratkaisu, mutta
johtaa kdytanndssa lohkorakenteen nakymiseen tuloskuvassa. Parempaan tulokseen paas-
taan kdymalla pisteet 1&pi yksi kerrallaan ja laskemalla paikallinen histogrammi ekvalisoi-
tavan pisteen ymparilla olevista pisteistd. Tata histogrammia kaytetdan sitten kaavassa
(6.1) muuntamaan kasiteltdvan pisteen harmaasavy.

Koska nyt ekvalisoinnissa kaytettava histogrammi lasketaan vain lahella olevista pis-
teistd, ei samassa histogrammissa yleensa ole seka liian vaaleita etta lilan tummia alueita.
Lahell&d olevien pisteiden (eli ikkunan) valinnassa on useita vaihtoehtoja. Helpoin vaih-
toehto lienee valita nelion muotoinen alue pisteen ympariltd, mutta teoreettisesti parhaa-
seen tulokseen paastaan valitsemalla ympyran muotoinen alue. Alla vasemmalla on kuva,
jossa on kaytetty paikallista ekvalisointia nelion muotoisella 41 x 41-ikkunalla. Oikealla on
kaytetty 121 x 121-ikkunaa. Tavalliseen ekvalisointiin verrattuna vasemman ylakulman
ylivalottunut ja oikean alakulman alivalottunut alue ovat paremmin tasapainossa. Kuvis-
ta ndhdaan lisaksi, ettd mita pienempi kaytettava ikkuna on, sita selvemmin kuvan pienet
yksityiskohdat tulevat esiin ja sité jyrkempi kontrasti kuvassa on. Suuremmilla ikkunoil-
la tulos on pehmeampi. Jos ikkunan koko kasvatetaan samaksi kuin kuvan koko, tulos on
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sama kuin tavallisella ekvalisoinnilla.
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6.1.

6.2.

6.3.

(Matlab) Laadi Matlab-rutiini joka ekvalisoi annetun kuvan histogrammin. Jos kuva
on muuttujassa X, niin ekvalisointi tapahtuu komennolla Y=heq (X) ; Kuvan X histo-
grammin voi laskea komennolla H=hist (double (X (:)),0:255) ; Vertaa lopuk-
si tulosta valmiin histeg-komennon tulokseen. Kayta kuvaa, jonka saat osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/patsas.jpg. Saat ladattua ku-
van Matlabiin imread-komennolla.

Laske matriisin

o
oo o
(-

\O)
© O O N

kaksiulotteinen Fourier-muunnos.

(Matlab) Luo kahdesta taajuudesta koostuva keinotekoinen kuva muuttujaan X:

n = 0:511;
x1 cos (0.02%x2%pi*n) ;
X2 sin (0.05%2*pi*n) ;
X = x1’'"%xx2;
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Katso kuva imshow-komennolla. Laske sen kaksiulotteinen FFT (komento £ft2),
ota tuloksesta itseisarvo ja muunna se desibeleiksi. Siirra lopuksi nollataajuus kuvan
keskelle komennolla fftshift jatulosta kuva ruudulle. Mita néaet?
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Luku 7

Tiedon pakkaaminen

Datan pakkaaminen mahdollistaa lukuisissa sovelluksissa suurien datamaarien kasitte-
Ilyn. Huolimatta laitteistojen kasvavista tallennus- ja siirtokapasiteeteista pakkaamisesta
on tullut viime vuosina entista tarkedmpi sovelluskohde. Syyna tdhan on muun muassa
tehokkaammat prosessorit, joita kdyttéen voidaan toteuttaa aiempaa tehokkaampia pak-
kausalgoritmeja. Tassa kappaleessa tutustutaan lyhyesti alan perusmenetelmiin, ja erityi-
sesti kuvan ja videon pakkaamiseen.

7.1 Pakkausmenetelmien kaksi tyyppia

Pakkausmenetelmat jaetaan kahteen luokkaan: haviottomiin (lossless) ja havidllisiin (los-
sy) menetelmiin. Haviottomat menetelmat ovat yleiskayttoisia ja perustuvat datan tilastol-
lisiin ominaisuuksiin. Haviottomia menetelmia kaytetdan yleensa kun datan luonnetta ei
ole maaritelty (voi siis olla tekstia, kuvaa, dantg, jne.). Haviottoman pakkauksen tehokkuus
rilppuu suuresti pakattavan datan ominaisuuksista. Esimerkiksi englanninkielisen teks-
tin (7 bittia/kirjain) pakkaaminen haviottomasti yleisesti kaytetylla Huffman-algoritmilla
saadstaa tilaa n. 23%, kun taas esimerkiksi satunnaisluvut tai kertaalleen pakattu data ei-
vat tiivisty lainkaan. Muita yleisesti kaytettyjd menetelmid ovat Lempel-Ziv-koodaus ja
aritmeettinen koodaus.

Haviollisia menetelmié kaytetadan kun pakattavan datan tyyppi tiedetaan. Tallgin voi-
daan hyodyntaa sovelluksen ominaispiirteita valitsemaan poistettavat piirteet. Esimerkik-
si ddnen pakkauksessa voidaan jattdd monia taajuuksia kokonaan pois tai esittda ne pie-
nemmalla tarkkuudella. Havi6llisten menetelmien tuloksena oleva pakattu koodi on usein
tapana yhdistéaa jonkin haviottoman koodausmenetelméan kanssa.

7.2 Informaatioteoriaa

Havioton koodaus pohjautuu informaatioteoriaan, jonka peruskasitteet ovat informaatio ja
entropia.

Oletetaan, ettd dataldhde tuottaa sanomia r, 1, ..., v, joiden todenndkoisyydet ovat
P1,P2, ..., pL. Talléin sanoman ry sisdltdma informaatio on

Iy =— Ingpk bittia.
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Jos jonkin sanoman todennékdisyys on suuri (px ~ 1), on sen informaatio lahelld nollaa.
Toisaalta hyvin epatodennakoisen sanoman sisaltdma informaatio on hyvin suuri.

e Epéatodenndkdinen sanoma: "luennot on peruttu”. Todennakoisyys on melko pieni ja
sanoman sisaltima informaatio on nain ollen melko suuri.

e Todenndkoinen sanoma: "luennot pidetddn normaalisti”. Todenndkdisyys on suuri ja
sanoman sisaltama informaatio on pieni (tiedetddn muutenkin).

Jos jonkin sanoman todenn&kdisyys on nolla, ei informaatiota ole maaritelty. Toisaalta
tallaista sanomaa ei myoskaan esiinny koskaan, joten sen voi jattda pois tarkasteluista ja
olettaa ettd kaikki todennékoisyydet ovat nollaa suurempia.

Lahteen entropia on lahteen tuottama keskimaarainen informaatio:

L
H=— ) pxlog,p bittia.
k=1
Entropia antaa alarajan haviéttémien pakkausmenetelmien tehokkuudelle: mikaan (pelk-
kiin tilastollisiin ominaisuuksiin perustuva) havioton pakkausmenetelma ei voi paasta
entropiaa pienempaan bittimaaraan.

Oletetaan ettd lahde tuottaa bin&aridataa siten, ettd nollan todennéakdisyys on p ja yk-

kdsen 1 —p, missa 0 < p < 1. Lahteen entropia on talldin

H = —plog,p — (1 —p)log,(1 —p).

Taman lausekkeen kuvaaja todenndkdisyyden p funktiona on alla olevassa kuvassa.

Entropia H

0 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Nollan todennékdisyys p

Kuvasta nahdaan, ettd entropia on suurimmillaan kun nollan ja ykkésen todennéakoisyydet
ovat samat. Talloin entropia on yksi, joten tarvitaan ainakin yksi bitti datapistetta kohti.
Nain ollen pakkaus ei pienenné tilantarvetta lainkaan. Yleensékin entropia saa suurimman
arvonsa kun sanomien todenndkdisyydet ovat yhta suuria, jolloin tarvittava bittimaara on
myo6skin suurin.

Entropia antaa siis alarajan pakkaustehokkuudelle. Pakkausta voi kuitenkin tehostaa
kayttamalla jotain entropiaa pienentavaa esitysmuotoa. Esimerkiksi edellisen esimerkin
tapauksessa mainittiin, ettd nollan ja ykkosen ollessa yhta todennakoisia, tarvitaan aina-
kin yksi bitti datapistetté kohti. Jos datasta 10ytyy jotain sédnndllisyyksid, voidaan niiden
avulla kenties 10ytaa jokin esitysmuoto, jossa todenndkdisyydet eivat olekaan enda yh-
tasuuret. Nain on esimerkiksi tapauksessa, jossa lahde tuottaa 1000 symbolia, joista 500
ensimmaista ovat nollia ja 500 jalkimmaista ykkdsid (molempien todennékdisyys on siis
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0.5). Nyt koodausjarjestelma voi kokeilla vaikkapa differenssikoodausta, jossa talletetaan en-
simmainen arvo sellaisenaan ja sen jalkeen erotus! edelliseen datapisteeseen nahden. Talla
tavalla esimerkin ndyte saa muodon, jossa on ensin 500 nollaa, yksi ykkdnen ja 499 nollaa.
Nyt nollan todennékéisyys onkin 999,/1000 ja ykkésen 1/1000, joten entropia on

H = —0.999 log, 0.999 — 0.001 log, 0.001 ~ 0.011.

7.3 Huffman-koodaus

Huffman-koodaus on yleisesti kaytetty haviotén koodausmenetelma. Menetelma arvioi
symbolien todennédkoisyyksia ja esittdd usein esiintyvat symbolit lyhyin bittijonoin ja har-
vemmin esiintyvat pidemmin merkkijonoin. Alla oleva taulukko kuvaa erasta Huffman-
koodia.

Tk Pk Suora koodaus Huffman-koodi

o 0.2343 000 11

1 0.2296 001 01
T2 0.1933 010 00
r3 0.1734 011 101
T4 0.0783 100 1001
5 0.0522 101 10001
16 0.0358 110 100001
7 0.0031 111 100000

Keskiméaarainen Huffman-koodatun sanan pituus saadaan kertomalla sanojen pituu-
det niiden todennakoisyyksilla ja tulos on nyt 2.6421 bittia/symboli (parannus n. 12%).
Todennakoisyyksista laskettu lahteen entropia H = 2.5824 bittia/symboli (teoreettinen
maksimipakkaus n. 14%).

Kooditaulukko generoidaan alla olevan kuvan mukaisella menettelylla. Ensin toden-
nakoisyydet asetetaan suuruusjarjestykseen, minka jalkeen aletaan muodostaa puuraken-
netta. Jokaisella iteraatiokierroksella valitaan kaksi pienintd todennakoisyytta ja yhdiste-
téan ne saman puun haaraan summaten ne samalla. Kun puu on valmis, merkitéan jokai-
nen alas lahteva haara nollalla ja yl6s lahteva ykkdsella. Taman jalkeen kutakin symbolia
vastaava Huffman-koodi saadaan etenemalla juuresta kyseiseen symboliin.

1 0.57711 1.000

111 0.2343 .
01{r,| 0.2296 1 04229 N IO
00(r,| 0.1933 0 0
101 |r,[ 0.1734 10.3428
1001 |r,[0.0783 1 0.1694| 0
100011, 0.0522 1 0.0911| 0
100001 {rs| 0.0358 1 00389) ©
100000 |1,/ 0.0031 0

7

!Tarkkaan ottaen binaaritapauksessa erotus voidaan laskea modulo 2, eli bitti on yksi jos arvo vaihtuu,
muuten nolla.
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Huffman-koodi toteuttaa kaytannon kannalta tarkean prefix-ominaisuuden. Tama tar-
koittaa sita, ettei mik&aan koodisana ole toisen koodisanan alku. Talléin koodin purkuvai-
heessa bittivirtaa luettaessa ei tule missaan vaiheessa epaselvyytta mihin edellinen koodi-
sana loppuu ja seuraava alkaa.

7.4 Havioton kuvakoodaus

Digitaalisia kuvia pakattaessa voidaan pakkaustulosta parantaa pelkkaan Huffman-koo-
daukseen verrattuna mm. kayttden edella mainittua differenssikoodausta. Saavutettava
parannus perustuu suurelta osin vierekkaisten kuvapisteiden suureen korrelaatioon. Yk-
sinkertaisin menettely koodaa perédkkaisten pikseleiden erotuksen absoluuttisten pikse-
liarvojen asemesta.

Alla oleva kuva esittda erdan kuvan histogrammia (harmaasavyjakaumaa) seka perak-
kaisten pisteiden erotusten jakaumaa (jalkimmaisen huippuarvo on noin 50000, mika jaa
kuvan ulkopuolelle). Erotuskuvan histogrammi on kapeampi, josta seuraa pienempi ent-
ropia. Alkuperaisen kuvan entropia on 7.55 bittia/pikseli ja erotuskuvan entropia on 4.04
bittia/pikseli. Nain ollen erotuskuva on mahdollista koodata haviottémasti pienempaan
tilaan kuin alkuperainen kuva.

10000

8000 - q
«Erotuskuvan histogrammi

6000 -

4000

2000 - Alkuperéinen histogrammi —

0 | I | I 1 1 1
-100 =50 0 50 100 150 200 250

Erotuksen laskeminen voidaan ajatella yksinkertaiseksi ennustusmenetelmaksi—sano-
man lahettdja ja vastaanottaja ennustavat seuraavan pisteen lukuarvoksi samaa arvoa kuin
edellisellad pisteella. Lahettdja 1ahettdd sitten laskemansa ennustusvirheen. Menetelmaa
voidaan helposti kehittdd kayttamalla parempaa ennustusmenetelmaa, esimerkiksi ero-
tusta useiden pisteiden keskiarvoon tai mediaaniin ndhden. Jos ennustus toimii parem-
min, histogrammista tulee vieldkin kapeampi ja entropia pienenee edelleen.

7.5 Haviollinen kuvakoodaus

Haviobllisessa pakkauksessa sallitaan vahaisten yksityiskohtien havidminen. Nain paas-
tdan paljon parempiin pakkaustuloksiin, on helposti mahdollista pakata kuva jopa kym-
menenteen osaansa alkuperdaisesta ilman etta laatu merkittavasti heikkenee.

Viime aikoina merkittdvimmat standardit ovat perustuneet ns. muunnoskoodaukseen,
jossa kuva muunnetaan toiseksi lineaarisella kdantyvalla operaatiolla ja ainoastaan osa tu-
loksen kertoimista sdilytetdan (ja koodataan haviéttomasti). Kyseinen operaatio tulee va-
lita niin, ettd mahdollisimman suuri osa alkuperaisen kuvan energiasta on mahdollisim-
man pienessa maarassd muunnoskuvan kertoimia. Esimerkiksi diskreetti kosinimuunnos
(DCT) toimii néin. Alla olevassa kuvassa on alkuperainen kuva ja sen kosinimuunnos. Ko-
sinimuunnoksessa suurin osa energiasta on keskittynyt vasemmassa ylakulmassa oleviin
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kertoimiin. Yksinkertaisin menetelma bittien sddstamiseksi on tallentaa ainoastaan vasem-
man ylakulman kertoimet ja laittaa muut nolliksi.
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Seuraavissa kuvissa on tulos kun alkuperdisista kertoimista on jaljella 1/4 (vasemmalla) ja
1/16 (oikealla) vasemmasta yldkulmasta. JPEG-koodauksessa kosinimuunnoksen kertoi-
mia ei kokonaan poisteta vaan ne pydristetdan eli kvantisoidaan eri tavoilla sen mukaan
missa ne sijaitsevat. Lopputulos muistuttaa kuitenkin tdman esimerkin kuvia.
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Kosinimuunnoksen lisdksi kayttokelpoisia muunnoksia ovat Fourier-muunnos (DFT),
sinimuunnos (DST), Hadamard-muunnos sekéa Karhunen-Loeve-muunnos (KLT). Naista
Karhunen-Loeve-muunnos on erityisasemassa, koska se on optimaalinen (pakkaa ener-
gian pienimmalle mahdolliselle alueelle). Tama tarkoittaa, ettd KLT riippuu kuvasta. Siksi
kompressoitaessa taytyy ensin laskea muunnosmatriisi ja taman jalkeen tallettaa myos se.
Koska tama vie ylimaaraista tilaa ja laskenta-aikaa, halutaan kdytannossa kayttaa kiinteita
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muunnoksia. Kaytdnndssa on osoittautunut, ettd DCT on usein hyvin ldhelld optimaalista

tulosta (KLT:t4). Siita onkin muodostunut kaytannon standardi muunnoskoodauksessa.
Kuvan x(i,j)(i=0,1,...,M—1jaj=0,1,...,N— 1) diskreetti kosinimuunnos y(k, 1)

(k=0,1,...,M—1jal=0,1,...,N — 1) maaritelladn kaavalla

M N (2i + 1)k (2 4+ Nln
ulk, ( M )°°S<T)>

1 kunk =0,
c(k) =4 ¥2 .
1,  muulloin.

missa

Kaanteismuunnos on vastaavaa muotoa:

M N

x(i,j) = ylie, ) T o (

k=0 1=0

(2t + T)km (2j + 1)
M > cos (721\1 > .

Kosinimuunnos voidaan toteuttaa kahdella matriisikertolaskulla (matriisien koot N xN
ja M x M), joten laskennan kompleksisuus on kertaluokkaa O(max{N, M?). On kuitenkin
olemassa nopeita algoritmeja, joilla laskennan kompleksisuus on vain O(max{N, M} log(max{N, M}))
(itse asiassa FFT:n avulla voidaan laskea DCT). Kuitenkin on toivottavaa, ettd N ja M ovat
mahdollisimman pienid, koska pienten lohkojen pakkaus on yleensa tehokkaampaa myds
pakkaustuloksen kannalta. Siksi pakattava kuva jaetaan yleensa pienempiin lohkoihin, jot-
ka kompressoidaan yksitellen. Tyypillinen lohkon koko on 8 x 8.

Muunnoskoodauksen perusidea on siis seuraava:

1. Jaa kuva 8 x 8-lohkoihin.
2. Laske kunkin lohkon kosinimuunnos.

3. Poista (tai kvantisoi) muunnoskertoimia siten, ettd suurimmat (yleensad vasemman
ylakulman) kertoimet sailyvat.

4. Koodaa jaljelle jadneet kertoimet haviottomasti esimerkiksi Huffman-koodauksella.

7.6 Videokuvan koodaus

Videokuvaa koodattaessa kaytetdan suureksi osin samoja periaatteita kuin yksittaisten ku-
vien koodauksessa. Pakkaus on havidllista ja perustuu kosinimuunnoksen tiettyjen kertoi-
mien tarkkuuden pienentamiseen. Kuitenkin liikkuvan kuvan pakkauksessa on mahdol-
lista paastd huomattavasti parempiin pakkaustuloksiin ottamalla huomioon kolmas di-
mensio: aika.

Videokuvassa kuvien taajuus on tavallisesti 25 Hz. Toisin sanoen kuva vaihtuu 25 ker-
taa sekunnissa. Useimmissa tilanteissa kaksi perakkaistd kuvaa eroavat toisistaan hyvin
vahan. Nain ollen tuntuu turhalta koodata kaksi miltei samanlaista kuvaa perakkain. Ta-
man aikaredundanssin (temporal redundancy) poistamiseksi tarvitaan liikkeen kompensoin-
tia.
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Pakkaustulosta voitaisiin yksinkertaisimmin parantaa tallentamalla aina kahden pe-
rakkaisen kuvan erotus. Erotuskuvassa olisi paljon nollia, jolloin sen entropiakin olisi pie-
nempi. Kuitenkin tatékin pakkaustulosta voidaan edelleen parantaa liikkeen kompensoin-
nin avulla. Silloin kullekin DCT-koodattavalle 8 x 8-lohkolle tehdaan liikkeen estimointi eli
arvioidaan sen vastinkohta edellisessa kuvassa. Taméan jalkeen koodataan taman vastin-
kohdan koordinaatit liikevektorin muodossa seka lohkojen erotuksen DCT. Tasta DCT:sta
poistetaan jalleen osa kertoimista ja jaljelle jaéneet talletetaan.

Harjoitustehtavia

7.1. (Matlab) Lataa kuva ’gatlin’ muuttujaan X komennolla 1oad gatlin. Kuvan néet
komennolla imagesc (X). Ota kuvan kaksiulotteinen diskreetti Fourier-muunnos
komennollay=£fft2 (X) ;.Katso kuva komennolla imagesc (abs (y), [0,50001).
Jalkimmaiset parametrit ilmoittavat kuinka kuva skaalataan harmaaséavyasteikolle.
Tuloskuvassa vaalea piste vastaa suurta arvoa. Yleensa FFT-kuvan origo siirretdan
kuvan keskelle. Tata varten on Matlabissa komento fftshift. Aja siis FFT-kuva
tuon komennon l&pi ennen katsomista.

7.2. (Matlab) Kun sinulla on edellisen tehtavan siirretty FFT (ilman itseisarvoa) sano-
kaamme muuttujassa z, voit tutkia taajuuden kasitettd poistamalla pieni& tai suu-
ria taajuuksia. Pienet taajuudet ovat kuvan keskella (fftshiftin jalkeen). Muodosta
seuraavaksi nollakuva: w=zeros (size (z) ) ; ja sijoita sen keskelle vastaava kohta
aiemmin lasketusta FFT:st&: w (200:280,220:420) =z (200:280,220:420) ;. Tu-
los koostuu siis pelkastaan pienisté taajuuksista muunnoksen keskelta. Katso tulos-
kuva ja totea, ettéd ndin todellakin on. Siirrd tdman jalkeen kuva alkuperdiselle pai-
kalleen (1fftshift) ja ota kdanteinen FFT (1 ££t2). Katso saamasi kuvan reaalio-
sa (real).? Kuvan pitaisi koostua paaosin pienista taajuuksista. Katso myds suuret
taajuudet, jotka l6ydat Fourier-muunnoksen lineaarisuuden vuoksi alkuperdisen ja
pienitaajuisen kuvan erotuksena.

7.3. Eras dataléhde tuottaa symboleita vy, 11, 15 ja r3 todennédkdisyyksilla po = 0.0080,
P71 = 0.0469, p, = 0.2860 ja p3 = 0.6591. Mika on lahteen entropia? Montako prosent-
tia pienempaan tilaan data voidaan parhaimmillaan pakata haviottomasti verrattuna
pakkaamattomaan tilantarpeeseen?

7.4. Etsi Huffman-koodi kun ldhde tuottaa symboleita ry, r1,. .., o todennakaisyyksilla
0.0035,0.0378,0.0780, 0.0830, 0.0869, 0.0979,0.1253,0.1562,0.1577,0.1737.

7.5. Laske edellisen tehtdvan lahteen entropia sekéa keskiméaarainen koodisanan pituus.

7.6. (a) (Matlab) Kopioi kuva ’lenna.mat’ osoitteesta
http://www.cs.tut.fi/kurssit/SGN-1200/1lenna.mat

itsellesi ja lataa se Matlabiin muuttujaan X komennolla 1oad. Laske kuvan kak-
siulotteinen DCT-muunnos komennolla dct?2. ja sijoita se muuttujaan y. Kat-
so molemmat kuvat komennolla imagesc®. Muodosta seuraavaksi nollakuva:

Teorian mukaan kuvan pitaisi olla reaalinen jo valmiiksi, mutta pyoristysvirheist4 johtuen nain ei ole.
3Jos vérit ovat oudot anna komento colormap (' gray’)
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7.7.

7.8.

7.9.

7.10.

w=zeros (size (y)) ; jasijoita sen vasempaan yldkulmaan vastaava kohta ai-
emmin lasketusta DCT:std: w(1:52,1:52) =y (1:52,1:52) ;. Tulos koostuu
siis pelkastadan muunnoksen vasemman ylakulman komponenteista, joiden lu-
kumaara on noin yksi sadasosa kaikista komponenteista. Katso tuloskuva ja to-
tea, etté nain todellakin on. Ota seuraavaksi saadun kuvan kaanteinen DCT vas-
taavasti kuin DCT aiemmin. Tuloksen pitaisi muistuttaa laheisesti alkuperaista
kuvaa.

(b) (Matlab) Toteuta a-kohdan jarjestelma yksiulotteisen DCT:n avulla. Kaksiulottei-
nen muunnos voidaan nimittéin tehdéa yksiulotteisella muunnoksella muunta-
malla ensin kukin pystyrivi (dct (X) tekee tdméan), transponoimalla tulosmat-
riisi ja muuntamalla nédin saatu matriisi (jolloin X:n vaakarivit muunnetaan).

(Matlab) Tee edellisen tehtavan koe suuremmilla maarilla DCT-komponentteja ko-
mennossa w(1:52,1:52)=y(1:52,1:52); ja arvioi riittdvaa lukumaarag, jotta
eroa alkuperaiseen ei huomaa.

(Matlab) Lasketaan tassa tehtavassa kuvan ’lenna’ entropia. Ensin pitaa saada selville
todennakdisyysjakauma, joka saadaan histogrammista h=hist (X(:), (0:255)) ;
normalisoimalla: p=h/sum (h) ;. Katso jakauman kuvaaja ruudulla. Entropia 10ytyy

nyt kaavalla
256

H=— Z pxlog, px,
k=1
missa luvut py, k = 1,2,...,256 ovat vektorin p komponentit. Osa todennakoisyyk-
sistéd on nollia, jolloin Matlab antaa virheilmoituksen laskettaessa logaritmia. T&s-
ta selvitdan esimerkiksi sijoittamalla Matlabissa logaritmin sisélla olevan vektorin p
paikalle viritys p+ (p==0) . Laske kuvan entropia.

(Matlab) Tallentamalla perékkéisten pikseleiden erotus voidaan lahella toisiaan ole-
vien pikseleiden korrelaatiota kayttad hyvaksi entropian pienentdmisessa. Vierek-
kaisten pikseleiden erotuksista koostuva kuva saadaan komennolla d= (X (1:512,
2:512)-X(1:512,1:511)) ; Katso saatu kuva. Piirrad histogrammi ruudulle ko-
mennolla h2=hist (d(:), (-113:116)); plot((-113:116),h2). Ala- ja yla-
rajat ovat erotuskuvan suurin (116) ja pienin arvo (—113). Laske tastd histogrammis-
ta erotuskuvan entropia.

(Matlab) Diskreetti kosinimuunnos voidaan toteuttaa tehokkaasti kayttaen FFT:téa.
Toteuta funktio

function X=dct oma (x)

seuraavasti. Muunnettavan vektorin (x(0),x(1),x(2) ...x(N—1))T termit pitaa jarjes-
taa uudelleen ennen FFT:n laskentaa. Esimerkiksi vektorista (1,2,3,4,5,6,7,8,9,10)7
tulee vektori (1,3,5,7,9,10,8,6,4,2)7, eli ensin joka toinen luku vasemmalta oikealle
ja sen jalkeen loput kdanteisessa jarjestyksessa. Kaavoina uusi jarjestys on seuraavaa
muotoa.

x2(n) = x(2n), kun0 <n < N/2-1,
X(N—m—1) = x(2n+1), kun0 <n < N/2-—-1.
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Matlabilla jarjestaminen tehdaan esimerkiksi komennoilla (olettaen, ettd N on paril-
linen):

x2=zeros (size(x)) ;
X2 (1:N/2)=x(1:2:N-1) ;
x2 (N:-1:N/2+1)=x(2:2:N) ;

Taman jalkeen vektorista x2 lasketaan FFT (X=fft (x2) ;), kerrotaan tuloksen k:s
termi luvulla e ™F/2N (X=X . xexp (-i*pi* (0:N-1) '/ (2«N)) ;) ja otetaan tulok-
sesta reaaliosa (X=real (X) ;). Vektorin X ensimmainen termi taytyy viela kertoa
luvulla /1/N ja muut termit luvulla \/2/N, minké jalkeen vektorissa X on vekto-
rin x diskreetti kosinimuunnos. Vertaa rutiiniasi Matlabin dct-rutiiniin. Komentojen
det ((1:10) ) jadct oma((1:10) ) pitaisi tuottaa sama tulos.





