Matematikai logika

A logika tudomannya valasa az 6kori Gordgorszagban kezdédott. Maga a logika szé is gorog
eredetii, a logosz sz jelentése: sz6, fogalom, ész, szabaly. Kialakulasa ahhoz kdthetd, hogy
mar az els6 tuddsok, filozéfusok, sét még politikusok is torekedtek arra, hogy gondolataikat
vilagos, logikailag helyes forméban kozoljék. Arisztotelész (i.e. 384-322) Organon
(Médszertan) cimti mivében foglalta dssze el6szor a formalis logika szabalyait, azaz a
logikus gondolkodas formalis tulajdonsagait. Arisztotelész szerint a logika feladata igaznak
tekintett allitdsokbol szarmaztatott igaz kdvetkeztetések levonasa.

A tudomanyban elért eredmények megfogalmazasa vagy éppen logikus indoklasa egy adott
nyelvhez (a matematikaban régebben gyakran a latinhoz) kotédott. igy azonban a matematikai
precizitasu szoveg leirdsa meglehetésen bonyolultta valt.

Nyilvanvalova valt, hogy a matematika tovabbi fejlédéséhez 6nalldé nyelvet kellett alkotni.
Olyat, amellyel formalizalni lehet a matematikai allitasokat, vagy amely olyan szabalyokat
allit fel, hogy segitségével igaznak tekintett matematikai &llitasokbdl aj allitdsokhoz
juthatunk. Ez a nyelv a kdznapi (természetes) nyelvek logikai szempontbol jelentés elemeit
tartalmazza. Leibniz, Boole, De Morgan és Frege munkassaganak kdszonhetéen sikerult
Osszekapcsolni a matematikat és a logikat.

A matematikai logikaban a mar meglévé ismereteinkbél meghatarozott logikai szabalyok
segitségével hozunk létre Uj kovetkeztetéseket. llyen médon a logika tudomanya a dedukcid
elvén mikddik. A matematikai targyalas masik Utja, az indukcié soran konkrét
tapasztalatokra timaszkodva jutunk el egy altaldnosabb fogalomhoz.

A matematikai allitasainkat kijelent6 mondatokban fogalmazzuk meg. Ezek lehetnek igazak,
de hamisak is. A matematikai logikaban kijelentésnek az egyértelmtien igaz vagy hamis
allitdsokat tekintjuk. A kijelentéseket latin nagybetiikkel jeldljik. Az igaz és hamis
tulajdonsdgokat a széban forgd kijelentés logikai értékének nevezzilk. Egy kijelentés logikai

értékeét a kijelentés abszolut értekével jeloljik.

A 100 forintnak 50 a fele kijelentés logikai értéke igaz.

A 2-szer 2 néha 5 kijelentés logikai értéke hamis.

A nagy szamokkal végzett miveleteknél normal alakot hasznalunk &llitasnak nincs logikai
értéke, mert nem lehet értelmezni a nagy szam kifejezést. Ezt az allitast tehat a matematikai

logik&ban nem tekintjuk kijelentésnek.



Logikai miveletek

Sok Kijelentés olyan részekbol &ll, amelyek énmagukban is kijelentések. Keét Kijelentés
Osszekapcsolasa esetén 16 kulénbdzé eredmeény fordulhat elé. (A tablazatban M az A és B
kijelentéstsl fliggé miveletet jelol.)
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A matematikai Kijelentéseknél 0sszekoté szavakként gyakran a kovetkezok fordulnak eld:
nem, és, vagy, ha — akkor, pontosan akkor ha. Ezeknek a logikai miveletekhez valo
kapcsolodéasat vizsgaljuk a kdvetkezokben.

I. Negécio

=z =7

hamis, és hamis, ha A igaz. Jelolés: — A

A 2 < 3 itélet tagadasa 2 > 3.
A konkrét kijelentések helyett &ltalanosan, csupan a logikai értékek ismeretében is felirhatjuk
a tagadast.

Al = Al
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Ez alapjan felismerhetjik, hogy az Mj;; mivelet irja le —A-t. A negéciét logikai nem
miiveletnek is nevezzik.

Il. Konjunkcid

DEFINICIO: Az A és B itélet konjunkcidjan azt a kijelentést értjiik, amely pontosan akkor

igaz, ha a két eredeti itélet egyidejiileg igaz. Jeldlés: A A B

Két itélet konjunkcidjanal a két itéletet az és, s, de, noha, pedig, bar, mégis, tovabba,
valamint, illetve sth. kétoszok valamelyikével kapcsoljuk 6ssze. Ezek a matematikai logika
szempontjabol helyettesitheték az és kotészoval, ezért a konjunkcidt logikai és miiveletnek is

szokés nevezni.




Mivel valamely A itélet és B itélet is egyarant kétféle logikai értéket vehet fel, az

értéktablazatban négy esetet kell megvizsgalnunk.
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A tablazatban az M;, miivelet irja le a konjunkciot.

I11. Diszjunkcio

DEFINICIO: Az A és B itélet diszjunkcidjan azt a kijelentést értjiik, amely pontosan akkor

hamis, ha a két eredeti itélet egyidejiilleg hamis. Jelélés: A v B

A diszjunkciét megengedé vagy miiveletnek is szokéas nevezni. Ertéktablazata:
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A mindennapi életben a vagy sz6t tobbféle értelemben is hasznéljuk. Erre lathatunk példat az
alabbiakban.

(1) Anna vagy Andrea menjen el a kocsival vasarolni! — kérték meg gyerekeiket a szlleik. (A
vagy sz0 ertelme itt legaldbb egyikik, esetleg ketten egyltt — ez az eléz6ekben leirt
megengedo jelentés.)

(2) Vasarlas utan, mar otthon a lanyok elmesélték, hogy a csomagok miatt egy hely még
maradt a kocsiban, ezért az &ruhdzban megszoélitottak a szomszédban lakd testvérpért.
Hazafelé Antal vagy Andras vellnk johet. (A vagy logikai jelentése a mondatban legfeljebb
az egyik.)

(3) Anna vagy Andrea vezette visszafelé az autot? — kérdezték meg a szul6k otthon a lanyokat.

(A vagy szot itt pontosan az egyik értelemben hasznéljuk — ez kizaré jelentés.)

A tablazat M,—vel jelolt miivelete a diszjunkcio.

Barmely A, B és C itélet esetén teljestilnek a kdvetkez6 azonossagok




TETEL:

Idenpotencia

AAA=A AvA=A
Kommutativitas

AAB=BAA AvB=BvA

Asszociativitas

(AAB)AC=AA(BAC) (AvB)vC=Av(B vC)
Disztributivitas

AABvC)=(AAB) v(AAC) Av(BAaC)=(AvB)A(AvC)
De Morgan-képletek

- (AArB)=—Av—-B - (AvB)=—AA—B

Két dsszetett kijelentés azonossaga, azaz valamely allitas igazsaga belathato, ha az egyenlség
két oldalan all6 kijelentéseknek minden lehetséges ertéknél megegyezé a logikai értékik. Ez
példaul igazsdgtablazat segitségével ellenérizhets. Az alabbiakban megmutatjuk a

disztributivitasra vonatkozd egyik azonossag bizonyitasat.
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Eszrevehetjiik, hogy a 2 kijelentésbsl allé formula esetén 22, a 3 kijelentéshgl &ll6nal 2°
kiilonbozo esetet kellett megvizsgalni. Altalanosan is elmondhatd, hogy egy n kijelentést
tartalmazé azonossagnal 2" kiilonbozo kiértékelés egyenléségét kell igazolni.

Az olyan formulat, amely minden értékelésnél igaz, tautolégianak nevezzik.

IV. Implikécio
Mikor tartjuk igaznak a kovetkezé kijelentést?
Ha a lottoszelvenyek kitoltésenél minden lehetséges esetet figyelembe vesziink, akkor biztosan

lesz 5-0s talalatunk.




Az allitdésban két elemi Kijelentésbol, az elotagbdl (a lottdszelvények kitdltésénél minden
lehetséges esetet figyelembe veszink), illetve ut6tagbdl (biztosan lesz 5-0s talalatunk)
Osszetett kijelentést alkottunk a ,,ha...akkor” kétészavak segitségével.

Az aldbbiakban megvizsgaljuk a sz6bajovo lehetdségeket.

Ha minden lehetséges esetet figyelembe vesziink, és lesz 5-6s taldlatunk, akkor igaz a
Kijelentés.

Ha minden lehetséges esetet figyelembe veszink, de mégsem lesz 5-0s taldlatunk, akkor
hamis a kijelentés.

Ha nem veszink minden lehetséges esetet figyelembe, akkor nem teljesitettiik a feltételeket,
tehat akar lesz 5-0s talalatunk akar nem, a kijelentés igaznak tekintheto.

A példa alapjan kitolthetjuk a széban forgd miivelet igazsagtablazatat.
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DEFINICIO: Az A elstag és B utétag implikaciojan azt az itéletet értjik, amely pontosan
akkor hamis, ha az el6tag igaz, de az utétag hamis. Az elétagot feltételnek, az utétagot

kovetkezménynek nevezzik. Jelolés: A = B

A 16 miveletes tablazat M, miivelete az implikacio.

Megjegyzés: A matematikai tételek tébbsége ,,ha A, akkor B tipusi”. Egyes tételeknél a két
Osszetevot felcserelve hamis, méasokndl igaz allitasokat kapunk. Ez utobbiaknal A = B és B

= A egyszerre teljesil.

A matematikai logika modszerei (j eljardsokat adnak az allitasok igaz vagy hamis voltanak
meghatarozasara. Vizsgaljuk meg a kdvetkezo kijelentést.

Ha a szabalyos haromszogre igaz a Pitagorasz-tétel, akkor minden haromszdg egyenld szaru.
Itt a feltétel, azaz hogy a szabalyos haromszigre igaz a Pitagorasz-tétel nyilvanval6an hamis.
Hasonl6an hamis a kdvetkezmény, tehat az, hogy minden haromszdg egyenlé szard. Az

elézéekben leirt h = h =i szabaly miatt viszont a kijelentés igaz.

Példa: Adjuk meg a kdvetkezé mondat tagadasat. Nem z0rdg a haraszt, ha a szél nem fljja.

Segitségként hasonlitsuk 6ssze az A = B és — (A A — B) kifejezéseket.
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A végeredménybdl leolvashaté egy lehetséges megoldas. A szél nem fljja, mégis z6rdg a

haraszt.

V. Ekvivalencia

A matematikdban gyakran el6fordul, hogy két kijelentés ugyanazt a gondolatot fejezi ki, azaz
a két kijelentés egyenertékii. Ha ez teljestl, akkor a két kijelentést a kdvetkez6é szavakkal
kapcsolhatjuk 6ssze.

Egy természetes szam akkor és csak akkor oszthatd 10-zel, ha a szam 0-ra végzédik.

Egy természetes szam pontosan akkor oszthaté 10-zel, ha a szam 0-ra végzodik.

Egy természetes szam oszthat6 10-zel &llitas ekvivalens azzal, hogy a szdm 0-ra végzédik.

DEFINICIO: Az A és B itéletek ekvivalenciajan azt az itéletet értjiik, amely pontosan akkor

igaz, ha a két dsszetevé logikai értéke megegyezik. Jelolés: A < B

A definicié alapjan a kovetkez6 tablazathoz jutunk.

Al Bl | IA<B|

> T - -

A korabbi tablazatbdl leolvashatd, hogy az Mg miivelet az ekvivalencia.

Az (L), (LH), (H;), (H;H) péarokbdl képezhets 16-féle Osszekapcsoldsi lehet6ség az
elézéekben leirt 6t logikai miveletre visszavezethet6. Azonban ezt az 6t dsszekapcsolast
tartalmazd rendszert is még tovabb lehet egyszerisiteni. Konnyen belathat6, hogy példaul A
< B mindig igaz (A = B) A (B = A) esetén. (Ez az észrevétel megfelel az implikacional leirt

megjegyzésben foglaltaknak.)

Az el6zéekben emlitetteken kivil a kijelentések kozott tobb nevezetes dsszefiiggés is

ismeretes.




1. = (= A) < A azt fejezi ki, hogy egy allits tagadasanak a tagaddsa magaval az eredeti
allitassal egyezik meg. Ezt fejezi ki a kettds tagadas tétele.

2. Az A v — A formula tautoldgia, a harmadik kizarasanak tétele azt jelenti, hogy egy allitas
vagy igaz vagy nem igaz, harmadik lehetéség nincs.

3. = (A A = A), azaz az ellentmondas tétele szerint egy allitas és tagadasa egyszerre nem

lehet igaz.

Kovetkeztetési szabalyok

Mint emlitettlik, gy a matematikai logikdban mint a mindennapi életben nagyon fontos, hogy
bizonyos allitdsokbdl helyes kdvetkeztetésekre jussunk. De ugyanigy az is, hogy egy adott
allitasrol el tudjuk donteni, logikusan kovetkezik-e korabbi mar ismert és igaznak elfogadott
ismeretekbdl.

A kdvetkezékben egy nem matematikai jellegti kovetkeztetést vizsgalunk meg.

Ha Béla minden elméleti tételt megtanul, és a beugré gyakorlati szamitast is megoldja, akkor
sikerul a vizsgaja. Béla minden tételt megtanul, és mégsem sikeril a vizsga. Tehat Béla a

beugro gyakorlati szamitast nem oldotta meg.

A kovetkeztetési szerkezet leirasara hasznalt jeldlésben egy vonal folé irjuk a premiszakat
(feltételeket), a vonal ala a konkldziét (kovetkezményt). Ekkor a kovetkeztetés logikai
szerkezete a kovetkezo.

(AAB)= C,AA(=C)
_|B

A példaban a betiik és a nekik megfelel6 kijelentések a kovetkezok.

A: Béla minden elméleti tételt megtanul.

B: Béla a beugrd gyakorlati szamitast is megoldja.

C: Bélanak sikerul a vizsgéaja.

Megvizsgaljuk, hogy a premisszékat alkoto kijelentések milyen logikai értéke mellett igazak
az adott premisszak.

Ha [AA—C|=i, akkor |A/=i és [C|=h.

Mivel [C|=h, |(AAB)= C|=i csak akkor teljesiilhet, ha |A A B|=h. Ugyanis hamis utétag

esetén csak akkor igaz az implikéacié, ha az elétag is hamis. |A|=i fennallasa mellett ez

B|=h esetén teljestilhet.



Tehat a konklizi6 logikai értéke: |-B| =i, a kivetkeztetés helyes.

Az eléz6ekben leirt eljaras altalanosithato.

Jel6ljék a Py, Py, P3, ..., Py szimbolumok a kdvetkeztetés premisszait, amelyeket az Az, Ay, As,
..., A¢ elemi itéletekbol logikai miveletek segitségével alkottunk, és jelélje K a konkluziot.
Akkor mondjuk a kdvetkeztetési szabalyt helyesnek, ha az Aj, A, As, ..., Ax minden olyan
logikai értéke mellett, amelyre a P, Py, P3, ..., Py premisszak logikai értéke igaz, a K
konkldzié logikai értéke is igaz.

Nyitott mondatok

A kdvetkezékben néhany kijelentést adunk meg.

Petsfi Sandor magyar koélts volt. 2-3+1=7
Albert Einstein magyar kolté volt. 2-4+1=7
Ha a kijelentések egyik szavat kicseréljik egy valtozdval, akkor nyitott mondathoz jutunk.

X magyar kolto volt. 2-x+1=7
Az eléz6ekben leirt eljarassal tobbvaltozds nyitott mondatok is el6allithatdk.

X magyar y volt. 2-Xx+y=7

A fenti példabol kovetkezik, hogy az egyenlet (és hasonléan, az egyenl6tlenség és

egyenletrendszer) logikai értelemben egy nyitott mondat.

A matematikai allitasoknal és kilondsen a nyitott mondatoknél gyakran alkalmazzuk a
kovetkezo jeloléseket:
V: jelentése barmely, minden

3: jelentése van olyan, létezik

Ezek a logikai kifejezések szoros kapcsolatban allnak egymassal.
A minden (barmely) haromszdg egyenld szaru kijelentés tagadasa
a) nem minden haromszdg egyenlé szaru

vagy
b) van (létezik) olyan haromszdg, amely nem egyenlé szaru.




